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a. 


dUftdrilBt.  Her  vierte  Theil  der  Kreis-  und  in  vier  congrucnte  Stücke  xerfitllt, 
linie.  Man  pflegt  auch  oft  den  vierten  *.  B.  einer  Ellipse  oder  Lemniscate  als 
Theil  jeder  Curve,  die  geschlossen  ist,  Quadrant  in  beieichnen. 

Onadrant  (elliptlscber).  So  werden  die  beiden  bestimmten  Integrale; 




ya- 

X»)  (I-A«x>) 

und 

dr 

1^1  — a*  sin  y’ 


oft  genannt,  wo  k und  k'  die  Oleichnng 
eriüllen : 

Wie  nämlich  bei  den  Kreisfunctionen  der 
vierte  Theil  der  Periode,  also  ingleich 

der  Quadrant  einer  Kreislinie  ist,  deren 
Radius  gleich  der  Einheit  gesetit  wird, 
so  drücken  auch  diese  beiden  Integrale 
in  Bezug  auf  die  elliptischen  Functionen 
erster  Ordnung  die  vierten  Theile  beider 
Perioden  ans. 

Qnadraot  (Haser-)  Astronomie.  Ein 

im  Ortsmeridian  befestigter,  gethcilter  und 
mit  einem  Fernrohre  versehener  Quadrant, 
welcher  dasu  dient,  die  Declination  und 
Bectaacension  der  Sterne  und  ihre  Hohe 
in  bestimmen.  (Fig.  1.)  Sei  DPO  die 
Ebene  des  Ortsmeridions,  OB  der  Durch- 
schnitt des  Horizontes  mit  derselben,  OA 
der  Durchschnitt  des  Aeqnators.  DB 
selbst  ist  eingetheilt,  und  in  0 befindet 
sich  das  in  der  Meridianebene  verschieb- 
bare Fernrohr  P.  Soll  nun  ein  Stern 
5 beobachtet  werden,  so  wartet  man  den 


>*')  J,  l^I-*'>6 


‘siny  * 

Angenblick  ab , wo  derselbe  in  seiner 
obem  CalminatioQ  durch  den  Meridian 
geht , und  richtet  dann  das  Fernrohr 
auf  denselben.  Winkel  AOQy  den  die 
Gesichtslinie  des  Sternes  mit  dem  Ae- 
quator  machte  oder  Bogen  AQ  gibt  un- 
mittelbar die  Declination;  dieselbe  ist 
positiTp  wenn  der  Stern,  wie  hier  ange- 
nommen wurde,  oberhalb  des  Aequators, 
negativ,  wenn  er  unterhalb  desselben 
culminirt.  Bogen  BQ  oder  Winkel  BOQ 
gibt  die  Hohe  des  Sternes  an. 

Um  die  Rectascension  xn  bestimmen, 
ist  die  Zeit  xn  messen , in  welcher  der 
Stern  culminirt.  Die  Uhr,  mittels  wel- 
cher dies  geschieht,  wird  am  besten  nach 
Stemenzeit  gestellt,  und  als  Hüll  oder 
12  Uhr  ist  der  Zeitpunkt  zu  bezeichnen, 
in  welchem  der  aufsteigende  Knoten  oder 
Frühlingspunkt  culminirt.  Da  die  Recta- 
scension die  Entfernung  des  Sternes  von 
dem  durch  den  Frfihlingspunkt  gehenden 
Meridian  ist , and  entgegengesetzt  der 
Bewegung  des  Himmels  gez&hlt  wird,  so 
ist  die  Uhrzcit,  welche  zur  Zeit  der  Cul- 
mination  des  Äraglichen  Sternes  stattfin- 
det, seine  Rectascension,  und  man  braucht 
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Quadrat  (Geometrie). 


1. 


die  Stnndciizabl,  wclciic  die  Uhr  angibt, 
nur  mit  15  zu  inultiplircn,  um  di«  Kcctn- 
Bcenaion  in  Graden  zu  haben. 

Maucrqimdranten  sind  jetzt  nicht  mehr 
gebr&ochlich ; man  bedient  «ich  jetzt  statt 
deren  der  Vollkrcisc,  deren  Einrichtang 
aber  anf  demselben  Principe  beruht 

Aber  anch  diese  Instrumente  sind  nur 
für  solche  Sterne  und  zu  solchen  Zeiten 
anwendbar,  welche  niclit  bei  Tage  oder 
w&hrend  der  Däromemog  culminircn. 
Dies  hat  keinen  Einfluss  auf  diejenigen 
Fixsterne  und  Planeten,  welche  dos  ganze 
Jahr  oder  einen  grossen  Thcil  desselben 
hindurch  sichtbar  sind , und  bei  denen 
man,  da  Sternen*  und  Sonnenzelt  nicht 
gleich  sind,  immer  eine  Zeit  bestimmen 
kann,  wo  sie  w&brcnd  der  Nacht  culminircn. 

Bei  solchen  Sternen  dagegen,  die,  wie 
z.  B.  einige  Cometen,  nnr  kurze  Zeit 
sichtbar  sind,  bedarf  man  solcher  In- 
strumente, welche  nicht  bloss  im  Orts- 
meridian, sondern  in  jedem  beliebigen 
Meridian  aufzustcllcn  sind.  Dies  sind 
die  Aeqnatorialinstrumcntc. 

üiudrant  (Spiegel-  oder  Reflections-l. 

Ist  ganz  Tide  der  Spiegelscxtant  einge- 
richtet (siebe  den  Artikel  Sextant),  nnr 
mit  dom  Unterschiede,  dass  crstcrcr  einen 
Viertelkrcis  cnthftlt. 


duadrat  (Geometrie).  Ein  Piirallclo- 
grnmm  mit  vier  gleichen  Seiten  und  vier 
rechten  Winkeln. 

Vcrrorigc  der  ersten  Eigenschaft  gehört 
das  Quadrat  zu  den  Rhomben  oder  Uan- 
ten.  nimmt  daher  an  der  Eigenschaft  der- 
selben, dass  beide  Diagonalen  auf  ein- 
ander senkrecht  stehen,  Thcil.  Der  letz- 
tem Eigenschaft  wegen  gehört  das  (Quadrat 
zu  den  Oblongen  oder  Rechtecken,  und 
daher  sind  auch  beide  Diagonalen  gleich. 

Bei  fast  allen  Messungen  dient  das 
Quadrat  als  Grundeinheit  der  Fl&chen* 
raassc,  derart,  dass  man  dazu  immer  das- 
jenige Quadrat  wihlt,  dessen  Seite  die 
gewählte  Längeneinheit  ist.  Ist  also  ein 
Fuss  oder  ein  Meter  als  Längeneinheit 
gewählt,  so  ist  der  Quadratfuss  oder 
Quadratmeter  die  Einheit  des  Flächcn- 
moascs. 

Auf  diese  Ausdmeksweiso  beziehen  sich 
alle  Formeln  in  der  Theorie  der  Flächen- 
masse. 

Aus  den  ersten  Säaen  der  Elementar- 
geomctric  folgt  die  Art  nnd  Weise,  wie 
rann  auf  geomelrischem  Wege  jede  von 
graden  Linien  begränzte  Figur  in  ein 
Quadrat  verwandeln  kann,  nnd  zwar  ist 
der  Gang  hierbei  der  folgende. 

Aufgabe  1.  Eine  beliebige  gradlinige 
Figur  oder  ein  Vieleck  in  ein  anderes 
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AoflOtung.  täei  Öcchseik  abrärf  ilie 
grgebenc  Figur.  Mnn  schneidet  Dreieck 
abf  ab,  lieht  Linie  nj  pnrnllrl  hf,  ver- 
längert rf,  bis  sic  ag  in  g scliiieiilcl,  und 
verbindet  b und  g\  gbede  ist  dann  die 
verlange  Figur,  welche  der  gegebenen 
gleich  ist  und  eine  Seite  weniger  hat. 

Offenbar  n&mlich  ist  gbede  ein  Fünf- 
eck, hat  also  eine  Seite  weniger  als 
abedef.  Mit  letzterer  Fignr  bat  bedeg 
aber  Stück  bedef  gemein.  Das  Stück 
gbf  aber  ist  mit  abf  flächcngleich , da 
beide  die  Qmndlinie  bf  gemein  haben, 
und  zwischen  den  Parallelen  bf  und  aq 
liegen. 

Durch  Fortsetzung  dieses  Verfahrens 
kann  also  jeden  Vieleck  in  ein  Dreieck 
verwandelt  werden. 

Aufgabe  II.  Ein  Dreieck  in  ein 
Beckteck  zn  verwandeln. 

Fig.  3. 


Auflösung  I.  Seien  AB,  die 
anstossenden  Seiten  des  Kcchtecks.  Ma- 
che Fig.  5.  ab  — AB,  bc—BC,  errichte 


Uber  ac  als  Durclimcsscr  einen  Halb- 
kreis, und  ziehe  bd  senkrecht  auf  ae,  so 
ist  bd  die.  Seite  des  verlangten  Quadrats, 
Zieht  man  nftmlieh  cd  nnd  ad,  so  ist 
cad  ein  rechter  Winkel;  in  jedem  recht- 
winkligen Dreieck  aber  ist  das  Quadrat 
des  aus  der  Spitze  des  rechten  Winkels 
anf  die  Ilrpotennsc  gefüllten  Lothes  db 
gleich  dem  Rechteck  aus  heiden  Ab- 
schnitten der  Hypotenuse. 

Aiifl&snng  II.  Mache  Fig.  8. 
= AB,  be=BC,  ziehe  über  ab  einen 


AuflSsung,  Sei  abc  das  Dreieck. 
Ziehe  durch  c de  parallel  ab,  ad  und  be 
auf  ab  senkrecht,  balbire  da  und  be  in 
f nnd  g , so  ist  fgba  das  verlangte 
Rechteck. 

Denn  offenbar  hat  cs  mit  dem  Drei- 
ecke die  Grundlinie  ab  gemein , seine 
Hobe  af  ist  aber  die  IWfte  von  der 
Hohe  ad  des  Dreiecks. 


zu  verwandeln,  welches  eine  Seite  weni- 
ger hat. 

Fig.  2. 


Angabe  ITI.  Ein  Rechteck  in  ein 
Quadrat  zu  verwandeln. 

Von  dieser  wichtigen  Aufgabe  gibt  es 
Tielo  Anflösnngen,  von  denen  wir  die 
einfachsten  anffthren. 
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Halbkreis,  cd  senkreckt  aof  a6,  and  bd,  den  Abschnitten  bc  and  ba  einer  Secante, 
80  ist  bd  die  Seite  des  Quadrates.  welche  dieselbe  schneidet. 

Denn  da  bda  ein  rechtwinkliges  Drei-  Durch  diese  Constructionen  lässt  sich 
eck  ist,  muss  das  Quadrat  der  Kathete  also  in  der  That  jedes  Vieleck  in  ein 
bd  gleich  dem  Rechteck  aus  der  Pro-  Quadrat  verwandeln.  Wie  krummlinige 
jection  derselben  bc  auf  die  Hypotenuse  Figuren  in  Quadrate  zu  verwandeln  sind, 
un<l  der  ganzen  Hypotenuse  La  sein.  siche  in  dem  Artikel  Quadratur. 
Auflösung  lll.  Mache  Fig.  7. 

rth  = AB,  bc^BC,  errichte  über  ar  einen  Qaadrat  (Algebra).  Die  zweite  Potenz 

einer  Za)d,  oder  das  Product  der- 
selben mit  sich  selbst. 

Da  der  Flächeninhalt  eines  Recht- 
ecks gleich  dem  Product  zweier  an- 
stossenden  Seiten,  beim  Quadrat 
dieselben  über  gleich  sind,  so  ist 
rt-n-n^  in  der  That  der  Aus- 
druck fflr  den  Flächeninhalt  eines 
Quadrates  mit  Seite  a,  und  daher 
die  Uebertragung  dieses  Namens. 
Dns  Quadrat  eines  Binomen  gibt 
die  Formel 

(rt+A)*  = 6*, 

Halbkreis,  und  ziehe  von  6 an  denselben  die  sich  durch  MuUiplication  von 
Tangente  bd^  so  ist  diese  die  Seite  des  (n+^)*(a-h6)  unmittelbar  ergibt.  Eben 
Quadrates.  Denn  das  Quadrat  einer  so  wird  augenblicklich  gefunden  das 
Tangente  bd  ist  gleich  dom  Rechteck  aus  Quadrat  eines  Polynomen : 

(rt,-|-rta4*rt,4-  • • = ’+«!*+  * * • 

+ • • • +2oirt. 


+2a_j«. 

oder  abgekürzt: 

wo  s und  l alle  Wertbe  von  1 bis  n annehmen.  Oder  in  Worten:  das  Quadrat 
eines  Polynomen  ist  gleich  der  Summe  der  Quadrate  aller  Glieder  plus  der  Summe 
aller  doppelten  Producte  von  jo  zweien  derselben. 

Sehr  wichtig  ist  auch  die  Formel,  welche  lehrt,  eine  homogene  ganze  Function 
zweiten  Grades  von  beliebig  viel  Variablen  in  eine  Snroroe  von  soviel  Quadraten, 
als  Variable  vorhanden  sind,  zu  verwandeln.  Es  sei  die  gegebene  Function: 


+V,'.*+2'',,,V2+2‘»,/,*3+  • 


+2»3,.*2^ 


BO  setze  man  dafür: 

(^.t*l  + ^.2'2+^/3+ 


• • • +*1,»*.)’  + (*2,2*2+ • • • +*2..*,)’ 


Es  ergeben  sich  dann  durch  Vergleichung  der  Coeffidenten  a and  b leicht  die 
nCthigen  Gleichungen  znr  Bestimmung  der  b.  Sind  $ und  t beliebige  Zahlen 
zwischen  1 und  r»,  so  sind  diese  Gleichungen  von  der  Form: 

^ * + 6,  - H-6,  «na 

b.  h.  A-b.  A.  +A_  A_  -|-  • • • +6  b =a  . 

!,<  1,1  2^  2,(  3.«  3,t  «,i 
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Man  hat  hieraus  also  zum  Beispiel,  d.  h.,  wenn  man 
wenn  man  s = l setzt: 


also: 


^ = 


setzt, 


WO  t grösser  als  1 ist. 

Setzt  man  szz%  so  ergibt  sich: 

*l,r  + *w’=“2,2 

b h -\-b  b “ttf 

1,2  1,*^  2,2  2,1  2,1* 

woraus  mit  Hülfe  der  vorigen  Gleichung 
sieh  b und  6 ergeben,  wo  t grösser 

2,J  2,2 

als  2 ist. 

Setzt  man  dann  i = 3,  so  kommt: 

A »j_A  , 

13  2,3  ^ W 3,3’ 


*,<  ■ 


2,< 


und  so  fort. 

Die  Theorie  der  Determinanten  bietet 
aber  auch  das  Mittel  die  independenten 
Ausdrücke  für  die  Grössen  b zu  finden. 
Setzt  man  n&mlich  die  für  b^  ^ und  b^  ^ 

gefundenen  Werthe  in  das  zweite  System 
von  Gleichungen  ein,  so  kommt: 

rt. 


2,2  1,1 

Diese  Wcrtlie  werden  in’s  nächste  System 
gesetzt,  also: 

“m  ’’2,2“|,1 

d.  h.  mit  Bcrücksicbtignng  des  Werthei 
vun  9,^: 

b _\»'^3,3~^2,3* 

“l,l  -Vl,."  ^,2“l,l 

oder,  wenn  man  setzt: 

' b 
’ 3,3 


y = 


2,2  2, 

K ^ 

2,*  i,i 


f 2,2  M 

Oleichnng 

1 ö 1 i~y 

a ^ »o  ml  ’d  3,(  3,1, 

1,1  2,2  1,1  f 2,2  1,1 


and  vermöge  der  zweiten  Oleichnng  des 
Systems : 


d.  b. 


1.2 


also: 


1.1 

K.= 


+»2,2* -«2,2, 


1 


3,3 


y. 


» » s- 

..  3.i_  2,3  2,1^ 3.» 

9 a 3,i  a 9 a a 9 ^ 

2.2  1,1  1,1  2,2  1.1  1,1  2,2 


. =1/®2.2“m  “i,2* 


wo  ä'  —y  = 


9 9 

2,2  2,i 

2.1  » 


der  Zahler  dieses  Worzelansdnickes  hat 
die  Form  einer  Determinante. 

Sei: 


es  ist  dann: 


ferner  erhält  man  ans  der  zweiten  Glei- 
chung des  Systems: 

a “ 1/  T"  *•'  *•' 

1 \i 

(a  a —tf  a ) 

2,1 1,1  1,2  iy 


gesetzt  worden  ist,  also: 

y. 

- 3,1 


3,t 


=9  , 

a^  a 

M 

l.fi  Ml 

1 

b =: 

2,2 

r <.« 

1/9^  *9  • a 

y 3.3  2.2  ”i,i 

Man  sieht  augenblicklich,  dass  die  Werthe 

b b und  6 in  b mit  eingeschlos- 
23  2,<  3,3  3,1 

sen  sind. 

Hun  ist  zu  erkennen,  dass  man  allge- 
mein haben  wird 

b =- 


/ (.-2)  (.-3) 

i . » 


• 9 a 

i-l,<~l  2,2  1,1 


wo  9^'^  **  gegeben  ist  durch  die  re- 
currente  Formel: 

a(r-3) 


d.  b. 


*2,.= 


9 


2,2  1,1 


,(r-3) 

r-1,1 


Cr-il 
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Sei  Jetzt 


\t^2  + V2+ 


+ a X =0 

l«n  * 

+ a X =0 

i^n  N 


Tafel  der  Quadrate  der  Zahlen  TOn  1 bis  1000. 
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20164'  .58:564  116964  19.5364  29:1764  4121(34  .5:'8)564  708964  8873(34 
20449!  59049  117(349  196249  294849  41:3449 .552049  71(1(349  889249 
207:i6  .595:3(3  11K3:36  197136  29.5936  4147:36  5.5:3536  712336  891136 
21025  60025  1 19025  198025  297025|416025  555025  714025  893025 
21316  60516  119716  1%916  298116  417:116  556516  716716  894916 
21609  61(X)9  120409  199809  299209!418609 :5ö8009  717409  896809 
211X34  615(34  121101  2(  X)7o4  .100304  419904  559Ö04  719104  898704 
22201  62001  121801  201601  301401  421201  561001  788801  900601 
22,500  62500  122.500  2025001 302500  422500  56*00  732600  902600 
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• • • 


• • ■ +a  1=0 

n n 

-f*rt  ^ 

n>»  M 


Tafel  der  Quadrate  der  Zahlen  von  1 bis  1000. 


400  I 500  I COO  I 700  800  900 


1 12.1201  2a8401|303<>0U 
1 12:)904  2(M:i04  304704' 
9421009  205209  30.5809i 
(!jl25310  20011G:i00910 
r>!^;o25'2i)7o^  308025' 
ri|i2b73<i'Ä)79:}(:':ici9i:4(i 
9 127  U9  208819  310249 

4 128104'2<XI70  1 311304 
1 12888l'210«81j312481| 
1)  l-^jlW;2^0i)(j|.31.3<i()0 
I 130321  '21 2521 ,314721 \ 
1 131044  213144'315«44 
9 13I709|214309  310909 
ii  1324%  21.5290,318090 

5 133225'21022.5  310225 


42:l80r. 564001  7 
425KH'5055O4  7 
420409  5070X47 
427710  5f!H510  7 
429025;570125,7 
430330  571530,7 
431049:573049,7 
432964'5745<54  7 
434281,570081:7 
435000  5770X1  7 
430921;579121  7 
4.38214  580444  7 
439.509 .582109|7 
440890  5830iHi|  7 
442225  58.522517 


7075t>|  13395li  217150:3203.50  4435.50, .5 
71289  1340.S9i218O.H9  321489  444889'5 
71824  135424  210124  322024  440224,5 
72:101  130101  l21990l|323701  447501  5 
729IK)  l.%m):2209O)j3249O)  44.80K)  5 
TSfi  137041;^841 1320041  45024ll5 
73984  l:48:l84'222784'327184  451584  5 
74529:1.39129|223729i;i2,S;i29  452929!5 
70170  139870!22-1076' 329470. 4.54270:5 
7 5025 T 4t  M12.5  j 225025  330J25 1 45.5132.5 , 0 
70176il41370, 220570  3111770  450970  0 
70729  142129  227529  332929 '458329  0 
77284  142884i228484  3340844.59084  0 
77841  143011I229441|335241;401041;G 
784(XI'1W400;2;!()1(H)  :i301(xl4024<Kl  0 
l8!lin'i451öl  ZMllOI  :i37r)Öi ;40;i701  0 
79524  145924 '23232 4 : 338724  405 1 24  0 
80089: 140089'  233289  339889, 41X3489  0 
81X1.50  147450123 42.x;  341050'407K50  0 
8122f>  148225.23;5225  342225  409Ä!5  G 
lll7%  1489%  23Ö19Ö  :1433!H3  47O590,ö 
82309  149709  237109  3 41509  471909  0 
82944' l%541i238144  34.5744  47.3.344  0 
H;1.521!151321,239121  :44092  1 47472 1:0 
84KXI  152W)i2401(XI  3481(H>. -170100  tl 
laÖST  452881 ’24Ti»n  31928l'477481  0 
8i5204  1.530641242004  3.50404478804  0 
8-)849  l.">4449j24;X)49  3.51049'480249  0 
.st3430  15.52.10|244ll'X;  :152830, 481030  0 
_87lfö  1500^>i24.5(fö  .3M^)j483025  0 
■87010  ®»i10'210010;3:5.521o! 484410  0 
88209  1570<X)  247(HX)  .3504IX)  18rdl09  6 
88801 158404  248iX>4  357004  487204  0 
89401  4592011249001  358801  488001  0 
j 90(XX)  100ü00|250000i300000  49O000  0 
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ergibt  sich,  wenn  man  x eliminirt: 

*2,2*2’^  *2,3*3'^ 

• + V.  =« 

V2+ V3+  ■ • 

• +93^.^  =0 

*.,2*2+*., 3*3+  • • 

• 4-^  X =«•« 

N,A  n 1 

Quadrat  (Algebra). 


wo  gesetzt  wird; 


d = 

«,i 


\i\t\ 


und  durch  Elimination  von  x : 
2 


+y.  X =0 

3.H  H 

4-a'  a-  =0 

4,11  » 


^'3,3^3+ *'3,4^4+  • 
*'43-3  + »'4A+  • • 

^V3  + *'.,4*4+  • • • 


WO  = 


1*2,3’’ V| 


Eliminirt  man  auch  x^  n.  s.  w.  so  erhält  man: 

*■  r,r+l  r+1  n 

+»"-*>  , + ■ 

^ r+l»  ••+1  r+l~ 


= 0 


4*^'  /'j:  =0 


^ j;  4-»^  X + • 
i»,r  » *,r+l  r+l 

, , fn-t) 

und  so  fort;  X x 

n.% 


» r-l,r— 1 r— 3,r— 2 

(.-3)  (.-I) 

zB»  » .■••9a. 

-1,»-1  »-2,1.— 2 2,2  t,l 


*2,2“l,l 


Wollte  man  aber  jt  direct  berechnen,  10  erhielte  man; 


A-*.=  A,  •«, 


wo  A = 


also  durch  Vergleich  beider  Ausdrücke  ergibt  sich: 

,<-2, 

^ N.n 


a a 
t.t  <«2 

’ ' “1.. 

a a • • • e 

1,1  1,2 

* **1,»-1 

a a 
2,1  2,2 

■ ■ “2,. 
• 

a a e e e e 

2,1  2,2 

■ “2,—, 

« a» 

11,1  n.2 

• • a 

H,n 

a a 

n-Ui  11-2,2 

* a 

•»-l,n-l 

A, 


(•-4) 


’\2“l,l 


' 1, »- 1 9k-2,  2 

Da  mm  die  eben  gegebenen  Determinanten  mit  denen,  welcher  wir  uns  früher 
Deoienten,  in  der  Form  ubcreinstimmen,  so  ist  auch 


Dieser  Satz  wird  darum  hier  gegeben,  weH  bei  Gelegenheit  der  Methode  der 
ueinsten  vcuadrate  auf  ihn  wird  zurückgewiescn  werden  müssen. 
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Oludnt  (magisches  oder  Zauber*)* 

Seine  Entstehangsweisc  ist  die  folgende. 
Man  theilt  ein  Quadrat  in  eine  Anzahl 
kleinerer  Quadrate,  ln  jedes  der  Ictx* 
teren  wird  eine  Zahl  geschrieben^  welche 
alle  eine  arithmetische  Ueihe  bilden. 
Die  Zahlen  müssen  dann  so  angeord- 
net  werden ) dass  alle  diejenigen,  wel- 
che in  einer  vertikalen  oder  in  einer  ho- 
rizontalen Reibe  stehen , oder  eine  Dia- 
gonale bilden,  dieselbe  Snmme  geben. 

Das  einfachste  Zaubcrqna- 
drat  ist  das  hier  befindliche. 
Es  sind  die  9 Zahlen  1 bis 
9 so  vertheilt : dass  die  senk- 
rechten Spalten:*  4,.%8  — 
9,  5,  1 — 2,  7,  6,  eben  so 
wie  die  horizontalen  4,  9,  2—3,  5,  7— 
8,  1.  6 and  die  Diagonalen  4,  5,  6 — 
2,  5,  8 dieselbe  Summe,  nämlich  15, 
ergeben.  Die  Anzahl  der  Zahlen  muss 
offenbar  immer  eine  Quadratzahl,  also 
gleich  n*  sein,  und  die  constante  Summe 
der  einzelnen  Reihen  wird  der  fite  Thcil 
der  Somme  aller  vorhandenen  Zahlen  sein. 
Sie  wird  also  in  nnserm  Beispiele 
l+2-f-.3-l-4-l-5+6+7-f84-9 

3 

betragen , denn  es  sind  n Reihen  (hori- 
zontale oder  vertikale)  vorhanden,  die 
zusammen  alle  gegebenen  Zahlen  ent- 
halten und  da  eine  jede  Reihe  dieselbe 
Summe  gibt,  so  muss  letztere  der  nte 
Tbeil  der  Gesammtsummc  sein. 

Wir  wenden  uns  zu  einigen  Regeln 
über  die  Anfertignng  von  Zauberquadra- 
ten,  wobei  wir  annchmen  wollen,  dass 
die  Glieder  eines  solchen  die  natürlichen 
Zahlen  von  1 au  seien.  Auf  diesen  Fall 
lassen  sich  nämlich  die  andern  zurück- 
fübren.  Wir  unterscheiden  folgende  Fälle : 
Fall  I.  Die  Seite  des  Quadrats  ent- 
halte eine  ungrade  Anzahl  von  Theücn, 
also  2n-f*l. 


Zanberquadrat  mit  25  Feldern. 


11 

18 

25 

2 

10 

12 

19 

21 

3 

4 

6 

13 

20 

22 

33 

5 

7 

14 

16 

17 

24 

1 

8 

15 

Auflösung.  Man  schreibt  die  Zald 
1 in  das  mittlere  Feld  der  unicrsteu  Ho- 
riaoutalreibo  f uod  Ährt  fort  die  natür- 
liches Zahlen  2,  8 o.  s.  w.  in  folgender 


Zanberquadrat  mit  ^ Feldern. 


22 

31 

40 

49 

2 

11 

20 

21 

23 

32 

41 

43 

3 

12 

13 

15 

24 

33 

42 

44 

4 

5 

14 

16 

25 

34 

36 

45 

46 

6 

8 

17 

26 

35 

37 

38 

47 

7 

9 

18 

27 

29 

30 

39 

48 

1 

10 

19 

28 

Weise  zu  schreiben , jede  Zahl  kommt 
rechts  von  der  vorhergehenden  in  der 
unter  derselben  befindlichen  Reihe,  z.  B. 
7 rechts  unter  6 so  stehen.  Würde  in 
dieser  Weise  irgend  eine  Zahl,  wie  t.  B. 
schon  2 unterhalb  der  untersten  Horison- 
talreihe  kommen , so  substitairt  man  an 
deren  Stelle  die  oberste  Reihe  derart, 
dass  die  Vertikalreibe  der  oben  gegebe- 
nen Regel  nach  gewühlt  wird.  Ebenso 
wenn  eine  Zahl  rechts  von  der  letzten  Ver- 
tikalreibe stehen  würde.  Sie  nimmt  dann 
ihren  Platz  io  der  ersten  VcrUkalreihe 
links,  ohne  dass  die  Horizontalreihe,  die 
sich  aus  unserer  Regel  ergibt,  geändert 
wird.  Z.  B.  in  dem  aus  ^ Feldern  be- 
stehenden Quadrate  müsste  2 in  der  nn- 
terhalb  1 befindlichen  Uorizontalrcihc 
nnd  im  vierten  Felde  derselben  stehen, 
da  eine  solche  Horizontalreihe  nun  nicht 
vorhanden  ist,  so  wird  2 ins  vierte  Feld 
der  ersten  Horizontalreihe  kommen.  23 
müsste  in  die  rechts  von  22  befindliche 
Vertikalreihe  nnd  im  vierten  Felde  der- 
selben stehen,  da  sich  aber  22  in  der 
letzten  Vertikalreihe  befindet,  so  kommt 
23  ins  vierte  Feld  der  ersten  Vertikal- 
reihe. Ist  ferner  der  Platz,  auf  welchen 
nach  diesen  Regeln  eine  Zahl  gestellt 
werden  muss,  schon  ausgefüllt,  so  ist  die 
fragliche  Zahl  vertikal  über  die  zuletzt 
geschriebene  zu  stellen.  Z.  B.  in  dem 
aus  25  Feldern  bestehenden  Quadrat  ist 
das  Feld  rechts  und  unterhalb  der  5 
schon  durch  1 ausgefüllt,  6 wird  also 
über  5 geschrieben,  der  Platz  der  7 er- 
gibt sich  nach  der  ersten  Regel.  Nach 
diesen  Regeln  sind  die  beiden  hier  bin- 
zugefügten  Quadrate  construirt. 

Beweis  der  Regel.  UnserQuadrat 
besteht  aus  (2a -f-l)*  Feldern,  anf  denen, 
wie  leicht  zu  sehen  ist,  je  2n4~l  auf  ein- 
anderfolgende  Zahlen  so  nach  unserer  Re- 
gel gruppirt  werden,  dass  unter  denselben 


4 

9 

2 

3 

5 

T 

8 

T 

T 

Quadrat  (zuagiscfaes  oder  Zaaber-).  10  Quadrat  (magisches  oder  Zauber-). 


nie  2 in  derselben  Verdkalreihe  and  auch  reihe  angehOrigen  Zahlen  beliebig  in  die- 
nicht  in  derselben  Horitontalreihe  zu  ste-  ser  Reihe  verrücken,  wenn  nur  ihre  Ho- 
hen kommen.  Dies  ergibt  sich  daraus,  rizontalstcllung  dadurch  nicht  berührt  wird, 
dass  man  ja  immer  zugleich  nach  unten  Statt  daher  die  Zahlen  zugleich  nach  rechts, 
und  nach  rechts  fortschreitet.  Wir  be-  und  nach  unten  vorschreiten  zu  lassen, 
weisen  zun&cbst,  dass  die  Vcrtikalreiben  ist  es  uns  gestattet,  nnr  nach  rechts  in 
gleiche  Summen  geben,  für  diesen  Be-  derselben  Hurizontalreihe  vorznrltcken. 
weis  können  wir  die  derselben  Vertikal-  Die  Ordnnng  wird  dann  die  folgende: 


Allgemeine  Formel. 


7-(p-l), 

?-(p-2), 

7—3, 

7-2, 

7-1 

2p +3, 

2p  4- 4, 

2p+5,  . . . 

■ • 3p, 

2p+l, 

2p +2 

p-f  2, 

P+3, 

p+4,  • • • 

. • 2p-l, 

2p, 

p + l 

1. 

2, 

3, 

p-2. 

P-1. 

P 

Zahlenbeispicl  fQr  2n  + l = 5. 


25, 

21, 

22, 

23, 

24 

19. 

20, 

16, 

17, 

18 

13, 

14. 

15, 

11. 

12 

T, 

8, 

9, 

10, 

6 

1, 

2, 

3, 

4. 

5, 

wo  in  der  allgemeinen  Formel  p für 
2n-f-l,  9 für  (2/1 -fl)’  gesetzt  ist.  Ks 
ist  hier  nur  die  Ordnung  der  Zahlen  in- 
nerhalb der  einzelnen  Vcrtikalreihcn  ge- 
ändert, wodurch  die  Snmmc  dieser  Ver- 
tikalreiben nicht  berührt  wird.  Die 
ersten  p (im  Zahlenbeispicl  5)  Zahlen 
bilden  die  unterste  Reibe,  über  der  letz- 
ten dieser  Zahlen  p oder  5 kommt  der 
Regel  gemiss  p-|-l  oder  6,  also  ins 
letzte  horizontale  Feld  , ins  erste  Feld 
;»-f2  oder  7 und  so  fort,  über  2p  oder 
10  kommt  2p+l  oder  11,  in  gleicher 
Weise  wird  fortgefahren.  Die  unterste 
Reihe  enthält  also  die  Zahlen  von  1 bis 


aus  einer  Vcrtikalrcihc  in  die  andere 
setzen,  wenn  wir  nur  die  Ordnung  inner- 
halb der  Horizontalreihen  bewahren.  Wir 
wählen  folgende  Anordnung: 

Allgemeine  Formel. 

2,  2p  — 1 • * • • 7 

3,  2p  ....  7— p— 1 


p-1,  p^l  . . . . 7—3 
p,  p4-2  ....  7—2 
1,  p+3  * . . . 7 — 1 
Zahlenbeispicl. 

2,  0.11,18,25 

3,  10,  12,  19,  21 

4,  6,  13,  20,  22 

5,  7,  14,  10.  23 

1,  8.  15,  17,  24 


p,  die  zunächst  darüber  stehende  die  von 
p-fl  bis  2p  u.  8.  w.  Jede  Zahl  der 
ersten  Reihe  hat  also  die  Form  iv,  jede 
Zahl  der  nächsten  Reihe  die  Form  p-f//, 
der  folgenden  2p-fa^'  n.  s.  w, , wo  die 
Grössen  #r,  n',  a"  alle  Werthe  von  1 bis  p 
annehmen.  Die  Anordnung  aber  ist,  wie 
angenblicklich  zn  sehen,  der  Art,  dass 
in  derselben  Vertikalrcihc  nie  dasselbe 
a 2mal  verkommen  kann;  es  rührt  dies 
daher,  dass  jede  Reihe  gegen  die  vor- 
hergehende um  eine  Stelle  verschoben  ist. 
Da  nun  jede  dieser  Verticalreihcn  aus 
p Gliedern  besteht,  und  in  jedem  Gliedc 
ein  anderes  n,  also  alle  Zahlen  von  a=:l 
bis  a = 7 Vorkommen,  so  ist  die  Summe 
einer  jeden  dieser  Reihen: 
p-f 2p-f  ...  +(p  — l)p+  l-f-24-3-f . ..-f p. 
Die  Verlikalrcihen  haben  also  in  der 
That  dieselbe  Snmmc. 

Wir  wollen  jetzt  die  Summen  der  Ho- 
rizontalreihen bestimmen,  nnd  können 
aus  diesem  Grunde  die  Zahlen  beliebig 


Die  1 beginnt  unten,  2 steht  darüber 
in  der  ersten  Horizontalreihe,  wie  cs 
die  Regel  verlangt;  wir  haben  uns  eben 
nur  gestattet,  diese  Zahl  nicht  nach  rechts 
zu  verrücken,  was  ja  nur  die  2 in  eine 
andre  Vcitikalreihc  bringen  würde,  wo- 
rauf wir  jetzt  keine  Rücksicht  nehmen, 
p-fl  oder  6 kommt  der  Regel  gemäss 
in  die  zweite  Vertikalrcihe  über  p oder 
5,  p-f 2 oaer  7 unmittelbar  unter  p-*-l 
oder  6 und  so  fort;  cs  ist  klar,  dass 
sich  nunmehr  die  horizontalen  Reihen 
ganz  wie  früher  die  vertikalen  aus  den 
Zahlen  er,  p-fii',  2p-f«''*  ••  zusammen- 
setzen; auch  kann  dasselbe  n nicht  2mal 
in  derselben  Vertikalrcihc  Vorkommen, 
denn  wie  man  sieht,  springen  die  Grössen 
1,  pH-1,  2p-fl,  oder  im  Zahlen-Beispicl 
1,  3,  11  immer  nm  2 Felder  gegen  das 
vorhergehende  in  die  Höhe.  Es  könnte 
hierbei  nur  dann  eine  Horizontalreiho 
2 der  Zahlen  sp-fl  und  Ap+1  enthalten, 
wenn  p durch  2 theilbar  wäre;  p aber 
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ist  nach  unserer  Annahme  ungerade,  es  gleich  2n+l  geaetst  wird,  dass  jede 
werden  also  alle  Horizontalreiben  ein-  Keihe  von  2ff+l  Zahlen  n Felder  tiefer 
mal  und  nur  einmal  « = 1,  a = 2...o=:p  als  die  vorhergehende  die  Diagonale 
enthalten.  Die  Somme  einer  solchen  trifft  (also  für  2n+l  = 5 um  2 Felder, 
Horizontalreibe  ist  also  gleich  der  bei  fOr  2n-{-l  = 7 um  3 Felder  tiefer),  vor- 
den  Vertikalreihen  gefundenen.  ausgesetzt  dass  die  unter  dem  tiefsten 

Jetzt  haben  wir  noch  die  Diagonalen  gedachten  Felder  durch  die  am  höchsten 
zu  untersuchen.  Es  ist  leicht  ersichtlich,  liegenden  der  Diagonale  ersetzt  werden, 
dass  die  von  links  nach  rechts  hinab-  wie  dies  ja  unsre  Regel  verlangt, 
steigende  Diagonale  die  natürliche  Reihe  Man  sieht  dies  am  leichtesten  ein, 
derjenigen  p anf  einander  folgenden  wenn  man  bemerkt , dass  die  mittlere 
Zahlen  enthftlt,  welche  in  der  Mitte  der  Zahlenreihe  (bei  2fi-j-l=r>  die  Reihe  11, 
pa  ersten  Zahlen  liegen;  diese  sind  offen-  42,  13,  44,  15)  unsere  Diagonale  in  der 
bar:  wenn  s-f-1  die  kleinste  dieser  Zah-  Mitte  trifft,  die  folgende  Grnppc  aber 
len  ist:  im  ftussersten  Felde  nnten,  also  in  der 

4*fl,  s+2,  ...  4+p,  That  n Felder  tiefer;  dies  findet  aber 

also  ihre  Summe  ps+l-|-2H-3  . . . 4-p.  allgemein  statt,  da  die  Gruppen  ja  in 
E«  ist  aber  leicht  ersichUich,  dnss  i + l gleicher  Weise  sich  gegen  einander  rer- 


gleich 


p*-fl  p—1 
2 2 


oder  gleich  l-f~^2~  ^ 

sich  also:  4 = ^-^— = l-h2-f  • • I 
also : 

ps  = p+2p+  . . . -f  (p-l)p, 


halten. 

Es  ist  aber  auch  zn  erkennen,  dass  wenn 
4(2n+l)  + ''  die  Zahl  einer  Gruppe  ist, 
ist;  es  ergibt  welche  die  Diagonale  trifft,  (4-|-l)  (2n4-l) 
-frt— (n  — 1)  die  entsprechende  der  näch- 
sten Gruppe,  also  dafür  a'  = « — («— 1) 
sein  mnss.  Dies  erhellt  ebenfalls  angen- 
blicklich  für  die  mittlere  Reihe,  wo  «r  = »+l 
ist,  und  für  die  folgende,  wo  die  zweite 


so  dass  für  diese  Diagonale  die  oben  ge-  ZahldorGruppe,alsoR'  = 2'=rt  + l~(n  — 1) 
gebene  Summe  der  Vertikal-  nnd  Hori-  ist;  allgemein  folgt  dies  ans  dem  glei- 
zontalreiheo  ebenfalls  stattündet.  eben  Verhalten  zweier  auf  einander  fol- 

Betrachten  wir  jetzt  die  von  Rechts  genden  Gruppen  gegen  einander.  Für  den 
nach  Links  hinabsteigende  Diagonale  Fall  wo  n — (n^l)  negativ  wird,  ist 
Da  dieselbe  sich  in  en^egengesetzter  2n-|-l  hinzu  zu  fügen;  dies  ergibt  sich 
Biebtong  nach  unten  bewegt,  als  wir  bei  daraus,  dass  eine  Zahl,  die  unterhalb  des 
der  Bildung  des  Quadrats  jeden  Cyclus  untersten  Feldes  zu  stehen  kommen 

von  p auf  einander  folgenden  Zahlen  würde,  oben  zu  sclireibcn  ist. 

fortsenreiten  liesscn,  so  wird  immer  eine  £g  möge  nun  a die  der  mittleren 

Zahl  aus  jeder  der  p Gruppen  einmal  Grnppe  angehörendc  Zahl  der  Diagonale 

diese  Diagonale  treffen,  und  sie  besteht  sein,  so  ist: 
also  ebenfalls  aus  den  Zahlen  r,  r2M+rj*-l-l 

n.  8.  w.  Jedoch  ist  nicht  er-  a = ^ = M(2«-f  + l 

wiesen  und  aoeh  nicht  allgemein  richtig,  ^ 

dass  jedes  a hier  nnr  einmal  vorkommt,  und  also  das  zugehörige  a wdrd  gleich 
Indess  siebt  man  leicht,  wenn  p wieder  »-f-l,  die  Summe  der  a aber  wird  dann: 
. . . iz(n-4-l — 2a)-|“(n-f-l  — 2« — 2)-f-  . . . + l — 2)4*(a4'l) 

+ (a+l  + 2)  + (n  + l+4)+  - . . +(«11+2«), 

wo  für  jede  dieser  Zahlen,  die  negativ  wird,  2n4-l  binzusafügen,  für  jede  die 
grosser  als  2a-f-l  ist,  diese  Zahl  nbznzichca  ist,  dies  gleicht  sich  jedoch  vollstän- 
dig ans,  and  man  erhält  schliesslich: 

. ..  = (2n-l- 1) (n-f- 1)  = 1+2+3-f-  ...  -l-2n+l  = l + 2+3  . . . +p. 
Diese  Summe  ist  also  genau  dieselbe,  Aufl.  Man  tbcilt  das  Quadrat  in 
als  die  Summe  der  n in  den  Horizontal-  kleinere  Quadrate,  deren  jedes  4 Thcile 
und  Vertikalrcihen.  hiezu  kommt  noch  des  grösseren  enthält,  so  dass  die  mitt- 
ganz wie  dort  p4-2p4-  . . . -t-(p'-l)p)  l<^rn  4 Felder  ein  Quadrat  bilden;  nach 
wie  oben  gezei^  wurde,  so  dass  in  der  aussen  hin  werden  dann  Felder  übrig 
That  beide  Diagonalen  unter  einander  bleiben,  die  nicht  im  Quadrate  nnter- 
und  mit  den  Horizontal-  and  Vertikal-  zubriugen  sind,  wie  dies  das  beigefflgto 
reihen  dieselbe  Summe  geben.  Quadrat,  dessen  Seite  8 Theüe  hat,  an- 

Fall  II.  Die  Seite  des  Quadrats  ent-  zeigt,  ln  diese  Zeichnung  trägt  man 
halte  eine  grade  Anzahl  von  Thcilcnimd  nnn  von  links  oben  beginnend  die  Zah- 
lei  von  der  Form  4n.  len  in  ihrer  natürlichen  Rcihcofolgo  der- 


Digitized  by  Coogle 


Quadrat  (magisches  oder  Zauber-).  12  Quadrat(magische8  oder  Zauber-). 


art  ein»  dass  immer  abwechselnd  eins 
der  durch  die  Zeichnung  gegebenen  Qua- 
drate und  Keohtecke  ausgefiillt  wird,  and 
eins  leer  bleibt;  die  zu  den  leeren  Fel- 
dern gehörigen  Zahlen  bleiben  darum 
weg.  Z B.: 


1 

4 

6 7 

10  11 

13 

16 

Die  Zahlen  2»  3,  5,  8 u.  s.  w.  wür- 
den hier  in  die  übersprungenen  Felder 
kommen  and  bleiben  darum  weg. 

Nun  fingt  man  die  Zahlenreihe  von 
neuem  an,  aber  von  unten  rechts,  derart, 


dass  man  nur  die  vorhin  übergangenen 
Felder  mit  den  zugehörigen  Zahlen  ans* 
füllt,  also: 


1 

IS 

14 

4 

12 

6 

7 

9 

8 ! 

j 

10 

11 

S 

13 

3 

2 

16 

1,  4 u.  8.  w.  bleiben  fort,  weil  die  ent- 
sprechenden Felder  schon  ausgcfüllt  sind. 

So  sind  die  beifolgenden  Zauberqua- 
dratc  gebildet: 

64  Elemente. 


1 

63 

62 

4 

5 

S9 

58 

8 

S6 

10 

11 

S3 

S2 

14 

15 

49 

48 

18 

19 

4S 

44 

22 

23 

41 

25 

39 

38 

28 

29 

3S 

34 

32 

33 

31 

30 

36 

37 

27 

26 

40 

24 

42 

43 

21 

20 

46 

47 

17 

16 

50 

51 

13 

12 

54 

56 

9 

57 

7 

6 

60 

61 

3 

2 

64 

144  Elemente. 


1 

143  142 

4 

5 

139 

138 

8 

9 

133 

134 

12 

132 

14 

15 

129  128 

18 

19 

123 

124 

22 

23 

121 

120 

26 

27 

117  110 

30 

31 

113 

112 

34 

35 

106 

37 

107 

106 

40 

41 

103 

102 

44 

45 

99 

98 

48 

49 

63 

64 

52 

53 

61 

90 

56 

57 

87 

86 

60 

84 

62 

63 

81 

80 

66 

67 

77 

76 

70 

71 

73 

72 

74 

75. 

69 

68 

78 

79 

65 

64 

82 

83 

61 

85 

S9 

38 

88 

89 

33 

34 

92 

93 

31 

SO 

96 

97 

47 

46 

100  101 

43 

42 

104  105 

39 

38 

108 

36 

110  111 

33 

32 

114  115 

29 

28 

118  119 

23 

24 

122  123  i 21 

20 

126  127 

17 

16 

130  131 

13 

133 

11 

10 

136  137 

6 

140  141 

3 

2 

144 
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Quadrat  (magisches  oder  Zauber-).  13  Quadrat  (magisches  oder  Zauber-). 


Beweis  der  Regel.  Zunächst  Was  nun  die  Horizontal-  und  Verti- 
siebt  man  augenblicklich,  dass  beim  kalreihen  anbetrifft,  so  wollen  wir  2m  =: s 
Schreiben  der  ersten  H&Ifte  der  Zahlen  and  die  (2s)*  ersten  Zahlen  wirklich  in 
bereits  beide  Diagonalen  ausgerüllt  sind,  der  Form  eines  Quadrats  geschrieben 
dass  sich  also  in  ihnen  dieselben  Zahlen  denken,  also  2s  in  jede  Horizontal-  und 
befinden,  welche  darin  enthalten  sein  Vertikalrcihe.  Je  zwei  Reiben  (vertikale 
würden,  wenn  man  die  natürliche  Zab-  oder  horizontale),  welche  von  den  Seiten 
lenreihe  in  Form  eines  Quadrats  schriebe,  des  Quadrats  glcichwcit  abstchen,  mögen 
Istp  die  Anzahl  der  Theile  der  Seite,  so  entsprechende  Reiben  heissen,  also  die 
werden  diese  Diagonalen  von  den  Zah-  ktc  und  die  2s— wenn  man  daan 
len:  1,  p+2,  2p+3,  3p-i~4  . . . p . p und  die  Hälfte  der  Zahlen  einer  (horizontalen 
▼on ; p, 2/^—1, 3/>— 2,4p— 3. . .(p—l)f»+l  oder  vertikalen)  Reibe  mit  denjenigen 


gebildet.  Die  Summe  beider  arithmeti- 
schen Reihen  ist  aber  gleich:  (1+2+... 

+ p— 1,  p+1 4-24-34*  • p,  ganz  wie 

schon  bei  Fall  I.  die  Summe  der  einzel- 
nen Reihen  des  Quadrats  angegeben  wnirde. 

2(A-1)  »4-1,  2(A-1)  i-f2  . . . 2(Ä 
die  entsprechende,  also  2»— A4-ltc: 

2(2f-A)»4-l,  2(2»-A)»4-2  . . . 2(2»-*)  »4-2»-i4-l 
2(2»-*4-l)*. 

Die  Summe  zweier  beliebigen  Glieder 
beider  Reihen,  die  gleich  weit  von  den 
Enden  stehn,  ist:  4»* -Kl,  also  die  Summe 
jeder  der  beiden  Reihen  2»  (4»’ 4-1). 

£s  ist  aber  leiebt  za  sehen,  dass  bei 
nnserm  Verfahren  diese  Vertauschung 
sowohl  für  die  vertikalen  als  für  die 
horizontalen  Reihen  vorgenommen  ist, 
worans  die  Richtigkeit  des  Verfahrens 
folgt. 

Fall  in.  Die  Theilo  der  Seite  des 
Quadrats  seien  grade  und  von  der  Form 
4»4-2. 

Anfl.  Die  Auflösung  beruht  auf  den- 
selben Prinzipien,  als  die  des  vorher- 
gehnden  Falles,  ist  jedoch  complicirter. 

II 


der  entsprechenden  Reihe  vertauscht, 
welche  so  weit  vom  Ende  entfernt  sind, 
als  die  ersten  vom  Anfang,  so  haben 
alle  Reihen  gleiche  Summen.  Denn  die 
Ate  Reihe  ist: 

-l)»4-i  . . . 2(A-1)»4-2»-1,  2A», 


2(2»-A)  »4-2»- 1, 
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Qaadrat(magUches  oder  Zauber*).  14  Quadrat  (magisches  oder  Zauber*). 


Man  ordnet  Kunlchst  alle  Zahlen  von 
1 bis  (4^+2)*  in  eine  quadratische  Form, 
derart,  dass  die  1 das  erste  Feld  links 
oben  inne  bat.  wie  dies  hier  iur  die 
Wertbe  n = l und  n=2  geschehen  ist. 
Die  links  geschriebene  vertikale  Ziffer* 
reihe  zeigt  die  Ordnungszahl  der  horizon* 
talen  Spalten  an , wahrend  die  Ordnung 
der  vertikalen  Spalten  durch  die  erste 
Zifferreihe  bestimmt  ist.  Durch  die  Ver- 
einigung zweier  dieser  Ordnungszahlen 
ist  dann  jedes  Feld  und  die  darin  be- 
findliche Zahl  bestimmt,  so  nimmt  z.  B. 
in  der  ersten  Figur  die  Zahl  28  das 
Feld  (4.  5)  ein . d.  h.  sie  ist  die  vierte 
Zahl  in  der  fünften  Vertikalreihe. 

Nun  bilde  man  folgende.s  Schema,  das 
aus  2n-|-l  Zeilen  nnd  2a  + l Vertical* 
colunmen  besteht. 

In  die  erste  Colnmne  kommen  alle 
Zahlen  von  1 bis  2n+l  nnd  neben  ihnen 
ihre  Erg&nznngen  zn  4n4-3-  Die  erste 
horizontale  Reibe  wird  gebildet,  indem 
man  neben  1 noch  n+1  der  fibrigen 
Glieder  als  Anfangsglieder  der  Columnen 
schreibt,  diese  Columnen  worden  dann  so 
ansgeffillt.  dass  unter  dem  Anfangsglied 
die  folgenden  in  der  Ordnung,  wie  sic 
in  der  ersten  Columne  stehen,  sich  be- 
finden. indem  man  das  erste  Glied  als 
auf  das  letzte  folgend  betrachtet. 

Die  in  der  ersten  Columne  befindlichen 
Zahlen  werden  mit  den  horizontalen,  die 
der  übrigen  mit  den  vertikalen  Ordnungs- 
zahlen der  Columoen  in  I.  und  II.  iden- 
tificirt.  Die  Glieder  unserer  Quadrate  1. 
und  IL)  welche  dann  durch  die  Verbin- 
dung einer  der  Zahlen  der  ersten  Co- 
luranen  ans  nnserm  Schema  mit  einer 
der  beiden  in  der  letzten  Columne  be- 
findlichen Zahlen  in  derselben  Zeile  be- 
stimmt sind,  haben  wir  durch  einen  Strich 
unter  der  Zahl  bezeichnet,  diejenigen, 
welche  durch  Verbindung  einer  der  Zah- 
len der  ersten  Columne  im  Schema  mit 
einer  daneben  stehenden  der  vorletzten 
Columne  bestimmt  sind . wurden  mit 
einem  Strich  oberhalb  versehen.  Dieje- 
nigen Zahlen  der  Quadrate,  welche  der 
Yerbinduug  einer  Zahl  der  ersten  Co- 
lumne  mit  einer  danebenstehenden  ir- 
gend einer  andern  im  Schema  (mit  Aus- 
nahme der  letzten  und  vorletzten  Columne) 
entsprechen,  sind  mit  hervorstechender 
Schrift  gedruckt.  Dies  wird  sich  durch 
Vergleich  der  Quadrate  I.  und  II.  mit 
den  hier  beigefUgten  beiden  Schema  er- 
geben. 

Bier  ist  z.  B.  in  Fig,  II.  51  mit  dom 
Strich  unterhalb  versehen . weil  sie  der 
Combination  (1,6)  aus  der  letzten  Columne 
als  Schema  entspricht.  76  hat  den  Strich 


Schema  zu  Fig.  I. 


1 eja  5 

3 4 

2 sjs  4 

3 41  6 

1 6 
2 5 

Schema  zu  Fig.  II. 
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10 



3 

8 

4 

7 

oberhalb,  weil  die  Combination  (6.8)  ans 
der  ersten  nnd  vorletzten  Spalte  entnom- 
men ist,  68  ist  fett  gedruckt,  weil  die 
Combination  (8.7)  von  der  ersten  und 
zweiten  Spalte  des  Schema  herrührt.  Das 
Quadrat  enthält  nun  4 Arten  Zahlen, 
mit  denen  man  folgendcnnaassen  verfährt. 
1)  Die  weder  gestrichenen  noch  fett  ge* 
druckten  behalten  ihren  Platz.  2)  Von  den 
oben  gestrichenen  vertauscht  man  je  vier 
zusammengehörige,  d.  b.  welche  von  den 
einander  gegenüber  liegenden  Seiten  des 
Quadrats  gleich  weit  entfernt,  wenn  sie 
a • • • b 

die  Stellung  | ^ haben,  derart,  dass 

c • • • d 
d • • • c 

ihre  Stellung  ] ] wird.  3)  Von  den 

a • • • b 

nnten  gestrichenen  werden  immer  4 zu- 
sammengehörige so  vcrtanscht.  dass  sie 
a • • • b 


aus  dcr*SteUuDg  | ' in  die  Stellung 

c * d 

d • • • a 

\ * fibergehen  (statt  dessen  kann 


4 . . . 

in  2. 
6 . . . 


c 

c ' • • rf 

auch  Stellung  * ' in  3. 

a • ■ • 6 
c 

* genommen  werden).  So  %.  B. 


a • • • d 
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Quadrat  (magischea  oder  Zauber-).  15  Quadrat  (magisches  oder  Zauber-). 


Terwechaelten  in  Fig.  2 die  oben  gestri- 

3 • - 8 

ebenen  Zahlen  * [ ihre  Stelle,  ro 

93.-  • 98 
98  - • 93 

dass  daraus  ’ * wird,  dagegen  ge- 

3 . • 8 

3T>  . < 36 

hen  die  unten  gestrichenen  Zahlen 

65  . • 66 

66  ■ • 35 

in  ’ * über,  wo  die  zuerst  bc- 

36  - • 65 

zeichnete  Stellung  gewählt  ist.  4)  Die 
fett  gedruckten  Zahlen  aber  werden  wie 
in  Fall  II.  ersetzt,  man  fängt  nämlich 
die  natürliche  Zahlenreihe  abermals  an, 
aber  von  rechts  unten  beginnend,  and 

Fig. 


iUlU  die  den  fett  gedruckten  Zahlen  ent- 
sprechenden Felder  durch  die  nuiunehr 
auf  sie  fallenden  Zahlen  ans.  Aof  diese 
Weise  nehmen  die  Figuren  I.  und  II. 
folgende  Gestalt  an. 


Fig,  I. 
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II. 
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Der  Beweis  der  Richtigkeit  beruht 
auf  denselben  Frindpien,  wie  der  zum 
Fall  II.  Auf  die  angegebene  Weise  wer^ 
den  nämlich  in  jeder  Horizontal  - und 
Vertikalreihe  die  Hälfte  der  Zahlen  durch 
die  Zahlen  der  entsprechenden  Reihe  er- 
•etzt ; der  Cnterscbied  vom  vorigen  Falle 
ist  indess  der,  dass  mit  den  zurückblci- 
benden  Zahlen  Verwechselungen  inner- 
halb ihrer  Reiben  geschehen,  was  natürlich 
die  Summen  nicht  berührt.  Uebrigene 
behalten  die  Diagonalzahlcn  die  Stelle, 
welche  sie  in  der  natürlichen  Zahlenreihe 
einnebmen,  und  somit  gilt  für  sie  das 
oben  in  Fall  II.  Gesagte  ebenfalls. 


Ausser  diesen  Constructiunen  gibt  es 
noch  viele  andere,  und  sind  dieselben 
auch  mancherlei  Bedingungen  zu  unter- 
werfen. So  kann  man  z.  B.  einem 
Zauberquadrate  eine  magische  Einfas- 
sung geben,  d.  h durch  Einfassung  ein 
neues  grösseres  Quadrat  bilden,  welches 
ebenfalls  die  Eigenschaft  eines  magischen 
bat. 

Wir  haben  immer  in  die  Quadrate  die 
mit  1 beginnende  natürliche  Zahlenreihe 
gesetzt.  £ls  ist  jedoch  ohne  Weiteres 
ersichtlich,  dass,  wenn  man  statt  dessen 
eine  beliebige  arithmetische  Reibe : 
u+6,  a+2^,  a+3i>,  a+Üt  • • • 
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Quadrat  (magisches  oder  Zauber-).  IG  Quadrate  (Methode  derkleinsten). 


nimmt,  es  eben  nnr  auf  die  Zahlenfacto- 
ren  von  6 1,  2,  3.  4 . . . ankommt  und 
mit  diesen,  so  wie  hier  gezeigt  wurde, 
verfahren  werden  kann. 

Was  die  Geschichte  der  magischen 
Quadrate  anbetriCTt,  so  sind  sie  wahr- 
scheinlich indischen  Ursprungs,  und  ha- 
ben wohl  zunächst  als  Talisman  oder  in 
irgend  anderer  Weise  dem  Aberglauben 
gedient.  In  Kuropa  hat,  soviel  man 
weiss,  zuerst  der  Grieche  Kmanuel  Mo- 
schopulos,  der  ums  Jahr  1400  lebte, 
über  magische  Quadrate  geschrieben,  wahr- 
scheinlich auch  mit  KQcksicht  auf  ihre 
angenommenen  übcrnnturliehcn  Eigen- 
schaften, dann  Agrippa  von  NoUessheim 
(gestorben  153.5),  welcher  die  Quadrate, 
deren  Seiten  3 bis  9 Zahlen  enthalten, 
aufstelltc.  Er  ist  deshalb  der  Zauberei 
angeklagt  worden.  Bacbet  de  Meziriac, 
sein  Schüler,  fand  eine  Methode  für 
alle  Quadrate,  deren  Wurzel  ungrade 
ist.  Frcnide  (im  17.  Johrhundert)  zeigte 
die  Art,  wie  und  wie  oft  man  Qua- 
drate versetzen  könne , auch  lehrte  er 
den  Quadraten  magische  Einfassungen 
zu  geben. 

Foignard,  Canonicus  in  Brüssel,  schrieb 
1703  über  magische  Quadrate;  er  zeigte, 
wie  man  z.  B.  ein  Quadrat  von  36  Fel- 
dern in  der  Weise  der  magischen  mit 
nur  den  6 ersten  Zahlen  ausfüllcn  könne, 
derart,  dass  eine  Zahl  nie  zweimal  in 
derselben  horizontalen  oder  vertikalen 
Beihe  oder  in  einer  Diagonale  verkomme; 
auch  ersetzte  er  die  aritlimctischc  Reihe, 
welche  die  Zahlen  bilden  sollen,  durch 
eine  geometrische.  La  Hire,  welcher 
1705  Ober  diesen  Gegenstand  in  den 
memoires  de  Vacaäcmie  geschrieben  hat, 
gibt  ebenfalls  allgemeine  Methoden  für 
die  ungraden  Zahlen,  und  in  denselben 
Memoiren  hat  sich  1710  Sauveur  hiermit 
beschäftigt.  Von  Deutschen  ist  Adam 
Riese  (1550)  zu  nennen.  In  neuerer 
Zeit  hat  Mollweide  (De  guadraiis  tna~ 
gicis  commetiiatio.  Lipsiae  1816)  diesem 
Gegenstände  eine  Schrift  gewidmet. 

Wissenschailliche  Anwendung  haben  die 
magischen  Quadrate  selbstverständlich 
nicht  gefunden. 

Unadrate  (Methode  der  kleinsten). 

1)  Der  Zweck  dieser  von  Ganss  herrüh- 
renden  Theorie  ist  es,  in  einer  Function, 
welche  gewisse  Constanten  enthält,  wel- 
che durch  Beobachtung  speciellcr  Falle 
zu  bestimmen  sind , diese  Constanten 
auch  dann  zu  bestimmen,  wenn  die 
Anzahl  der  Beobachtungen  die  Anzahl 
der  zur  Bestimmnng  erforderlichen  Glei- 
chungen übersteigt.  Da  nämlich  in  der 


angewandten  Mathematik,  Astronomie 
Physik  und  in  den  verschiedenen  prak- 
tischen Rechnungen  dergleichen  Beob- 
achtungen durch  Wägen,  Messen  n.  s.  w. 
erfolgen,  jede  dieser  Beobachtungen  aber 
einen  von  verschiedenen  Ursachen  her- 
rührenden  Fehler  enthält,  so  wird  auch 
dem  Resultat  ein  mehr  oder  minder 
grosser  Fehler  anklcbcn.  Bestimmte 
man  also  die  Constanten  durch  uur  so- 
viel Beobachtungen,  als  um  die  erfor- 
derlichen Gleichungen  zu  haben  nöthig 
ist,  Hesse  dann  gewisse  Boobachtongen 
weg  und  ersetzte  sie  durch  eben  so 
viele  neue  und  bestimmte  aus  diesen  die 
Constanten,  so  wurden  in  der  Regel  von 
den  Ersten  mehr  oilor  minder  abwei- 
chende Resultate  sich  ergeben,  und  man 
wüsste  nicht,  welches  Resultat  dem  andern 
vorzuziehen  wäre. 

Es  emphehU  sich  also,  gleich  alle 
gemachten  Beobachtungen , so  viel  auch 
deren  seien,  zn  benutzen,  und  aus  diesen 
die  Constanten  so  zu  bestimmen,  dass 
der  Fehler,  der  sich  daraus  ergibt,  ge- 
mäss den  Gesetzen  der  Wahrscheinlich- 
keit möglichst  klein  sei.  Der  Zweck 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  ist 
cs,  dies  zu  erreichen,  und  sie  ist  also 
als  eine  Anwendung  der  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung auf  die  angewandte  Ma- 
thematik zu  betrachten. 

Sei  F(Of  hy  C...U,  V,  «r  ...)  eine  be- 
liebige Function  der  Variablen  m,  v,  it  und 
a,  b,  c stellen  Constanten  vor,  deren  Zah- 
Icnwcrihe  durch  Beobachtungen  zn  be- 
stimmen sind.  Man  braucht  dazu  die 
Beobachtung  so  vieler  speciellcr  Fälle 
als  Grössen  <t,  6,  c . . . vorhanden  sind. 
Seien  in  einem  dieser  Fälle,  . . . 

die  Werthe  der  Variablen«,  r,  «*,  C der 
Werth  von  F(o,  6,  c . . . iij,  rj,  w,  . . .), 
wie  er  sich  durch  die  Beobachtung  er- 
gibt, so  wäre,  wenn  die  letztere  voll- 
kommen genau  wäre, 

F=C; 

da  aber  dies  nicht  der  Fall  ist,  so 
setzen  wir 

F-C=x 

und  nennen  x den  Beobachtungsfehler. 
Er  ist  desto  kleiner,  jo  besser  die  ge- 
brauchten Instrumente  und  je  gewandter 
der  Beobachter  ist. 

Wir  haben  jetzt  gemäss  den  Gesetzen 
der  Wabrscheinlichkeitsrechnung  zu  be- 
stimmen, wie  gross  die  Wahrscheinlich- 
keit sei,  dass  ein  gegebener  Fehler  x 
wirklich  vorkomme. 

Hierbei  macht  Ganss  folgende  Schlüsse. 

Der  einfachste  Fall  unserer  Aufgabe 
wäre  der,  den  wahrscheinlichen  Werth 
einer  Grösse  («)  dnreh  verschiedene  Be- 
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obachtQSgen  za  beKtimmen,  die  nicht 
fCHig  gleiches  Resaltat  geben.  Seien 
die  Bcobacbtungswertbc: 

K = f7„  « = C,,  . . . u = C. 

SO  ist  es  ein  allgemein  angenoromeuer 
Ornndsatz,  dass  die  arithmetische  Mitte : 

* • * +Cw 
n 

der  wahrscheinlichste  Werth  von  « sei. 
Von  diesem  Grundsätze  ausgehend » ge- 
lingt es  Ganss,  die  Wahrscheinlichkeit 
eines  gegebenen  Fehlers  ira  allgemeinen 
Falle  ZQ  ermitteln. 

Es  sind 

>‘-C\=x^,  v-C,=x,  ...u-C„=x, 
die  Beobachtnngsfchler  bei  der  Bestim- 
mung von  M,  der  wahrscheinlichste  Werth 
von  u aber  ist: 

n i 


tf(x)  soll  der  Ausdruck  für  die  Wahr- 
scheinlichkeit des  Vorkommens  eines  ge- 
gebenen Fehlers  x sein,  also  die  zu  be- 
stimmende Grösse.  Nach  einem  Satze 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  (siche 
Artikel  Wahrscheinlichkeitsrechnung)  wird 
non  die  Wahrscheinlichkeit  des  gleich- 
zeitigen Vorkommens  mehrerer  von  ein- 
ander unabhängigcrErcignisse  durch  das 
Produkt  der  Wahrscheinlichkeiten  des 
Vorkommens  jedes  einzelnen  gegeben, 
und  es  ist  somit 

W = «/(j,)  ,f{x,)  ...  (/(x,) 

(1er  Ansdrpck  fttr  die  Wahrscheinliehkeit, 
dass  die  Fehler  x,,  x,  . . . x,  gleichsei- 
tig Torkommen.  Setit  man  also  hier 
hier  in  If  für  x^,  x,  . , , ihre  wahr- 
scheinlichsten Werthe,  so  wird  \V  ein 
Maximnm,  d.  h. : 

}V  = ,,(f-C,)  yXr~C\)  .... 

= Maximnm 

and  da  für  diesen  Fall 


also  auch  die  wahrscheinlichsten  Werthe 
der  Fehler: 

*,=(■— C',,  x,=f—C,,  ...  X,  =f—C„  wird,  so  ist: 

rfyy-c.)  . 1 ■<'/((- c.) 

v(7-c.) 


df 


^-1-  ..  . + 


= 0 


1 


df 


df  " '/(A-C.)  df 

Da  diese  Gleichung  richtig  sein  muss,  welches  auch  die  beobachteten  Werthe 
von  u seien,  so  setzen  wir  n — 1 derselben  unter  einander  gleich,  also: 

C^  = C\  = C\  ...  =C^-C 

und  es  wird : 

1 d'l(f-C,) _ _ (n-1) 

vCA-C.)  df  v(/--f)  df  ; 

es  war  aber : 

/■=-i(C.-l-C,+  . . . +C,)=  i(C.  + («-l)C) 

Wir  setzen  diese  Werthe  in  die  vorige  Gleichung,  indem  wir  noch 

»(/)  dl 

setzen,  also: 

v.[(«-l)  (C-C.)]  = _(»_1),^[_(C-C,)] 
oder,  wenn  man  da  aber 

C,-C=B 

setst,  und  durch  (1  — a)Ä  dividirt:  — ir»~~  7.,-Ti'i  B 

V[(l-n)B]_v(fi)  . ,, 

I)  wenn  man  n— 1 = * setzt, 

dieser  Oleichung  in  Verbindnng  mit 
n ist  zunächst  eine  beliebige  ganze  Gleichung  I- 
Zahl.  Es  l&sst  sich  aber  leicht  zeigen, 

dass  sie  eine  ganz  willkürliche  reelle  Zahl  •i'(-sß) 

«ein  kann.  II)  B ~ sB  ~ 

Denn  setzt  man  zunächst  rt  = 2,  so  , , , , . 

kommt:  * kann  auch  eine  negative  ganze 

y'(B)=  —</>(— B),  Zahl  sein.  — Et  sei  nun  B — ~,  so  ist, 

also  l’  ’ 

— . wenn  man  in  11)  ß = -,  s = ( setzt : 

-B  B ' ' l' 

2 
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und  nusserilem: 


. (?)  «(-;) 


sy  r 

t t 

woraus  sich  erdicht,  wenn  man  den  he- 
Hebii'cn  positiven  oiler  negativeu  Brmli 

t 

~ — q setzt: 
t ^ 

qy  Y 

Es  kann  aber  auch  q eine  Irrationalzahl 
sein,  da  solche  immer  als  Grcnzwerihc 
eines  Bruches  zu  denken  ist,  dessen  Zr«h- 
1er  und  Nenner  ins  Unendlirho  wachsen 
Wenn  man  also  irgend  einen  angenäher- 
ten  Werth  von  dem  irrationalen  q in  die 
letzte  Gleichung  setzt,  so  bleibt  sie  rich- 
tig, und  da  diese  Annäherung  kleiner 
als  jcilc  gegebene  Grösse  sein  kann,  so 
ist  damit  die  Allgemeinheit  der  Glei- 
chung 

V (^)  V'(y) 

— const. 

/?  y 

erwiesen,  wo  qy^ß  gesetzt,  und  ß ganz 
beliebig  ist.  Mit  Rücksicht  auf  den  Wcrlh 
von  V'Ck)  nun: 

dq  (y) 

— f-\^  = const. 

yt{/)dy 

und  durch  Integration: 

lgv(j')=  + 

wo  const.  = 2rr  gesetzt  wurde  und  C eine 
neue  ConstantG  ist,  also: 

— rt*y  * 

vO')=ce 

ist  der  Ausdruck  für  das  Vorkommen 
des  Bcobaclitungsfchlers  y. 

So  strenge  diese  Schlüsse  sind,  die 
sich  aus  der  Annahme  ergeben,  dass  die 
arithmetische  Mitte  der  Beobachtungen 
der  wahrscheinlichste  Werth  einer  zu  be- 
stimmenden Constanten  ist,  so  ist  doch 
diese  Annahme  eigentlich  noch  zu  recht- 
fertigen. 

Die  Formel 

C|  . . . Cn 

n 

ergiebt  sich  aus  der  Gleichung: 

/*— C\ -f-/"— C,  + , , . -f /■— C’m  = 0; 

es  ist  also  unser  Satz  gleichbedeutend 
mit  dem,  dass  der  wahrscheinlichste  Werth 
der  Grösse  der  wäre,  welcher  sich  cr- 


möclitc  dieser  Satz  vielleicht  unmittelbar 
cinlouchten,  für  den  Full,  wo  m = 2 ist, 
denn  die  Formel 

oder 

f-C,  = -(f-C,) 

spricht  eben  nur  aus,  duss  beide  Beob- 
achtungsfchler  (abgesehen  vom  Zeichen) 
gleich  sind.  Ist  nun,  wie  man  doch  an- 
nehmen  kann,  irgend  ein  Beobachtungs- 
fehler der  wnhrseheinlichste,  so  ist  auch 
am  wahrsrhcinliehstcn , dass  man  einen 
gleichen  bei  jeder  der  beiden  Beobach- 
tungen gemacht  habe,  und  da  nicht  an- 
znnchmen  ist,  dass  beide  Fehler  dasselbe 
Zeichen  haben,  da  eben  so  gut  nach  einer 
als  nach  der  andern  Seite  eine  Abwei- 
chung möglich  ist,  so  sind  sic  mit  ent- 
gegengesetzten  Zeichen  zu  nehmen.  In- 
dess  selbst  diese  Betrachtung  findet  keine 
Anwendung  mehr,  wenn  n grösser  als  2 
ist.  empflelilt  sich  also  ans  diesem 
Grunde,  den  Werth  für  die  Wuhrschoin- 
lichkcit  des  Vorkommens  eines  gegebe- 
nen Fehlers  noch  auf  eine  andere  Art 
abziileiten.  Wir  thmi  dies  nach  Hagen 
(Grundzüge  der  Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung. 1837).  Die  Schlüsse,  welche  der- 
selbe macht,  sind  folgende: 

Jede  Beobachtung  besteht  aus  ver- 
schiedenen Manipulationen,  und  man 
kann  im  Allgemeinen  die  Anzahl  dersel- 
ben als  sehr  gross  betrachten,  um  so 
mehr,  dn  jede  Manipulation  wieder  in 
andere,  und  zwar  so  viel  inan  deren  will, 
zerlegt  werden  kann.  Aus  jeder  dieser 
Manipulationen  ergiebt  sieh  ein  Fehler, 
der  im  Allgemeinen  als  sehr  klein  an- 
genommen werden  muss  ; aus  der  Summe 
dieser  vielen  kleinen  Fehler  setzt  sich 
dann  der  ganze  Bcobachtungsfehlcr  x 
zuFnmracn.  Wir  nehmen  an,  diese  un- 
endlich vielen  kleinen  Klcmcntarfchlcr 
seien  alle  unter  sich  gleich;  cs  rechtfer- 
tigt sich  diese  Annahme  dadurch,  dass 
jede  Manipulation  doch  wieder  als  ans 
andern  zusammengesetzt  betrachtet  wer- 
den kann.  Sind  also  die  sich  aus  ge- 
wissen Manipulationen  ergebenden  Feh- 
ler ungleich,  so  kann  man  diejenigen, 
welche  grössere  Fehler  geben,  sieh  der- 
art gcthcilt  denken,  dass  schliesslich  die 
Fehler  gleich  werden.  Diese  Gleichheit 
gilt  aber  nur  für  die  absoluten  Werthe 
der  Fehler;  was  ihr  Zeichen  anbetrifft, 
so  nehmen  wir  an,  dass  jeder  derselben 
sowohl  in  positiver  als  in  negativer  Rich- 
tung cinwirken  könne , in  der  That  ist 
eins  so  gut  möglich  als  das  andere.  — 
Bezeichnen  wir  nun  einen  dieser  Ele- 


giebt,  wenn  man  die  Summe  aller  Beob-  roentarfchlcr  durch  q und  sei  2 m die 
achtungsfchlcr  gleich  Null  setzt.  Es  Anzahl  oller  Klcmentarfeliler;  der  wirk- 
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liehe  BeobachtuDgsfehlcr  snininirt  sich 
dann  aus  den  positiven  und  negativen 
f Ist  non  der  Fehler  2m 9,  so  kann 
dies  nur  eiotreten,  wenn  alle  Elementar* 
fehler  positiv  sind;  ist  er  (2m*- 2)?,  so 
ist  dies  nur  möglich,  wenn  2m  — 1 Mani- 
pulationen positive  Rlementarfehler  und 
eine  einen  solchen  negativ  ergeben,  dies 
aber  kann  nach  den  Gesetzen  der  Com- 


binationsrcchnung  anf  2m  verschiedene 
Arten  geschehen.  Ist  der  Fehler  (2m— 4)y, 
so  müssen  2m— 2 Manipulationen  posi- 
tive und  2 negative  Rlementarfehler  er- 
geben; dabei  sind  — ^ Fälle  mög- 

lich und  so  fort.  Man  erhalt  auf  diese 
Weise  folgende  Tafel : 


Beobacbtungsfcbler. 

2mf 

2(m-l)9 

2(m-2)9 

2(m  — 3)  9 


Anzahl  der  Falle. 
1 

2m 

2m(2m  — 1) 

1T2“ 

2m(2m-l)(2m-2) 
1.  2.  3 


2(m-m)9=0 


2m(2m  — 1)  . ■ . (m  + 2)(w  + l) 
1.  2.  3 m 


— 2m9 


2m 

1 


Von  dem  mittleren  Gliedc  2'«--m)9 
oder  0 an  sind  die  BinominlcoclTicientcn, 
welche  die  Anzahl  der  Fälle  nngeben, 
alle  symmetrisch,  und  die  entsprechen- 
den Beobachtnngsfebler  nnterscheiden 


sich  nur  durch  die  Vorzeichen.  Wir  kön- 
nen also  der  Tafel  auch  folgende  Ge- 
stalt geben,  indem  wir  29  = r sctzcD  und 
von  der  Mitte  beginnen : 


Beobacbtungsfcbler. 

0 

±r 

+2r 


±sr 

±(.+l)r 


Anzahl  der  Fälle. 


■ . (>"  + l) 

1.  1 

!.  3 

. . . m 

2m  (2m  — 1)  (2m— 2)  . . 

. . (i"+2) 

1.  2.  3 

. . (m-1) 

2m  (2m  — 1)  (2m— 2)  . 

. . (m  + 3) 

1. 5 

!.  3 . . 

. (.n-2) 

2«(2/n-l)(2«-2)  . . 

, . (m  + » + l) 

1.  2.  3 ...  . 

. . . (iB-») 

2m(2m  — 1) 

...  («+.  + 2) 

1. 2. 3 

. . (m-,-1) 

+mr 


Sei  nun  srrrj,  (»  + l)r  = jc+ A-r  ♦ «o 
ist  Cx-r  der  Zuwachs  der  Beobachtungs- 
fehlcr.  Zieht  man  die  Zahl  der  Fälle, 
in  welchen  der  Fehler  sr  von  derjenigen 
Zahl  ab,  welche  angiebt,  in  ivelcher  er 
(s+l)r  Ut,  80  erh&U  mau  den  Zuwachs 


oder  die  Abnahme,  welche  diese  Zahl 
beim  Uebergange  von  x in  jr+A*  er- 
leidet; ist  also  y die  Anzahl  der  Fälle, 
in  denen  der  Fehler  x Vorkommen  kann, 
so  wird  diese  Zahl  mit  Ay  zu  bezeich- 
nen sein,  und  man  hat : 

2* 
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. y - 2«(2«-l)  ('2m -2) 


. . (ot4-»+2) 


1.  2.  3 


_ 2m(2m  — l)(2iii— 2)  . . . + m~s  \ 

~ 1.  2.  3 + l / 


2m  (2m  — 1) (2m  — 2)  . . . (m4-»4-l) 

1.  2.  3 (m-s) 

2f+l 

yz 


oder  da  i = — =:  — war : 

r 


Ay  = -y7 


2x+ A* 


^(m-f  1)  Ax-fx' 

Hierbei  ist  Folgendes  zu  bemerken,  mdx*  wird  wieder  endlich  icin,  da  das 
Zunftchst  seien  T^  x,  zwei  beliebige  unendliche  mdx  mit  dem  unendlich  klei- 
Werthe  von  x und  y,  die  zugehörigen  nen  dx  roultiplicirt  ist;  sei  demnach 


von  y,  so  geben  letztere  ofTcnbar  das 
Verhültniss  der  Wahrscheinlichkeiten  an« 
in  welchem  diese  Fehler  Vorkommen  wer- 
den , denn  da  die  Wahrscheinlichkeit 
(siehe  Artikel  Wahrscheinlichkeit)  der 
Anzahl  der  günstigen  F&lle  durch  die 
Anzahl  aller  Fälle  dividirt  gleich  ist,  so 
ist  das  VerhäUniss  zweier  Walirschcin- 
lichkeiten  gleich  dem  Verhältnisse  der 
Anzahlen  y^  und  y,  der  entsprechenden 


mdx=  — , so  ergiebt  sich: 

oder  durch  Integration: 

lgy  = lKC-n>j>, 


cl.  h. 


:ce 


i'Ulc.  Man  kann  also  die  Grösse  y als  Dies  ist  der  oben  gefundene  Werth.  — 
die  relative  Wahrscheinlichkeit  des  Keh-  Um  die  Constante  C zu  bestimmen , sei 
Icrsx  inBezng  auf  andere  mögliche  Feh-  für  y = y,i  s»  kommt  C = y,: 

1er  betrachten.  — b*x* 

Ferner  nehmen  wir  jetzt  an,  dass  die  y — 

sehr  kleine  Grösse  r oder  Ax  verschwiu-  jj»  Wahrseheinlichheit  nur  eine  re- 
dend klein,  also  gleich  rfx  sei,  so  ist  ist,  so  ist  der  Werth  von  y„  durch- 

aneh  Ay  = dy-  Die  Anzahl  der  Elemen-  ohne  Bedentung.  Sachen  wir  aber 
tarfehlcr  m ist  dann  als  nncndlieh  gross  ,i|y  „bsolntc  Wahrscheinlichkeit  des  Ein- 
zn  betrachten.  Der  grösste  mögliche  tretens  des  Fehlers  x,  so  ist  offenbar 
Fehler  mr  oder  mAx,  welejier  entsteht,  ,üe  Anzahl  y der  Fälle,  in  denen  der  Fch- 
wenn  alle  Manipulationen  nach  derselben  ](,r  x cintritt,  durch  die  Zahl  aller  mog- 
Kichtnng  gehende  F.lcmcnUrfehler  erge-  lieben  Fälle  zn  dividiren,  welche  wir  mit 
ben,  ist  im  Allgemeinen  als  unendlich  bezeichnen,  denn  dies  ist  die  Dcfi- 
zn  betrachten,  die  Ictztgcfnndene  Formel  jp,  Begriffs  der  Wahrschcinlich- 

giebt  also,  wenn  man  Ax  gegen  2x,  x beit.  Sei  dieselbe  gleich  w,  so  ist  also: 
und  Ax  gegen  das  unendliche  mAx  ver- 
nachlässigt,  und  übrigens  durch  dx  di-  w = 

vidirt: 

aber  da  unendlich  >ncle  Fehler  eintreten 
dx^  mdx*  können: 


yAx  _ 

".^■yAx 


ydx 


dx 


.ny-  f 


■+a0g- 
— 00 


dx 


denn  die  Grösse  x kann  ja  alle  Wertho  von 
Theorie  der  bestimmten  Integrale  hat  man: 


‘GO  bis  +00  annohmen.  Aus  der 


r+^e-“‘''dx=l  t~° 

J -a 


folglich 


dx 


absolute  Wahrscheinlichkeit  eines  einzel- 
nen unendlich  klein. 

Sucht  man  aber  die  Wahrscheinlich- 
keit, dass  der  Fehler  zwischen  zwei  ge- 
£s  darf  nicht  befremden,  dass  die  Grösse  gebonen  Gränzen  x,  und  liege,  so 
w mit  dx  moltiplicirt  ist;  denn  da  un-  ist  die  Summe  aller  zugehörigen  o>  der 
endlicl)  viele  Fehler  möglich  sind,  ist  die  Ausdruck  fUr  diese  Wahrscbcinlichkeit, 


Vn 
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die  wir  mit  w beseichneii)  d.  h.  da  die  g*x^ 

Somme  die  Integralform  annimmt:  io~-^  / ^ 

y»'*  X, 

Nunentlich  i>t 

a *2«  /’J*.  . 2 /*«x.  —A’ 

‘•'-rJ.  ‘ " 

der  Ansdrock  dafuTt  daas  der  Fehler  ab>  kleiner  wird  tc  oder  die  Wahrscheinlich- 
solut  genommen  nicht  grösser  als  x , sei.  keit»  dass  ein  Fehler  in  gewissen  ge* 
Das  Integral  gebenen  Grenzen  eintretc , mit  andern 

1 — A»  Worten,  die Kesnltate  werden  mitwachsen- 

/ C dxzz—  i g dl  dem  u verlässlicher. 

- _ * . . , Derjenige  absolot  genommene  Werth 

ist  in  endlicher  Fora  nicht  darstellbar,  den  die  Wahrscheinlichkeit, 

jedoch  durch  mechanische  Quadratur  dieser  Fehler  nicht  überschritten 

leicht  annäherungsweise  zn  ermitteln.  Man  , j 1 ^ , 

hat  dafür  Tafeln  berechnet,  ans  denen  den  ea  gerade 

sich  ergiebt,  dass  es  sich  mit  wachsen*  eben  so  wahrscheinlich  ist,  dass  die  Be* 
dem  ltT^  bald  dem  Werthe  nähert,  den  obacbtungsresultate  einen  kleineren,  als 
es  fdr  <7X1  = 00  annimmt.  dass  sie  einen  grössem  Fehler  ergeben, 

Die  Grösse  o heisst  auch  Maass  der  heisst  wahrscheinlicher  Fehler;  sei  er 
Präzision,  je  grösser  nämlich  a ist,  je  gleich  so  ist: 

1 _ 2«  f*g  — ft>x*  2 /•«£)  — A*  , 

Hat  man  eine  Tafel,  die  zu  jedem  achtnng  ist,  desto  kleiner  ist  der  wahr* 
«IX  ^ das  zugehörige  xc  giebt,  so  kann  liehe  Fehler. 

man  umgekehrt,  indem  man  ic  = | setzt,  3)  Kehren  wir  jetzt  zn  unserer  Anf* 
das  zogehörige  ax^:zttg  finden,  und  in  gäbe  zurück.  Es  w*ar,  wenn  F die  ge* 


der  That  ergiebt  sich : 

-rp  =0,47(19360, 

mithin  ist 

0,4769360 
0 = — - — 


gebenc  Function  in  einem  bestimmten 
Falle,  C der  beobachtete  Werth  derselben 
für  diesen  Fall  ist, 

F-C=x 

der  Bcobachtungsfehler.  Seien  nun 


der  wahrscheinliche  Fehler;  er  ist  folg-  F,  F,  ...  bestimmte  Werthe  von  F, 
lieb  dem  Maase  dcrPräcision  umgekehrt  und  C^^  C,,  C,  ...  die  ihnen  entspre- 
proportional , je  genauer  also  die  Beob-  ebenden  Beobachtongsresultate,  ferner 

h ^~C^=x^y  f-j  — C,=Xj,  , , , — 

die  Beobachtnngsfehler,  o;,,  w,,  . . . setzen  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung 

••  die  Wahrscheinlichkeiten  des  Verkom-  (s.  Wahrscheinlichkeitsrechnung)  gleich 
mens  derselben,  so  ist  die  Wahrschein-  tt»|  oi,  ...  u»ni)  oder  wenn  man  die  vor- 


licfakeit  des  gleichzeitigen  Vorkom*  hii 
mens  aller  dieser  Fehler  nach  den  Gc- 

a ■— a*J,*  « —n*x 

" = Fs®  ‘‘Tn^ 

d.  h.  /<rrfx\*»  —a*(x,*  + x.’  + 

“"(ft)« 


hin  gefundenen  Werthe  von  oi  einsetzt: 


...y.e 


Wären  die  Werthe  <1,  6,  r . . . der  in 
F enthaltenen  Constanten  bekannt,  so 
wäre  Si  demnach  gegeben.  Da  dies  aber 
nicht  der  Fall  ist,  so  ist  zu  ODtersnehen, 
welche  Bestimmung  der  a,  6,  c ...  zu 
treffen  sei,  damit  das  Resultat  ein  so 
viel  als  möglich  der  Wahrheit  sich  an- 
näherndes sei. 

Hier  ist  nnn  folgende  Betrachtung  zu 
machen.  Mögen  verschiedene  Ursachen 
A,  ...  Am  eine  gewisse  Wirkung 
henrorbrmgen  können,  welche  bei  allen 
dieselbe  sei , aber  nqr  von  einer  der  ge- 


gebenen Ursachen  herrflbrt,  wir  wissen 
nicht  welche,  und  fragen,  wie  gross  die 
Wahrscheinlichkeit  sei,  dass  etwa 
wirklich  die  Ursache  sei.  Möge  in 
I Fällen  diese  Wirkung  berbeiführen 
önnen,  A,  in  p,  Fällen,  nnd  so  wei- 
ter, so  ist  offenbar  diese  Wahrscheinlich- 
keit   , im  Nenner  ste- 

p,+p,+  ...  +Pi» 

hen  nämlich , wie  dies  der  Begriff  der 
Wahrscheinlichkeit  verlangt,  alle  mög- 
lichen Fälle,  welche  die  entsprechende 
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Wirkung  herbeifDhrcn  können,  im  Zlh- 
1er  die  günstigen.  Setxen  wir  vornns, 
dass  olle  Ursachen  gleich  möglich  seien, 
and  jede  von  ihnen  überhunpt  q Erfolge 
habe,  so  ist  unter  dieser  Voraussetxung 
der  gleichen  Wahrscheinlichkeit  aller 
Ursachen  dieses  q für  alle  Ursachen 
dasselbe;  und  mithin  kann 
man  in  nnsem  Bmchc  für 


bezüglich 


PiP*  • • • P« 


scUen,  so  dass  die  Wahrscheinlichkeit, 
dass  die  Ursache  A^^  stattgefunden  habe, 


gleich  — “ wird,  d.  h.  gleich  der  Wahr- 
2(r) 

•cheinlichkeit  r,  dass  die  gegebene  Wir- 
kung cintreten  könnte,  wenn  nur  die 
Ursache  A^  vorausgesetzt  würde,  dividirt 


durch  die  Summe  aller  Wahrscheinlich- 
keiten, die  unter  Voraussetzung  je<ler 
der  gegebenen  Ursachen  einircten. 

In  unserm  Fülle  nun  bestehen  die  Ur- 
sachen des  verlangten  Erfolgs  darin,  dass 
irgend  eine  Verbindung  der  Constanten 
a,  6,  c . . . stattfindet,  die  Wirkung  ist, 
dass  die  Beobachtungsfchler  die  Gestalt 
X|X,  . . . haben,  und  die  Wahr- 
scheinlichkeit, dass  dies  unter  Voraus- 
setzung der  eben  gegebenen  Ursache  ein- 
trete, ist  — also  die  Wahrscheinlich- 
keit, dass  wirklich  die  Constanten  die 
Gestalt  a,  b,  c ...  hatten,  ist  nach 

Obigem  gleich  I*”  Zähler  für 

die  Constanten  die  Wcrtbc  a,  c . . . 
au  setzen,  im  Nenner  alle  möglichen 
Werthe  derselben  von  — co  bis  Hhoo  zn 
nehmen  sind.  Man  erhält  dann  für  dio 
verlangte  Wahrscheinlichkeit: 


L = 


Sldadbde  . 


+ 00 

X 


1__  y’+x  y+x  y+ cb 

* J —X./  —X)J  — X * 


. . st  da  db  de 


. Sldadbde 


' zz  k Sl  da  db  de  . . 


gesetzt  ist. 


Diejenige  Auswalil  der  Constanten  wird  thnnlich.  Da  dies  unmöglich  ist,  muss 
die  vorthcUhafteste  sein,  für  welche  diese  man  statt  dessen  sich  mit  der  grösst- 
Wahrscheinlichkeit  ein  Maximum  ist.  Hätte  möglichen  Wahrscheinlichkeit  begnügen, 
man  nämlich  Gewissheit,  dass  diese  Con-  Es  ist  also  k Sldadbde  ...  oder  Sl  . , . 
BtantcD  eine  gewisse  Grösse  haben,  so  als  Maximum  zu  setzen.  Es  war  aber: 
wäre  die  genaue  Bestimmung  von  F 

— n*(X|»+x,»+  . . . +x«>), 

welche  Grösse  ein  Maximum  wird,  wenn 


.^X*  = Xj  * + X,*  + . . . +x«* 

ein  Minimum  ist. 


Somit  sind  die  Constanten  derart  zu  gleich  gut  seien  and  ihnen  gleicher  Kin- 
bcstimmen,  dass  die  Quadratsnmme  aller  Üfuss  eingeräumt  werden  müsse,  d.  h. 
Beobachtungsfehler  ein  Minimum  wird,  dass  die  Präcision  a constant  sei.  Heben 
daher  rührt  für  diese  Methode  der  Name  wir  jetzt  diese  Voraussetzung  auf,  und 
der  kleinsten  Quadrate.  mögen  den  Bcobacditungen  die  entspre- 

4)  Es  wurde  bis  jetzt  die  Sache  so  chenden  Präcisionen  c’|,  rr,  ...  Cn» 
angesehen,  dass  alle  Beobachtungen  znkommen,  so  wird  ofifenbar: 

/dx\"»  — (rti*Xj>  + ff,>x,>+  , ..  +ffm*x«>), 
i2  = njfr,  ....  e 

und  es  muss 


aj*X(2+ff,»Xj>+  . . . +((m* Xw*  = .F«’ X* 

ein  Minimum  werden.  Dieser  Fall  lässt  Genanigkcit  als  Brüche  betrachten,  und 
sich  aber  auch  auf  den  vorigen  zurück-  diese  auf  gleichen  Nenner  X bringen,  es 
führen  dnrcli  folgende  Betrachtung.  Da  sind  demgemäss: 
er,  er,  ...  jedenfalls  nur  annäberungs- 

weise  bestimmt  werden  können,  so  kann  ganze  Zahlen,  die  wir  mit  ßi  ß%  • • • ßm 
man  sie  mit  einem  beliebigen  Grade  der  bezeichnen,  dann  ist: 
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Der  Ansdrnek,  welcher  ein  Mmimmn  werden  muss,  ist  dann: 


Nimmt  man  nun  an,  die  Anzahl  der  Be- 
obachtungen sei  ..  . 

da  s&mmtlichc  ß ganze  Zahlen  sind,  und 

gicbt  jeder  die  Pracision  den  ersten 

ß^  den  Bcobachtungsfchlcr  jTj,  den  fol- 
genden /f,  den  Bcobachtungsfehlcr  j,, 
and  so  fort,  so  erhält  man  mich  der  io 
2)  gegebenen  Hegel  den  entsprechenden 
Werth  von  il  ganz  wie  hier. 

Die  Coefticienten  ß^ß^  ...  bezeich- 
nen die  relative  Günstigkeit  oder  das 
Gewicht  der  Beobachtungen.  Es  ist  na- 
türlich nur  absehätzungsweise  möglich, 
die  Gewichte  von  Beobachtungen  zu  be- 
stimmen. Es  setzt  die  Prüfung  der  In- 
strumente und  auch  der  Messenden 
voraus. 

Hut  man  zwei  Bcobaclitungen  von  un- 
gleicher Genauigkeit,  und  hat  man  sich 
irgend  wie  überzeugt,  dass  bei  der  einen 


, * + . . • ßm^m» 

der  Fehler  ebenso  leicht  Vorkommen 
könne,  als  in  der  andern  der  Fehler  r,, 
so  sind,  wenn  rf,  die  entsprechenden 
Fr&cisioncn  sind , die  relativen  Wahr- 
sebeinlichkeiten  des  Vorkommens  dieser 
Fehler,  wie  in  1)  dargethan  ist, 


und  diese  Grössen  sollen  gleich  sein, 
woraus  sich  ergiebt: 


und  rr,*,  sind  aber  die  Verhältnisse 
der  Gewichte, also:  Die  Gewichte  verhalten 
sich  umgekehrt,  w'ie  die  Quadrate  der  als 
gleich  vermuthetcu  Fehler. 

5)  Da  der  Ausdruck 

ein  Minimum  ist,  so  sind  die  partiellen 
DifiTerentialqaoticnten  nach  <s,  6,  c . . . . 
gleich  Null  zu  setzen.  Man  crh&lt: 


d F vP  dp 

2{!''-C)^  = 0,  ^(F-C)^f=0,  J(F-0/-=U. 


'de 


Uebrigens  ist  die  Annahme,  dass  die 
Function  f’  (a,  Ä,  c . . . ii,  r,  ic  . . .) 
dieselbe  Form  für  alle  Gleichungen  ha- 
be, aus  denen  sich  a b c ergeben  soll, 
eine  durchaus  unwesentliche,  und  alle 
bis  jetzt  gemachten  und  künftig  zn  ma- 
chenden Schlüsse  bleiben  richtig,  wenn 
man  für  die  einzelnen  Gleichnngcn  sich 
xltc  Form  von  F geändert  denkt. 

Die  Anzahl  unserer  eben  entwickelten 
Gleichungen  ist  offenbar  gleich  der  der 
Constanten  a,  b,  r . . . und  ist  also 
durch  deren  Auflösung  das  Problem  ge- 
löst. Indessen  werden  die  Gleichungen 
linear,  wenn  a,  6,  c . . . selbst  linear 
in  P enthalten  sind,  und  auf  diesen  Fall 
lässt  sich,  wie  wir  gleich  sehen  werden, 
die  allgemeine  Aufgabe  zurückführen. 
Sei  also 


F=n«-i-^  + cir  . . 


so 

werden  unsere  Gleichungen 

, wenn 

wir  wieder  F.  — C.  — .r.,  P.  — C\  — .r. 

vF 

u. 

. 

8.  w,  setzen,  da  -r — = ii, 

0<X 

dT“" 

n. 

s.  w.  ist. 

. . . 

= 0 

»,+x,r,+  . ■ . 

= 0 

x,ir,+x,ic,  + J,«’,+  . . . 

= 0 

Da  aber 

X,  = + — C| 

j-,  = au, +Är, -f- 
u.  8.  w.,  SO  erhält  man 

aXu*  d-Äi’Hi? +c2'«»c-f-  . . . rrZwC 
a2'ur  -l-cZ’rir-l-  . . . = Zv  C 

aZtitc-^-bZrtr-^cZfc*-^  . . , zzZteV 


Bei  der  Auflösung  ist  cs,  namentlich, 
wenn  die  Anzahl  der  Gleichung  gross 
ist,  wohigethan,  die  Werthe  der  u nnd  v 
cinznsetzen,  und  die  so  entstehenden 
numerischen  Gleichungen  aufzulösen,  statt 
a,  b,  c . , e zuerst  in  Buchstaben -For- 
meln zu  entwickeln.  Da  übrigens  z.  B. 

ist,  so  lassen  sich  die  Cocfflcicntcn  der 
Unbekannten  a,  b,  c immer  auf  Quadrate 
zurückführen,  und  daher  wird  eine  Ta- 
fel der  Quadratzahlen,  wie  sie  hier  im 
Artikel  Quadrat  sich  befindet,  wesent- 
liche Dienste  leisten. 

Wenn  nun  die  Grössen  f'(a,  b,  c 
. . . n,  r,  tr)  nii^t  linear  sind,  so  kann 
man  folgendes  Verfahren  einschlagcn. 
Man  berechne  aus  einer  beliebigen  An- 
zahl der  Beobachtungen,  die  gleich  der 
der  Constanten  a,  b,  c ist,  die  letztem 
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seien  C . . . die  BO  gefundenen 

Werthe, man  kann  dann  allgemein  setzen: 
h-B-^ß,  c=C4*y  . . 
wo  i4,  Ä,  C die  gefundenen  Ziililenwcrthe 
nnd  im  Allgemeinen  nur  klein 

sind.  Betrachtet  man  nun  f^tß^y  als  die 
zu  bestimmenden  Constanten,  so  ist 
F{a,b,c. . , . .)  = f *( .4,/f , C. . . m,  r,  ir. . .) 

dF  (iF  dF 
+ T.i''+ö;7^ 

WO  F in  den  partiellen  Difforenzialqiio- 
tienten  immer  die  Funktion  F(A,B,V  . , . 
w,t,ir  . . .)  bedemet,  und  wo  die  liohcra 
mit  n*,  nß . . . multiplicirten  Glieder  der 
Taylorschcn  Reihe  wegen  ihrer  Kleinheit 
ausser  Betracht  kommen.  In  diesen 
Gleichungen  ist  <r,ß,y. . . aber  linear  ent- 
halten, und  das  oben  entwickelte  Vor- 
fahren hat  statt.  Sollte  man  die  sich  so 
ergebenden  Wcrlhe  von  a,ß,y,,,  nicht 
für  hinreichend  genau  halten,  so  setze 
man: 


-FB-^ß^B*  . . 

nehme 

11  = 4'  + «',  = c=C'+/  . . . 

und  wiederhole  das  obige  Vcrlahrcn,  wo 
dann  u%ß\y'  die  neuen  viel  kleinern  Un- 
bekannten sind,  mit  denen  man  die 
Werthe  der  früheren  verbessert. 

Der  einfachste  mögliche  Fall  ist  der,  wo 
F-  a 

ist,  also 

« = 1,  r = w=  . . . =0, 
in  diesem  Falle  ist  also  nur  der  wahr- 
scheinlichste Werth  einer  Constuntc  a 
durch  Beobachtungen,  deren  Anzahl  m 
sei,  zu  linden.  Die  Gleichung 

aF«*  + 6J'iir  + c2^«ic+  . . . =2«C 
verwandelt  sich  hierbei  in 


am  z:£Ct 


C*j  + Cj+  . . • + Cm 
m 


wo  die  Ausdrücke  C die  beobachteten 
Werthe  von  F oder  a sind,  d.  h.  der 
wahrscheinlichste  Werth  einer  durch  Be- 
obachtungeu  zu  bestimmenden  Constante 
ist  die  arithmetische  Mitte  aller  Beob- 
achtungen. Von  diesem  Satze  ging,  wie 
wir  sahen.  Gauss  aus,  nnd  leitete  von 
ihm  den  Ausdruck  für  die  Wahrschein- 
lichkeit des  jedesmaligen  Fehlers  ab. 
Geht  man  von  der  Hagenschen  Annahme 
/addx\>"  — + 


Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  irgend  eine 
Verbindung  von  Werthen  um  (fn,  db, 
de  . von  den  gefundenen  o,  b,  c . . . 


ans,  so  lasst  sich  dagegen  der  Satz  von 
der  arithmetischen  Mitte  erweisen. 

6)  Die  durch  die  Methode  der  klein- 
sten Quadrate  erhaltenen  Werthe  von 
n,  r . . . sind,  obgleich  die  wahrschein- 
lichsten, doch  nie  vTdlig  genau.  H&tte 
man  dergleichen  Werthe,  so  kfinntc  man 
auch  die  Beobachtungen  rcctificircn,  und 
die  Fehler  derselben  F^^C^~x^  u.  s.  w. 
bestimmen,  woraus  sich  dann  auch  die 
Pr&rision  rr  und  der  w ahrscheinliche  Fehler 

0.47150360  , n 1 K 

ergeben  würde.  Da  aber 

die  genauen  Wcrlhe  von  ri,  b,  e.  . , nicht 
bekannt  sind,  so  kann  es  sich  nur  darum 
handeln,  von  den  letztgenannten  Grössen 
die  wahrscheinlichsten  Werthe  zu  ermit- 
teln, nnd  nach  der  Wahrscheinlichkeit  zu 
fragen,  welche  stattünde,  dass  zwischen 
dic.>;cn  wahrscheinlichsten  nnd  den  wahren 
Werthen  eine  gewisse  gegebene  Differenz 
sUittfindc. 

Diese  Betrachtungen  sollen  hier  noch 
ansgeführt  werden. 

Der  Werth  der  Wahrscheinlichkeit,  dass 
irgend  eine  Verbindung  der  Constanten 
a,  6,  c stattflndc.  war  nach  2) 

L = kildadbdc  . . . , 
wo 

1 /VqO  r+CO  /*+0O 
r = / / / . . . Sldadbdc  . , , 

« — OD*/  — —00 


ferner 


Unter  o,&,c  ...  sind  die  durch  die  Me- 
thode der  kleiustenQuadrate  gegebnen,  also 
die  wahrscheinlichsicii  Werthe  dieser  Con-» 
stante  jetzt  zu  verstehen;  nntcr  x,  x,  . . . 
die  denselben  entsprechenden  Fehler,  das 
Maxiraum  von  Sl  sei  ferner  jetzt  durch 
u)  bezeichnet  Mögen  nun  diese  Cun- 
stanten  sich  um  ßchr  kleine  Werthe  da, 
Ob,  de  , ändern,  so  dass  die  Fehler 
ebenfalls  um  dx^y  d>,,  <fx,  . . . wachsen. 
Das  Gesetz  dieser  Aenderung  von 
a,b,e  ...  ist  ein  beliebiges. 

Da  nunmehr  A,  b,e.,,  constant,  da,  db, 
(fc  ...  als  veränderlich  betrachtet  werden, 
so  ist  für  da: 

d{aA’da)^dda, 

ddx  für  dx  u.  s.  w.  zu  setzen,  also: 


= ue 


abweiche,  ist  gegeben  durch  Gleichung: 
Lzzkilddaddbdde  ..  . 
wo 
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L-/"*  /'* 


d.  b. 


r L — (■*)*) 

L — kti}€'  HJiiäSbdifc 


Wir  können  aber  auch  Toraassetzen,  und  da 
das«  die  Function  f' eine  lineare  Function  rV 

von  Oy  hy  c . . . «ci,  da  sich  die  Aufgabe  “**1  ‘ * * 

ja  immer  auf  diesen  Fall  zurückfUhren  . . 
liess.  E«  ist  dann  auch  tfx  eine  lineare  * 

Funktion  von  d/i,  dby  ifc  . , nämlich  dbA-—dc4- 

z.  B. : da  db  ^ de 

•fxzzHja-\-tdb-\-*cde  es  wird  dann: 

= + z(x.^^(r4+  . . . +Z(<fx)> 

Da  aber  ein  Maximum,  also: 


dx  t'x 


...  =0 


war,  so  hat  man : 

wo  die  cfx  durch  die  Gleichungen 
Itfx,  =u,(f«  + r,crA  + ir^trc+  ...I 

gegeben  sind,  und 

i»=k.djaf-^2  r~z  r_ 


zu  setzen  ist.  L ist  die  Wahrscheinlichkeit, 
dass  die  wahren  Werthe  der  Constanten  die 
Unterschiede  Ja,  Jb,  Je  von  den  gefunde- 
nen wahrscheinlichsten  haben.  Suchen 
wir  jetzt  die  Wahrscheinlichkeit  dafQr, 
dass  der  wahre  Werth  nur  der  ersten  Con- 
stante  um  Ja  von  dem  wahrscheinlichsten 
abweiche,  während  die  andern  Constanten 
völlig  unbestimmt  bleiben.  Diese  ist 
olTcnhar: 


*£{Jxy 


dJhdJc 


denn.ic  ist  gleich  der  Summe  «Her  Wahr-  auf  <f6,  Je,  nicht  aber  auf  rfo  zu  inte- 
scheinlichkeiten , dass  a nnd  cTn  wächst,  griren.  Der  Ausdruck  l(Jxy  lässt  sich 
wahrend  die  Zunahme  von  6 und  c alle  vermöge  der  Gleichungen  für  dx,,  Jx, ... 
möglichen  Werthe  von  — xbis  4*x  an-  leicht  auf  die  Form  bringen: 
nehmen  können,  cs  ist  also  in  Bezug 

^dx>=zda>.Z-w>  + dA*  Vp»  + dc>Z*r*+  . . . + 2 v«Fdrtd6  + 2i-wifdadc-f  . . . 
+22>ipJÄdc4-  . . . 

Dieser  Ausdruck  aber  ist  eine  homogene  Zn  dem  Ende  wollen  wir,  um  dieAn- 
Funktion  zweiten  Grades  von  den  Grössen  zahl  der  Constanten  anzudenten , diesel- 
Ja,  Jb,  t/c,  and  kann  also  in  eine  Summe  ben  mit 

von  Quadraten  verwandelt  werden  (siehe  a « statt  mit  fl  6c  ... 

Artikel  Quadrat).  »— 1 

bezeichnen,  dann  ist: 


ZJx*  = + 


. tffl 


4* 


wo  die  € leicht  zu  bestimmende  Grossen  sind,  die  sich  aus  den  Ausilrücken 
lut  u.  s.  w.  ergeben.  Setzen  wir  noch : 


‘2,/“*+V‘’3  + 


+ e^Ja-. 

+ e dfl  = 1 


! 


so  erhält  man: 


effl 


. + « Ja 

•1  n — 1 
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n+cc  /•+00  /•+0Ö  —a'JSJx' 

I ^ ^ / . . . e dJa.dia,  .... 

./  — cc./  — eo./  — ac 

1 n+<x>  n+xi  — ■.  • t«— 

i.-J  ^ *'*•  • • • 



” \ a / 'iyt,2  • • • 'n-l.ii-t 

‘ —ti'e’Sa’ 

also  M = 1— I e 

n / 

In  1)  fanden  wir  Jur  die  Wahrßchcinlieh-  «lO,  . • • kann  man  ganz  ähnliche  Aus- 
keit  eines  bestimmten  Beobaehtungsfeh-  drücke  bilden : 

.<  , , //,  = ne 

Icrs  den  Ausdruck : ^ rfxi  "o  “ (2i 

V n ff,  = ne  . . 

die  Präcision  der  zngchön^ca  Bcobach-  <1)  (2) 

tung  war;  angcre  Prfleigion  in  der  Bc-  indem  man  c e go  aus  e enUtenen 
stimrouDg  des  wahrscheinlichsten  \N’er-  l&ßst»  dass  man  in  diesem  Ausdrucke 
thes  der  Constante  a wird  also  sein:  <*  ^ *• 

tauscht. 

n — tf€\  2nr  Bestimmung  der  Grösse  h hat- 

Für  die  andern  Constnnten  6,  c . . . oder  ten  wir: 

-1-=-/’^"  /■+*  r^^e~"'~^"'ädaddl.ddc.. 

* ./  —X./  -“®./  —X 

wie  sich  ergiebt,  w*cnn  man  für  Sl  seinen  Werth  setzt.  Dieser  Ausdruck  aber 
lasst  sich  wie  üben  finden,  wenn  man  noch  eJa-l  setzt: 

1 -«•(!. ’ + ,+^’) 

1 ai  /’+X’  /'  + CC  /•+ 00  »-■ 

^ ;/  / / di,  ...di,_tdi 

* 'l,l  *2,2"  -l'./  —00./  -X./  -00 

^ _!? 

' 1^2,2  • • ■ *a-l,  a-  l\  n / 

— H»dn«  Was  endlich  den  Ausdruck  für  « anbe- 


trifft,  BO  erhält  man,  wenn  man  die  Reihe 


und  eben  so: 


*1,1  *ls2 


• « * 
l,«-t  I 2,2 


da  = //  war. 


2 ’ * * «-l.ii-l  •»-! 

mit  der  im  Artikel  Quadrat  aufgestcllien 
Reihe  der  6 vergleicht,  also  wie 

am  Schlnsse  dieses  Artikels  dargethnn 
worden  ißt:  /'a 


Der  wahrscheinliche  Fehler  .bei  Be-  wo 
Stimmung  von  x war  nach  (1)  — (“)*  *^(“*')  — (”*^)  • 

jetzt  wo  H=et(  an  die  Stelle  von  n ... 

tritt,  ist  der  wahrscheinliche  Fehler  in  ... 

der  Bestimmung  der  Constanten  «:  jie  betreffende  Uni 

_0,4769360_  p nantc  ist,  die  sieh  mit  Wcglas 


und  ebenso: 


und  C\  I die  betreffende  Untcrdelcrmi* 
nantc  ist,  die  sich  mit  Weglassung  aller 
mit  « behafteten  Glieder  ergibt,  also: 
iUy  Z(nr)  ...  I 

A-o)  • • • 

. . ■ I 


e(‘)'  «’>-eC)  • ■ • 
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Diese  Betrachtungen  geben  ein  Resultat,  welches  die  Rechnung  wesentlich  er- 
leichtert. 

Es  waren  nämlich  diejenigen  Gleichungen,  woraus  die  wahrscheinlichsten 
Werthe  der  Constanten  bestimmt  wurden: 


O ^(u)*  + b d-  c — 

+ . . 

, . = ^Cu 

a S(uv)  4*  b 2’(r)>  4*  c 2‘(rir) 

+ . . 

■ . = ZCt 

a 4-  b 2‘(ric)  4-  c .J(ie)“ 

+ . . 

, = 2Cw 

and  die  daraus  lu  berechnenden  Werthe  der  Constanten  nehmen  die  Form  an: 
a = A SuC+A  O JrC+il  JirC+  . . . 

4=.4,2-iiC+^/‘)  . . . 

c=A,^uC+A,(‘^  ZvC+A,^'^  :;wC+  . . . 


An.  der  Theorie  der  Gleiehnngen  folgt  »her,  d«u  = ist,  ebenso  ist  A,  der- 

jentge  Werth  der  aus  -^-1  entsteht,  wenn  man  a mit  e vertauscht  u.  s.  w. : es 
A 

ist  also  auch: 


Diese  Bemerkung  erleichtert  die  Rechnung,  wenn  die  Grössen  A,  A^^  ^ hc- 

reits  bekannt  sind. 


7)  Es  wurde  im  vorigen  Abschnitt  Werthe  der  Constanten,  Jfx*  die  Snm- 
die  Präasion  « der  gegebenen  Bcob-  men  der  Quadrate  der  wahren  Beobach- 
achtung  immer  als  bekannt  vorausgesetzt,  tungsfchlcr  ist.  Die  Wahrscheinlichkeit, 
Da  die  Bestimmung  derselben  aber  im  dass  den  beobachteten  Werthen  Cj  C,  . . . 
Allgemeinen  unthuniieh  ist,  so  muss  man  Cm  ein  gegebenes  « entsprochen  habe, 
sich  begnügen,  den  wahrscheinlichsten  ist  dann,  wie  früher  erörtert  wurde, 
Werth  dieser  Grösse  zu  ermitteln,  und 
dies  geschieht  auf  folgende  Art.  Der 
Ausdruck: 

(träx\n 

zeigte  die  Wahrscheinlichkeit  an,  welche 
dafür  staufand,  dass  sich  die  Beobach- 
tnngewerthe  C,,  C,  . . , Cm  für  die  zu  zu  setzen  ist. 

bestimmende  hunction  ergaben.  Man  Fflr  den  wahrscheinlichsten  Werth  der 
denke  sich  darin  jetzt  die  Grössen  a 6 c Präcision  muss  dieser  Ausdruck  ein 
constant,  und  « veränderlich;  dies  ündet  Maximum  sein.  Zu  dem  Ende  ist  also 
2.  B.  statt  wenn  a,  6,  c die  wahren 


JL 

2Sl 


sitUt 


f 


+x 


. iSlda 


Slä« 


/'  + » 

I ~.J  -00 


Sldn 


du  " 


n'J'j-* 


-2oi(x)> 


= 0 


ID  letzen;  dies  gibt: 
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ft  = i/ 

\ 21. 


als  wahrEcbcinlichstcn  Werth  der  Präci- 
sion.  Es  wird  daun,  da 
0,4769360 
p = — :: — 


der  wahrscheinlichste  Fehler  war,  jetzt 

^=0,4769360  j 

Man  kann  nnn  ganz  denselben  Weg 
einschlagcn,  der  in  Abschnitt  6)  in  Be- 
zog aof  die  wahrscheinlichsten  Werthe 
von  o,  6,  c ...  eingcschlagen  wurde. 

W*ir  verstehen  also  jetzt  unter  n immer 

den  Ausdruck  l/-  ~ — , also  die  wahr- 
\ 2ljr^ 

scheinlichste  Präcisioo, unter  tu  den  entspre- 
chenden grössten  Werth  voni2,  endlich  sei  zu  setzen. 

iit  ^(19(1+  — I \ a — s 


rr-f-cT«  ein  beliebiger  Werth  der  Pradsion. 
Es  ist  dann,  wie  oben  gezeigt  wurde : 

o,.(i  +^fLye~ 

und  wegen  der  Gleichung  ff  — - ■ 


'2«* 


also : 


/cfrt 


Man  hat  aber : 

1 in' 


1 + 


■) 


also  auch : 

rfcf  ( \Jn  \ 

« \ 3 rt  / 

Die  Wahrscheinlichkeit  eines  gegebenen 
Werthes  der  Prfteision  ist  dann, 

wenn  man  ganz  wie  in  6)  verfahrt: 
SzzlSldda, 
wo 

j = / iidJa 
* •/  —CO 

zu  setzen  ist.  Es  ergiebt  sich  aber 
mittels  des  Werthes  von  ii: 


also  da  dieser  Fehler  positiv  und  nega- 
tiv sein  kann,  so  ist  die  Wahrscheinlich- 
keit =:  4i  dass  die  wahre  Pr&cision  sich 
in  den  Grenzen: 

/ 0,4769360\  / 0,4769360\ 

befinde.  Denn  nach  der  Definition  des 
wahrscheinlichen  Fehlers,  war  ja  dessen 
Wahrscheinlichkeit  Diese  beiden  Aus- 
drücke heissen  daher  wahrscheinliche  Gren- 
zen der  Fräcision.  Eben  so  sind : 


s=ii^e 


-'^(■-54—) 


dJa 


0,4769360  und  0.4769360 


oder  wenn  wir  nnnchmen,  efet  wäre  im  die  höheren  Potenicn  ron 

Vergleich  mit  a nur  sehr  klein:  1 

-pz  vernachlässigen  kann: 

S—l-jiC  **  ddtt 

Dieser  Ausdruck  mit  dem  schon  früher 


betrachteten  —j=p 

Vf 


dx,  welcher  die 


/ 0, 4769360V  / 0,4769860\ 

(1-— pj-— ) und  .(l  + -j7--— ) 

die  wahrscheinlichen  Grenzen  des  w*ahr- 
scheinlichcn  Bcobacbtnngsfchlcrs. 


Wahrscheinlichkeit  des  Bcobachtungsfeh- 
lers  darstellte,  verglichen,  zeigt,  dass 

«r 

der  Werth  der  Prfteision  für  unsere  Grösse 
€(  ist;  der  wahrscheinliche  Fehler  in 
dieser  Bestimmung  ist  dann : 

0,4769360  . a 


Es  spielt  in  diesen  Betrachtungen  der 
Ausdruck 


eine  Rolle , sein  Quadrat  ist  die  arith- 
metische Mitte  ans  den  Quadraten  aller 
Bcubachtnngsfehler.  Man  nennt  daher 
auch  diesen  Ausdruck  den  mittleren  Feh- 
ler; CB  ist  dann: 
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/ « I 0,7071068  «Iraten-Summe  der  wahren  Beobachtung« 

"~y > fehler  haben,  eind  unter  x,i,  ...  die 


e= 0,4769360 


i 


= 0,6744897  #. 


wahrscheialicbsten  Beobachtungifeblcr 
verstanden,  so  ist  also 


-,/.g(x+Jx)» 

Da  das  Quadrat  des  mittleren  Fehlers  s , n 

die  arithmetische  Mitte  aller  Fehlerqua-  an  seUen,  und  man  kann  fBr  J'(r+tfw)> 
drate  ist.  so  ist  auch  t«  das  wahrschein-  wieder  den  wahrscheinlichsten  Werth  die- 
lichste  aller  Fehlerqoadrate.  scr  Grösse  substitniren.  Ganz  wie  in  6. 

8)  Um  den  mittleren  Fehler  » zu  fln-  setzen  wir  unter  Voraussetzung  der  li- 
den,  mSsste  man  i'(x)*  oder  die  Qua-  nearen  Form  der  Function: 

+ ifx)‘  - = Z(udn  -i-  tJk  -I-  w'fc+  . . .)• 

also 

JT(x  -f-  dr)  * = 2'x*  -f-  -f-  vdb  -f-  wefe)*,  und 

^x*  ist  bekannt.  ^(wJa-l-edA-f-ipcfc)  wurde  in  6)  auf  die  Form  gebracht: 


1— I 


nach  6)  aber  war  die  Wahrscheinlichkeit  des  Vorkommens  dieses  Fehlers : 


kve 


-I-. 


. -H>  . -M*) 

»— I 


ddaddbddc : 


fare  dl,  . ..  dl,-tdi. 


Es  ist  hier  s als  Anzahl  der  Constan- 
ten  genommen,  um  es  von  n,  welches 
jetzt  die  Anzahl  der  Beobachtungen  an- 
seigt,  zu  unterscheiden. 

Da  nun  die  Wahrscheinlichkeiten  des 
Vorkommens  von  J,,  1,  . . . nach  dem 
Obigen  gleich 

« — n — n*l,> 

"z 


sein  müisen(da  ,7=^  dx  dieWahr- 
Yn 

Rcheinliclikeit  des  Vorkommens  von  x 
war),  die  wahrscheinlichsten  Werthe  die- 
ser Quadrate  aber  durch  die  GrOsse 
2 

**  ” ^ vorigen  Paragraphen  gege- 
ben wnnlcn,  so  ist  der  wahrscheinlichste 
Werth  von 


sa  seUen,  ond  man  bat  mithin 

Es  war  aber: 

,2‘(x+  Sx)*  = «** 

also 

(«-#>*  =^x* 

oder 


Dies  ist  der  wahrscheinlichste  Werth  des 
mittleren  Fehlers,  $ ist  die  Anaahl  der 
Constanten,  n die  der  Beobacbttingen, 
Sx'  die  Summe  der  wahrscheinlichsten 
Fehlerqnadrate;  es  werden  dann  die  wahr- 
scheinlichsten Werthe  der  Präcision: 

0,7071068 

« = — 

und  des  wahrscheinlichen  Fehlers  : 

. e = 0,6744897/. 

9)  Ein  einfaches  Beispiel  dieser  Me- 
thode entnehmen  wir  einer  Abhandlung 
von  Theodor  Wittstein  über  diesen  Qe- 


geiistantl,  welche  seiner  Uebersetznng 
von  Naviers  DHTerenzial-  und  Integral- 
rcchnnng  (Hannover  1848)  angehftngt  ist. 
Diese  Abhandlung  ist  Oberhaupt  bei  die- 
sem Artikel  benutzt,  obgleich  mit  man- 
cherlei Ergänzungen  und  Vervollständi- 
gungen. 

Es  soll  das  specifische  Gewicht  des 
Icgirten  Silbers  als  Funktion  seines  Fein- 
gehalts dargostcllt  werden.  Sei  v der 
Feingehalt  dos  Silbers  in  Grän  (die  Mark 
zu  2^  Grän),  a das  spccihsche  Gewicht 
des  zur  Legirung  verwandten  Kupfers, 
b die  Zunahme  des  specifischen  Gewichts 
der  Legirung,  wenn  der  Feingehalt  um 
ein  Grän  vermehrt  wird,  dann  ist 
F=  fl  4- 

die  gesuchte  Funktion,  a und  b sind  zu 
bestimmen. 

Ei  sind  nun  95  Beobachtungen  ge- 
macht, welche  die  folgende  Tabelle  ent- 
hält, C ist  das  beobachtete  specifische 
Gewicht  der  Leginingcn,  sämmtlich  in 
geprägten  Münzen  bestehend,  t der  ge- 
setslicho  Feingehalt  derselben. 
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Tafel  1. 


® 1 

C 

e 

C 

r 

?T- 

« 

— 



1 

286 

10,492 

25 

2.59,2 

10,315 

49 

240 

10,190 

73 

162 

9,746 

2 

— 

10,487 

26 

— 

10302 

50 

— 

10.198 

74 

150 

9.663 

3 

_ 

10,458 

27 

_ 

10.289 

51 

_ 

10.202 

75 

— 

9.662 

4 

_ 

10,480 

28 

— 

10.289 

52 

— 

10.203 

76 

— 

9,646 

5 

_ 

10,505 

29 

— 

10,271 

53 

— 

10.189 

77 

— 

9,640 

6 

_ 

10,497 

30 

_ 

10,300 

54 

216 

10,100 

78 

— 

9,667 

7 

— 

10,467 

31 

— 

10,288 

55 

— 

10,092 

79 

— 

9.662 

8 

284 

10,464 

32 

— 

10.273 

56 

— 

10.072 

80 

— 

9,681 

9 

266,4 

10,374 

3S 

— 

10,291 

57 

— 

10,067 

81 

— 

9,672 

IS 

_ 

10.345 

34 

— 

10,281 

58 

— 

10.074 

82 

144 

9,637 

11 

_ 

10,a51 

35 

— 

10,272 

59 

- 

10.073 

83 

126 

9,532 

IE 

_ 

10,355 

36 

2.52 

10.260 

60 

— 

10,055 

84 

108 

9.439 

13 

_ 

10,373 

37 

250 

10,265 

61 

213 

10,068 

a5 

96 

9.385 

14 

264 

10.332 

38 

— 

10.261 

62 

193 

9,944 

86 

— 

9.383 

15 

261 

10,30ti 

39 

— 

10,257 

63 

192 

9.890 

87 

90 

9,333 

16 

260 

10.312 

40 

— 

10.2.50 

64 

190 

9,888 

88 

9,306 

17 



10.274 

41 

— 

10.2.52 

9.931 

89 

— 

9.317 

18 



10321 

42 

240 

10,237 

66 

168 

9,810 

90 

64 

9,208 

19 

259,2 

10.314 

43 

10.211 

67 

9,776 

91 

— 

9,196 

20 

_ 

10.309 

44 

— 

10.211 

68 

— 

9,767 

92 

63 

9,196 

21 



10.296 

46 

_ 

10,208 

69 

— 

9,765 

93 

— 

9.237 

22 



10,282 

46 

— 

10,207 

70 

9,744 

94 

— 

9,153 

23 



10.297 

47 

10,204 

71 

— 

9,766 

95 

— 

9,197 

24 

- 

10,316 

48 

- 

10,202 

72 

- 

9,768 

Die  in  Abschnitt  3 gegebenen  Glei-  mciulcn  Summen  l&sst  sich  erleichtern, 
chnngen  Ihr  die  wahren  Werthe  der  wenn  man  diese  Summen  för  diejenigen 
Constanten  sind  jetzt,  da  u = l,  2’w  = 95  Beobachtnngen  einzeln  aasrechnet,  wel- 
ist,  SÖa  + l’Cr)  .6  = ZC  che  zu  demselben  r gehören,  wie  z.  B. 

*2‘(r)i«iZ(p*).  i = Z(rC).  die  Werthe  1 bis  7,  und  dann  alle  Par- 

Die  Berechlmng  der  hierin  vorkom>  tialsummen  mldirt,  also: 


J(r) 

.J(r-) 

1-7 

2002 

.57572 

73.386 

209884 

8 

284 

806.56 

10,464 

2971,8 

9-13 

1332 

a54845 

51,798 

13799.0 

14 

264 

69696 

10,332 

2727, (> 

15 

261 

68121 

10.306 

2689.9 

16-18 

780 

202800 

;i0,907 

8035,8 

19-35 

4406,4 

1142139 

174.985 

45356,1 

36 

252 

63504 

10  260 

2585,5 

37-41 

12.50 

312500 

51.285 

12821,3 

42-53 

2880 

691200 

122.462 

29390,9 

54-60 

1512 

326592 

70.533 

15235,1 

61 

213 

45369 

10,068 

2144,5 

62 

193 

37249 

9.944 

1919,2 

63 

192 

36864 

9,890 

1898,9 

64—65 

380 

72200 

19,819 

3766,6 

66-72 

1176 

197.568 

68,396 

11490,5 

73 

162 

26244 

9.746 

1578,9 

■«74-81 

1200 

180000 

77,298 

115940 

82 

144 

20736 

9,6.37 

1387,7 

83 

126 

15876 

9,532 

1201,0 

84 

108 

11664 

9,439 

1099,4 

85-86 

192 

18432 

18,768 

1801,7 

87-89 

270 

24300 

27,956 

25180 

90-91 

128 

8192 

18399 

11,775 

92-95 

252 

15876 

36,783 

2317,3  ; 

Sam  UM 

19959,4  1 

4to519^  : 

“9^i3S“ 

|2®Hä6T 
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Diese  Weithe  in  die  beiden  Glcichnn» 
gen  für  a und  b gesetzt  geben: 

95a +19959.4«  = 952,388 
19959,4« +45951956 = 202413,6 
hieraus  folgt: 

rt  = 8,81297.  6 = 0,0057695 

also 

F=8, 81297  + 0, 006695r. 


Um  die  Oonanigkeit  der  einielncn 
Beobachtung  tu  prüfen,  berechnet  man 
für  jedes  in  der  ersten  Tabelle  enthal- 
tene V das  zngchurige  F mittels  dieser 
Formel.  F—C=x  ist  dann  der  Beob- 
achtuogsfohler.  Derselbe  und  sein  Qua- 
drat ist  in  der  folgenden  Tafel  ent- 
halten. 


Tafel  3. 


;r  X*  [ X X* 


1 

1 - 

0,002 

0,000811 

49 

+ 

0.008 

0,000064 

2 

i 

24 

576 

50 

— 

0 

0 

3 

1 + 

5 

25 

51 

— 

4 

16 

4 

1 „ 

17 

289 

52 

_ 

5 

25 

6 

42 

1764 

53 

+ 

9 

81 

6 

j 

34 

1156 

54 

41 

1681 

7 

! — 

4 

16 

55 

— 

33 

1089 

8 

1 — 

12 

144 

56 

— 

13 

169 

9 

1 — 

24 

576 

57 

_ 

8 

64 

10 

+ 

5 

25 

58 

_ 

15 

225 

11 

1 

1 

59 

_ 

14 

196 

12 

1 — 

5 

25 

60 

+ 

4 

16 

13 

1 — 

23 

529 

61 

— 

26 

676 

14 

! + 

4 

16 

62 

— 

17 

289 

15 

+ 

13 

169 

63 

+ 

31 

961 

16 

1 

01 

0001 

64 

+ 

21 

441 

17 

! + 

39 

1521 

65 

— 

22 

484 

18 

8 

64 

66 

_ 

28 

784 

19 

— 

5 

25 

67 

+ 

6 

36 

20 

— 

0 

0 

68 

+ 

15 

225 

21 

+ 

13 

169 

69 

+ 

17 

289 

22 

+ 

27 

729 

70 

+ 

38 

1444 

23 

+ 

12 

144 

71 

+ 

16 

■256 

24 

— 

7 

49 

72 

+ 

14 

196 

25 

— 

6 

36 

73 

+ 

2 

4 

26 

+ 

7 

49 

74 

' + 

15 

225 

27 

+ 

20 

400 

75 

+ 

16 

256 

28 

i + 

20 

400 

76 

+ 

32 

1024 

29 

! + 

88 

1444 

77 

+ 

38 

1444 

30 

9 

81 

78 

+ 

11 

121 

31 

\ + 

21 

441 

79 

+ 

16 

256 

32 

! + 

36 

1296 

80 

_ 

3 

9 

33 

i 4- 

18 

0324 

81 

+ 

6 

36 

34 

+ 

28 

784 

82 

+ 

7 

149 

85 

+ 

37 

1369 

83 

+ 

8 

64 

36 

+ 

7 

40 

84 

— 

3 

9 

37 

— 

10 

100 

85 

— 

18 

324 

38 

— 

6 

36 

86 

— 

16 

256 

39 

— 

2 

4 

87 

1 

1 

40 

+ 

5 

25 

88 

• 

26 

676 

41 

+ 

3 

9 

89  ' 

+ 

15 

225 

42 

39 

1521 

90  1 

21 

441 

43 

. — 

13 

169 

91 

_ 

14 

196 

44 

— 

13 

169 

92 

— 

19 

361 

45 

1 — 

10 

100 

93 

- 

60 

3600 

46 

— 

9 

81 

94 

+ 

24 

576 

47 

1 ” 

6 

36 

95  ; 

+ 

20 

400 

48 

1 — 

4 

16 

X*» 

= 0,088063 
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Es  ist  also  der  wahrsrbeinlichsto  Werth 
des  mittleren  Fehlers: 


0.020228, 


seiieinlichen  Orenaen  des  wahrscheinlichen 
Fehlers  geben,  sind: 

0,O1297G,  0.014312. 

Die  wahrscheinlichen  Werthe  der  Con- 
stiinten  a und  b hal>en  die  wahrschein* 


♦ - I ' ™ 

“}  «-1  [ 93 

der  wahrscheinlichste  Werth  des  wahr-  liehen  Fehler  (siche  6): 
solieinlichen  Fehlers: 

p = 0,G744«97*  = 0,013644 

/ 0,47G93G0  \ 

und  die  Werthe  pll— 1, 

V . } M / 

/ 0,4769360  \ 

p^l4- 1,  welche  die  wahr- 


P,=—, 


wo  e lei<*ht  mit  HQlfe  des  nntcr  dem 
Artikel  Quadrat  angezeigten  directen 
Verfahrens,  oder  durch  die  Formeln 
in  6) 


e=l 


A 

a7 


^ = Lv(„r),  = i.  = -nr)* 

bestimmt  wird,  denn  dies  sind  die  Werthe  War  (>  der  miniere  Fehler,  so  ergab 
der  enuprechenden  Dctcrminanicii  für  sich  «0  = 0,4769:^60;  es  ist  also 
n = 2.  Hier  ist  übrigens  u = l,  ' 

also  A = 95  2‘ij*  - [,2:Cr)p,  .|=2‘r>, 

und  mit  Hülfe  der  Werthe  von  2'r* 
und  2(r):  

,_,/3mÖi877 

' " 1'  ■■45;):.i£*5 


P = 0,00473 

Für  e*  erhalt  man,  indem  man  u mit 
r vertauscht  A^i  — .2'«*  = 95,  während 
A angeändert  bleibt;  es  kommt 


das  Integral 


' ’ux  — k ■ 

e 


I 1)5 
!>.  =0, (»00215. 

Setzt  man  aber  in  P und  für  q die 
wahrscheinlichen  Grenzen  des  wahrschein- 
lichen Beobachttingsfehlcrs,  also: 

0,012976  und  0,014312 
so  erhält  man  als  wahrscheinliche  Gren- 
zen des  wahrscheinlichsten  Werthes  von  ai 
0,00450  und  0,004116 
und  von  6 : 

0,0000204  und  0,0^)0226 
10)  Es  ist  noch  eine  Bemerkung  über  überschreitet, 

4 /■' 

V n • 

chen,  welches  die  Wahrscheinlichkeit  aii- 
gab,  dass  der  Fehler  nicht  grCisser  als 
X ist.  Bezeichnen  wir  dasselbe  mit 
y(ffx),  BO  ergiebt  sich  mittelst  mecha- 
nischer Quadratur  oder  durch  Keihcnent- 
wiekclung : 

0,476931»  = 0,.5(X)00(» 

0,5951161  = 0,1>000(KKI 
0.7329691  =0,70(XKXW 
0,9061939  = 0.8000(:x» 

1 =0.8472008 

1,1630872  = 0, 90(XX»0 
2,3267.54  = 0,999001» 

2,7510654  = 0.9999000 


0,4769360 

der  Werth  des  Fehlers  ausgedrUckt  in 
Theilcn  des  wahrscheinlichen  Fehlers. 
Es  sei  noch  0,4769360=  a,  so  nimmt  un- 
sere Tafel  auch  die  F'orm  an : 

./  0=0 
y n =0.5 
y 1,247790s  = 0,6 
1.536618s  = 0,7 
1.900032s  = 0.8 
2.096716»  = 0.8427008 
2,438664s  = 0.9 
3.818930s  = Ü,99 
4.880175»  = 0,999 
5, 768204«  = 0,9999 
X =1 

B.  die  Wahrscheinlichkeit, 


7 

V 

7 

7 

7 

7 

7 

7 

also  es  ist 


dk 


7 
7 
7 
7 
7 
7 
7 
7 

y (x) 


1. 


dass  der  Bcubachtuiigsfehler  1,247790  des 
wahrschcinlichenFehlcrs  nicht  überschreite, 
gleich  0.6  u.  8.  w. 

Es  w ürde  also  in  unserm  Beispiele  die 
Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Fehler  x 
den  wahrscheinlichen  Fehler  0,Q136  nicht 
r/(a)  = 4 sein,  d.  h.  diet 
würde  unter  95  Fällen  47mal  verkom- 
men, was  aus  Tafel  3 sich  als  zutreffend 
ergiebt;  in  der  That  sind  47  der  nnter 
X enthaltenen  Zahlen  absolut  genommen 
kleiner  als  0,0136.  Dass  der  Fehler  den 
wahrscheinlichen  nicht  um  das  Doppelte 
übertreffe,  dafür  ist,  wenn  man  zwischen 
den  Zahlen  1,9000326  und  2,0976716  in- 
terpolirt,  7(2)=0,82,  d.  h.  cs  würde  dies 
nntcr  95  Fällen  78mol  Vorkommen,  was 
sieh  ebenfalls  durch  Tafel  3 bestätigt. 

10)  Auf  den  Nutzen  der  Anwendung 
der  kleinsten  Quadratsummen  der  Fehler 
hat  zuerst  Legcndre  (iVoure/fes  mitkodet 
pour  la  dcierm'xnation  dt*  orbite*  dt*  co- 
metesf  Pan*  1806)  Öffentlich  aufmerksam 
gemacht.  Gauss  liat  dieselbe  aber  einer- 
seits schon  früher  gekannt,  andererseits 
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dieselbe  aber  auch  zuerst  genauer  aus« 
geführt  und  begrflndet.  Seine  Arbeiten 
darüber  sind  enthalten  in  der  Theoria 
tiMtiis  Corporum  Coeleslium  {Hamburg 
1809)  in  zwei  Abhandlungen  in  der  Mo- 
natlichen Correspondenz  Thcil  XX , 14 
and  in  der  Zeitschrift  für  Astronomie 
Bd,  I,  ferner  in  der  Theoria  Comhina“ 
tionis  ob$ervalioHum  erroribus  miriMnui 
obnoxiae  (GCttingcn  1828),  sowie  in 
einem  Supplement  zu  dieser  Arbeit. 

Einachlagendes  enthält  auch  Laplace 
Theorie  anaiytigue  de  Probabilite  SuppL 
Bessel  Fundantettta  astroHomiae  und  eine 
Abhandlung  desselben  in  den  Astrono- 
mischen Nachrichten  Bd.  XV,  1838,  Ha- 
gen Grandzüge  der  Wahrschc’nlichkcits- 
reehnung  1^7,  so  wie  die  erwähnte 
Abhandlung  von  Theodor  Wittstein,  die 
den  Anhang  zur  Uebersetzung  von  Kn- 
riers  Differenzial-  und  Integralrechnung 
(Hannover  1848)  bildet;  auch  ist  die  sehr 
vollständig  Darstellung  dieser  Methode 
von  Enke  in  den  Berliner  Astronomi- 


schen Jahrbüchern  von  1834,  1835  and 
1836  zu  erwähnen. 


Ctuadratische  Factoren. 

1)  Quadratische  Factoren  sind  Facto- 
ren von  der  Form  x* 6.  Es  sind 
dieselben  von  Wichtigkeit,  weil  jede 
ganze  algebraische  Function 

yy  \ . y 2»— 1 . 2« -2  . 

H-r)-x  +A^x  +A^x  + 

sich  in  ein  Product  von  dergleichen  Fac- 
toren zerlegen  lässt,  und  zwar  sind  in 
jedem  Factor  a und  b reelle  Zahlen, 

wenn  die  Coefdeienten  A A,  A^  , , , A 
1 2 • 


dergleichen  sind.  Der  Ausdruck: 

. 2«+l  , . 2«  . ^ 2— i . 

+Ax  + 

lässt  sich  in  einen  linearen  Factor  x + rr, 
in  welchem  R reell  ist,  wenn  i4,  A ^ . reell 
sind,  und  in  ein  Product  von  quadra- 
tischen Factoren  zerlegen,  ebenfalls  un- 
ter der  angeführten  Bedingung  reeller 
Coefficienten. 

Da  nun 


X*  +2ffx-f-6  = (x4-ö4-V^‘ 

ist,  y a* — b aber  reell  und  imaginär  sein 
kann,  so  lassen  sich  beide  Sätze  auch 
so  aussprcchen:  „Jede  ganze  alge- 
braisch e Function  lässt  sichln 
ein  Product  von  liDeären  Fac- 
toren zerlegen,  deren  Anzahl 
ebenso  gross  ist,  als  die  höch- 
ste Potenz  der  Function,  da 
sie  sonst  wirklich  mnltlplicirt 
nicht  ein  der  erstem  gleiches 
Resultat  geben  könnte.^ 

Sind  die  Coefdeienten  der  Function 
reell,  so  sind  diese  Factoren  entweder 
reell,  oder  von  der  Form  x+a-fd,  wo 
i = ]/“!  gesetzt  wird.  Ist  letzteres  der 
Fall,  BO  muss  einem  Factor  x-|-a+d 
immer  ein  andrer  x-f-n— d entsprechen. 
Ist  die  Function  von  einer  ungraden 
Ordnung,  so  ist  immer  wenigstens  ein 
reeller  Factor  darunter. 

2)  Der  Beweis  dieses  Satzes  stützt 
sich  auf  folgende  HtUfssätze : 

1)  Sei  f(x)  eine  beliebige  ganze  alge- 
braische Function  von  x und  x—a  ein 
Faktor  derselben,  so  dass 

/(*)  = (x-o)y(x) 

WO  yx  eine  andere  um  einen  Grad  nie- 
drigere ganze  Function  ist , so  ist 
offenbar 

/T«)  = 0; 

denn  da  a—ct  gleich  Null  ist,  könnte 
{x—a)f/x  nur  dann  für  besagten  Werth 
von  X ungleich  Null  werden , wenn 
9(«)  gleich  unendlich  ist;  dies  ist  aber 


* — Ä)  (x+a— -~b) 
unmöglich,  da  r/(x)  eine  ganze  Function 
ist,  und  folglich  nur  für  x = cc  den  un- 
endlichen Werth  anuchmen  kann,  ein 
Werth  von  «,  der  hier  ausgeschlossen 
bleibt. 

II)  Es  lässt  sich  aber  auch  umgekehrt 
beweisen,  dass  wenn  f(n)^0  ist,  noth- 
wendig  X — « ein  Factor  von  f(x)  sein 
muss.  Denn  dividirt  man  f(x)  duren  x— <r, 
so  erhält  man  jedenfalls : 


wo  tj’X  eine  ganze  am  einen  Grad  nie- 
drigere Function  als  /(x) , B aber  der 
Divisionsrest , also  eine  Constante  ist. 
Es  folgt  hieraus : 

/(x)  = (x-n)(i/x+j— ) = (x-o)0x+Ä, 
oder  wenn  mau  x = <r  setzt: 

/■(«)= ß 

Da  aber  nach  der  Voraussetzung  /(a)=0 
war,  so  ist  auch  £ = 0,  und 
f{x)  = {x-tt),f'X 
was  zu  beweisen  war. 

Ul)  Wern  f(a)=iO  ist,  so  ist  a eine 
Wurzel  der  Gleichung 
Kx)  = 0 

Unser  Satz  von  der  Zerlegung  der  gan- 
zen Functionen  kommt  somit,  wie  leicht 
zu  sehen,  auf  einen  andern  zurück; 

„Jede  algebraische  Gleichung  hat  eine 
Wurzel  von  der  Form  «-{-/Si.“ 

Wir  werden  von  diesem  wichtigen  Satze 
zunächst  einen  elementaren,  von  Cauchy 
3 
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horrührcndcn  Beweis  geben.  Es  geschieht  ist  in  dem  bekannten  t^erkc  Cauehy  8, 
dies  an  dieser  Stelle,  weil  an  ihn  einige  „Court  d'arutlyte  algebrique  “ , mitge- 
Betrachtungen  angeknöpft  werden  sollen,  thcilt. 

die  sieh  nicht  mehr  auf  algebraische  Zunächst  lässt  sich  zeigen,  dass  jede 
Gleichungen  beziehen.  — Dieser  Beweis  Gleichung  von  der  Gestalt 


f{T)=X  +A^T 

WO  das  von  der  Unbekannten  freie  Glied 
A negativ  ist,  immer  eine  reelle  Wurzel 

fl 

hat,  die  gleich  oder  grösser  als  Null  ist. 
Der  Ausdruck  f(jc)  ändert  sieh  nämlich 
olTcnhar  nur  continuirlich , da  er  nicht 
för  endliche  Werthe  von  x unendlich 
werden  kann.  Für.r=:0i8t  nuii/^O)^ 

also  negativ,  für  a*=4-oo  dagegen  ist 

das  erste  Glied  x derart  überwiegend, 
dass  cs  das  Zeichen  von  f(x)  bestimmt, 
sodass  ^(-hx)  = -l-x  wird;  die  Function 
f{x)  hat  also,  während  x von  0 bis  oe 
sich  ändert,  auf  continuirlidicm  Wege 
sich  von  einem  negativen  Werthe  bis 
zu  einem  positiven  geändert , und  muss 
also  für  irgend  einen  dazwischen  liegen* 


+ . , , 4-A«— IX— = 0 
den,  also  positiven  Werth  von  x,  der 
aber  auch  Null  sein  kann,  dnreb  Null  ge- 
gangen sein;  ist  also  rr  dieser  Werth, 
so  ist  /*(«)  = 0,  was  zu  beweisen  war. 

Sehen  wir  nun  von  dem  Werthe  des 
letzten  Gliedes  ab. 

In  dem  Ausdruck 

l{x)-x'+A^x“  * + A^x"  V.-- 

Vfo  A . A ..  . A hclichig  rodle  oJor 
12« 

imaginllro  Zahlen  sintl,  setzen  wir 
A^e^‘\  x=reV,  /(:r)  = fle*‘ 

« s 

Die  Module  p , »*,  Ä sind  hier  als  positiv 
zu  betrachten.  Man  hat: 


rV''‘+  ...  +e,e“«\ 

oder,  wenn  wir  mit  dividiren: 


Da  hierin  aber  die  reellen  und  imaginären  Thcilc  rechts  und  Knks  einzeln  ver- 
glichen gleich  sein  müssen,  so  ist  auch: 


+e„e 


Trennt  man  hier  den  reellen  vom  imaginkren  ThcHc,  so  erhUt  man,  wenn  mnn 
beide  Gleichungen  mit  einander  multiplicirt: 

= p,r**^*  c08ß,-l-p,r  * cos«,-f-  , . . -fp^cosir^)* 

t 11^2 

-f(p,r"  sinttj  + Pi^  8in«j-|-  . . sin«^)*, 


wo  der  Kürze  wegen  gesetzt  ist: 


Der  kleinste  mögliche  Werth  des  Aus- 
druckes rechts  ist  offenbar  der,  wo  alle 
Sinus  gleich  Null,  alle  Cosinus  gleich 
— 1 gesetzt  werden,  denn  in  diesem  Aus- 
druck wird  von  dem  stets  positiven  r" 
soviel  als  möglich  abgezogen,  während 
das  letzte  Quadrat  ganz'verschwindct.  Es 


ist  also: 

2 . / fl  »—1  h-2 

«^(r-p^r  -p^r  - 


Die  Gleichung 

* «— 1 a— 2 

“Pa’"  -...-e,-'' 


deren  letzte»  Glied  negativ  ist,  hat  aber 
nacli  dem  Vorigen  immer  eine  reelle  po- 
sitive Wurzel,  und  der  Änsdmek  links 
in  dieser  Gleichung  wird  für  wachsen- 
des r über  alle  Grenzen  hinaus  znnch- 
men,  aus  diesem  Grunde  muss  auch 
welches  stets  positiv  und  von  r und  p 
abhängig  ist,  über  alle  Grenzen  mit  zu- 
nehmenden r wachsen,  und  kann  auch 
nicht  unter  Null  sinken;  es  wird  also 
/i»  für  einen  bestimmten  Werth  von  r 
and  y einen  kleinsten  positiven  Werth 
haben. 

Dieser  kleinste  Werth  sei  eben  n, 
welcher  Ausdruck  durch  die  Gleichung 
gegeben  war: 
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= ...  +e„eV 

Wir  wollen  nun  r Ändern,  also  für  r wo  die  Ausdrücke  <f  n . . . « com- 
schreiben,  wo  dann  H und  I auch  , ^ . • , * *,  * , * 

andere  Werthe , die  wir  mit  t.  be-  «''5?*''*  von  denen  jedoch 

«iehnen,  annehmen;  wie  leicht  zIt  er-  ~ So> 

sehen  ist^  hat  man  dann:  die  erste  der  Grössen  (t^^  fr,  die  nicht 

D ^ . , **  ““‘1  setzen  wir  a zsA€^*,  so 

A.C>  =rtC  -}-ff  fl-J-rt  rt  4.  ...  4-«  (f  ^ ’ 

' * 2 « » kommt: 

Es  können  nämlich  nicht  alle  rr  Null  worden,  da  = ungleich  Kuli  ist. 

J_ 

rPc  P * 

Das  bis  jetzt  beliebige  o bestimmen  wir,  in  dem  wir  setzen:  o- ; 


• * kommt: 
.•'•0P4-0  .»p+i- 


t sei  eine  positire  Zahl.  Dann  wird 

= . . . +/s„A 

WO  j ....  wieder  complexc,  leicht  zu  bestimmende  Zahlen  sind  oder 

Kl  ist  nnn  klar,  dass  mit  abnehmen-  R^>R 

den  « der  reelle  Theil  des  Ausdruckes  • . w *u  -« 

^ ^ Da  aber  /i  der  kleinste  Werth  war,  so 

s -\-ß  k + ..  . +/S  > ist  dies  unmöglich,  und  cs  muss  A,  d.  h.  der 

, . . , r/*tV  . “ni-  j Modul  des  Austlrnckes  f(x)  gleich  Null 

zuletzt  das  Zeichen  seines  ersten  Gliedes,  , ,..  . , . ' « 

, , ’ werden  für  irgend  einen  vVerth  von  r 

also  das  negative  erhalt,  wodurch  der  ««  u r/^\ 

• reelle  Thcil  de.  Ausdruck«  in  der  Klam-  ""f  />  auch /■«  selbst,  was  *u 

m«  luletrt  kleiner  als  Eins,  folglich  vvov- 

Äj  cos(A  — A,)>K  3)  Wegen  der  Wichtigkeit  dieses  Satzes 

wird,wennnichtA=:0i8t,denn A|Cos(>l— A|)  geben  wir  noch  den  letzten  derjenigen 
ist  der  reelle  Theil  des  Ausdruckes  links,  3 Beweise,  welche  von  Gauss  hciruhren. 
und  da  R^  und  A positiv  sind,  umsomehr  Es  sei 

/■{x)=i4„4-  A.x  4-  A X , . . -\-A  x^S  Apx^t 

ö » 2 " /»usO 

wo  die  Grössen  A recl  seien,  und  setze  man 

x = l4-ui, 

f 

so  ist : < = 2A  r cos  py 


wo  r der  Modul  von  x ist. 
Wir  setzen  nnn  noch : 


p 

^A  r sinpy, 

p 


^ arc^— = s,  er:- 

Um  V und  ar  zn  bestimmen,  sei 
t^^SpA  T cospy 

1 f 

•j  = Z.A  / »iup^ 


dr  dtt) 

'>^J7rirr 
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— ■ 

mul  wenn  unter  ds  das  vollständige 
Differenzial  von  s verstanden  wird: 


dl 


idu—udl 

■ (*+ü*~* 


r(t»  +«») 

(*  + «> 

Setzen  wir  ausserdem: 

f j = Zp^Apcosp'f 
u^^JSp^Ap  sinp/, 


Leitet  man  jetzt  aus  ds  das  Differenzial  so  kommt,  wenn  mau  tr  nach  r diffe- 
nacb  r,  und  das  nach  tf  ab,  so  kommt:  renziirt: 


y- 


/ 

ät,  du,  öl  dii\ 

/ dl  dii\ 

.'dr+“d7' 

V57+“d?; 

man  för 

dl  du  d(,  ()«, 

dr’  dr’  är  ’ dr 

ihre  Werlhc 


oinsetzt,  so  wird: 

r(l>  + M’)* 

Diejenigen  Glieder  von«, II,,  /„  Uj,  eine  tVarzol  in  den  bezeichneten  Gren- 
welche  zu  }f-0  gehören,  verschwinden  ten  haben,  denn  y kann  nur  unter  die- 
, . • , t V ser  Bedingung  unendlich  werden,  da  nur 

ganz, damii:8inp7,  in  «.aber  der  Nenner  ((•+«’)>  gleieh  Null 

unter  der  Summe  der  ractor « vorkommt:  . , \ > / t> 

Es  ist  nun : 

Setzt  man  in  den  Werth  von  r zuerst 
und  dann  0,  so  geben  beide  Ansdrückc 
einzeln  I^dU,  da 

sin2pn  = 8iD0=0 

ist,  also; 

f^”yd;=o 

und 

Vertauschen  wir  jetzt  die  Grenzen 


IT 


In : 


aus  diesem  Grunde  kommt  im  Zähler 
kein  mit  r*  mulliplicirtcs  Glied  vor,  und 
derselbe  ist  durch  r tbcilbor;  man  hat: 

M 

B O .w  eine  leicht  zu  bestimmende  ganze 
Function  von  r,  sin  »/  und  cos  y ist. 

Wir  betrachten  jetzt  das  Doppel -In- 
tegral : ^ 

^^ydffdr^ 

wo  Ä zunächst  eine  beliebige  Constante 
sei.  Qiebt  es  nun  zwei  zusammenge- 
hörige Werlhc  von  r und  y,  wo  r zwi- 
schen 0 und  H liegt,  und  welche  den 
Ausdruck  / (.t)  verschwinden  machen,  d. 
h.  hat  Gleichung  /‘(jr)=:0  eine  Wurzel, 
deren  Modul  zwischen  0 und  R liegt,  so 
wird  für  diese  Werthe  von  r und  </ : 

/ = u=:0, 

also 

y~cc. 

Unser  Integral  geht  dann  durch  die  Un- 
cndlichkcit  und  cs  ist  nach  einem  be-  wo  J"  den  cnUpreclienden  Ausdrücken 
kannten  Satz  der  Integralrechnung  in  substituircn  ist.  Man  bat 

diesem  Falle,  aber  auch  nur  in  diesem  dann: 
möglich,  dass  bei  der  Umkehrung  der 
Ordnung  des  Intcgrirens  unser  Integral 
verschiedene  Werthe  annimmt.  Geschieht 
letzteres  also,  so  muss  uothwendig  auch 
die  Gleichung 


fürr  Null  setzend,  erhält  man  auch  tr  = 0, 
also 

/*Ä  , «i+WMi 


. , /■2h  «,+»«.  J 

LJ,  !'*■'/=;/.  irpii-“'»- 

Giebt  CB  nun  einen  Werth  ron  R , für 
Belchen  der  Ansdruck  ir  = — j- — für 
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jeilcn  Werth  Ton  y dasselbe  Zeichen  hat,  / n\ 

so  kann  das  Integral  nicht  verschwinden.  Multiplicirt  man  aber  T mit  sinlrsy+^l 
Es  hat  dann  in  der  Tliat  die  Umkeh-  / \ ^ 

rnng  der  Ordnnng  des  Integrirens  zu  ““'1  mit  cos(iiy+2|  und  subtrahirt 
einem  von  Null  abweichenden  Werthe  . '4/  ’ 

gerührt,  nnd  Gleichung  /'(jr)  = 0 hat  eine  •‘«"»n«-' 

Wnracl.  Es  lasst  sieh  aber  die  MOg-  rsin(»« +5)-rrcosL« +-'l  = « ■ 
lichkeit  eines  solchen  Werthes  von  Jl  \ ' 4/  \ ^ 4/  * 

in  derselben  Weise  ergiebt  sich: 
TiCos^ni/  + sin^ny  +^-/^ 


anf  folgende  Art  beweisen: 
Sei 


V=  ^ r*sin  + " ~f"/  ) 

T,  = £pA^r'cos(j 
l\=^pA/  sin^I+:T^y^ 


r.  •in{« '/  +2)  - F.  eos(n ,,  +|)  = «„ 

und  ans  diesen  Formeln  folgt: 
U^4-wi,-TT,-\-UU^ 


und 


also  auch: 


(*+«*=  + 

. TT^  + VU, 


Mnitiplieirt  man  T mit  cos(«y+|)  nnd  ui,,„  Ausdrnck  ist^  positiv,  wenn 

U mit  sin(«v+n)  und  addirt,  so  erhalt  al’s^damm,  E'''wcrti  von' «''zn' 

den.  der  iIipra  AnfiHrüpVn  rpip  iasvlyszs  .. 


man: 


den,  der  diese  Ausdrücke  für  jedes  </i 
positiv  macht.  — Wir  schreiben  jetzt 

SO  wird: 


^VOSM  T U. 

reos(,y  +|)  + Fsin(«y,  + ^ = t. 

T = r «cos-y + r"  - < cos  (.j  + y j + r"  - 2 ^ cos  (-J  + 2y  ) + r"  - 3 C cos(—  + 3/ ) 

r=  r*sinj  + r“-‘il8in(^+  y)  + r"-2  Bsin  (.2- +2y)  + r"-3  C'sin(^  +3yj 


£s  ist  aber: 


also 


und  folglich : 


-_L 

•y'2’ 


n nr" 
r cos -5-=: — r=- 
4 »y2 


^ die  Ausdrücke  s„  s,, /,  ...  positive  Brüche  sind.  Es  sind  folglich  nun  T 
er  negative  echte  Brüche  bedeuten;  und  (J  immer  positiv,  wenn 
die  ersten  Glieder  jeder  Klammer  addirt  . r— 

I.  r>AnV2,  r^>Bn\  2,  r*>C«V2... 

geben  nlmlich  also  das  erste  Glied  ^onn  r gn-Össcr  als  der  absolut 

T . ^ grösste  Werth  der  Ausdrücke : 

‘ i wihrend  die  letzten  Glieder  der  i 

lummem  die  übrigen  Glieder  von  T a.,.1/9  Vr  - i'o  }/ r t/o 
ergeben.  Einen  ganz  ähnlichen  Ans-  . ^*"»^2,  KC«V2,,. 

erhält  man  für  ff,  da  8107  = cosj,  _ 

mA  AU  ‘ ^ ^ solchen  Werth  sind  aber 

it  tinm  Wie  die  Cosinus  stets  echte  auch  nnd  positiv,  denn  es  ist; 
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Ti  =»r*cos.^  + (ii-l)r"-'^cos  7)  + ®Äco6(^  + 27)  + • ■ • 

oder 

r,  =-p=(r+(»-l)V'2.4^)  + ^(r>+(n-2)VäÄ»,)  + 

+ . . . 

umt  ein  ähnlicher  Ausdruck  findet  euch  für  (/,  statt.  Damit  dieser  Ausdruck 
stets  positiv  sei,  muss  r grösser  sein  als  der  absolut  grösste  Werth  von : 

* 

(n-l)V'2d,  V(»-2)V2B,  )\n-a)V2C... 


„•3 


v'a 


r(r>+(n-3)K'2  Ct«) 


Dies  jedoch  ist  schon  der  Fall,  wenn, 
wie  oben  angenommen,  r grösser  als  der 

grösste  Werth  von  v4«V  iJ»  \ BnY  2, 

s 

V Cn\  2 ***’  bann  also  un- 

ser Integral  nicht  Null  sein,  und  + 
oder  t und  « werde  gleich  Null  für  einen 
Werth  von  dessen  Modul  innerhalb 
der  Grenzen  0 und  B liegt,  wenn  man 
R hinreiehend  gross  nimmt;  cs  ist  also 
f(x)  einmal  gleich  Null  für  einen  com- 
plcxen  Werth  von  ,r,  wiu  zu  bewei- 
sen war. 

Dieser  Beweis  gilt  allerdings  zunächst 
nur,  wenn  die  Cocfficicntcn  der  Glei- 
chung reell  sind,  er  lässt  sich  aber  auch 
leicht  auf  den  Fall  ausdehuen,  wo  com- 
plcxo  Coefficienten  vorkonuneo.  Seien 
nämlich  in  JSApxP  in  der  That  die  A 
complexo  Zahlen,  setze  man  ar=yH-si, 
und  trenne  Kccllcs  und  Imaginäres,  so 
kommt : 

ZApjcr  = F(y,  s)+t7  (y,  j), 

WO  die  algebraischen  ganzen  Functionen 
F und  </  reelle  Coefficienten  haben. 
Setzt  man  nun  einzeln: 

7(y.»)=o. 

80  lässt  sich  aus  der  Verbindung  dieser 
Gleichungen,  indem  man  5 eliminirt,  je- 
denfalls nach  unserm  Satze  ein  Werth 
von  yziu  + ßi,  und  das  zugehörige 
5 = nbieiten;  cs  muss  dann  der 

Ausdruck  j:=y4-»i=  die 

Gleichung 

SApXP  = 0 

erfüllen. 

ax)  = £A^x^  = l{Ay 

sowohl  ^A^r*cohstf  als  auch  ZA^r*B)Hstf 
einzeln  gleich  Null  zu  setzen,  und  hier- 
aus folgt,  dass  fr  j =:  rcos  7 — irsin  7 eben- 
falls eine  Wurzel  un.sercr  Gleichung  sein 
muss. 

Jedem  complexcn  Factor  von  f(x) 
X a — bi  entspricht  also  ein  andrer 
:r— a-f-dt,  and  beide  gehen  das  Frodnet 


4)  Ist  nun  = so  ist  als 

WO  fi{x)  eine  ganze  rationale  Function 
von  X ist,  die  einen  Grad  niedriger  als 
f\x)  ist.  Da  auch  fx(x)  für  einen  Werth 
rr,  von  X Null  werden  muss,  so  kommt 
f(x)~(x-a  ,)(x-n,)f  ,(x) 
und  indem  man  so  fort/Ülirt 
f{x)  = (x-fr^){x-€i,)  . . . (,r-«.)C, 
wenn  voraasgesetzt  wird,  dass  f(x)  vom 
«ten  Grmle  ist.  C wird  <lann  eine  Fun- 
ction vom  Grade  Null,  d.  h.  eine  Con- 
.stnnte  sein.  Ks  lässt  sich  aber  auch 
leicht  beweisen,  dass  keine  andre  Zerle- 
gung vou  f{x)  in  lineäre  Factoren  mög- 
lich ist.  Denn  sei : 
flx)  = (x-ß,){x-ß,)  . . . {x-ß.)D, 
so  wäre  nach  dem  Obigen  z.  B. 

W.)=Oi 

da  aber 

Kßl)  = (ßi-"l)(ßt-''2)  ■ • • (ß*-fCm)C 
ist,  so  müsste  einer  der  Factoren  ß^  — 
gleich  Null  sein,  w'oraus 

folgt,  und  da  dies  für  jedes  ^ gilt,  so 
sind  die  ß mit  den  n identisch. 

Seien  jetzt  alle  Coefficienten  von  f(x) 
reell.  Die  Ausdrücke  «j,  . . . «^ 

können  reell  oder  complcx  sein.  Sei 
z.  B.  «1  complcx  und  gleich  rcos 7 4- 
trsin7,  so  ist  in: 

cos  sy  i.f4^r'8in 

a nnd  b sind  hier  reell;  also  alle 
imaginären  Factoren  lassen  zu  zweien 
sich  auf  diese  Form  zurftckführen,  von 
den  reellen  aber  immer  je  2 ganz  belie- 
bige sieb  zu  einem  quadratischen  Factor 
vereinen.  Hieraus  folgt,  dass  wenn  die 
höchste  Potenz  von  x von  grader  Ord- 
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nong  ist,  sich  die  Gleichung  in  ^uiuira* 
tische  Factoren  mit  reellen  Coefficionten 
zerlegen  l&sst.  Ist  die  Ordnung  ungrade, 
so  muss  ein  linearer  Factor  wenigstens 
reell  sein,  da  ja,  wie  wir  gesehen  haben, 
die  imaginären  Factoren  paanveise  Vor- 
kommen mQssen. 

5)  I^ur  in  wenigen  Fällen  lässt  sich 
die  Zerlegung  in  quadratische  Factoren 
wirklich  genau  durchführen.  Am  leich- 
testen findet  dies  bei  dem  2gliedrigen 
Ausdruck 

j:"+a 

statt,  mit  dem  wir  uns  jetzt  beschäftigen 
wollen.  £s  sind  hierbei  jedoch  mehrere 
Fälle  zu  unterscheiden.  Sei  zunächst 
gegeben : 

2»  7m 

X —fl 

Die  Glcicbuhg 


fuhrt  zo  den  Wurzeln 

2« 

x^aVT 

WO 


2« 

Vr=  c " 

und  i eine  beliebige  ganze  positive  oder 
negative  Zahl  ist.  l3a  aber 


und 

Vii 

=e" 

ist,  SO  kann  man  sich  s immer  als  zwi- 
schen — (n  — 1)  un<l  tt  einschliesslich 
liegend  denken,  denn  jeder  andre  Werth 
von  s gibt  der  ExponcntialgrOsse  einen 
Werth,  welcher  einem  aus  dieser  Kethe 
gleich  ist,  und  da  die  Anzahl  dieser 
Wurzclwcrtho  von  x gleich  dem  Grade 
der  Gleichung  ist,  so  kann  keine  Dop- 
pelwurzel darunter  sein.  Die  Wurzeln 
unserer  Gleichung  sind  also: 

571 

x~aC  ", 


wo  t einen  der  angefOhrteo  Werthe  hat  und  aus  diesem  Grunde: 


-«e  "Mx-aC 


— U ni\ 


l)(j  + o). 


Es  sind  nämlich  die  entsprechenden  positiven  und  negativen  Exponenten  von  c 
zusammengestellt  und  die  den  Werthen  s = 0 und  s = n entsprechenden  Factoren 
zuletzt  genommen.  Man  hat  nun : 

57t 

T7 

ß cos — -f  ism  — 

ft  fl 


sn  sn 
= cos — — isin — ’ 


also: 


\z—tte’*f\x—ae  "/: 


(jf— a)*co8^  ■fa*sm-j‘  =o:*  — Soxeos— 4-a* 


also: 


2f»  2«  2 2,  , 2 n % \ ^ 2^ 

X —a  — (x  — a ) (x  — 2axcos--|-fi  ; (x  — 2axcos— + « ) . • • 

/ 2 2\ 

I X — 2rtx cos +tt  I. 

Sei  jetzt 

2«+l  2ü+l 

X — rt 

der  zu  zerlegende  Ausdruck,  so  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung 
U+i  2-+1  - 

X —a  =0 

von  der  Form 
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2«  Tii  2«+l 
jr=«e2ti-i-i  =aV  1, 

wo  s jeflen  Ucr  Wurthe  von  — n bis  +n  annimmt;  cs  wird  also: 

C_„e2"Vl)  (r-ofsVl) 

(—  4ii\  / 2BJii  \ / — 2naiV 

jr_„t’2n+i^  ■ ■ ■ \j_ae2n  + lj  y_r_ne2"  + l f 
oder,  wenn  man  die  Factoren  su  iweicn  mit  einander  multiplieirt: 

....  (a:»-2«eosgj+o>). 

In  gleicher  Weise  lassen  sich  die  Aus«  und  der  letztere 
drücke  2ii-it  2*  4*1  ni 

+ + ‘ .r^aV-lrzoeän  + l, 

zerlegen.  Ucr  erstere  Ausdruck  gleich  erstcren  hat  man  für  t alle  Wortho 
Null  gesetzt  gibt  von  -n  bis  +(n-l),  im  letzteren  von 

2« — — n bis  -I-«  zu  setzen,  und  erb&lt  indem 

x = ay~^^aC  2»  man  ähnlich  wie  oben  gnippirt; 

2«  2»  / 7t  \/  rw  3)1  \ 

X + rt  = 2«JC08  ^ ~ 2flJ-COSg^  + a^J 

(x*  — 2ax  cos  ^ + ®*)- 

Es  sind  die  Werthe  von  * = 0 miP— 1,  1 mit  — 2 . . . , 1 mit  —»•  entspre- 

chend verbanden,  und 

z-’"^*  + o*"^'  = (x  + n)(x’- 2oxc08  2^^  + <»’)(jr*-2rtJrcos^|^  + 0«)  . . . 

(,._2oxeo.i|;^  + «.) 


6)  Eunctionen  von  der  Form  2p  p p 7p 

2p  p ^ — 2«  X cosA  + a 

X -)-2ax  4"^  und 

lassen  sich  zunächst  durch  Auflösung  2p  p p 2p 

einer  quadratischen  Gleichung  in  2 Fac-  * 4- 2a  x cosA4-ö 

loren,  und  dann  nach  der  eben  gegebe-  von  denen  der  erste  gleich  Null  gesetzt 
nen  Methode  weiter  zerlegen.  Am  ein-  gibt: 

facbstcD  geschieht  dies  mit  den  Aus-  ^ p i' 

drücken  x = cos  A -ra^i  sin  A = a « — * , 


2/»  , o P P 1 . 

X 4- 2a  X cosA  4-  a 


Pp  , P‘  ■ i P 4-Ai 
X = a cos  A -ra  i sin  A = a e — , 


P P , . 

X —2a  X cosA  4-  a 


= |/-(«e  p’)j 


Der  erste  Factor  gleich  Null  gesetzt  gibt; 

2i;r4-A  i 

X =:  aC  p 

der  zweite 

2s7i  — A i 

X = a^  p 


Sei  p grade,  also  gleich  2»,  so  nimmt  $ alle  Werthe  von  —(«—!)  bis  4-w,  und 
wenn  es  ungrade  gleich  2n4-l  ist,  von  — n bis  4"»*  ft“*  Vereinigt  man  wieder  je 
2 Factoren,  so  ergibt  sich: 
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— 2n**jr*"  cosl+rt^"  = ^.r’— 2«Jr  cos,^-)- n*^  + 2ax cos^  + 


(x.- 

(x.- 


2fiJ^  cos 


2nx  COB 


2n+i 
2n 

(*’- 


2</Jc  cos 


2n-l 

2n 


o>  ^ 2ojr  cos 

2(n— 1)  n+JL 
2<u:  cos  ^ h fl’ 


(x.- 


- 2(n— 1)  n— i 

20X  COB  — i 7^ + o’ 

2n 


). 


2n 


Die  ersten  beiden  Factorcn  rechts  sind  ren  sind  ans  jedem  der  beiden  Wcrtbc 
9 XI  ’ ^ immer  die  Werthe  von  s:  +* 

-T_*  nnd  —s  znsammongenommen.  Sei  nun 

entstanden,  indem  man  in  x = P p ungrade,  also  gleich  2n+  1,  so 
die  Werthe  s=0  und  s=;4*fl  nimmt  s alle  Werthe  von  — « bis  -f“** 

o _.•  an,  verbindet  man  die  den  Werthen  s 

- * und  -'S  entsprechenden  Factoren,  und 

enuprecbeodenWerthcnvonjr  = fl6  P die  beiden  s = 0 entsprechenden  ans  bei* 
verbunden  hat.  In  den  übrigen  Facto*  den  Werthen  von  jr,  so  kommt: 

^4n+2_2,2-+l_^2a+l^,^^^4n+2^  2„  co.  ^ +a«) 

(,._2„  CO,  gg  + o>)  (x^-2axcoB|^^  + o>)  (x>-2axcoB|gJ  + o>) 


(x.- 


2»+l 
4ji— i 
' 2«+l 


2ax  COB  ^ 


( 


(x*-2rtx< 


, „ 2na— A , 

X’—  2oX  COB  „ , , + o>  I. 


2«+l 

2»x+i 

' 2b+1 


+ “ 


') 


2ii+l 


CnterBuchen  wir  jetzt  den  Ansdmck 


1 o s P , , *P 
X +2o  X cos >+  « 


welcher  gleich  Null  gesetzt  ergibt 


also  entweder; 


oder 


^ — —a(coi  i+isini)=  — ‘ . 

(2.+l)n+Ai 
x = ae  P 


(2»+l)  n-ti 

x=«e  p 

Hierin  setzen  wir  zuerst  p = 2»  und  lassen  i alle  Werthe  von  — i»  bis  +(b— 1) 
annehmen;  von  diesem  gruppiren  wir  folgende  Werthe  von  s znsammen: 

0 mit  —1,  1 mit  —2,  2 mit  —3  n.  s.  w., 

io  dass  man  erhält: 

4«  2n  2m  4m  / fi4'l  \ / ii  — X \ 

■*  + 2a  ■*  coBä  + o = l^x*  — 2«xco8-2jp  + a*  j ^x>  — 2axco« -g^+ o’ j 

(x’-2<w  co»^^  + “’)  (*’  - + a’)^(x*-2xo  cos^I^  +a») 




^x*  — 2ox  coi  — + * 


2fl 


) 

(x>- 


„ 2«— In+A  , . 

- 2ax  cos  — K— n — + 


2«+l 


) 


2ax  cos 


2rt- 


iTt-i  . ,\ 

Hl— +“)■ 


2b+1 


Ist  dagegen  p = 2»+l,  so  nimmt  s alle  Werthe  von  — nbis+fl  an  nnd  indem  man 
ganz  wie  vorhin  verbindet,  bleiben  dann  die  beiden  s = n entsprechenden  Werthe 
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von  X frei;  und  die  entstellenden  leiden  lincnren  Factoren  werden  mit  einander 
multiplicirt,  man  crh&lt: 


(x.  +2,«co.>l  + n«) 

(*’  - 2“  - 2o«os  + „.)  (x.  - 2«x  cos 

(x.  -2nx  cos^^J  + «•) (.r  _2„, 


+ «•) 
+ o’) 


„ 2n— ln— A 


<•»). 


7)  Man  kann  indess  der  Zerlegung  in 
quadratische  Factoren  eine  weit  gros- 
sere Allgemeinheit  geben,  indem  man  sie 
nicht  allein  auf  algebraische,  sondern 
auch  auf  transcendento  Functionen  ber.ieht, 
vorausgesetzt,  dass  diese  Functionen  cin- 
deutig  sind.  Also  auf  Functionen  wie 
Vfx)t  die  2 Werthe  haben,  und  wie 
lg(x),  die  unendlich  viel  Werthe  haben, 
ist  diese  Verallgemeinerung  nicht  in 
übertragen. 

Unter  Function  von  x ist  hier  jede 
OrOsse  ({x)  verstanden,  die  der  Art  von 
X abhängt,  dass  wenn  man  x = p-{-qi 
setzt,  also  eine  complexc  Gr0.vsc  dar- 
unter versieht: 


^1-  -ä. 

tip  dq 

also  f(x)  so  beschaffen  ist,  dass  derDif- 
fcrcnzialquoticnt  davon  unabhängig  von 
der  Art  des  unendlich  kleinen  Zu- 
wachses wird,  also  gleiches  licsultat  gibt, 
man  möge  denselben  als  reell,  rein  ima- 
ginär oder  complex  betrachten.  Man 
setzt  dies  in  der  Regel  bei  den  Functio- 
nen voraus,  indessen  sind  hier  einige 
Betrachtungen  nothwendig,  die  man  un- 
ter dem  Artikel  Quantität  (imaginäre) 
nachschen  möge.  Unser  Satz  für  ein- 
deutige Functionen  lautet  nun: 

Jede  eindeutige  Function  f(x)  von  x 
lässt  sieb  auf  die  Form  bringen: 


fW 


i'-dy-e” 


wo  q(x)  eine  Function  von  x ist,  die 
Rir  keinen  der  Werthe 

X = (t^y  = 

Null,  und  für  keinen  der  Werthe 

unendlich  wird.  Die  Ausdrücke  n,,  «, 
• • • Pi*  Pi  «teilen  ganze  positive  Zah- 
len vor,  die  Ausdrücke  a sind  die  War 
zeln  der  Gleichung 

n^)=o 

und  die  Ausdrücke  ß die  der  Gleichung 


Hat  also  jede  dieser  Gleichungen  un- 
endlich viel  Wurzeln,  so  lässt  sich  aus 
diesen  Betrachtungen  die  Zerlegung  von 
/\x)  in  ein  unendliches  Product  hcrstcllen. 
Ist  übrigens  f(x)  eine  mit  reellen  Coef- 
deienten  versehene  Reihe,  oder  der  Quo- 
tient zweier  solcher  Reihen,  so  lassen 


sich  die  Wurzeln  von  f{x)  = 0 und 


in  so  weit  sie  imaginär  sind,  ganz,  wie 
oben  gezeigt  wurde,  zu  2en,  in  quadra- 
tische Factoren  ordnen. 

8)  Zum  Beweise  unseres  Satzes  sind 
einige  HOlfssätzc  nOihig,  bei  denen  wir 
auf  Betrachtungen  Rücksicht  nehmen 
müssen,  die  in  dem  Artikel:  imaginäre 
Quantitäten  nachzuschlagcn  sind. 

Satz  I.  Jede  eindeutige  Function  von 
X wird  wenigstens  einmal  unendlich  für 
einen  complexcn  W>rth  von  j:,  der  je- 
doch auch  selbst  unendlich  gross  sein 
kann. 

Beweis.  Wir  setzen  hierbei  vorana, 
dass  die  Function  nur  dann  discontinnir- 
lieh  wird,  wenn  sic  unendliche  Werthe 
annimmt.  Es  lässt  sich  dann  f{x)  für 
alle  W’erlhe  von  x in  eine  conver- 
gente  Reihe  nach  ganzen  positiven  Po- 
tenzen von  X entwickeln,  deren  Modal 
kleiner  ist,  als  der  kleinste,  für  welchen 
f{x)  aufhört  endlich  zu  sein.  (Siehe  den 
Artikel  Quantitäten  (imaginäre).  Ange- 
nommen nun  f(x)  werde  für  keinen  end- 
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liehen  Werth  von  i unendlich,  »o  muss  diese  lleihe  also  immer  eonvergiren. 
Uiesc  Beihu  ist  aber  die  Maclauriii’sche ; 


K^)  = m + Tro+~ro+^r"o+  . . . +^(^"’o+  . . . 

Nach  einer  von  Caachy  herrührenden  Entwickelung  nimmt  sie  aber  auch  die  Form 
an  (siche  den  oben  angeluhrten  Artikel): 


Ä e 


J 0 f 


2 


WO  Ä eine  beliebige  reelle  Grösse  ist.  ten  Null  und  folglich,  wie  die  Maclau- 
Aus  der  Vereinigung  beider  Gleichungen  rin’sche  Ueiho  zeigt: 
folgt:  /■M  = /'(0) 

r'2'i  h.  gleich  einer  Constanten. 

Satz  II.  Jede  eindeutige  Function 
fi  €^f  wird  wenigstens  einmal  gleich  Null. 

Wird  nun  /*(jr)  überhaupt  nie  unendlich.  Beweis.  Nach  dom  vorigen  Satze 
so  muss  /(j)  irgend  einen  Werth  haben,  1 

dessen  Modul  der  grösstmögliriie  M eindeutige  Function  ^ einmal 

sei,  und  cs  ist  dann  offenbar  der  Modul  vorausscts^  dass 

Yon  — , kleiner  als  M oder  höch-  geworden  ist.  Dieser  Satz  enthält  die 

Verallgemeinerung  des  in  2 nnd  3 be- 
stens gleich  itf,  also  auch  der  Modul  "iesenen  Satzes,  dass  jede  algebraische 

Gleichung  eine  Wurzel  habe,  es  gilt  der- 
selbe also  auch  für  transcendentc  Glei- 
chungen. 

Satz  III.  Wenn  der  Werth  die 
Gleichung 

/■(•r)  = 0 

erfüllt,  wo  f(x)  wieder  eine  eindentigo 
Function  ist,  so  ist  auch  allgemein 


/. 


2/r 


e»-/* 


,2v 


^ f,  Md',=2Mn, 


.(")o 


also  wenn  A der  Modul  von  / 0 ist, 
auch : 

A <-  2.WeTl  .2-3  ...n 
■"  ß’ 


V n V 1-  V i.  WO  /"iW  o'<'ht  gleich  Null,  n eine  gauj 

Da  man  aber  R fel.eb.g  gross  machen  ist 

kann,  so  muss  A ins  Lnendlichc  abneh-  ^ 

men,  folglich  Beweis.  lasst  sich 

Werthe  von  x— fr,  deren  Modul  eine 
f (0)— 0.  gewisse  Grenze  nicht  überschreitet,  nach 

Es  wftren  also  alle  Diffcrcnzialquoticn-  dem  Taylorschen  Satze  entwickeln.  Also: 


1-2 


rw+ 


1-2  ... 


Es  ist  aber  ^(ff)=:0.  Ansserdem  kann  noch  eine  Anzahl  der  ersten  Differenzial- 

quotienten  Null  sein,  wenn  x = n wird.  Sei  nun  \tr)  der  erste  Differenzial- 
quoiient,  der  nicht  verschwindet,  so  ist  offenbar: 


Der  Ausdruck  in  der  Klammer  wird  *f  = « geben,  also  nicht  verschwin- 

den: woraus  unser  Satz  sogleich  fol^. 
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m=o 


Satz  IV.  Wenn  der  Werth  a:  = /)dic 
Gleichung  wird : 

/■(j-)  = oo  odcr^  = 0 <X^)  = (x-ßf,/,,x 


<y,x_  VlW- 


wo  yi(^)  nicht  unendlich  ist.  wo 

Beweis.  Nach  dem  vorigen  SaUe 


ganze  Zahl  ist,  also; 
f(x)--'^~ 


ist,  wenn  wir 


='/<■») 


für  x — ß nicht  verschwindet. 

Aus  diesen  vier  Sätzen  folgt  der  uu- 
serige  augenblicklich.  Man  hat: 


setzen,  da 

/W  = (x-a,)"‘  = (x~«,f>Ux)  = (x-„,)">  (x-a,f>  (x-«,)"* 

f.W^  . . . =(*-»,)"' (x-o,)”’ (x-a.)"Y.W, 

wenn  «^ . . . n Wurzeln  der  Gleichung  u.  s.  w.  Ferner  ist,  wenn 

/■(x)=Osind,  denn  cs  muss  dann  n,  auch  • , , — ® 

eine  Wurzel  der  Gleichung  ^ , 

/ VP  I y — ® 

fM  = 0 und 


sein,  folglich /•,(x)  = (x-«,y,(x);  a,  ist 
eine  Wurzel  der  Gleichung 

/■,(j:)  = 0 also: 

(x-o.)"'(x-„,)">  . . 


(X-«)' 


_ (x-er,)"'(x-«.)”»  . . 


-ViW 


(^-ß,f'(x-ß,f^  . . . {x-ßj> 


V.*. 


ein  Ausdruck,  der  sich  leicht  auf  die  in  Wenn  f{x)  nicht  unendlich  wird,  so 
7 gegebene  Form  bringen  lässt.  muss  cs  irgend  einen  Werth  >lvon.r  ge- 

9)  Der  Beweis  des  Satzes  I,  auf  den  ben,  für  den  der  reelle  Tbeil  von  f(x) 
auch  Satz  II  beruht,  ist  hier  nach  Brtot  ein  Maximum  wird,  Setzen  wir  nun 
et  Bouquet  t Theorie  des  fonctions  dou~ 

htement  periodxques  gegeben;  obgleich  x=A  + h, 

einfach,  setzt  er  doch  Begriffe  aus  der  wo  beliebig  ist,  so  wird,  wenn  f{x)  nie 
Integralrechnung  complcxcr  Grössen  vor-  unendlich  ist,  immer  eine  Entwickelung 
ans.  Wir  wollen  hier  daher  versuchen,  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  h 
noch  einen  andern  elementaren  Beweis  möglich  sein.  Wir  setzen: 
zu  fuhren. 


also: 


f(x)=R(^\  /■(i)=ee“‘,  /'•)(A)=ee«-'.  h=re»\ 


/ie'f’=ee''‘+rp.e(-’+''>)*+^e<2*+“«)'  + 

Es  können  möglicher  Weise  einige  der  Grössen  pi  p, 
e,  die  erste,  wo  dies  nicht  stattfindet,  also: 


* » -t  ra 


1-2...» 

. . p,  verschwinden;  sei 


+ej^re("+i  »+%+P‘+  . . . ) 
»+i 
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Bcteichncn  wir  nan  mit 

^ I V 1 j ^ j 7 1 

diejenigen  Werthc  von  R nnd  y , welclic  entstehen,  wenn  wir  bciüglich  ^ = 0 und 
9 = - setzen,  so  ist: 

«+1 


Man  kann  nan  das  beliebige  r so 
klein  nehmen,  dass  das  erste  Glied  in 
den  Klammem  die  übrigen  dermaassen 
übcrtnlTt,  dass  cs  das  Vorzeichen  des 
reellen  Theils  derselben  bestimmt,  denn 
die  übrigen  Glieder  sind  alle  mit  Poten- 
zen von  r multiplicirt.  Die  reellen  Theile 
der  ersten  Glieder  in  den  Klammern  bei 

undÄ|€^*’  haben  aber  entge- 
gcngeictzte  Vorzeichen,  nnd  gilt  dies 
daher  von  den  ganzen  Klammem;  cs 
folgt  daraus,  dass  auch  je  die  reellen 
Theile  von 

und 

cnlgegcngeictztc  Vorzeichen  haben.  Diese 
Theile  sind: 

fii  cosy  4“(>co8  « 

Ä,  cos  y (1  cos tt. 

Ist  also 

cos  y ^ <p  cos  ff, 

Wir  setzen  voraus , dass  die  Coeiheion- 
ten  ganze  Zahlen  sind , und  betrachten 
onr  die  in  der  Zahlenlehre  besonders 
wichtigen  homogenen  binftren  Formen 
von  der  Gestalt 

ox*4-2Äjry+cy» 

Wir  haben  hier  den  Cocfficicntcn  des 
mittleren  Gliedes  26  als  grade  angenom- 
men. Sollte  dies  nicht  der  Fall  sein, 
so  wird  er  grade  gemacht , indem  man 
die  ganze  Form  mit  2 multiplicirt.  Von 
Wichtigkeit  für  die  ferneren  Betrachtun- 
gen ist  der  Ausdruck : 

D = 6*— ac 

den  wir  als  Determinante  bezeichnen. 

wollen  ferner  die  gegebene  Form 
®it  f oder  wenn  es  nöthig  sein  sollte 
®it  f («,  6,  c)  bezeichnen.  Von  Wich- 
tigkeit ist  namentlich  der  Uebergang  von 
einer  quadratischen  Form  anf  andere 
ähnliche  anf  dem  Wege  linearer  Sub- 
ititntioD.  ** 

a/"  = d * zr  * H- 2a  6 jry -|- (5  * “ 


so  ist 

Äj  cosy  >pco8  ff. 

Dies  ist  nnmüglich,  weil  p cos  rr  der  reelle 
Theil  von  /'(i),  also  ein  Maximum  war. 
Es  ist  also 

e =0 

I« 

d.  h.  der  Modul  aller  DifTcrenzialquo- 
tienten  von  f{l)  verschwindet,  und  da: 

/•(at)  = /•(!)+ + 

so  würde 

f{x)=m 

also  einer  Constanten  gleich  sein,  in  je- 
dem andern  Falle  aber  /*(jr)  w*enigstent 
einmal  anendlich  werden. 

duadratische  Form  (Zahl^nlehre). 

1)  Quadratische  Form  heisst  eine  ganze 
algebraische  Function  der  Variablen 
j:,  y,  » welche  dieselben  nnr  höch- 
stens in  zweiter  Dimension  enthält,  also 
der  Ausdruck: 

. • +^*+97+*»+  . . . +A. 

Durch  lineare  Substitution  wird  die 
Form  f in  eine  andere  ähnliche  Form 
verw’gndelt  /*'.  Wir  setzen  nämlich: 


3)  r-f-rtV»+26Vy'+c'y'' 
die  sich  aus  der  ersten  ergebende  Form, 
wo  zu  setzen  ist : 

d'  = «ft*-f-26n:^  + C)/* 

c'  = d^»-t-26;J(f-|-cd* 

6' = aa/J + 6(ff  (f + cy  cf 
Sei  noch 

Z)'  = 6'*-aV 

die  Determinante  der  zweiten  Form,  so 
ergibt  sich  leicht dnreh  Einsetzen: 

Wir  bezeichnen  die  zweite  durch  li- 
neare Substitution  ans  der  ersten  entstan- 
dene Form  als  in  derselben  enthalten. 
Bemerken  wir  noch,  dass  man  schreiben 
kann: 
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2)  Es  wird  jetzt  die  Frage  gestellt: 
Wie  müssen  die  Formen  f und  f*  be- 
schaifen  sein,  damit  sowohl  die  zweite 
in  der  ersten,  als  auch  die  erste  in  der 
zweiten  enthalten  sei? 

Damit  das  erstcre  stattfinde,  war 
ZF  = Z>h» 
wo 

u = mS—ßy 

war  zn  setzen;  cs  muss  also  der  zweiten 
Bedingung  wegen  auch 
O-D'v' 

sein,  wo  r eine  ganze  Zahl  ist.  Die 
Multiplication  beider  Gleichungen  gibt 

also 

Die  Auflösung  dieser  Gleichung  in  gan- 
zen Zahlen  ist  offenbar: 

•1=  +1  und  t = 2i_l 
80  dass  also: 

M = jSy=41. 

wird. 

Nun  aber  fragt  sich  noch,  ob  immer, 
wenn  die  letzte  Gleichung  stattflndet, 
auch  jede  der  Formen  wirklich  unter 
der  anderen  enthalten  ist. 

Wogen  der  Gleichungen 

ifit  offenbar 

— <f«— 

u^'=  — yx+ny 

wie  man  augenblicklich  dnreh  AuilOsen 
dieser  Gleichungen  ersieht,  wrelchcs  auch 
der  Werth  von 

u = ufS  ^ßy 

sei.  Ist  nun  u=^l,  so  ist 

x'  = +{<Sx-ßy)  y'=4:(-yjr  + ny); 
also  cs  flndet  in  der  Tbat  eine  lineäre 
Substitution  mit  ganzen  Cocfßcienten 
statt.  Also  die  Bedingung  w = +l  ist 
für  das  Enthaltenscin  der  Formen  unter- 
einander nothwendig  und  ausreichend. 
Zwei  Formen  dieser  Art  heissen  äqui- 
valent, die  Sobstitntionen,  durch  welche 
eine  der  äquivalenten  Formen  f in  die 
andere  f\  und  die,  durch  welche  f'  in 
/'Obergeht,  heissen  entsprechende. 
Ist  u=+l,  so  heissen  die  Formen 
eigentlich  äquivalent,  ist  o = — 1 uncigent- 
lich;  es  ist  also  im  erstem  Falle  D'zzDy 
im  letztem  /)'=— D. 

Führt  eine  Substitution  von 
öx*-f26xy+cy* 
auf  die  Form 

oj:,*+24i,Sj+cy,* 


SO  sagt  man,  sie  ffihro  die  Form  anf 
sich  selbst  zurück. 

3)  Wenn  zwei  Formen  einer 
dritten  äquivalent  sind,  so  sind 
alle  drei  äquivalent.  Dieser 
Salz  folgt  leicht  aus  folgenden  Betrach- 
tungen. Seien: 

1)  rix* +26xy+cj^’ 

2)  a,j:,>+24,4:,y,  + c,y,’ 

3)  o,x,*  + 24,a,y,  + c,y,* 

die  drei  Formen.  Die  Sub.stitution,  durch 
welche  die  erste  in  die  zweite  übergeht, 
sei: 

4)  x = f-x,+^y„  y = yx,+(/y, 
und  die,  durch  welche  die  zweite  in  die 
dritte  übergeht 

5)  x,  = <t,x,+/»,y„  y,=y,x,  + if,y. 
Setzt  man  die  Werthe  von  x,  und 
ans  Formel  4 in  5 ein,  so  hat  man  eine 
lineäre  Substitution,  die  von  1 zu  5 führt. 
Sind  ausserdem  D,  DpD,  die  Determi- 
minanten  von  1,  2,  3,  so  ist,  wenn  1 mit 
2 äquivalent  ist 

D=±D 

und  wenn  2 mit  3 äquivalent  ist 

fl.  = ±o, 

d.  h.  1 und  3 sind  ebenfalls  äquivalent. 
Diese  Acquivalcnz  ist  eine  eigentliche, 
wenn  die  Aequivalcnzen  von  1 und  2 
nnd  2 und  3 gleichartig  (eigentlich  oder 
uncigentlicb)  sind,  im  andern  Falle  ist 
die  Acquivalcnz  von  1 und  3 ungleich- 
artig. 

Die  Ausdrücke,  die  wir  In  Abschnitt 
l);fÜr  a',  6',  c'  hingcschricben  hatten,  zei- 
gen, dass  in  den  Formen  1 und  2 die 
gcmcinschaftlicbcu  Tlieiler  von  a,  by  e 
auch  solche  von  a\  b'y  c'  sind.  Da  im 
Falle  der  Acquivalcnz,  wo  a,  6,  c auf 
ähnliche  Weise  aus  a',  6',  c*  entstehen, 
dieser  Satz  sich  auch  nmkehren  lässt, 
BO  folgt:  — „dass  der  grOsstc  gemein- 
schaftliche Thoiler  von  a,  b,  c auch  der 
grCsstc  von  a^yb^y  r,  ist.*‘  MuUiplicirt 
man  den  Ausdmck  für  b in  Abschnitt 
1)  noch  mit  2,  so  sieht  man,  dass  Glei- 
ches auch  für  o,  2^,  c und  d|,  2^p 
gilt.  — Nehmen  wir  jedoch  an,  dass 
a,  by  c keinen  gemeinschaftlichen  Factor 
haben,  d.  h.  wenn  ein  solcher  vorhanden 
ist,  dividiren  wir  durch  denselben.  Es 
ist  also  hierbei  nicht  ausgeschlossen, 
dass  Oy  26,  c noch  den  Factor  2 gemein 
haben. 

4)  Wir  wollen  jetzt  ermitteln,  wie  alle 
gleichartigen  Sttbstitutionen  gefonden 
werden  kennen,  die  von  einer  Form  zu 
einer  gegebenen  aeqnivolenten  führezu  — 
Die  Formen  seien: 
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a,  b,  r)  2)  f («11  C|)  <I!e  aus  *wei  andern  entsteht,  wie  i.  B. 

die  Ansdrückc  1 und  2 des  diejenige,  welehe  im  vorigen  Abschnitte 


1)  /•(«1.4,  r) 

worunter  die  Anjtumt-Kv  ± u»u  ^ up»  aiejenig:c,  weiche  im  vorigen 
vorigen  Abschnitts  verstanden  sind.  Die  von  1 xu  3 führte,  bexcichnct  werden 
Snbstitution , welche  von  1 zu  2 führt,  durch 
wird  bezeichnet  durch 


3) 


?).  Ferner  soll  eine  Substitution,  « . , *^1  'Xi 

y»  w(  Es  ist  dann  offenbar: 


[eäifeöl 


n«.  ß 

1 "n  fli 

- (' 

Ur.  -f 

» yi»  - 

- (: 

’.+ß'f,} 


Nun  lisst  sich  beweisen,  dass  wenn  rt,  ,u|  lir,  /»ITIn,, 

4)  P’ alle  eigentlichen  Snb-  Lt*'.  e Ij'- /IJ " Ir,. 

Kt  (»I  man  alle  gleichartigen  Substi* 

8 ti  t u ti  onen  b cd  en  tet,  d n rch  wcl-  tntionen  erhält,  durch  welche 

che  f (a,6,  c)  in  sich  selbst  über-  f{a,  b,  e)  in  /‘(o,A|rJ  übergeht,  und 

geht  und  man  jede  dieser  Sub-  ZM'arjedc  nureinmnl.  — Denn  »u- 
stitntionen  mit  der  in  3)  combi-  nächst  kommt  jede  Substitution  nur  ein- 
nirt,  also  mal  vor,  da  die  Gleichungen: 

cf,=^/j+pt/ 

immer  einen  Werth  von  Jl,  v,  ^ er-  Ks  sind  übrigens  diese  Werthe  von 
geben.  l,  tuy  i*,  wenn  man 

Auch  ist  n<f—ßy  = f 

Ao— = setzt: 

weil  die  Substitution  eine  eigentliche  war; 

5)  l = i(a,<t-ß,y),  y = i(y,ß—J,Y),  u = t(ß ,n - n i;  = t(if,a-y,ß) 

Noch  ist  zu  beweisen,  dass  wenn  ir-  , . « U,  ii|  . . 

1^  «I  denken  kann,  wo  ' ^ eine  eigentliche 

gend  eine  Substitution  von  c i ^ ^ . 

IKi»  «^il  Dubstituiion  ist,  welchc/(«,  b,  c)  auf  sich 

f(a,byc)  zu (u,,  6,,  C|)  fübrt,mandio8C  selbst  znrückführt.  — Es  ist  zunächst: 

aus  K*  '“j  K’  ^1  zusammengesetzt  sich 


|>l  OiUBttlUIUUllb'CSVUli  aiwu  'fv\  ■ a 

ly,  o|  ® wie  in  2)  bewiesen  war.  Da  nun 

ad^ßy  und  beide  gleich  +1  oder  = — 1 

sind,  da  die  Substitutionen  gleichartig  in  /*  (a,  6,  c)  über,  und  folglich  ist 

/ (ö*  bf  t also  die  Substitution 
‘“I  führt  f (a,  6,  c)  auf  sich  selbst 


sein  sollen,  so  ist 

Af +1, 
also  die  Sobstitation  in  der  That  eine 
eigeotlicbe.  Aber  jede  gegebene  Sub- 
stitution 


Weise  aus  n ^ und  der  andern  gege- 

l*-.  el 

benen  j"’  zusammengesetzt  werden, 


, • r I^orch  den  eben  bewiesenen  Satz 

Xit  *^il  Aufgabe,  alle  gleichartigen  Sub- 

stitutionen zu  finden,  die  von  f{a^b,c) 
zu  /'(up&|,C|)  führen,  anf  die  Aufgabe 
tnrückgcbracht,  die  eigentlichen  Substi- 
tutionen zn  finden,  die  /‘(a,  b,  c)  auf  sich 
wenn  man  für  A,  //,  k,  q die  obigen  Werthe  selbst  zurückfübren. 

5 nimmt.  — Sei  nun  y die  Form,  in  sei  nieder 

welche  f (a,  6,  c)  durch  Substitution 

H übergeht,  so  geht  7 durch  Substi-  /"(a,  c) _ ax  -j-26xy-|-cy 

tution  1^’  J|  in  f(a^,b^JC^)y  und  durch  A^— /<k  = 1. 

dieselbe  Substitution  geht  auch  ^ (n,  6,  c)  Wir  setzen  voraus,  dass  die  Dctermi- 
in  über.  Eine  Substitution  nante  weder  eine  Quadratzahl  noch 

nun,  durch  welche  in  7 über-  gleich  Null  sei,  verlangen  jedoch  noch 

geht,  kann  vollständig  durch  er,  ßt  y,  J nicht,  dass  A,^,»',^  auch  ganze  Zahlen 
nach  Abschnitt  2)  bestimmt  werden;  sind.  Gleichung  1)  mit  a multiplicirt 
auch  durch  letztere  gebt  also  /'(Op&i»c,)  gibt: 

«/■=o’*>+2a4«5+(6’-D)j>  = (ox+(S+y^)y)(*r+(6-V'5)v). 

Setzt  man  aus  2 die  Werthe  für  x und  y ein,  so  kommt: 
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[(ff i -\-by-\-  vYD)x  , + (rtjU  + ftp  + , ] [(rti  i + (<*^  + — p]^^)V  i ] 

oder: 

(;>x4-9y)(rj-4'*y)=(p,^,+9iyi)(''ia^i+»iyi)t 

wo 

p = r = a,  qzz  b-^yi)  ,s~b~YÖ, 

p,—aX-\-by‘^yyD,  y , =rt^  + Äp-t-pV  Ü,  = 


zQ  Bctzcn  ist.  — Da  aber  die  Form  auf 
sich  selbst  zurQckfübrt,  sind  die  Cocffi> 
cieiitcn  von  x*  und  x^*  gleich,  d.  h. 
Pi»*« 


3) 


pr 


i-  = l 


ebenso  die  Coefhcicntcn  von  jry  und 
x,yj,  sowie  von  y*  und  yj*,  d.  h. 

ps  + 9r  = p,5,+v,r^  und  qs  = q^s^ 
oder  durch  prrrp^r^  dividirt: 
i+i=ii.+  ii  „nd»  .i=?>  .*L 

P r,  p,  P ' r,  r, 

d.  h.  entweder: 


oder; 


4) 


5) 


Pa. 

P ' 


?i 


P>. 


if+ipyo  = 

und  wenn  GIcichnngen  5)  stattfinden: 

7+vYfl=^ 

9 

wo  ff  und  0 r:itIonal  sind.  Setzt  man 
dann  den  mit  \ D multiplicirten  und  den 
von  \ D freien  Thcil  des  Ausdruckes 
rechts  bezüglich  gleich  q und  so  zer- 
fällt die  Gleichung  in  zwei  andere,  welche 
dann  die  entsprechenden  zweiten  Glei- 
chungen: -i-  — li.  oder  — =:  —identisch 
r s r t 

machen,  so  dass  diese  letzteren  nicht 
weiter  zu  betrachten  sind.  — Im  Falle 
der  Gleichungen  4)  ist  nun,  wenn  man 


(f  +v  i 


Wenn  Gleichungen  4)  Btatlfindon,  setzen  obigen  Werthe  setzt: 

wir:  P 9 

ak.\-tiv.}-yYD  rt/id-Äg+p|/j!> 

" « ~ b+Yü 

oder  im  Falle  der  Gleichungen  5):  _ 

, al+by—yYü  a^+4p  — gVO 

't+V‘YD  = — 

aber  in  beiden  Fällen: 

' P'- 

denn,  wenn  man  die  Werthe  von  p,  r, 

Pi»  »*i  vergleicht,  so  sieht  man,  dass 
im  Falle  wo 


ist. 


9+<f’\'D=J 


-,pYü 


i+Yo 

und,  w'enn 

if-\-if.yD  - 

7-V,V'F  = ^ 

sein  muss.  Die  zwei  Ausdrücke  in  je* 
dem  Falle  mit  einander  multiplicirt,  ge- 
ben aber  das  obige  Resultat.  — Durch 
Sondern  des  rationalen  and  irrationalen 
Theiles  erhält  man  noch  im  Falle  der 
Gleichungen  4): 


aX-\-by  = affy  yzzatpy  = p = 

oder  wenn  die  Gleichungen  5 gelten: 

aX+by=a^tfy  y = —a>fr,  = p=  — (y-f-Ä^f«)- 

Ans  der  ersten  Reibe  von  Gleichungen  ergibt  sich: 

A = Äi/»,  ^=— cV',  y=a^,  p=y+iV't 

also 

Xq—fiy  -ff'*—  = 1, 

wie  dies  auch  sein  muss. 

Die  zweite  Reihe  von  Gleichungen  dagegen  würde  geben: 

. . 2Ä«r  . ö+i* 

= , ^=—2-1 — V',  y=-a*p,  Q = -f-bif>y 


also 


lQ—fiy=—(ff*~Dip*)=^  —1. 
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acu* 


Da  aber  die  Aeqaivalenr.  eine  eigentliche 
sein  «oll,  ist  diese  Reihe  von  Werthen, 
also  die  Gleichungen  r>  gani  zu  ver-  ganze  Zahirn 
werfen. 

Die  Glcichang 

f/. 


and 


Es  ist  aber  auch 
4l^  — = — 4flcu* 

■ I HU  ^'^u  7i^  u m ’ u deshalb  auch  — - also  auch  — ^ eine 

wird  gewöhnlich  die  Feilsche  Gleichung  w 

genannt.  ganze  Zahl,  und  aus  diesem  Grunde: 

6)  Sei  jeui  m der  grösste  gemeinachaft-  o» 

2&  und  c,  so  lasst  ^ 


liebe  Faktor  von 


2A=: 


sich  zeigen,  dass,  um  l,  u,  y,  o zu  ganzen 

Zahlen  zu  machen,  die  Bedingung  noth-  «olche,  so  wie  auch; 


wendig  und  ansreichend  sei,  dass  auch 
wy  und  Oll/'  ganze  Zahlen  sind.  Dies 
«oll  jetzt  bewiesen  worden.  Es  ist  nach  Es  ist  nun 
Abschnitt  5) 

, OJL  2i 

(1  — jL  = 2&</'=: — 


2aJ±±?h 

Öl 

4/ 

2i+2p  = i' 


W = Oll/', 

<1}  ^ 

a 

y:z—oitp. 

0» 

2& 


d.  h.,  da  der  Ansdruck  rechts  immer 
grade  ist,  2A  und  2p  zu  gleiclier  Zeit 
beide  grade  oder  beide  ungrade. 

Aber 


Da  die  Ausdrücke  - keinen  ge-  nlso^  gleich^  einer  durch  4 thcil baren  Zahl, 

meimehaftlichen  Faktor  haben,  so  kann,  da— eine  ganze  Zahl  war;  hier- 
wenn  p— a,  /u  y ganze  Zahlen  sind,  " 

kein  Bruch  sein.  folgt , dass  2A  * 2p  immer  grade  ist, 

Sei  jetzt  auch  2x.  und  2p  einzeln  genommen, 

u^tutp  heisst  il  und  p sind  ganze  Zahlen. 

eine  ganze  Zahl,  dann  ist  u*  ^tr  v cw  ow 

= von  f,  = --,  y=- 

also  auch  «<;  eine  ganze  Zahl,  wenn  leigen  ohne  Weiteres,  dass  u und  y 
p-A,  /j,  V dergleichen  sind.  Unsere  ebenfalls  ganze  Zahlen  sind. 

Bedingung  ist  also  nothwendig;  sic  ist  I nnd  u sind  dnreh  die  oben  gegebene 
aber  auch  ausreichend.  Denn  seien  jetzt  Gleichung 

« = i«7,  < = ci>V'  <’  — Dk>  = w’ 

in  der  That  ganze  Zahlen,  dann  ist:  ..  a , 

t~bu  CU  (tu  <+Äu  K^öaste  gemein 


^ Ol  ’ ^ 0)'  Cü’  ^ 

und  wegen 
hot  man 
oder 


Bchaftlichc  Factor  von  «,  2ä  und  c ist; 
und  alle  Werthe  von  I und  u,  welche 
diese  Gleichung  erfüllen,  geben  ent- 
sprechende Werthe  von  y,  p durch 
die  Gleichung  1).  Es  sind  dies  also 
auch  alle  Werthe,  welche  A, /z,  p an- 
nehmen  können.  Wir  haben  oben  ge- 
zeigt, dass  wenn  j ^*^‘1  irgend  eine 

cs.  "»I 

oubstitution  w*ar , die  zu  einer  aequiva- 
Icntcn  Form  führte,  zu  setzen  war: 
€r^=(d-\-y^,  (fut  y,=ff*-f-yp,  cf , =/J#f-l-cfp, 

slso,  wenn  jetzt  für  A, y,  p die  bezüglichen  Werthe  eingesetzt  werden; 

_^a(f  — ött)— c>*w  ^ — ^)  — cd«  _aff«-fy(/-föa)  ^ 

— y , — - , cf , — 


Ap— 1 
to*  — — Du^ 

/*  — i*a*  = OP*  — acu*. 

Da  — und  ~ ganze  Zahlen  sind,  so  sind 
auch 


/»!  = • 


7)  Sei  jetzt:  Factor,  und  sind  auch  nicht  beide  gleich 

ox^+26.ry-|-c9^  = m so  kann  auch  nicht  m=0  sein,  denn 

d.  h.  es  sollen  x und  y ganze  Zahlen  sonst  w&re,  W’cnn  man  mit  0 multi- 
«ein , welche  diese  Gleichung  erfüllen,  pücirt : 

Min  sagt  dann,  m sei  durch  die  Form  («ard-oy)*— Dy*  = 0, 

c)  dargstellt  oder  ansgedrückt.  Ha-  __ 

X und  y keinen  gemeinschaftlichen  ax  + by^y^D 

4 
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Da  also  D kein  rollstandi^es  Qaadrat 
und  nicht  gleich  Kuli  ist,  wie  wir  angc- 
noinmen  haben  (Abschnitt  5),  so  müsste 
= Ü und  y = d.  h.  :r=:y  = 0 
sein.  Seien  jetzt  rund«  dieWerthevon 
:r  und  y,  die  unsere  Gleichung  erfüllen, 
60  dass  wir  setzen  können: 

1)  «r*4-26ri  + ct’=rm 
Sei  |p  ^1  irgend  eine  Substitution,  die 

von  f (a,  6,  c)  zu  einer  eigentlich  äqui- 
valenten Form  führt,  so  ist 

nach  Abschnitt  1) 

a,  = tta*  4-r)»*. 

Wenn  also  der  erste  Coefficient  dieser 
äquivalenten  Form 

a j = m 

ist,  so  wird ; 

m = rta*-|-26«y-i-cy* 

and  cs  ist  nach  Gleichung  1)  in  setseo 
« — r,  Y-* 

und  die  Snbstitution  hat  den  Aasdrock 


wo 

4)  rff— pi  = l 

ist,  c und  Q aber  unendlich  ncl  Werthe 
annehmen  können. 

Sei  /'(m,  n,  p)  der  Ausdruck  für  die 
Form,  in  welche  1)  auf  diese  Weise 
übergeht,  so  ist  wegen  der  Aequivalenz 

5)  n’  — = 

der  Ausdruck  für  die  neue  Form  also 
auch 


K"’  ^)- 

Der  eben  bingcstcllte  Werth  der  Deter- 
minante erfüllt  offenbar  die  Congruenz : 
fl*  3f7modm 

(siche  den  Artikel:  Quadratischer  Rest 
und  Zahlenlehre  wegen  der  Bedeutung 
dieser  Zeichen)  — und  hieraus  folgt  der 
Satz:  „Wenn  eine  Zahl  m durch  eine 
quadratische  Form  ausgedrückt  werden 
kann,  so  dass  die  Unbekannten  r und  s 
relative  Primzahlen  sind , so  muss  die 
Determinante  dieser  Form  quadratischer 
Rest  dieser  Zahl  m sein.** 

Wegen  des  Werthes  von  b^  in  Ab- 
schnitt 1)  ist  aber  auch 

6)  » = <ir(;-i-A(rö+S(»)+c<«j ; 

in  dieser  Gleichung  sind  für  q und  « 
diejenigen  Werthe  zu  nehmen,  welche 
die  unbestimmte  Gleichung  4)  = l 

erfüllen. 

Sind  nun  irgend  ein  Paar  zu- 

sammengehöriger Wurzeln  dieser  Glei- 
chung, so  ist  allgemein : 

wo  I eine  beliebige  ganze  Zahl  ist.  £s 
folgt  dies  aus  den  Elementen  der  Theo- 
rie der  unbestimmten  Gleichungen.  Dieee 
Werthe  in  6)  eingesetzt  zeigen  aber, 
dass 

ist,  wo  n,  der  und  entsprechende 
Werth  von  n ist.  Es  ergibt  sich  näm- 
lich zunächst 
C99^-{‘flrtr^^brs^ct  ), 


was  mit  Hülfe  der  Gleichung  1)  zn  dem 
obigen  allgemeinen  Werthe  von  n führt. 
Es  ist  also  immer: 

n E n,  modm, 

was  auch  q und  e für  Werthe  haben 
mOgen. 

8)  Nach  dem  im  vorigen  Abschnitte 
Gesagten  lässt  sich  die  Anfgabe,  eine 
gegebene  Zahl  m durch  eine  gegebene 
quadratische  Form  auszudrttckon,  auf  die 
andre  Aufgabe  zurückfuhren,  zu  einer 
Fonn  alle  ihr  eigentlich  aequivalentcn 
Formen  zu  finden,  worin  der  Coefficient 
des  ersten  Gliedes  gleich  m ist. 

Jede  Darstellung  der  Zahl  m durch 
Form  /*(ö,  by  r)  gehört  dann  zu  einem 
Werthe  von  n,  welcher  die  Gleichung 
n*  — mp  = Ö oder  die  Congrucnz 
mod  m erfüllt.  Man  kann  also  sagen, 
m entspreche  einem  Werthe  n von  der 
Quadratwurzel  aus  D für  den  Modul  m. 
Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  bemerken  wir 
zunächst,  dass  jede  Darstellung  von  m 
durch  Form  /*(a,  by  c)  auch  eine  Form 
f(m,  «,  p)  ergibt,  die  f(a,  b,  c)  eigent- 
lich äquivalent  ist,  denn  solche  Dar- 


stellung gibt  einen  Werth  von  r und  s. 
Nehmen  wir  nun  die  Gleichungen  4 des 
vorigen  Abschnittes  als  bestehend  an,  so 
sind  durch  dieselbe  pund<r  auf  unendlich 
viel  Arten  zu  bestimmen.  Nach  Ab- 
schnitt 3 spricht  die  Gleidmng  4)  aber 
aus , dass  die  Determinante  der  aus 

/■(a,  b,  r)  durch  die  Substitution 

entstehenden  Formen  gleich  der  von 
f{oy  b,  c)  ist,  dass  also  eine  eigentliche 
Aequivalenz  stattfindet. 

Es  ist  indessen  noch  zu  beweisen,  dass 
wenn  A(m,  n,  p)  irgend  eine  mit 
f(Oy  bj  c)  eigentlich  äquivalente  Form 
ist,  m immer  durch  /(a,  b,  c)  darstell- 
bar ist,  dass  jede  Substitution  |^* 

die  von  f(a,  b,  c)  zu  /*(»•,  n,  o)  führt, 
eine  andre  Darstellung  von  m gibt,  wenn 
man  x~ry  y^t  in  die  Form  setzt,  de- 
ren jede  zn  einem  Werthe  von  Yd  mod  m 
gehört,  dass  endlich  jede  dieser  Darstel- 
lungen nur  einmal  vorkommt. 

Dieser  Beweis  ergibt  sich  aus  folgen- 
den Betrachtungen.  Sind  /'(a,  b,  c)  und 
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m,  p)  eigentlich  äquivalent,  ao  gel> 
ten  die  Oleicbongen  2,  4,  5,  6 des  vo- 
rigen Abschnittes.  Gleichung  2 aber 
tagt,  dass  m durch  f{n,  6,  e)  darstell- 
bar ist,  Gleichung  5),  dass  die  Darstel- 
lung an  einem  Werthe  von  Yd  mod  m 
gehört.  Käme  nun  eine  Darstellung 
2 Mal  vor,  so  gaben  2 Transformationen 
mit  verschiedenen  q und  a dasselbe  r 
und  I,  was  unmöglich  ist,  da  die  Glei- 
chungen 4)  und  6)  (I  und  c durch  r uud 
s völlig  bestimmen,  l'.ndlich  aber  kann 
auch  keine  Darstellung  aasfallen,  denn 
für  eine  solche  würden  immer  noch  die 
Oleichnngcn  4)  und  6)  als  richtig  an- 
sunehmen  sein,  die  sur  Bestimmung  von 
o,  c und  n fdbren,  und  nach  dem  ersten 
Theile  unseres  Beweises  geben  diese 
Glekfaangeo  eine  mit  f{a,  6,  c)  eigent- 
lich äquivalente  Form. 

9)  Die  Entwickelungen  in  6)  seigen,  wie 

man  aus  einer  Substitution  ^|,  die 

von  f(Oi  6,  c)  SU  ^(m,  a,  p)  lUhrt,  alle 

andern  finden  kann,  welche  das- 

\Yt» 

selbe  bewirken,  und  an  demselben  Werthe 
von  )fj>  mod  m gehören.  Eine  solche 
Beihe  von  Darstellungen  möge  jetzt 
Gruppe  heissen.  Für  unsern  Fall  ist  in 
den  am  Schlosse  von  Abschnitt  6)  ge- 
gebenen Formeln  iür  0|,  p,,  cf|  nur 

r,  p,  s,  e un  die  Stelle  von  a,  y,  <T 
tu  Scheiben. 

Wir  machen  zunächst  folgende  An- 
nahmen: 4s,  c sollen  keinen  gemein- 
schaftlichen Factor  haben,  es  ist  dann  in 
Abschnitt  6)  w,  welches  der  grösste  ge- 
meinschaftliche Faktor  von  u,  2&  nod  c 
war,  entweder  gleich  1 oder  gleich  2, 
und  die  Gleichnng  = nimmt 

die  Gestalt  an 


oder 


t*-Ai  =4. 


Ferner  soll  die  Determinante  D Aris 
Erste  positiv  sein. 

Ist  is  = l,  so  sind  a und  c grade,  h 
aber  kann  als  ungrade  angenommen 
werden,  weil  . man  sonst  die  Form 
u>r*-f2&ry+c|f*  mit  2 dividiren  könnte, 
ohne  dass  das  mittlere  Glied  anfhörte 
einen  graden  CoeAcienten  sn  haben. 


Jedes  Quadrat  einer  ungraden  Zahl 
ist  immer  von  der  Form  4tf+l,  denn: 

(2e-*-l)*=4f.*-f-4e+l 

und  ac  ist  in  nnserm  Fall  von  der  Form 
4u;  also  wegen  der  Gleichung 

— flc 

muss  D von  der  Form  4ti-|-l  oder 
D = 1 mod  4 

sein. 

Sei  nun  co  ganz  beliebig,  so  kann  t 
niemals  Noll  werden,  da  Da*  stets  ne- 
gativ ist,  also  die  Gleichung 

in  diesem  Fall  nicht  erfüllbar  ist.  Ist 
u=0.  so  wird  < = «.  Wir  werden  diesen 
Fall  indess  ausschliessen.  Sind  T nnd 
U zwei  zusammengehörige  Auflöiungen 
der  Gleichnng  r-i)w*  = a>%  so  wird, 
wenn  ein  andrer  Werth  von  t grösser 
als  T ist,  anch  der  zugehörige  von  u 
grösser  als  U sein  müssen,  da  <*  und 
Da*  ungleiche  Vorzeichen  haben,  man 
kann  also  annebmen,  dass  T und  U die 
kleinsten  Auflösungen  unsrer  Gleichnng 
sind. 

10)  Es  lässt  sich  nun  zeigen, 
dass  der  Ausdruck 

t+v)/D_tT-^uyjjiy 

<U  \ CI»  / ’ 

wo  n «ine  beliebig«  positire 
oder  negmtire  ganze  Zahl  nnd 
10  = 1 oder  =2  ist,  in  jedem  Falle 
die  allgemeinen  Werthe  ron  ( 
nnd  u ans  den  kleinsten  Werthen 
T nnd  V ergibt,  wenn  man  dnreh 
Trennung  des  rationalen  und 
irrationalen  Theils  diese  Glci- 
chnng  in  2 andre  zerlegt. 

Sei  znnäcdist  nftralich  co  = 1,  nnd  seien 
zwei  Wurzclpaare  unserer  Gleichnng 
tu  nnd  <,u,  gegeben,  so  dass  man  hat 

r-J)u^  = l 

nnd 

oder 

und 

(i.+u,y3)o,-H,yF)=i, 

BO  ist  auch 

nnd  wenn  man  in  Faktoren  zerlegt; 


Es  ist  aber: 

slso 


(I , ±«  I = « , + Ohi»,  ± V’F(a» . + h. 

[K, +1»,)]  («, -yÖ(ul,  +««,)]  = 1, 
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und  man  hat  ein  noncs  Wurzelpaar  un- 
serer Gleichung: 


T = ti^^\^Dvu^  und  r = 
welches  sich  ergibt,  wenn  man 
und  ti_±yiyi)  multiplicirt,  und  den  ra- 
tionalen Thcil  vom  irrationalen  trennt. 
Es  ergibt  sich  aber  auch  durch  Division: 


t,±u,Vn 


<+«V'o  _ 

wenn  mnn  mit  tjjuYD  erweitert. 


da  der  Nenner  des  Ausdruckes  rechts 
Du*,  also  =1  wird. 

Da  nun 


1_,±U,V^  (.«-U,»/) 

<+«VÖ  (-«V'ö  ” 


ist,  so  ergibt  sich,  wenn  man  für  die 
beiden  Quotienten  des  ersten  Gliedes  die 
obigen  Wcrihc  schreibt: 


r, •-/)», >=1, 
wo 

— Duu,,  rj  = /u,— u/j, 
es  ist  also  rjt,  ein  neues  Wurzelpaar.  Ist 
i positiv,  so  ist  auch  die  Summe  der 
beiden  Faktoren  l-^uYÖ  und  ( — w]/D 
gleich  2t  positiv.  Ihr  Product  war 
gleich  1;  also  haben  beide  Faktoren 
gleiches  Vorzeichen  und  sind  mitliin  po- 
sitiv, da  jedenfalls  ein  Faktor  positiv 
sein  muss.  Dasselbe  gilt  von 
und  M,yZ),  wenn  positiv  ist;  dann 
ist  aber  auch  (t  J_uy~D)  (t  ^ j_u ^y  D)  po- 
sitiv, also  auch  i-frVD  und  r — 
d.  b.  auch  r ist  positiv,  und,  wie  mau 
in  gleicher  Weise  ersieht,  auch  r,. 

Wird  nun 


i = /j  = r,  «=«,  = </ 
gesetzt,  also  statt  der  beiden  Wurzel- 
paare  nur  eins  genommen,  so  gibt 

(r4-iyö)*  = (,+i..v'Zi 

ein  neues  Wurzelpaar,  und  wenn  man 
/ = T,  u=I/,  = W|=Mi  nimmt, 

{T+uVDy  = t,+u,y5 

ein  anderes.  Fährt  man  so  fort,  so 
kommt  allgemein: 


(T+uyü'=i^+»Ji), 

WO  n eine  beliebige  positive  ganze 
Zahl  und  ein  Wurzelpaar  ist.  Da 

(T-i’YDfzz 

SO  findet  dasselbe  auch  statt,  wenn  » 


eine  beliebige  negative  ganze  Zahl  ist. 
Es  sind  nämlich:  T und  —V  ebenfalls 
Auflösungen. 

Noch  ist  zu  beweisen,  dass  der  Ans- 

druck  auch  alle  Wurzeln  der 

Gleichung  l*“£h<j  = l gibt.  Denn  sei 
ein  Paar  nicht  gegeben,  etwa  r und  e, 
und  sei 

>7+rV'ö  X^  + .y'fl. 

80  ist  also  auch 

«+I.VÜ 


Aber  da 


/^+u_^yOr=  (r+t'/ö)"  und 


war,  so  ist 


/—  r*4-eV^D 

(7+ 


Der  Ausdruck 


(T+l/V'Z))’ 


I +t\'ü 

(r+iys)" 

gibt  als  Quotient  zweier  Wurzelpaare 
entsprechender  Ausdrücke  wieder  ein 
Wnrzelpaar,  welches  mit  l',u'  bezeichnet 
werde.  Es  ist  dann 


r+  tyßx'+uyfl^i; 

aber  da  t nnd  m gleichzeitig  znnelimcn, 
auch 

r>(',  v>u\ 

was  unmöglich  ist,  da  T und  U das 
kleinste  Wurzelpaar  war. 

Auch  kann  keine  Auflösung  zweimal 
Vorkommen,  sonst  g&ben  verschiedene 
Exponenten  n gleiche  Wertbe  von  t nnd 
Uf  was  unmöglich  ist. 

Um  auch  die  negativen  Wertbe  von 
I und  u zu  haben,  nimmt  man  Lieber 
den  Ausdruck: 

±(T+UyD)’ 

als  allgemeines  Symbol  der  Auflösungen. 

Das  wirkliche  Anfflnden  der  Wurzeln, 
wenn  das  kleinste  Paar  bekannt  ist,  ge- 
schieht folgendermaiscn  am  bequemsten. 
Man  setzt: 

r+Fv7j=o,  T-UyD=b, 

dann  iat 

+ *")■ 
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‘■H 

i. 


= -2“ 


+I  + I4.M 


=1«"4+  1 6”  a, 


da  ab  = \ iat, 
aUo 


2 
1 
2 

= 2T<  , 

H 

= 2Tl  -l 


'.+t+‘.-l 


.+1““”.  ’.-l’ 

und  in  derselben  Weise  folgt: 

N =4-“’“  — H-*”* 

»+1  2 2 

1 *»  1 • 

Vl=  2“‘-2‘“’ 

also 


Es  ergibt  sich  dies  aus  der  Theorie 
der  Kettenbrüche.  Sei  n&mlich  a ein 

solcher,  — , — , ~ drei  auf  einan- 

e,  fc,  *, 

der  folgende  Näherungswerthe  desselben, 
f der  lotste  Nenner  des  Kettenbruches, 

der  in  — noch  Torkommt,  so  dass  also 

•i 

^=_i_ 

*'  m + j 

"+ 


M = 2Tu  — H 

•+1  • •-! 

11)  Sei  jetit  ie=2.  Sind  dann  I,  u werden 
und  I,,  II,  Ltinngen  der  Gleichung 

eo  ist  anch:  = 


+ 1 

1 

ist,  dann  ist  nach  der  bekannten  reenr- 
renten  Formel,  aus  welcher  die  Nähe* 
rungswerthe  des  Kettenbruchs  gefunden 


r»|— r,5 
aber  immer  ist 

, IT»,— »,*  = -fl 

und  t,  M,  ist  ein  neues  Paar  von  Lü-  / . . , a -i  . . — 

«Ingen.  Es  sind  n&mlich  offenbar;  (siehe  den  Arhkel  nnbestimmte  Aufgaben 

über  diesen  Gegenstand)  also  auch 

~{  = cs,  -r,s. 


• +«Vo.i,+u,yD_t,+u,yD 

2 2 2 

-J  "J  *«•  viaa  t(«uvD  A sar  Mvu 

rangen.  Es  sind  n&mlich  offenbar; 

, _«i  + w«.ß  , tM.+a«, 

'1 2 md  »■.=  2 

r.  t .V  “““  1 iterjenige  Theil  dosKetten- 

fchni«  * 1-^“  hrnches,  der  inra  Nenner  { hinziigefügt 

lÜo  eine ^inLadc den  Kettenbmfh  ra 
rl*-/S:";Sn^^l,g?‘cb"efhg4r,:  --Ar,  dass 

oder  ungrade  sein  müssen,  ebenso  wie 
f|,  «i|,  so  ist  sowohl  f<,-ftfW|f>,  als  m+1 

auch  rWj-fM/,  durch  2 theilbar.  Die  n-f 

llultiplication  führt  also  immer  su  einer 
neuen  Auflüsang. 

Aus  einem  Wurzelpaar  TU  erhält  man  *4.  1 

also  unendlich  viele  durch  die  Gleichung:  tT” 


/ +u  }'D 

ß 

2 


80  wird,  ganz  wie  oben  gezeigt  wurde, 


12)  Es  ist  noch  zn  beweisen,  dass  die 
Gleiehnng  I*— />u*rl  immer  eine  Auf- 
lösung bat.  sein,  also: 


ie(f-fi))  + r 
I “b  7)  + U I 


Ferner  war 


(ios,-ie,s)  (1+,;)+  ^7 

* I [*^  1 (5 +’?)+*'  I ] * I [“'  I (I + 7) ,] 

s,=ic,f+e„ 


denn  im  oben  gegebenen  Ausdrucke  von  — stimmen  die  Zahler  und  die  Nenner 


einzelui^ fiberein,  also 


»P»(f+'7)  + Pj>», 
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and  deshalb  auch 


abgesehen  vom  Vorzeichen,  also  jeden- 
falls: 


Ist  also  — jetzt  ein  beliebiger  Nfthe« 

rungsbroch,  so  wird  immer  die  Gleichung 
erftUlt 


wo  (T  ein  positiver  oder  negativer  Ach- 
ter Bruch  ist 

Verwandeln  wir  nun  den  Ausdruck 
\D  in  einen  Kettenbruch  (siehe  den  Ar- 
tikel quadratische  Gleichung),  so  wird 

also,  wenn  ^ ein  KAhcmngsbruch  ist: 
i 

x = yV^O  +- 

y 

oder,  wenn  man  ins  Quadrat  erhebt: 

y' 

oder: 

*.-/)s>  = 2dyD  + ^|. 

da  h.  also  der  Ausdruck:  x*— Dy*  be- 


findet sich  jeden&lls  innerhalb  der 
Grenzen : 

-fCav'D+l)  und  -(2V'D-(-1). 

Da  der  irrationale  Ausdruck  ^ D unend- 
lich viel  NAherungswerthe  hat,  die  sich 
durch  den  Kettcnbmch  ergeben,  x.-D,. 
aber  eine  ganze  Zahl  ist,  die  also  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  Wertben  an- 
nehmen kann,  falls  sie,  wie  hier,  in  ge- 
wissen Grenzen  liegt , so  muss  sich  ein 
Werth  derselben  m unendlich  oft  wie- 
derholen, wenn  man  fdr  ^ alle  Bähe* 

y 

mngswertbe  nimmt 

Es  hat  also  die  Gleichung 
— Dy*  =m 

unendlich  viel  Paare  von  Wurzeln.  Es 
müssen  darunter  jedenfalls  unendlich  viel 
x,yundx',y'  sein,  die  so  beschaffen  sind, 
dass 

x^f'modm  und  y = y'modm 
wird,  denn  es  gibt  ja  nnr  m Zahlen,  die 
nach  Modul  m incongnient  sind.  Die 
Congruenz  x ^ x'  mod  m hat  also  nnend- 
lich  viel  Auflösnugea,  von  den  zugehö- 
rigen y können  aber  anch  immer  höch- 
stens nur  m— 1 incongnient  sein,  also 
hat  auch  die  Congruenz  y~y'modai 
unendlich  viel  Auflösungen. 

Dann  ist  anch 

xy'syx^  modm. 


Nun  ist  aber 


da 


war. 


(xx'-yy'D)*-D(xy'-yx')‘  = (®'»-y'»D)(x*-Dy*)=m*, 
x>  — /),«  = x'>-Dy'.=:m  ’ 


Wegen  xy’  — yx'  mod  m ist  aber 


eine  ganze  Zahl,  folglich  muss 


xy'-yx 


xx'—yy'D  , , . ^ 

ancb  — eine  solche  sein.  Da 


^x'-yy'Py  _ ry’-yx’ 

ist,  so  geben  die  Ausdrücke 

^_xx'-yy'D  ay'-yj' 


jeden&Us  eine  Auflösung  der  Gleichung: 
|i_Dtt*  = l. 

Auch  kann  hier  xy'— yx'  nicht  gleich 
Bull  sein,  sonst  wArc  ja 
X _ x' 

y "F 


also  die  beiden  BAherungswerthe  von 
y^D  identisch,  was  nnmOglich  ist,  da 
dieselben  an  V^D  immer  nAher  heran- 
rücken. 

Um  also  eine  Auflösung  unsrer  Glei- 
chang  zu  finden,  hat  man  nnr  YlS  in 
einen  Kettcnbru(±  zu  entwickeln  und  die 
Bäherungswerthe  desselben  so  lange  zu 
_ X x' 
verfolgen,  bis  man  auf  2,  — and  — ; 

y y 

kommt,  deren  Zahler  und  Benner  die 
Ausdrücke  x*  — Dy*,  x'*  — Dy'*  gleich 
machen,  wo  aber  x nnd  x',  sowie  y ond 
y'  für  den  gemeinschaftlichen  Werth  die- 
ser Ausdrücke,  als  Modul  betrachtet, 
congruent  sind. 

13)  Die  Auflösung  der  unbestimmten 
Gleichung 

<ix  * + 26xy + cy  * = m 


Digitized  by  Google 


Quadrat.  Form  (Zahlenlebre).  55  Quadrat.  Form  (Zahlcnlehre). 


durch  unendlich  viel  Werthe  von  x und 
jfy  CbIU  die  Determinante  positiv  ist  und 
u,  by  c keinen  gemeinschaftlichen  Faktor 
haben , lisst  sich  also  durch  folgende 
Redmnngen  ansnubrcn. 

Zunlchst  ist  die  Gleichung  t * ^ Du*  =:  1 


aufzulOien,  wenn  a und  c nicht  beide 
grade  sind^ond  die  Gleichung  Dm*  = 4, 
wenn  a und  c grade  sind.  Eine  solche 
Lösung  der  ersten  Gleichung  gibt  die 
Theorie  der  KettenbrUche  mittelst  der 
Formeln, 


1)  r= 


wo 


und 

ist. 


m irgend  ein  Werth  von  x*  — D^*  = x'— Dy'*, 
— und  ^ AUhernngsbrüchc  von  ]/D  = V^6*  — uc 


X £ x'  mod  m,  y = y'  mod  m 


Ist 

(*  — Dm*  = 4, 

so  kann  man  die  obigen  Werthe  von 
Tund  F in  1 doppelt  nehmen,  und  muss 
dann  die  letzte  Gleichung  offenbar  durch 
die  Zahlen  2T  und  2F  gelOst  werden. 
Aus  einer  Lösung  aber  lassen  sich  nn> 
endlich  viel  gewinnen  mittelst  der  For- 
mel : 

2»)  = 


2)  l + ufD 

wo  n eine  beliebige  positive  oder  nega- 
tive ganie  Zahl , m gleich  2 oder  1 ist, 
je  nachdem  a und  c gleichzeitig  grade 
sind  oder  nicht.  Im  letztem  Falle  be- 
dient man  sich  statt  der  Gleichung  2 
noch  bequemer  der  reenrrenten  Formeln: 
= 2Tu^-u,^i, 


denen,  wie  leicht  zu  sehen,  wenn  o»=2  ist,  die  folgenden  entsprechen 


2b)  r T M,  ««+1' 

2222  2 22  2 

was  sich  leicht  ganz  wie  in  Abschnitt  10  ergibt. 


Alle  Wurzclpaare  I,  u der  Gleicbung 
führen  zn  einer  Gruppe  von 
Anflöffungen  unseres  Problems.  Wenn 
man  nimlich  im  Stande  ist  eine  AoflÖ- 
snng  der  Gleichung  ax*-f 26xy4'ry*  = » 
zu  finden,  eine  Abgabe,  deren  Möglich- 
keit voraussetzt,  dass  D quadratischer 
Best  nach  Modul  m ist,  und  x = r,  yzis 
die  Werthe  dieser  Aafiösung  sind,  so 
werden  p nnd  o dazu  durch  die  Glei- 
chung: 


3)  ru— jp  = l 

bestimmt.  Sind  u,  ein  Paar  Wur- 
zeln dieser  Gleichungen,  so  sind  die  all- 
gemeinen Werthe: 

4)  p = eo  + ''*j  ff  = ffg+»A, 
wo  A eine  beliebige  ganze  Zahl  ist,  je 
zwei  zusammengehörige  Werthe  von  q 
nnd  a bestimmen  dann  eine  Gruppe  von 
Auflösungen. 


Setzt  man  endlich  wie  in  Abschnitt  6) 

..  _r{l-bu)-ctu  „ _f(l-tu)-cau 
„ , ßi-^  ;;;  . 

^ _iipw-bg(<-f  Am) 


yi  = 


arM+s(l-l-6u) 


so  führen  die  Gleichungen: 

6)  r=ia^r^i■ß^$^y 

zu  der  ganzen  Gruppe,  wenn  man  für  / und  u alle  möglichen  Werthe  setzt. 


Die  Art  übrigens,  wie  eine  AnfiÖsnng 
der  Gleichung  «x*-f 2Äxy-j-cy*  = m ge- 
wonnen wird,  ist  in  dem  Artikel  qua- 
dratische Gleichungen  nachzusehen.  Der- 
selbe enthalt  auch  die  Auflösung  des 


Falles,  wo  die  Determinante  negativ  ist, 
so  wie  darin  gezeigt  wird,  dass  die 
kleinsten  Werthe  von  T und  U sich 
immer  anf  eine  einfache  Art  aus  dem 
Kcttenbmcbe  für  ^ D bestimmen  lassen. 
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In  (;ogcDwartigcm  Artikel  kommt  es 
eben  haapts'dchlicb  auf  die  Eigenschaften 
der  quadratischen  Formen  an. 

14)  Es  sei  wieder  /“(«,  6,  c)  eine  ge- 
gebene Form ; wir  wollen  für  sie  eine 
möglichst  einfache,  eigentlich  äquivalente 
Form  bestimmen.  Sei  zn  dem  Ende 
wieder: 


x = y = yx,+(/y„ 

n<t-ßy  = i. 

Setzt  man: 

ß=0,  ^ = 1. 

so  bleibt  noch  immer  J willkührlicb,  und 
es  ist  ^ = yif  y=— + 

Die  uqniTalcntc  Form  ist  dann: 


cj*  j * -f  2(— A — c(f)x jy , -i- (o 4- 26d-f* Cf/*)y  I > . 


Schreiben  wir  lieber  a 
die  erste  Form: 


fQr  Cf  so  ist 

1)  A">  *>  «i). 


die  zweite: 

2)  i„  0.) 

und  die  Substitution: 


3) 


0,  1 

-1,  31 


ausserdem  noch: 

4,  = -4-a,3, 

d.  h. 

= — A mod  a^. 

Da  nun,  wenn  a^  ungrade  ist,  jede  Zahl 
mit  einer  aus  der  Zahlenreihe  — J 

bis  — für  Modul  congruent  sein 
mtiBS,  und,  wenn  a^  grade  ist,  mit  einer 
aus  der  Reihe:  — ^bis  — 1,  so 

kann  n?*'  abgesehen  vom  Vorzeichen 
immer  grösser  als  26,  oder  wenigsten 
gleich  dieser  Grösse  angenommen  wer 
den.  Macht  man  in  2)  dieselbe  Substi 
tution  3)  und  föhrt  so  fort,  so  komm 
man  sdilicsslich  auf  eine  Form 


« ). 


wo  grösser  als,  oder  wenigstens 

gleich  26  ^ ist. 

*—1 

Ist  nun  der  erste  Coefficient  immer 
grösser  als  der  dritte,  so  nimmt  die 
Reihe 


15)  Sei  jetzt  die  Detennioante  nega- 
tiv, also: 

D*  = 6*  — flc=  — A, 

so  müssen  a und  e auch  gleiche  Vor- 
zeichen haben,  da  6>  stets  positiv  iat. 
Ist /■(«',  6',  c')  irgend  eine  transformirte 
Form,  also: 

a'  = 4-26rty-f.cy* , 

so  wird : 

<»a' = (o«  4- 6y)  * — D/ * , 
ein  Ausdruck,  welcher  stets  positiv  sein 
muss.  Es  haben  also  a und  a'  auch  stets 
dasselbe  Zeichen. 

Es  sei  noch  ^ca^26,  also  die  Form 
eine  reducirtc,  und  nehmen  wir  zunächst 
an,  a und  6 hätten  gleiche  Zeichen,  so 
haben  auch  c und  6 gleiche  Zeichen. 
Allgemein  ist 

ac>46>, 


d.  h.,  da  6,  — flc  = — ^ war, 

36^  <A. 

Diese  Betrachtung  macht  cs  möglich, 
im  Falle  die  Determinante  negativ  ist, 
alle  reducirten  Formen  zu  ermitteln.  Es 
ist  nämlich 


6*4- A = ac; 

nimmt  man  also  6<|/.^,  und  zerlegt 

6*4- A auf  alle  möglichen  Weisen,  je- 
doch so,  dass  rt>26  ist,  so  erhält  man 
alle  Werthe  von  a und  c. 


beständig  ab,  und  man  kommt  auf  einen 
Werth  w-elcher  kleiner  als,  oder 

höchstens  gleich  a ist.  Eine  Form,  wo 

M 

dies  stattündet,  heisst  reducirtc.  In 
einer  solchen  ist  also  immer: 
c>a^26, 

abgesehen  vom  Vorzeichen. 


Für  negative  Determinanten 
ist  also  die  Anzahl  der  reducir- 
ten Formen,  welche  einer  ge- 
gebenen entsprechen,  immer 
endlich. 

Beispiele.  Sei 

A = l,  so  ist  6 = 0,  also  a = l und  c = l. 
Sei  ferner 

A:=2,  so  ist  6 = 0,  also  a = l,  c = 2; 
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ferner : 

A = 3,  alio  entweder  A = 0,  o = l,  c=3, 
oder  6 = 1,  « = 2,  r=2; 

A=4,  also  6 = 0,  a = 2,  c=2 


Man  findet  entweder  6,  = 6,  was  nichts 
Neues  gibt,  da  dann  aoeb  c^  = c ist,  oder 

da  6,  und  6 beide  kleiner  als,  oder 


6 = 0,  a = l,  c = 4.  Wäre  6 = 1,  i-  u * i • u ^ 

’ höchstens  gleich  — waren, 
so  ergiben  sich  keine  Wcrihc  für  a and  c,  * 

weil  a = l nicht  grosser  als  26  ist.  Die  beiden  redneirten  äquivalenten 

16)  Es  ist  2u  bestinimen,  unter  wel-  ^'onnen  sind  demnach 
eben  Bedingungen  2 reducirtc  Eonnen  a a 

mit  negativer  Boterminante  äquivalent  A"»  f(a,  — c). 

•ind.  /"K  4,  e)  und  Ä„  c')  seien  Wegen  der  Gleichung  4«- ac  = 4,  *-a.c, 
diese.  Wir  setzen  ^ dann  auch  c,  = c sein. 

j ^1  "i»®»  Sei  ferner  y=il,  dann  gibt  die  Glei* 

ly’  jj  sei  eine  Substitution,  welche  von  chnng  für  o,: 

der  ersten  sur  zweiten  Form  führt,  also  <ra*;r26«=a'— c. 

ad—ßy^li  und  a'— c kann  indess  nicht  positiv  sein,  da 

oa'  = (<»«+6y)*4- Ay*.  a'^a  und  a^c  war;  cs  muss  also 

Da  nun  ao*^26u 

8cin,  was  unmöglich  ist,  wenn  n grösser 
“3  als  1 wäre,  da  a^26  war.  Es  muss 

und  mithin  sein : 

ac— 6*  = a»  « = 0,  oder  0 = 1,  oder«=— 1. 

so  muss  auch : c • ••  u n • . 

- . Bei  zunächst  o=0,  so  ist 


der  ersten  zur  zweiten  Form  führt,  also 
«d— /Sy=:l,  und 

aa'  = (««  + 6y)  * 4-  Ay  * . 

Da  nun 

...f 

und 

ac— 6*  = A» 

so  muss  auch : 

g 

sein,  und  deshalb  auch 

<»  <i* 

*=  3 ’ 

da  und  a<e  ist. 

Wegen  des  Wertbes  von  oo,  kann 
hiernach  y nur  einen  der  Werthe; 

0,  +1  oder  —1 


und  da  a^‘^a^c  war,  auch 
o = c,  /Jy=  — 1 

und 

6'=-6-ctf, 


und  da  6'  und  6 kleiner  als  oder  hoch- 


haben,  denn  in  jedem  andern  Falle  wäre  stens  gleich  ^ sind,  d.  h.  kleiner  als 
C^y'  grösser  als  o«„  was  unmöglich  ist.  2 

Sei  zunächst  y=0.  Wegen  der  oder  höchstens  gleich  so  ist  wieder 
Gleicbnng  a<f—ßy  = l ist  dann  . 2 


n = (;=-n, 

folglich 

= oo>  -i-26oy  + cy*  = a, 

6,  = aaß-j‘h(«iÖ^ßy)-^eyd=b--aß 

also 

6|  — 6= 

Es  war  aber 

4<— ,4,<^l<.f.. 

SB  9 » I — 9 *5  n » 


6'=— 6,  oder  6'=6=;fc. 

Die  Formen,  die  sich  hieraus  ergeben, 
sind  also  /‘(o,  a)  und  f(a,  o), 

die  schon  in  der  obigen  enthalten  sind, 
ausserdem  noch  die  neuen  Formen: 
f(a,  6,  o)  und  /(o,  —6,  o). 

Sei  nun  o = 1,  so  wird ; 

a,  = 0^26  4- c 


also  muss  6,-6  zwisdien  — o und  4-a  o<lcr  _ 

Hegen.  f 26  = rt4-c~o,. 

Es  ist  aber eine  ganze  P“  “ä“i  “"d  c > o,  war,  and 
® — diese  Grössen  gleiches  Vorzeichen  ha- 

Zahl,  und  aus  diesem  Grunde  kann  6j  — 6 ben,  man  übrigens  eine  von  ihren  a 
nur  die  3 Werthe  stets  als  positiv  annebmen  kann,  indem 

0,  4-a,  —a  haben.  man  im  entgegengesetzten  Falle  die  Vor* 


Digitized  by  Google 


Quadrat  Form  (Zahlenlehre).  58  Quadrat.  Form  (Zahlenlehre). 


seichen  von  c umkehrt,  so  ist  aiu-h 
A— <S|  nnd  e— o,  nie  ncgstiv,  also  X26 
wenigstens  gleich  c und  wenigstens  gleich 
A.  Es  muss  also 

fl  = C=  J2&  = A| 

sein,  da  c^a^26  ist,  und  die  Gleicbnng 
A+A  — A|<A  auch  A|  = A gibt. 

Noch  ist 

«^  = 1+^)/; 

also  da 

B*  — anß-^  b(aj  ßy^-^cyJ 
war,  anch : 

6' = afcß-^  aßy + 6 + ayJ. 

Hierauf  ergibt  sich : 

b'-b  = ka, 

wo  k eine  ganse  Zahl  ist,  and  gans  wie 
oben  lässt  sich  schliessen,  dass  b'—b 
einen  der  Werthe 

0,  A und  —a 

haben  muss.  Dies  führt  aber  xu  den 
schon  dagewesenen  Formen:  /'(a, 

und  /■(«,  +|,  «). 

Es  sind  also  nur  2 Paare  äquivalen- 
ter Fomen  möglich : 

f{a,  c)  und  f(a,  — c), 

/■(a,  bt  a)  und  (a,  —6,  a). 

Koch  ist  XU  beweisen,  dass  diese 
mdglicber  Weise  äquivalenten  Formen 
anch  wirklich  Vorkommen.  Macht  man 
in  Form  /^(a,  6,  c)  die  Substitution 

|o’  l|*  ci'hält  man  /(a,  a/9  + <^i)i 

Q 

für  4=4-^»  /J=l  nehmen  diese  Aus- 
drücke aber  die  xuerst  gegebenen  Werthe 

/■(«.  -g  . ').  /■(«-  — ')  “• 

Setzt  man  ferner  in  /’(a,  ä,  a),  ^=yi« 
y = X|,  so  führt  dies  zu  /‘(a,  —6,  a), 
somit  kommen  beide  Paare  auch  wirk- 
lich vor. 

17)  Man  kann  sonach  die  eigentlich 
äquivalenten  Formen  mit  negativer  De- 
terminante in  Klassen  theilcn,  und  mit 
Ansnahme  dieser  beiden  Fälle  gibt  es 
XU  jeder  Klasse  nur  eine  reducirto  Form, 
von  der  man  sagt  sie  repräsentire  diese 
Klasse. 

Es  gibt  also  nach  dem  in  16)  Gesag- 
ten für  die  Determinante  —1  und  —2 
je  eine,  fUr  —3  und  —4  je  2 Klassen. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  a,  26  und  c hät- 
ten keinen  Factor  gemein.  Es  soll  jetzt 


untersucht  werden,  welche  Zahlen  durch 
eine  gegebene  Form  mit  negativer  De- 
terminante, und  wie  oft  dieselben  durch 
dieselbe  dargcstcllt  werden  können. 

Wir  haben  bereits  in  8)  angenommen, 
dass  in  der  Gleichung 


Ax  * + 2bxy -h  • = m 
X und  y relative  Primzahlen  sein.  Diese 
Zahl  m sei  positiv  ungrade , und  eine 
relative  Primzahl  in  Bezug  zur  Deter- 
minante, so  muss  die  Darstellung,  wie 
oben  gezeigt  wurde,  zu  irgend  einem 
Werthe  von  Yd  mod  m gehOren.  Beten 
»,  fii,  »1  . . . diese  Werthe  von  YD. 
Es  gibt  dann  zu  jedem  n eine 
Darstellung  durch  eine  redn- 
cirtc  Form  and  zwar  nur  eine. 
Denn  damit  m durch  die  gegebene 
Form  darstellbar  sei , muss  sie  mit 
n*  — D 

f(m,  n, ) äquivalent  sein.  Es  ist 

m 

aber  nur  eine  reducirte  Form  mit  der 
letztem  äquivalent,  wie  wir  oben  gesehen 
haben,  und  diese  redneirte  Form  vertritt 

die  Klasse,  zu  der  f (m,  n,  ) und 


f(a,  6,  c)  gehören.  Die  Zahlen  m,  n 
nndp=^^ haben  keinen  gemein- 


schaftlichen Factor,  denn  jeder  Factor 
von  m nnd  n muss  ein  solcher  von 
D~n*  — mp  sein,  nnd  es  ist  vormnsge- 
setzt,  dass  m und  D keinen  Factor  ge- 
mein haben.  Da  m aosserdem  nngrade 

n*^D 

ist,  BO  haben  auch  m,  2m  und  ~ 

m 

keinen  Factor  gemein. 


18)  Es  soll  jetzt  die  Anzahl  der  Dar- 
stellungen, die  für  m möglich  sind,  ge- 
funden werden. 

Es  war 

A,  = rtt— («6-l-yc)M, 

= yf+(®«+y6)M, 

(*  + A«*  = l. 

Ist  A grösser  als  1,  so  gibt  es  nur  2 
Auflösungen  dieser  Gleichung,  nämlich 
M=;0,  < = 41; 
ist  ^ = 1,  so  ist  entweder: 
f = ^l,  A=iO 

oder 

1 = 0,  A=±l. 

Es  gibt  also  im  Allgemeinen  2 Darstel- 
lungen, welche  den  Werthen : 

Aj  = 4«  und  /i  = 4;y 
entsprechen.  Kur  wenn  A = 1 ist,  gibt 
es  4 Auflösangen.  Im  Allgemeinen  also 
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h«i  man  doppelt  so  riel  Darstellangeo, 
als  die  Congruena: 

a*  = Dmodm 

Waixelo  bat;  wenn  aber  A = 1 ist,  so  hat 
man  4 Mal  so  viel. 


Möge  fA  die  Anaalil  der  einfachen 
Factoren  von  m sein.  Sind  . 

diese  Factoren  selbst,  . . . die 

Exponenten  der  Fotenxen,  in  welchen  sie 
bezüglich  rorkommen,  so  ist: 


l 


Wenn  s*  = Dmodm,  so  ist  nach  dem 
Redprodt&tsgesetze  ihr  die  qnadratisebeo 
Keste  (siehe  den  Artikel  quadratischer 
Rest): 


Es  stellt  nlmlich  bekanntlich  der  Aus- 
druck die  Zahl  +1  oder  —1  vor, 

je  nachdem  D quadratischer  Rest  oder 
Richtrest  von  t ist. 


Die  Anzahl  der  Wurzeln  dieser  Con- 


gmenz  s*  = Dmodm  ist  2 , also  die 
der  Darstellungen,  von  denen  wir  hier 
^4  + 1 w-f“2 

sprechen,  z , lUrA  = l jedoch  2 
Es  sei  A = l.  Dann  ist: 


äquivalent  mit 

/■(I.  0,  1): 

denn  diese  Werthe  ergaben  sich  für  die 
A = 1 entsprechende  reducirte  Form. 
(Abschnitt  13).  Es  ist  dann  also: 
**+y*  = m. 

Da  aber 

sein  mnsi,  ss  mUssen  die  einfachen  Fac- 
toren von  m alle  von  der  Form  4A+1 
sein  (siehe  den  Artikel:  quadratischer 
Rest),  d.  h.  wenn  man  die  Stellung  und 
das  Vorzeichen  der  Variablen  nicht  be- 
rücksichtigt (wo  also  die  Anzahl  der 
Darstellnugen  auf  den  8ten  Theil  redn- 
cirt  wird),  bat  man  den  Satz: 

„Jedes  Product  von  Primzahlen  von 
der  Form  4A+1,  wo  ^ die  Anzahl  die- 
ser Factoren  ist,  Iftsst  sich  2^  ^ mal 
durch  die  Somme  zweier  Quadrate  aus- 
dröcken.“ 


Z.  B. 

65=:5*13=8»  + l*=4»+7», 

da  hier  ^ = 2 ist.  Ist  m eine  Primzahl, 
BO  ist  ^ = 1,  und  1 die  Anzahl  der  Dar- 
stellungeo. 

Wenn  A = 2,  so  war  nach  Abschnitt  13) 
A = 0,  B = l,  c=2, 
also  die  Gestalt  der  Form  ist 
x*+2y*. 

Die  Gleichungen: 

setzen  voraus,  dass  alle  Factoren  /. 
...  eine  der  Formen  8A-I-1  oder  SA+ä 
haben.  Ist  dies  der  Fall,  so  hat  also 
14-1 

die  Zahl  m wieder  2 Darstellungen, 
abgesehen  vom  Vorzeichen  der  Varia- 

bien,  wodurch  die  z auf  den  4ten 
Theil  redneirt  wird. 

Z.  B.  die  Zahl  33=11x3  bat  2 Fac- 
toren von  der  Form  8A+3,  es  ist  also 
wieder  w = 2,  und  die  Zahl  2 mal  durch 
die  Form  ar*-|-2y*  darstellbar.  In  der 
That  ist  33  = l>  + 2-4»  = 5*  + 2-2*. 

19)  Seien  jetzt  m eine  beliebige  positive 
ungrade  Zahl,  die  zu  A relativ  einfach 
iat,  /|,  . . . ihre  einfachen  Factoren, 

und  es  werde  vorausgesetzt,  dass 

so  gehört  zu  A«  wie  in  13)  gezeigt 
wurde,  immer  eine  endliche  Anz^l  re- 
ducirtcr  Formen: 

flx»-|-2Axy+cy«,  «,x*-|-26,xy4-c,y».  .. 
Schreibt  man  nun  jede  der  Zahlen  m, 
welche  diese  Eigenschaft  haben,  so  oft, 

als  die  Zahl  Einheiten  hat,  so 

geschieht  dasselbe,  als  wenn  man  in 
allen  diesen  reducirten  Formen  für  x 
und  y alle  Werthe  setzt,  die  zu  ein- 
ander relativ  einfach  sind  und  eine  der 
Zahlen  m darstellen  (dass  x und  y re- 
lativ einfach  sind,  ist  nämlich  bei  allen 
bisherigen  Betrachtungen  über  Darstel- 
lungen vorausgesetzt);  denn  immer  eine 
dieser  Formen  ist  ja  dann  mit  m gleich- 
bedeutend. Nach  Abschnitt  17)  und  18) 
aber  ist  m durch  die  Gesammtheit  die- 

u + 1 

ser  Formen  so  oft  darstellbar  als  2 
Einheiten  hat. 

Man  kann  danach  sowohl  den  Ausdruck 
X4  4.  1 (4  *4-1 

m,  als  auch  ^2  F(m),  wo  F 
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eine  beliebige  Function  von  m ist,  auf  diese  Weise  darstcHcn,  wenn  das  Zeichen 
S links  auf  alle  Werthe  von  m geht. 

Also: 

2r2“f-('»)  = -rf(<«*+24.ry+ry>)-t.JF(«,i->+2»,^+c.y>)+  .... 

Verstehen  wir  nun  unter  /,  fj,  . irgend  welche  Primaahlen«  die  der  Bedin- 

gungen genügt,  dass  D oder  — £.  quadratischer  Rest  au  /,  fj,  f,  . , . ist,  und  sei 

F(m)  = — so  ist  offenbar: 


2 /,  222  v/22  X 

2 2 -V 

...) 


o r 

da  jedes  m = r , ...  ist,  und  durch  Multiplication  sich  alle  Ausdrücke 

von  dieser  Form  rechts  ergeben,  wobei  sich  dann  gleichseitig  der  logehürige 
Zahler  einstellt. 


Han  ist; 


also  mnss  auch: 


2 2 2 
1+  3.+ 

l l l 


1- 


1* 


1+-7  1 + - 


1-7  1-7 


1 


sein.  Sei  nun  f irgendieine,  nicht  in  2a  enthaltene  Frimsahl,  und  n eine  belie- 
bige ungrade  Zahl,  die  mit  Zj  keinen  Factor  gemein  bat,  so  ist  auch : 


wo  die  Summe  auf  alle  Zahlen  n von  den  beseichneten  Eigenschaften  geht,  und 
ebenso  ist,  wenn  man  die  unendlichen  Summen  links  addirt: 


Entwickelt  man  aber  den  Ausdruck: 


in  eine  Reihe. 


die  oben 


gegebene  Bedeutung  hat,  und  berücksichtigt  die  Gleichung  (siehe  den  Artikel: 
quadratische  Reste): 


(7)'=(?). 
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. , /0\  1 /ß\  1 /ß\  1 . 1 

also  wenn  man  alle  Wertbc  von  q nimmt;  und  mnltiplic-irt,  so  wird 

— • — — . —— 

\J  /0\1  ■ /0\1  . . . . 

^ Q/  (?,),;  (?j)y5 

1 

Seueu  wir  noch  in  den  oben  gefundenen  Ausdruck  ffir  S—  überall  2>  statt  s, 

n 

so  ist: 

_ 1 1 1 1 

1 • 1 • 1 

" 1-~E  1-^  1--2T 

9 9,  9, 


n ' 


'V  "-T 




Alle  diejenigen  yactoren^  wo  heben  sich  auf,  es  sind  also  nur  die- 

jenigen a an  berUcksicbtigen , iUr  welche  die  Determinante  quadratischer  Best, 

also  ist.  Dies  sind  aber  diejenigen  Zahlen,  die  wir  mit  l 

beseichnet  haben,  und  dann  stimmt  unser  Product  mit  demjenigen,  welches  den 

Werth  Ton  gab,  überein ! folglich  ist: 

m 

_/0\l 


1 /o\  1 

^ ^ /f» 


Also  wenn  man  für  22—  den  Aosdmek  dnreh  die  quadratischen  Formen  nimmt, 


und  mit  mnitiplicin,  so  wird 


1 /flu  _ 1 1 ^ 

»*  («jr»+24j3r+c|i*)' 


jy+c,»’ 
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wo  man  auch  aeUen  kann : 


1 


(«x’  + 2Axy+ri/’')*  ■^[a(«x)«+24(«xX">)  + '("y)  ’)* 


1 


= ^7 


•(«x,«+24x,jf,+cy,>)* 

WO  STi  dann  andere  Wcrthe  Ton  x nnd  ^ sind. 

Es  stellen  sich  hierbei  alle  Werthe  aber  auch  in  den  Formen  alle  x nnd  jf, 
9t  beschaffen  sind,  dass  die  zn  einander  relativ  einfach  sind,  nnd 

«X|*4*26jriyi+cy|*  zn  2D  relativ  ein-  alle  n,  die  es  zn  V sind,  vor.  Sei  näro- 
fach  ist.  Die  Bedingung,  dass  x und  y lieh  n der  grOsste  gemeinschaftliche  Fac- 
relativ  einfach  zn  einander  sein  sollen,  tor von  andy,,  oderX|  =fix,y|  = ay,  so 
ist  also  jetzt  aufgehoben.  Denn  es  war  kann  n keinen  Factor  mit  20  gemein 
sowohl  n,  als  auch  axj* +2AX|y|-|-ry|*  zn  haben,  weil  ihn  sonst  die  ganze  Form 
20  relativ  einfach,  also  ist  dies  auch  mit  haben  mflsste.  x and  y haben  also  bei- 
der neuen  Form  der  Fall.  Es  kommen  uen  gemeinschaftlichen  Factor  mehr. 


Aus  diesen  Betrachtungen  ergibt  sich: 

1 /D\l 


1 


+ 2&xy-|-cy«)* 


Die  Summe  rechts  geht  auf  alle  xundy.  also  jedes  r so  oft  vor,  als  es  sich  io 
Diese  Formel  wrird  die  Formen  geben,  2 Factoren  zerlegen  lasst.  Dabei  wird 
welche  zn  20  relativ  einfach  sind. 


Ferner  ist: 


(?) 


bald  positiv,  bald  negativ. 


zu  20  relativ  einfach  ist. 


1 

(-■)' 


I«t  kUo  X der  UebenchnM  der  An- 
uhl  der  Factoren  n Ton  r,  Ihr  welche 
D qnadratiacher  Reit  ist,  über  die,  wo 


D Kichtreat  iat,  ao  erhalt  man  22 
Ea  kommt  and  ea  iat; 


(*?) 


r’  (ox'+24xy+cy*)' 


+A- 


(«,x*+24,xy+c,y>)*  ^ • 

Anf  der  Seite  redita  kommt  nun  jedes  r'  so  oft  Tor,  als  r durch  die  Formen : 
ox»  + 24xy  + cy>,  o,x* +2&,xy  + c,y* 

darstellbar  iat. 

Et  laaat  sich  nun  aber  auch  beweisen,  dass  die  beiden  Reihen  links  nnd 
rechts  in  den  einzelnen  Gliedern  (Ibereinstimmen,  welche  einem  beatimmlen 
Werthe  ron  r'  entsprechen.  Seien  die  Reihen: 

/ABC  A’  B’  a \ 

■■■  ■ ■■ ) 

oder 

Unter  «,  a'  sind  die  kleinsten  Werthe  der  Orbtten  a,  fl,  y ..  . nnd  bezüglich 
fl',  y'  verstanden. 

Nehme  man  nun  an,  es  waren  a nnd  n'  ungleich,  so  kann  man  immer  «' 
kleiner  als  « annehmen,  weil  wir  im  entgegengesetzten  Falle  die  Beseiehnnng  von 
it  und  a'  vertauschen  können.  Es  ist  dann ; 

wenn  man  auf  beiden  Seiten  mit  rt'*  mnltiplidrt. 
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Setzt  roao  nun 

S = OOf 

so  wird  = was  nicht  m&glich  ist 
JedenfaHs  also  hat  man  = und  da- 
her für  s = ao  auch: 

A'  = A; 

ebenso  ergibt  sich 

B'  = ß,  C'  = C . . . 

Der  Coeffident  von  — links  ist  nun 
r 

2if  und  rechts  stellt  er  die  Anzahl  der 
Darstellnngen  von  r durch  die  Formen 
äx*+26jry+<y*f  ... 

vor,  ohne  Rücksicht  darauf,  ob  x und  y 
relativ  vielfach  sind  oder  nicht  und  man 
hat  folgenden  Satz: 

„Ist  r irgend  eine  positive  Zahl,  die 
keinen  gemeinschaftlichen  Factor  roit2D 
hat,  so  bestimmt  man,  wieviel  Prilnfac- 
toren  von  r das  D zum  quadratischen  Reste 
and  wieviel  D zum  Nichtrestc  machen 
(den  Factor  1 eingeschlossen);  der  dop- 
pelte Ueberschuss  k der  ersten  Zahl  über 
die  zweite  gibt  dann  an,  wie  oft  r durch 
eine  quadratische  Form  mit  Determinante 
— ^ darstellbar  ist.  NurfUrO=— 1 
ist  der  vierfache  Ueberschuss  zu  nehmen.*^ 
Beispiel.  187  = 17*11*1;  1 und  17  ma- 
chen 13  zum  quadratischen  Reste,  11 
nicht,  also  A=2— 1 = 1,  und  187  lasst 
sich  2 mal  durch  eine  Form  mit  der 
Determinante  13  darstellen. 


20)  Ist  in  der  Tbat  D=— 1,  so  sind 
die  Factoren  von  r,  welche  JU  znm  qua- 
dratischen Reste  machen,  von  der  Form 
4A+1,  die  andern  von  der  Form  4A+3. 
Die  entsprechende  reducirte  Form  war 
die  Summe  zweier  Quadrate.  Für  eine 
Primzahl  von  der  Form  4Aq-l  ist  A = 2, 
da  1 auch  von  der  Form  4A+1  ist;  für 
eine  Primzahl  von  der  Form  4A+3  ist 
A = 0,  also : 

Jede  Primzahl  von  der  Form 
4A  + 1 ist  eine  Summe  von  2 Qua- 
draten sie  Iftsst  sich  also 

anch  auf  die  Form  (p+qi)  (p~9t) 
bringen.  Sie  ist  mithin,  wenn 
man  p + yi  als  complcxe  ganze 
Zahl  betrachtet,  keine  complexe 
Primzahl.  Dagegen  lässt  sich 
eine  Primzahl  von  der  Form 
4A-4-3  nie  als  Summe  Q von  Qua- 
draten ansdrücken,  und  ist  daher 
auch  eine  complexe  Primzahl. 

Wir  haben  bewiesen,  dass  in  nnsem 
Summen  auch  die  einzelnen  Glieder 
in  ihren  Coeffidenten  übereinitimmen. 

Man  kann  also  auch  statt  — ^ oder 

1 

“ — 7 eine  beliebige  Function  von  r 

(iw.) 

mnltiplicirt  mit  dem  entprechenden  Coef- 
fleienten  in  die  Summen  setzen.  D.  h. 
es  ist: 


2z(^)7(i*»,)  = :f7(ax>+26*j+cy*)+i'/(o,»»+2i,4rjf+c,y*)+  .. 
WO  7 eine  beliebige  Function  ist.  Sei  z.  B.: 

7 (-)=»“. 

SO  kommt : 


wo  Statt  der  2 links  4 zu  setsen  ist,  wenn 
D=^l  ist.  Es  ist  aber: 


(siebe  den  Artikel:  quadratischer  Best) 
und  die  Formen  rechts  redneiren  sich 
•nf  die  eine  s:*-|-y',  also: 

»— 1 

lr(— 1)  9 ^ Xq 

Die  durch  -f-  p*  darznstellende  Zahl 
sollte  ungrade  sein.  Setzt  man,  nm  dem 


zu  genügen,  also  für  x alle  graden,  für 
y alle  nngraden  Zahlen,  und  dmin  um- 
gekehrt für  y alle  graden  und  x alle 
nngraden  Zahlen,  welches  letztere  das- 
selbe ist,  als  ob  die  durch  das  erste 
Verfahren  entstehende  Summe  verdop- 
pelt wurde,  führt  man  dies  anch  für  die 
negativen  Zahlen  ans,  so  wird  hierdurch 
eben  nur  der  ans  den  positiven  Zahlen 
entstehende  Tbeil  vervierfacht,  weil  x 
oder  y einzeln  and  auch  beide  gleich- 
zeitig negativ  genommen  werden  müssen, 
mit  Ausnahme  der  Glieder,  die  y = 0 
entsprechen,  und  welche  nur  verdoppelt 
werden.  Es  ist  dann,  wia  leicht  zu  sehen : 


jr,*’  + >’  = 4(7+,ä’+,®’+  . .)  (l+2,2+2,^’  + 27®’+  . 
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In  .!(  — 1)  f ^ ist  für  n jede  ungrade  Zahl  zu  setzen,  d.  b.  die  Saratue 
wird : 

n'  3n'  , 5»'  , \_  V " 

-9  4-9  4-  . . . ) = 

Summirt  man  diese  Reihe  aber  nach  n\  so  kommt: 
nd*l  « — 1 


14-9 


2«' 


jr(-l)  ^ r'  =-n-l)  . 

and  der  Vergleich  aller  8 Summen  gibt  folgende  Formel : 

3 5 3 5 

...  L_+_?__  + 


.3» 


. „2  1 6 ' , 10  ' 
1-9  1-9  1-9 

4» 


= (94-9^  +9'"  4-  . . . ) (1+29“  4-2y’  + 

Es  ist  aber  auch 


d.  h.  wenn  man 
setzt,  wo: 


x+y=t,  X— y = « 


< + « 

2 ’ 


"2” 


\(4rd,  und  fQr  I und  w alle  ungraden  Zahlen  nimmt,  so  erhält  man  alle  möglichen 
Werthe  von  k und  y.  Wie  leicht  zu  sehen,  ist  nftmlich 

2Ä+1+2Ä+1  2ä  + 1-(2A+1  , , 

X= = A + Ä+1,  y = — L-nA-A, 

wo  h und  k beliebige  Zahlen  sind.  Da  aber  A + A und  k — k gleichzeitig  grade 
oder  ungrade  sind,  so  wird  t immer  grade,  wenn  y ungrade  ist,  und  umgekehrt; 
man  erhält  also  auf  diese  Weise  für  x*+y*  in  der  Thal  immer  das  Quadrat 
einer  ungraden  Zahl  zu  dem  einer  gradcu  addirt,  wie  dies  bei  diesen  Betrachtungen 
staufinden  muss,  also : 

..M'V)“'} 

ist  der  Ausdruck  ffir  unsere  Summe,  dieser  aber  offenbar  gleichbedeutend  mit 

also  wenn  man  noch  mit  9 vertauscht,  und  diesen  eben  gefundenen  Änsdmek 
einem  früher  gefundenen  gleichsctat: 

2 6 10 


+ • 


^ 3’ , 5*  , 7>  . x2 
20"^  ...  - (9+9  +9  +9  +.  • ) . 


1+9^  1 + 9^^  1 + 9 
Es  sind  nämlich  rechts  eigentlich  alle  positiven  und  negativen  Zahlen  xu  nehmen, 
wodurch  ein  Factor  4 erscheint,  der  sich  gegen  denselbeu  Factor  im  ersten  Gliede 
der  Gleichung  weghebt. 

SeUt  man  noch  D=r— 2,  so  wird  die  Form  x*+2y*«  nnd  cs  ergibt  sich  aus 
ähnlichen  Betrachtungen  wie  oben: 


8 


5 


1 2+,  6 , 10  , „14 

1-,  1-9  1-9  1-9 


. (1+29'^+29'^'^’  1-29®'^’+  • • •)• 
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Anf  einen  Theil  der  hier  entwickelten 
Reiben  ist  Jakobi  dnreh  rein  analytische 
Betrachmngen , welche  die  Theorie  der 
elliptischen  Functionen  betreffen,  gckoni' 
men.  Ihre  zablentheoretische  Ableitung, 
die  hier  gegeben  ist,  rührt  von  Lejeune- 
Dirichlet  her.  Die  allgemeinen,  dcmsel« 
ben  berühmten  Mathematiker  angchOri> 
gen,  Sfttae,  worauf  dieselbe  sich  stützt, 
geben  cogicich  diejenigen  Betrachtungen 
über  quadratische  Formen,  welche  Oauss 


auf  einem  ganz  andern  Wege  gefunden 
hat,  in  einfacherer  Weise  verbunden  mit 
neuen  Sätzen  in  diesem  Gebiete.  Es 
hat  dadurch  Dirichlet  die  Verbindung 
der  Analysis  und  der  Zahlentheorio  be- 
fandet, welche  von  so  grosser  Wich- 
tigkeit geworden  ist, 

21)  Es  sollen  jetzt  nach  Dirichlet  noch 
einige  Anwendungen  der  Analysis  auf 
die  Theorie  der  quadratischen  Formen 
gegeben  werden.  Die  bekannte  Reihe: 


convergirt  bekanntlich  nur  dann  und  dann 
immer  für  reelles  p,  wenn  p positiv  ist, 
vorausgesetzt,  dass  t>  und  a positive 
Zahlen  sind.  Es  kommt  jetzt  darauf  an, 
die  Summe  dieser  Reihe  für  den  Fall  zu 
eraitteln,  dass  p in*s  Unendliche  ab- 
nimmt.  Bekanntlich  ist 


wenn  /(x)  eine  beliebige,  in  den  Gren- 
zen X und  x-f  A stetige  Fnnction,  ^ 
irgend  ein  positiver  achter  Brach  ist 
(siche  die  Artikel  Taylorschcr  Sau  und 
Reihen).  Ist  also 


/■(x-f-A)  = /x-f  A/'(x-f* JA),  80  erhält  man  hieraus: 


(A+ö)  P = Ä op(Ä+^ö)“^~P 
(Ä+2fl)  ^=(A-f  «)”^— «p(A+«+ 

(A+3a)  (A+2a)“^  — ap(A-f-2rt+J'a)“^“P  , . . 

A^in  man  alle  diese  Gleichungen,  die  seUt  man  aber  ^ = 1 , so  wird  die 
sich  bis  ms  Unendliche  erstrecken,  so  Summe  verkleinert,  also : 
werden  sich  alle  Glieder  links  bis  auf  j j 

das  letzte  (A+im)  ^ wegheben,  dieses  £ JT  ~ TTTTTö*^  a 

aber,  da  n=oo  ist  und  p negativ,  der  «=0  (J+(«+l)a)  apA" 

Null  sich  nähern,  so  dass  man  hat; 


0=A~e- 


n = oo 


d.  h.  da 


“^«  = 0 (4+n«+9<i)^  + e 


(i+«a) 

^p)  beseiebnete  Reihe  ist: 


; — die  oben  mit 


oder 

1 « = oo  1 

«=0 

9 liegt  immer  iwischen  0 und  1.  Seiet 
man  also  9 z:  0,  so  wird  die  rechte  Seite 
der  Gleichung  vergrössert, and  man  erhält: 
a = üo  1 1 

a = 0 (A+iw)^*^^  opA^* 

22)  In  der  Oleichang; 


Da  für  unendlich  kleinei  ^ beide  Oren- 
len  eonach  zneammenfallen,  eo  hat  man 
al>  Oronxwerth  von 

Um 

«pA^ 

oder  da  ^ der  Null  sich  nihert; 

0(ji(<e)=I. 


22 


1 /o\i 


,j ; 


(«’  + 2&xy+ey‘) 
die  wir  in  Abschnitt  19)  betrachtet  ha 
wollen  wir  nun  diejenigen  Werth) 
Ton  w nsammennehmen,  wo  der  Divi 

•ionsrest  Ton  ~ denselben  Werth  hat 


1 

+ ^ + . . 

(«,j:‘+2i,jy+c‘y*)' 

alle  diese  Dirisionsreste  sind  in  2A  re- 
latiy  einfach^  weil  n selbst  so  beschaffsn 
war.  Man  erhUt  also  auf  diese  Weise 
alle  Zahlen,  die  kleiner  als  2A  and  su 
2a  relativ  einfach  sind. 


5 
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Diese  Zahlen  seien:  nnd  sei  ferner  s = l+p,  also: 


1 1,1 

T — = 2— . 1~T— + 

(2.  + (2,1/  + /.)^+'' 


WO  die  Snmmea  auf  die  Werthe  von  < 
gehen.  Also  wenn  man  q ins  Unendliche 

abnchmcD  lasst,  so  ergibt  sich  = 

als  Wcrlh  jeder  Reihe,  die  Anzahl  die- 
ser Reihen  aber  ist  y(2.*.),  unter  y(jr) 
die  bekannte  x&lilenthcoretisehc  Function 
verstanden,  welche  angibt,  wie  viel  Zah- 


len zu  einer  gegebenen  x relativ  einfach 
und  kleiner  als  diese  Zahl  sind.  Man 
hat  also: 

, 1 v(2.-) 

Wir  betrachten  nun  den  Ausdruck 
rechts; 


(oj-*  + (ff  iX*  + 2A,xy-f 


Es  ist  hierbei  nicht  grade  nüthig,  im 
Nenner  nur  die  rcducirten  Formen  jeder 
Klasse  zu  betrachten,  sondern  man  kann 
überhaupt  aus  jeder  Klasse  eine  beliebig 
als  Vertreterin  dieser  Klasse  nehmen. 
Auf  diese  Weise  kann  man  cs  stets  so 
einrichten,  dass  die  Cocfficientcn 
zu  2A  relativ  einfach  sind.  Es  sind 
dann  zn  setzen : 

j:  = 2A/  + ff,  y = 2. 

wo  t und  u alle  ganzen  Zahlen,  a und  y 
alle  Zahlen  von  ü bis  2A  — 1 vorstellcn 
und  immer  ist: 

■*^'“”mod2A’  ^”^mod2A’ 

Es  muss  also  jetzt 

a«’  -}-26ftj'4'C>'* 

relativ  einfach  zu  2A  sein,  aber  da  dies 
in  Bezug  auf  n stattündet,  so  kann  man 
auch  diesen  Ausdruck  mit  a multipli- 
ciren;  also  ist 

relativ  einfach  zu  2A* 

Sei  y zunächst  grade,  so  muss 
a«-\-by 

zn  2A  relativ  einfach  sein.  Setzt  man 
für  a alle  Zahlen  von  Null  bis  2A  — l» 
so  kann  man  für  den  Ausdruck  aa-^'lty 
alle  Reste  in  Bezug  auf  2A  setzen.  Es 
sind  dies  bekanntlich  dieselben  Zahlen, 
aber  in  andrer  Ordnung;  y(2A)  iet  die 
Anzahl  derjenigen  darunter,  welche  auch 
zu  2A  relativ  einfach  sind. 


Sei  jetzt  y ungrade  und  möge 
zunächst  grade  sein,  so  ist 
au-^by  ungrade  und  relativ  einfach  so 
A *u  nehmen,  d.  h.  auch  zu  2A»  »1*o 
der  Fall  ist  gaiii  wie  der  obige  zu  be- 
handeln. 

Seien  nun  gleichzeitig  y und 
A uugrade,  so  ist  (U(-\-by  grade  und 
relativ  einfach  in  Bezug  auf  A zu  neh- 
men; cs  sind  also  die  Zahlen  der  Reihe 
0,2,  4 . . . 2A-2 

zu  betrachten,  welche  zu  2A  relativ  ein- 
fach sind,  oder  was  dasselbe  ist,  man 
betrachtet  die  Zahlen  der  Reihe 

0,  1,  2 . . . A-1, 

weh-he  zu  A relativ  einfach  sind.  Ihre 
Anzahl  ist  also  7(A)t  da  aber  y(2)  = l 
ist,  so  hat  man 

y(^)='/C-2)7(A)=7(2A) 
und  immer  also  ist  die  fragliche  Anzahl 
= '/(2a)i  d.  h.  cs  entsprechen  jedem  y 
immer  y(2A)  Zahlen  a.  Da  die  Anzahl 
der  y aber  gleich  2A  ist,  so  hat  man 
2A*'/(2A)  Werthe,  die  den  u und  y 
entsprechen. 

23)  Diese  Entwickelungen  machen  cs 
jetzt  möglich,  die  Frage  zu  beantworten: 

„Wie  oft  w'ird  oj:* -}-264ry-f-«y*  nicht 
grösser,  als  eine  gcgcbcDC  Zahl  ff  wer- 
den, wo 

x = 2A/+cr,  y = 2A«+y 
gesetzt  wird,  a aber  eine  sehr  grosse 
Zahl  wird?“ 


Diese  Frage  ist  offenbar  gleichbedentcnd  mit  der  folgenden : 
„Wann  ist 
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Wir  setxeti: 

X y 

. 2a.  ,«  2A  y 

Ktf  Vff  Y<*  K» 

also  es  soll 

oi*+2Äf^+cv*^l 

wenlen. 

D«nkt  man  sK-h  unter  ^ nnd  tf  dif 
rechlwinklif'en  Coonlinatcn  eines  ^iik- 
teSf  so  stellt  immer,  wenn 

tf‘*  — nc=z  — 

also  negativ  ist,  die  Olcictiung 
fl{*+2ÄJ»7-i-c7*  = l 

eine  Ellipse  vor,  also  die  Ungleichheit 

ö £ * + 26  * = 1 

ornfa.sst  die  Coordinaten  aller  Punkte, 
die  innerhalb  dieser  Ellipse  oder  anf  ih> 
rem  Umfange  liegen. 

Berücksichtigen  wir  nun,  dass  diejeni- 
gen Werthe  von  £,  welche  uns  angehen, 
eine  arithmetische  Reihe  bilden,  ebenso 
wie  die  Wertho  von  ij,  und  dass  die 

2a 

Differensen  beider  Reihen  —“j=i  also 

V * 

unter  eiuander* gleich  sind,  so  ergibt  sich, 
dass  die  CcK>rdmaten  jedes  Punktes  rj 
g^en  den  vorhergehenden  um  dasselbe 
Stuck  wachsen,  dass  also  die  Punkte 
£,  7 Quadrate  innerhalb  der  Ellipse  bil- 
den. Wird  a sehr  gross,  so  wird  auch 
die  Anzahl  der  Quadrate  sehr  gross  wer- 

24)  ln  der  Summe: 

1 

^ TX7+ 

(ar’H-264:y+cy»)^'*"P  (« 


Fig.  8. 


den,  und  der  Inhalt  aller  nähert  steh 
immer  mehr  dem  der  Ellipse;  da  nun 

der  Inhalt  der  letztem  gleich  — ^ 

K A 

fsiehe  Artikel:  Ellipse  oder  Quadratur 
(geometrische)),  der  Inhalt  eines  Qua- 
drates aber  gleich 

(r)’- 

BO  kann  man,  wenn  S die  Anzahl  dieser 
Quadrate,  und  S sehr  gross  ist,  annlUie- 
rnngsweise  setzen: 

45a» ^ 

' "V'Ä 

oder : 

4a1 

Es  wird  also  S unabhfingig  von  a uud 
4 und  mit  a proportional. 


i+e+  • ■ 


denken  wir  uns  jetzt  a und  y bestimmt 
und  die  Ausdrücke  ax*+26:ry+cy*  ihrer 
Grosse  nach  geordnet,  so  dass  wir  mit 
dem  kleinsten  beginnen;  seien  dieselben 
gleidi 

Wir  setien  ferner 

/ =R0 

und  beweisen,  dass  mit  wachsendem  n 
sich  einer  Constante  nähert. 

Es  gibt  Dämlich,  wie  wir  angenommen 
haben,  n Werthe  welche  nicht 

grösser  als  / sind;  ist  aber  / gross, 


»4r»+26,j:y-i-c,y») 

so  war  die  Anzahl  dieser  Wertho,  nach 
der  obigen  Entwickelong  auch  gleich 
n/ 

— *«  Es  muss  also 

4a* 


« , 
n — .1« 

4A* 


und 


P = 


_4A*. 


werden,  wenn  wir  unter  P eine  Con- 
stante  verstehen. 

5* 


Digitized  by  Google 


Quadrat.  Form  (Zahlenlehre).  68  Quadrat.  Form  (Zahlenlehre). 


Man  kann  nnn  in  der  Seihe : 

1 1 


i+P  + ... 


II  BO  gross  annehmen,  dass  von  dem  sich  also  in  der  That  einer  constanten 
entsprechenden  Glicdc  an,  alle  p zwi>  Grenze. 


sehen 


F+cf  und  P— (T 


Wir  bezeichnen  nun  den  mit 


i+p 


fallen,  nJ  aber  so  klein  wird,  als  man  , . , mu  -i  • « » 

will;  dann  liegt  auch  jede»  l awisehen  ‘»eP»"«''*»«"  The.l  der  Re.he  durch  T, 
...  ® .-f  . ..  60  ist; 


ii(P— d")  und  ff (f* -f  d) , und  p nähert 

J 


1 


(p+d)^+e 

<T< ~i-r— e 


/ 1 1 


i+e 


) 


Es  ist  n&rolicb  für  l einmal  fi(/’+d)  endlich,  und  nähert  sich  wegen  des  Fac> 

, , tors  0 der  Kuli,  w’cnii  p ins  Unendliche 

und  einmal  «(P-d)  gesetzt,  wodurch  ^ . 

der  Werth  der  Reihe  im  ersten  Falle  ® I^*”**Ur  _*k  UaSV.»  :•*  i .v 

, Der  Werth  der  ganzen  Kerne  ist  also 
verklemert,  .m  letzteren  vergrOz.ert  w.rd.  Au«lrieke»,  der  Tiir  P ge- 

Der  Ausdruck  aber  in  der  Klammer  fwüden  wurde: 
nähert  sich  mit  abnehmenden  p,  wie  wir  ^ 

im  Abschnitt  21  gesehen  haben,  dem 

Werthe:  - (da  n = l ist);  also  cs  wird  Nun  war  unsere  Reihe 
F zwischen 

ZU  liegen  kommen,  und  schliesslich,  da 
auch  <f  ins  Unendliche  abnimmt,  sein: 

1 


1 


nur  der  Anadrnck  fUr 
1 


T= 


(ax'  + 2bxg+cji')‘ 

wo  a nnd  y einen  bestimmten  Werth 
Oer  nbrige  Tbeil  unserer  Reihe  aber  ist  heben.  Es  ist  nun 

1 1 

'^(ux* -t- 24xy-i-cy’)’^^(a,i*-l- 26,ay  + c,y>)*'*’ 

zn  bestimmen.  Oie  Anzahl  aller  Reiben,  die  den  verschiedenen  Werthen  von 
o und  y entsprechen,  war 

2A-»(2A); 

mit  diesem  Ausdrucke  ist  also  der  gefundene  Werth 


4a* 

ZU  mnltipliciren,  wegen  des  ausfallenden  Factors  a durch  p zn  dividiren  und 
schliesslich  das  Ganze  so  oft  zu  nehmen,  als  Klassen  ihr  eine  gegebene  De- 
terminante vorhanden  sind.  Sei  k diese  Klassenanzahl,  so  wird  also; 


^ X 

(ax*-t-  2ixy-|-cy’)^^^ 


+ X- 


1 


(a,x«  -|-2i.xy-l-c,y*)^  + P 

*y(2A)n  • 2a  *uy(2A) 


4pA’ 


2p  A 


I 
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2J- 


■«•-1 

8 


and  da 

1 _ t(2A) 

n‘  %1  + P 2 Ae 

war  (Abtchniu  22) , so  ergibt  sich  aus 
dem  Vergleiche  beider  Summenwerthe : 
*^</(2a)  _ 2^(2  A ) 

2a^p  ~ 

d.  h. 


(4)=<-)‘ 

hinznkommen.  In  jedem  Falle  also  wird: 

"-1  B*-l 


r(")i. 
\ n / « 


2 


8 


(^)i. 


n \n/  n 


und 

t gleich  +1  für  nngratle  Detcrminanlen, 
gleich  —1  für  grade  Determinanten  ist. 

Wie  .Chon  öfter,  bei  ihnlichen  Unter-  triS[“.o”utV’‘ 
taebnngen  bemerkt  wurde,  i.t,  wenn 

D oder  _^  = _l  * ® J'orm  4A-I-1, 

wird , noch  mit  2 zn  multipliciren.  In 
diesem  Falle  i.t: 

1 

-3- + -5 -T+--). 


.=l„. 


gleich  -1-1,  wenn  d von  der  Form  4*-)-3 

ist.  Die  einfachen  Factoren  von  d .eien 
Jetzt 

PPi.P.,  • . • 

also : 


IIS  uctu  ATUmCi 

quadratischer  Best,  bei  demjenigen  Be- 
weis de.  Keciprocitatgeectzes,  welcher  von 
Dirichlct  berrUhrt,  entwickelt  finden  wird, 
i.t  nun; 


da  die  Zahlen  abwechselnd  vonderForm 
2a-+-l  nnd  2a-f-3sind,  also  ^ auch 

abwechselnd  +1  und  -1  wird  »i  u ■ ^.  . . 

2b)  Nach  einem  von  Dinchlet  herrüh- 
25)  Für  den  allgemeinen  Fall  aber  ist  renden  Satz,  den  man  in  dem  Artikel 
cs  jetzt  noch  nöthig,  den  Ausdruck'  Tt««*  u-;  a — , — : — t,. 

. \ « / M 

aa  summiren. 

Möge  die  Determinante  ,mit  keinem  s=p— 1 2asni 
quadratischen  Factor  behaftet  sein.  £s  r — 

sind  dann  noch  die  beiden  Fälle  zu  un-  ^ 

terscheiden,  wo  sie  grade  nnd  wo  sic  « = 1 ^ 

ungrade  ist.  Im  ersteren  Falle  wollen 
wir 

D=-2d, 

im  letzteren 

D=-d 

setzen.  Es  findet  also  immer  das  Ked- 
prodtätsgesetz  der  quadratischen  Reste 
für  d statt,  d.  h. 

d — 1 n— 1 
2 "2 


wo  n eine  beliebige  Zahl,  immer  dann, 
wenn  »1  nicht  durch  p theilbar  ist  Fin- 
det diese  Bedingung  aber  nicht  statt,  so 
ist  die  Summe  links  stets  gleich  Null, 
i ist  hier  der  Ausdruck  für  }A_l. 

Es  ergibt  sich  hieraus,  also  für  nn- 
sem  Fall  immer,  da  n zu  d eine  relative 
Primzahl  war: 

s2arti 


(ir)  = v(i)  ~ 

Für  den  Fall  aber,  wo  2')  ist,  Yp 

xnnsa  wegen  des  Factors  2 in  den  Sum* 
menaasdruck  noch 


also: 


. i 

s 

* 

« 1 

l 2 J 

1 ( 

l 2 J 

1 ( 

l 2 ) 

Vp 


2 

s = l 


mm) 


. . . e 


• • )2»«} 
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Nun  ist: 

P Pi  P,  > ^P  P,  P,  ' « 

Man  kann  aber  auch  statt  der  Grössen  — ihre  Koste  nach  d scUen.  Es  wird 

P 

dann  derselbe  Kest  nicht  2 Mal  Vorkommen,  denn  sei 
fd  »,d  _ ^ 

7”^ 77+  • • • =7"^  77^  ’ ' ' 

SO  müssten  beide  Ansdrfleke  links  und  Man  bekömmt  nun  soviel  Ucste  als 
rechts  auch  nach  p und  p^  congruent  Verbindungen 
sein.  Alle  Grössen  ausser  einer  links  s n .. 

id  ad 

— und  einer  rechts  — sind  über  durch  ’o’ * * ' 

p p r ri  r* 

p theilbar,  es  müsste  also  auch  sein:  Vorkommen,  d.  h. 

- = (p-l)  0..-1)  (p.-i)  . . . 

p p mod.  p 

d , , . , . ist  die  Anzahl  derselben.  Es  ist  dies 

und  da  - nicht  durch  p theilbar  i»t,  »o  Zahl,  welche  bekanntlich  au- 

muss  dies  mit  «-ff  der  Fall  sein.  gibt,  wieviel  Zahlen  kleiner  als  d und 

Diese  beiden  Zahlen  sind  aber  aus  der  *u  d relativ  einfach  sind, 

Reihe  0,  1,  2 . . . p — 1 zu  entnehmen, 


es  ist  dies  also  nur  möglich,  wenn  s = a 
ist.  Ebenso  müsste,  im  Falle  die  beiden 
verglichenen  Ausdrücke  gleiche  Reste  ha- 
ben sollten,  auch 


Es  kann  also  jede  der  entspre- 
chenden Zahlen  auch  nur  einmal 
Vorkommen,  ist  nun 


jd  s.d  s.t) 

— + + 
P Pi  Pi 

so  ist  auch: 

»d 


mod.  pf 


p ~ * mod  p, 


Die  erhaltenen  Reste  sind  aber 
auch  relativ  einfach  zu  d,  denn 
hatte  einer  mit  d den  Factor  p gemein, 

80  müsste  auch 

«d  «.d  «,d  «läo: 

— -t— ^ -f  — -t-  . . . 

P P,  Pi 

diesen  Factor  haben,  also  auch  das  erste 

Olied  — , da  er  in  allen  andern  Glic-  Indem  man  in  dieser  Weise  fortrihrt, 
p ...  erhalt  man  nach  und  nach  für  Fs*  Pi 

dem  wirklich  vorhanden  ist.  Dies  ist  , , ^ Combinationen  der  p und  alle 

unmöglich,  da  - diesen  Factor  nicht  Zf P 'f  "7,  ‘'P'i««  7" 

^ * p alle  so  entstehenden  Gleichungen,  so  hat 

besitzt  und  s kleiner  als  p ist.  man  dann: 

(f)fe)fe)  ■ (;-)(?)  ■ ■ • 4) (,i)  =G) 


oder 


fe)40C-r)(j;)-'<-‘> 


.('i-+-7+  ■ ■ ■ ) 


Es  war  aber: 


(L+fj.4.fj.+  . .)  2i.ni 
Pi  Pi  ' ’ 
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‘2  2 


aUo  mnitiplidrt  man  hiermit  den  Ausdruck  fiir  so  kommt  die  Exponen- 

tiaigrössc : 

Es  lässt  sich  nher  auch  beweisen,  dass 

P-:i+C*.-i+P.^ , 

2 2 2 ^ 2 mod.2 

ist.  Denn  scUcn  wir  - :s  r,  also 

p = 2r+l,  p^=2r^  + l,  p,=2r,  + l . . 

so  wird 

o = l4-2(r+r,+r,-f  . . . )+X, 

wo  l durch  4 theilbar  ist,  wie  man  ersieht,  wenn  man  durch  Multiplication 

d = pp,p,  ... 

bestimmt.  Es  ist  also  auch : 

d-l  = 2(r  + r,  + r,+  . . . ) . . 


-^  = r+r,  + r,+  . 
aas  diesem  Grunde  kann  man  setzen. 


mud.  2 , 


-('-ii+V+'f-'*  • ■ • )=r(-i-)’ 

I I 

Durch  diese  Entwickcluugen  vereinfacht  sich  der  für  gefundene  Werth  der 
Art,  dass  man  hat: 


— 1\>  2ntni 


oder  = 0, 


je  nachdem  i»  zu  d relativ  einfach  ist  27)  Der  Ausdruck  für  die  Klassen- 
oder nicht.  Der  imaginäre  Theil  des  anzahl  der  Formen  mit  gleicher  Deter- 

Ausdruckes  links  muss  verschwinden,  minantewar:  _ 

Es  ist  sonach,  wenn  t_2V^d  .ll'ü.'ll 

0=1,.  rr  \e)/  ti  ’ 

wenn  d von  der  Form  4k  + 3 , und  die 
d.  h.  wenn  d eine  Zahl  von  der  Form  Determinante  ungrade  ist.  Es  möge  2* 
4>+l  ist  als  Snmmenzeichen  auf  alle  Zahlen  sich 

1 /^\  2ntn  /n\  erstrecken,  die  zu  0 relativ  einfach  sind; 

setzt  man  dann  für  seinen  eben  ge- 
ht aber  fundenen  Werth,  so  ist  die  Bedingung, 

d = 3 t i dass  n und  d relativ  einfach  waren,  nicht 

*’  weiter  zu  beachten,  denn  diejenigen  GUc- 

d.  h.  von  der  Form  4i +3,  so  ergibt  sich : der,  bei  welchem  dies  nicht  stattfindet, 
< V n . /V  geben  ja  für  den  entsprechenden  Sum- 

— ^(-l  sin  = oder  = 0.  mentheil  den  Werth  Null,  verschwinden 
fd  'd/  d Vd/  * ajgo  junn 
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1 2^1  V<\  . 2nfn  2/t\  ,1 


2ntn 


Man  hat  bekanntlich  ffir  die  Sammo  £ folgenden  Summenausdruck: 


sin  X j sin  3j-  , sin  5x  , 

“I“ 


^+4’ 


wenn  x swischen  den  Grenzen  0 und  n liegt,  und 

sin  jr  ^ sin  3x  , sin  5x  , _ tt 

1 ■ ■ ■ ““4’ 

wenn  zwischen  den  Grenzen  0 und  unterscheiden;  dann  ist: 
—n  liegt.  Man  hat  also  hier  den  ersten 
Werth  zu  nehmen,  wenn 
d 

'^2* 

und  den  zweiten,  wenn 
d 

'^2' 

ist.  Wir  wollen  diese  beiden  Werth- 
arten von  I durch  die  Buchstaben 


Zieht  man  eine  zu  d relativ  einfache 
Zahl  von  d ab,  so  orb&lt  man  wieder 
eine  zu  d.  relativ  einfache  Zahl;  es  ist 
also  immer 


t,  gleich  einem  der  Werthe  d— 


und 


t.  und 


Es  ist  aber 


da 


positiv  ist,  über  die  Anzahl  der- 
jenigen, die  kleiner  als  ^ und 

ist,  wenn  d die  Form  4k+3  hat,  also  mit  ^ relativ  einfach  sind,  aber 


ie  Form  4^ 


wo  negativ  ist.“ 


d.  h. 


Ans  diesem  höchst  wichtigen  Satze 
folgt  auch  zugleich,  „dass  bei  Mo- 
„Die  Klasscnanzahi  der  «jna-  dnlcn  von  der  Form  4*  + 3 mehr 
dratischen  Formen  zu  der  De-  Zahlen  Vorkommen,  welche  un- 
terminantc  d,  die  gleich  4*  + 3 ter  dem  halbenModnI  liegen  und 
ist,  ist  gleich  dem  Uebcrschnss  /|  \ 

der  Anzahl  derj  eni  gen  Zahlen  I,  positiv  ist,  als  solche, 

die  kleiner  als  ^und  zu  d relativ  „„  Q negativ  ist.“  Es  muss 

einfach  sind  und  wo  zugleich  nämlich  die  Klasscnanzahi  h Jedenfalls 

\d/  positiv  sein. 

28)  Möge  jetzt  d von  der  Form  4*  + l sein.  Es  ist  dann; 

«—1  «-1 


aber 


_ ^^2  cos3jt  cos5x 

S = cosx  “• — — H 

n 3^5 


ein  Ausdruck,  der  gleich  ~ wird,  wenn  x in  den  Grenzen  0 und  ^ liegt,  dagegen 
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gleich  - wenn  x iwiechen  - um!  j liegt,  wieder  +|,  wenn  * »wi.chen 

^ Ji  und  2rr  liegt 
Möge  ntiD  liegen 

li  zwischen  0 nnd  *7, 

. . d 3d 

zwischen  y and 

4 4 

<1  zwischen  -j-  and  d, 

4 


zusserdem  aber  I,  = d— woraus  folgt, 
dass  die  dritte  Somme  gleich  der  ersten 
ist  Also  hat  man 

Theilt  man  noch  die  letzte  Summe  in 
2 Theile,  je  nachdem 


falls 
ch 

'(!)=«  , 


and  da  ebenfalls 

4 

war,  so  ist  aach 


oder 


liegt, 


zwischen  ^ und  ^ 


I,  zwischen  ^ und  -r- 
« 4 


Die 

und 


aber  bestehen  aus  allen  mit  l| 
, bczeichnetcn  Zahlen,  cs  ist  also 


I\ 

und  dcishalb: 


kann  man  statt  der  ganzen 
Somme  den  ersten  Tbeil  derselben  dop- 
pelt  nehmen,  and  es  wird: 


Ct)-(^)=« 


Denn  bedeutet  s irgend  eine  Zahl,  die 
kleiner  als  — und  zu  d relativ  einfach 
ist,  und  s'  die  Zahl  d— s,  so  ist  offenbar: 


4)-G> 


da  s nnd  s'  complcmcntäre  Zahlen  sind. 

Versteht  man  aber  jetzt  unter  u alle 
zu  d relativ  einfachen  Zahlen  von  Null 
bis  d,  so  ist 


wo  0<f|  <7  zu  setzen  ist:  d.  h.: 

4 

„Ist  die  Determinante  von  der  Form 
4A-hl,  so  ist  die  Klassenanzahl  gleich 
dem  doppelten  Ueberschuss  der  Anzahl 
aller  zur  Determinante  relativ  einfachen 

Zahlen,  die  kleiner  als  7 sind,  nnd  wo 
4 

positiv  ist,  über  die  Anzahl  derjeni- 


negativ  ist.**  Auch  folgt 


G) 


denn  man  erhält  alle  w,  wenn  man  d 
in  seine  einfachen  Factoren  zerfällt,  diese 
beliebig  corobinirt  and  alle  Zahlen  nimmt, 
die  in  keiner  dieser  Combinationen  anf- 


geben.  Dann  zeigt  sich,  dass  eben 
ositiv  als  negativ  wird. 

©-G)«6)=». 


Es  ist 


gen,  wo 

hieraus,  „dass  cs  unter  den  Zahlen,  wel- 
che kleiner  als  der  vierte  Theil  des  Mo- 
dal sind,  mehr(gibt,  wo  positiv  ist, 

als  solche,  wo  negativ  ist“ 

Die  Ausdehnnng  eines  Theiles  dieser 
Betrachtungen  auf  die  Theorie  der  qua- 
dratischen Reste  mit  positiver  Determi- 
nante würde  grössere  Schwierigkeiten 
machen,  und  ist  In  Bezug  auf  dies  und 
die  Ausführung  dieser  Theorie  überhaupt 
auf  die  gleich  anznfttbrenden  sahlentheo- 
retiseben  Werke  und  Abhandlungen  hin- 
zuweisen. 
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Jedoch  wollen  wir  hier  noch  einen 
Satz  Ober  Formen  mit  poaitircr  Deter- 
minante geben. 

20)  ^Yir  haben  oben  Abschnitt  15  ge- 
sehen, dass  für  eine  gegebene  negative 
Determinante  nur  eine  endliche  Anzahl  re- 
ducirter  Formen  möglich  war.  Wir  wollen 
schliesslich  diesen  ^>atz  noch  Air  positive 
Determinanten  beweisen.  Es  ist  bei 
einer  reducirten  Form 

26, 

also 

46*~ae. 

Es  kann  also 

6*  — = /) 

nur  dann  positiv  sein,  wenn  ne  negativ 
ist,  d.  h.  wenn  a und  c nnglcicho  Vor- 
zeichen haben.  Die  rcducirtc  Form  hat 
also  immer  die  Gestalt: 

ax  * -j-26xy  — ry  * , 

wo  unter  a und  c Zahlen  mit  gleichem 
Vorzeichen,  beide  positiv  oder  beide  ne- 
gativ, verstanden  sind,  und  die  Deter- 
minante ist: 


D = 6’  + «c  j 

da  46*^<ic  war,  so  ist  dieser  Ausdruck 
immer  kleiner  als  oder  höchstens  gleich 


Setzt  man  also  in 

/>  — 6*  = 


für  6 alle  Werthe, 


die  kleiner  als 


sind,  so  roOssen  die  entstehenden  Werthe 
von  D— 6*  sich  in  2 Factoren  zerlegen 
lassen , und  die  Anzahl  der  reducirten 
Formen  für  die  Determinante  D kann 
nicht  grösser  sein,  als  die  Anzahl  der 
Arten , auf  welche  alle  Ausdrücke  von 
D— 6*  sich  in  2 Factoren  zerlegen  las- 
sen, ist  also  jedenfalls  endlich. 


30)  Die  Theorie  der  quadratischen 
Formen  hat  ihren  Ausgangspunct  in  der 
Auflösung  der  unbestimmten  quadrati- 
schen Gleichungen  mit  2 Unbekannten 
durch  ganze  Zahlen  genommen.  Da  cs 
sieb  hierbei  darum  handelt,  die  Anzahl 
der  Darstellungen  einer  ganzen  Zahl 
durch  eine  quadratische  Form,  d.  h.  die 
Arzahl  der  Wurzeln  der  Gleichung 
f(x,  y)  = 0, 

WO  /*(x,  y)  eine  ganze  algebraische  Func- 
tion zweiter  Ordnung  von  x und  y mit 
ganzen  Coefheienten  ist,  zu  übersehen, 


so  ist  diese  Aufgabe  Grund  einer  neuen 
Theorie  geworden,  so  wie  die  Verein- 
fachung dieser  Gleichung  auf  die  Traiis- 
füimationsmothodcn  geführt  hat.  Als 
Schöpfer  dieser  Theorie  ist  La  Grangc 
zu  betrachten,  dessen  Abhandlungen  aus 
diesem  Gebiete  sich  namentlich  in  den 
Denkschriften  der  Berliner  Akademie 
finden.  Das  bis  dahin  Vorhandene  hat 
Legendre  in  seiner  „Theorie  des  nom~ 
6rrs'*  (erste  Ausgabe  17119,  3tc  von  ihm 
noch  selbst  besorgte  Ausgabe  von  1833) 
gesammelt  und  erweitert.  In  dem  be- 
rühmten Werke  von  Ganss  „disquisUio- 
nes  arithmelicae"*  (Erste  Ausgabe  von 
1801,  jetzt  neu  erschienen,  1863,  als 
Anfang  der  von  der  Göttinger  Akademie 
besorgten  Ausgabe  von  Gauss’s  simmt- 
lichen  Werken)  sind  der  Theorie  der 
quadratischen  Formen  ganz  neue  Stand- 
punctc  abgewonnen  und  durch  die  Sfitze 
über  Klasscneinthcilung,  Gruppen  der 
Darstellungen  u.  s.  w.  diese  Theorie  im 
Gegensatz  zur  Behandlung  der  unbe- 
stimmten quadratischen  Gleichungen  als 
eine  selbständige  Lehre  hingestcllt  wor- 
den. Einem  Thcil  der  Gaussischen  Sätze 
ist  durch  Lejeune- Dirichlet  ein  neuer 
Standpunct  abgewumicn  worden,  indem 
er  auf  sie  Betrachtungen,  die  der  Ana- 
lysis entnommen  waren,  unwandte.  Es 
gelang  ihm  dadurch  die  Gauss*schen 
Sätze  auf  eine  minder  abstracte  Art  zu 
beweisen,  und  dadurch  im  höhern  Grade 
znm  wissenschaftlichen  Gemeingut  zu 
machen , zugleich  aber  diese  Theorie 
wesentlich  zu  erweitern.  Seine  Arbeiten 
in  diesem  Gebiete  sind  sowohl  in  den 
Abhandlungen  der  Berliner  Akademie, 
namentlich  aber  auch  in  Crelle's  Journal 
für  die  reine  und  angewandte  Mathema- 
tik enthalten. 

Wir  fuhren  hier  an: 

„.Sur  l'nsage  des  scries  inßnies  dans  ta 
theorie.  des  nomhres**  (Grelle  Band  18, 
Seite  259), 

fyRecherckes  sur  d'tterses  applieations  de 
Tnualyse  infiniiesimatey  rt  ta  theorie 
des  nombres  : premiere  parlie  (Grelle 
Band  19,  Seite  324),  seconde  parlie 
(Band  21,  -Seite  1), 

Die  von  Dirichlet  begründete  Anwen- 
dung der  Analysis  auf  die  Zahlcntbeorie 
hat  in  neuerer  Zeit  bedeutende  Erweite- 
rung gefunden,  namentlich  sind  Kum- 
mer, Liouville,  Hermite  auf  diesem  Felde 
ihätig  gewesen. 

Die  Ausdehnung  der  Theorie  der  qua- 
dratischen Formen  auf  Formen  höheren 
Grades  Ist  in  neuester  Zeit,  namentlich 
durch  Kunimer*s  berühmte  Arbeiten  er- 
folgt. 
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Ein  andres  Verdienst  hat  sieh  Diricli- 
Ict  auch  durch  die  im  Verfolge  seiner 
Universitfttslaufbahn  öfter  wiederholten 
Voiiesongcn  über  die  Zahlcnthcoric,  iia> 
mentlich  mit  Bexug  auf  die  quadratischen 
Eonaen  erworben,  and  ist  er  w*ohl  als 
derjenige  zu  betrachten,  der  die  Kennt- 
nisse hiervon  zaerst  in  weitere  Kreise 
hineingetragen  bat. 

Bei  der  hier  gegebenen  Uebersicht  ist 
neben  andern  Arbeiten  von  Gauss  and 
Dirichlet  auch  ein  Thoil  einer  dieser 
Diricbletschen  Vorlesnngen  benatzt  wor- 
den, was  wohl  keinen  Anstand  finden 
dürfte,  da  diese  Vorlesangeu  unter  dem 
Titel:  „Vorlesangen  über  die  Zahlcntheo- 
rie  (herausgegeben  von  Dcdckind)‘‘  bereits 
im  Dmcke  erschienen  sind. 

audr&tiflche  Gleichugai. 

1)  Jede  algebraische  Gleichung  mit 
einer  oder  mehreren  Unbekannten,  heisst 
quadratisch,  wenn  sic  aofdle  Form  einer 
ganzen  algebraischen  Function,  die  gleich 
Null  ist,  gebracht  werden  kann,  in  wel- 
cher kein  Glied  die  Unbekannten  in  c'ner 
höbem  Dimension,  als  der  2tcn  enthält. 
Die  Gleichung 

jT*-t-5sf**+3  = 0 

ist  also  keine  quadratische,  weil  zwar  x 
and  y einzeln  in  keiner  hohem,  als  der 
2ten  Potenz  Vorkommen,  das  Glied 
5y*x  aber  in  Bezug  auf  beide  Unbe- 
kannten von  der  3tcn  Dimension  ist. 

* Die  Frage , ob  eine  Gleichung  qua- 
dratisch ist  oder  nicht,  kann  also  erst 
entschieden  werden,  wenn  sie  auf  die 
Form  einer  ganzen  algebraischen  Func- 
tion, die  gleich  einer  Constanlen  ist, 
gebracht  worden  ist. 

So  z.B.  ist  die  Gleichung 
»—4  1 

i^+3  x-2“*' 

eine  quadratische,  obgleich  sic  in  dieser 
Gestalt  nur  erste  Potenzen  von  .tr  ent- 
hält, denn  schafft  man  die  Neuner  weg, 
vereint  die  zusammengehörigen  Glieder, 
so  kommt: 

5x*  + 13x-41=0. 


;>  und  7 kOnnon  positive  und  negative, 
im  Allgemeinen  auch  imaginäre  Zahlen 
sein;  auch  kOnnen  sic  ganz  gebrochene 
oder  irrationale  Wertho  haben. 


Um  diese  Gleichung  auizalOscD,  kann 
man  sie  noch  auf  die  Form  bringen 

nnd  durch  Hinzufügung  des  Ausdruckes 


+ auf  beiden  Seiten  der  Gleichung 

das  erste  Glied  derselben  in  ein  voll- 
ständiges Quadrat  umwandcln.  Ks  ist 
dann: 


Unter  dieser  Form  ist  die  Gleichung 
durch  Ausziehen  einer  Quadratwurzel 
aufzulOsen.  Also : 


Der  Wurzel  aber  ist  das  doppelte  Vor- 
zeichen zu  geben,  da  sie  sowohl  positiv 
als  negativ  sein  kann.  Die  Gleichung 
hat  also  immer  2 AnflOsungen: 


2)  Dieser  Umstand,  dass  es  2 AuflO- 
sungen  oder  Wurzeln  einer  quadratischen 
Gleichung  gibt,  ist  wichtig.  Zu  solchen 
Gleichungen  führen  in  der  That  oft  Auf- 
gaben, die  einer  zweifachen  Lösung  fflhig 
sind.  Bei  anderen  Aufgaben  allerdings 
hat  oft  die  eine  Wurzel  ffir  diese  gar 
keine  Bedeutung,  insofern  ihr  Werth  für 
dieselbe  keinen  Sinn  gibt. 

Wir  wollen  dies  an  Beispielen  zeigen. 
Bekanntlich  ist  die  Formel  für  die  Summe 
S einer  arithmetischen  Progression,  deren 
erstes  Glied  a,  deren  Differenz  6 and 
deren  Glicderanzabl  n ist: 


S=na+’'^h. 


Die  scbliesslichc  Form,  auf  die  sich 
eine  quadratische  Gleichung  bringen  lässt, 
ist  somit  allgemein 

Ax*-f-l?x-hC=Ü, 

also  wenn  man  ink  A dividirt  und 


seut: 


Stellt  man  sich  nun  die  Aufgabe,  aus 
•S,  a und  b die  GrOssc  n zu  finden,  so 
ist  eine  quadratische  Gleichung  zu  lösen. 

Sei  z.  B. 


and 
so  ist: 


das  erste  Glied  n = 3, 
die  Differenz  6 = 2, 

die  Summe  5=1G8, 
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oder 

«’+2rt  = 168. 

Vergleichen  wir  diese  Gleichung  mit  dem 
in  1)  «ufgostclUcn  allgemeinen  Schema, 
so  ist 

p-%  v=— lü8, 

also 

und  die  beiden  Werthe  ron  n sind,  da 

Vm=:l3, 

ist 

n=:12  und  « = — 14. 

Man  sieht  aber,  dass  eine  Reihe  keine 


negative  Anzahl  von  Gliedern  haben 
kann,  weshalb  der  Werth  —14  hier  za 
verwerfen  ist. 

Solche  Wurzeln  wurden  früher  auch 
„falsche  Wurzeln  der  Gleichung“  ge- 
nannt. Ihr  Falsches  bezieht  sieb  indess 
keincsw'cges  auf  die  Gleichung  selbst, 
sondern  nur  auf  die  Aufgabe,  welche 
zur  Gleichung  führte. 

Uro  aber  auch  ein  Beispiel  dafür  za 
geben,  dass  zuweilen  beide  Wurzeln  zur 
vollständigen  Lösung  der  Aufgabe  nö- 
tbig  sind,  wollen  wir  die  bekannte  geo- 
metrische des  goldenen  Schnittes  betrach- 
ten: „Es  ist  von  einer  Linie  ein  Segment 
abzQschneidcn,  welches  die  mittlere  Pro- 
portionale zwischen  dem  andern  Segmente 
der  Linie  und  dieser  selbst  ist/* 


Fig.  9. 


Bezeichnen  wir  die  Linie  AB  mit  m, 
das  abzuschnctdcndc  Segment  AC  mit  Xj 
so  ist  das  andre  Segment  ÄC=m— x; 
es  muss  also  sein : 

= .z) 

oder  t 

x^  + mx  = m*. 

Also  wenn  man  in  die  Aoflösungsfor- 
meln : 

p = m,  yrr  — m* 

setzt: 


also  wenn  man  den  Ansdnick  unter  dem 


Wurzelzeichen  nmgostaltot,  ergeben  sich 
•die  beiden  Wcribe  von  x: 


und 

Da  aber  ]/5>l  ist,  so  übersieht  mjin, 
dass  der  erste  Werth  von  .r  positiv,  der 
zweite  negativ  ist.  Nun  scheint  aller- 
ding.s  auf  den  ersten  Blick  der  Begriflf 
eines  negativen  Segments  einer  Linie 
keinen  Sinn  zu  geben.  Indess  weiss 
man,  dass  wenn  die  Richtung  einer  Linie 


Fig.  10. 


von  Ä nach  B hin  als  positiv  betrachtet 
wird,  die  entgegengesetzte  von  B nach 
A als  negativ  zu  nehmen  ist.  Die  ne- 
gative Wurzel  deutet  also  an,  dass  auch 
ein  Stück  AC  in  der  entgegengesetzten 
Richtung,  also  in  der  Verlängerung  von 
AB  über  A hinaus  abgeschnitten  werden 
kann,  derart,  dass 


AC^zzAB-BC 

ist.  Das  andre  Segment  BC  ist  in  die- 
sem Falle  grösser  als  die  Linie  AB. 

S)  Betrachten  wir  jetzt  die  beiden 
Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 
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y positiv,  aber  kleiner  als 


etwas  niher.  p und  q sollen  reell  sein. 
8o  lange  q negativ  ist , wird  der  Ans> 

druck  — y immer  positiv  sein,  und 

dies  ist  noch  der  Fall,  wenn 

(?)■ 

ist.  oder  was  dasselbe  sogt,  so  lange 
p*>iq 

ist.  Wird 

p*  <4y, 

so  ist  der  Ausdmek  unter  dem  Wurzel* 
seichen  negativ  und  die  Wurzel  seihst 
imaginär. 

Es  hat  also  jede  quadratische  Glei- 
chung entweder  2 reelle  oder  2 iniagi- 
Dtre  Wurzeln,  je  nachdem  q analytisch 

genommen  kleiner  oder  grösser  als 

ist ; in  den  ersten  Fall  sind  nAmlich  die 
negativen  Werthe  von  q mit  inbegriffen. 

Uebertragen  wir  das  Gesagte  noch  auf 
die  Gleichung  in  ihrer  ersten  Gestalt: 
Ax*-hBx  + C=0, 

so  ist  für  p,  -r  mr  y zu  setzen,  nnd 

A A 

es  hat  die  Gleichung  reelle  oder  imagi- 
näre Wurzeln,  jo  nachdem 
C 

kleiner  oder  grosser  als  -r~j~ 

A 4A* 


(9’ 


oder 

g»  C 
4A>  ~Ä 

positiv  oder  negativ  ist.  Der  letzte  Aus- 
druck ändert  sein  Zeichen  nicht,  wenn 
man  ihn  mit  der  immer  positiven  GrOsse 
4A*  moltiplicirt,  nnd  es  kommt  daher 
auf  da«  Zeichen  von 

B*-iAC 

an. 


Die  Auflösung  der  qnadratischen  Glei- 
chung bat  Anlass  zur  Einführung  des 
Imaginären  in  die  Algebra  nnd  Analysis 
gegeben.  Da  nämlich  viele  Aufgaben, 
z.  B.  geometrische  anf  quadratische  Glei- 
chungen mit  ganz  unbestimmten  Coefh- 
cienten  führen,  so  sicht  man  sich  genö- 
thigt,  diese  Gleichungen  aufzalüsen,  ohne 
SU  wissen  f ob  sie  zu  reellen  oder  ima- 
ginären Werthen  führen.  Wenn  man 
nun  mit  den  Werthen  von  j;,  die  sich 
durch  diese  Auflösung  ergeben,  weiter 
operirt,  so  kann  es  Vorkommen,  dass 
man  in  der  That  mit  imaginären  Grös- 
sen rechnet,  auf  welche  man  die  Gesetze 
des  Rechnens  mit  reellen  Grössen  eben 


übertrügt.  Das  Kesoltat  einer  solchen 
Rechnung  kann  dann  wieder  reell  sein. 
Wenn  man  z.  B.  die  beiden  Wurzeln 
der  quadratischen  Gleichung  addirt,  so 
kommt  die  reelle  Grösse  — p als  Summe 
heraus.  Es  kann  aber  auch  der  Schluss 
der  Rechnung  zu  einer  imaginären  Grösse 
rühren,  und  im  Falle  z.  B.  einer  geo- 
metrischen Aufgabe,  ist  dies  das  Zeichen 
dafür,  dass  die  gestellte  Aufgabe  zwar 
an  sich  nichts  Widersinniges  habe,  dass 
aber  die  Zaiilenwerthc,  welche  man  den 
Raumgrössen  gegeben,  nicht  derart  sind, 
um  ein  Resultat  möglich  zu  machen. 

In  keinem  Falle  aber,  sieht  man,  kann 
man  sich  des  Rechnens  mit  imaginären 
Grössen  cntschlagcn. 

4}  Es  ist  noch  zu  erörtern,  in  welchen 
Fällen  die  W^urzelu  positiv  und  negativ 
sind.  Wie  in  der  Geometrie  die  imagi- 
nären Grössen,  so  geben  in  andern  Dis- 
ciplinen  die  negativen  keinen  Sinn,  wie 
z.  B.  in  dem  Falle,  welchen  wir  in  Ab- 
schnitt 2)  behandelten,  wo  cs  sich  um 
eine  Anzahl  handelte.  In  solchen  Fäl- 
len ist  also,  je  nachdem  eine  oder  beide 
Lösungen  negativ  sind,  die  Aufgabe  nnr 
einer  oder  gar  keiner  Lösung  fi^ig. 

Sei  zunächst  y positiv,  aber  kleiner  alz 

immer 

I (l)’-,  kleiner  «1.  |j 

ist  also  p negativ,  so  wird  sowohl  der 
Ausdruck 


als  auch 


positiv  sein,  da  der  erste  Ausdruck  aus 
2 positiven  Theilon  besteht,  im  zweiten 
aber  der  positive  Thetl  überwiegt,  ist 
dagegen  p positiv,  so  sind  beide  Aus- 
drücke negativ,  da  im  ersten  der  negative 
Theil  überwiegt,  im  zweiten  beide Theüe 
negativ  sind. 

Sei  jetzt  y negativ,  so  ist 


)/(9’  +y  immer  grösser  als 


es  ist  also,  wenn  p positiv  ist,  in  der 
ersten  Wurzel  der  positive  Theil  über- 
wiegend, in  der  letzten  beide  Theilc  ne- 
gativ; ist  p negativ,  so  sind  in  der  ersten 
Wurzel  beide  Theüe  positiv,  in  der  zwei- 
ten der  negative  Theil  Überwiegend.  Bei 
negativem  y ist  also  immer  die  eine 
Wurzel  negativ,  die  andre  positiv,  wie 
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auch  das  Zeichen  von  ji  beschaffen  sei.  5)  Bei  Einführung  der  QrOssen  B,  C 
Hieraus  ergibt  sieh  folgende  Tafel  für  nehmen  die  Wareelwerthe  die  Oeatalt  an : 
die  Besthaffenheit  der  Wurieln; 

Fall  I.  ? positiv  und  kleiner  als 


-iAC 


©■ 


und 


«) 

h) 


p ist  positiv: 

2 negative  Wurtcln. 
p Ist  negativ: 

2 positive  Wurzeln. 


B 1 , 

2/1 

So  einfach  diese  Ausdrücke  auch  sind, 
so  sind  sic  in  dieser  Gestalt  doch  für 
das  logarithmisehc  Rechnen  sehr  unbe- 
quem, falls  v4,  C Irrationalzahlen 
Fall  II.  q positiv  und  grösser  als  tnler  Decimalbrüche  mit  mehreren  Slel- 
/ p\*  len  sind. 

\2/  Man  hat  daher  verschiedene  Methoden 

2 imaginäre  Wnraeln  die  Reehnnng  nbzukürren. 

* Eine  solche  bietet  die  Trigonometrie 

Fall  III.  q negativ:  dar.  Sic  soll  jetzt  gegeben  werden, 

eine  positive  und  eine  negntive  Wurzel.  Da  »icli  hierbei  die  Reehnnng  in  je- 

dom  unserer  mit  L,  II.  und  111.  bezeieh- 
Fnhrt  man  statt  p und  q aber  die  Grös-  ncten  Füllen  anders  gestaltet,  so  wollen 
sen  A,  Bf  C ein,  so  ist  die  Bedingung,  yf\f  fQr  f*all  III.,  wo  A und  C ungleiche 
B C . . . . 1 • 1 u 1 ..  Zeichen  haben , statt  des  Ausdruckes 

da.,  _odor^pos,t.vzmd.glc,chbedc«-  yff,_^^cM.üryWTiAC  -chreiben, 
tend  mit  der,  dass  Zahler  und  Nenner  indem  wir  auf  das  negative  Zeichen  von 
gleiche  Zeichen  haben,  und  die  Bedin-  Rücksicht  nehmen, 
gung,  dass  der  Bruch  negativ  sei,  mit  Fangen  wir  jedoch  mit  Fall  I. 
der,  dass  diese  Zeichen  ungleich  seien. 

Die  Tafel  nimmt  dann  folgende  Ge- 
stalt an: 


an.  In  die  Formeln: 


*•=  -Ä 

wird  gesetzt 

2 y Je  . 

— 1 r Sin'/. 

B ' 

Es  wird  hier,  da 

B'>iAC,  also  B>2YÄC 
ist,  der  Werth  von  siny  immer  ein  &ch> 
ter  Bruch  sein , also  sich  stets  bestim* 
men  lassen.  Diese  Wertho  dienen  daxu, 
um  die  Grösse  4AC=B*8in</*  tu  be- 


Fall  I.  C und  A haben  gleiche  „„j 
Zeichen,  und  ß*  ist  > 4AC. 
n)  B hat  gleiches  Zeichen  mit 
A und  C: 

2 negative  Wurzeln, 
b)  B hat  entgegengetztes  Zei- 
chen mit  A und  C: 

2 positive  Wurzeln. 

Fall  II.  C und  A haben  gleiche 
Zeichen  und  ß*  ist  < 4AC: 

2 imaginäre  Wurzeln. 

Fall  III.  C nnd  Ä haben  un- 
gleiche Zeichen: 
eine  positive  nnd  eine  negative  Wurzel,  stimmen  nnd  man  hat: 

— siny®)  — cos,) 


nnd  ebenso 


Es  ist  aber 


B . 


X,  = -^(1  + cos  v). 


also 


1 — cos,  =2 sin , 1 + cos  , = 2cos^.ij  , 


Öigfecc-Dv  tji  )Ogle 
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In  Fall  II.,  wo  B*<AAC  war,  sind 
die  WnrtelD  und  Xj  anf  die  Form 

, —3i 

re  and  re 

zurQckzuluhrcn,  wenn  man  die  reellen 
and  imaginfiren  Theilo  dieser  Ausdrücke 
denen  von  x^  oiul  x,  einscln  gleich  setzt. 
Ks  ist  dann: 


r cos  3 = 


2.4’ 


r sin  .O  = 


^c- 

2Ä 


B- 


quadrirt  man  diese  AnsdrOeke  und  ad- 
dirt  sie,  so  kommt: 


eine  immer  reelle  Grösse,  da  C und  A 
gleiche  Zeichen  haben,  ÄVir  betrachten 
sie  aU  positiv.  Dieser  Werth  in  den 
Ausdruck  für  rcos.'>  gesetzt,  gibt  dann: 


cos  3 = 


B 

2^AC' 


jedenfalls  ein  echter  Bruch , und  der 


so  wird: 


Winkel  3 ist  kleiner  oder  grösser  als 
Je  nachdem  B positiv  oder  negativ  ist. 

In  Fall  III.  war  zu  setzen: 

* 1 / 

“ 2A  2.1' ® 

Ganz  unabhängig  von  der  Grösse  der 
Ausdrfieke  A^  C kann  man  setzen: 

2y'Jc 

— „-=>g/ 

und  Xj,  sowie  Xf  werden  dann: 

ß 

Da  aber 

/l+tgy^  == — “ 

' oosy* 


oder 


^1 


B cos  y — 1 

B 

1+  cos  7 

2/1  cos  tf  * 

1 

II 

H 

cos  tf 

B •‘”(■2)’ 

B 

(1)’ 

A cos  !f 

- ~ A 

cos  ff 

Wird  dies  in  in  Gestalt  einer  Tafel  geordnet,  so  bat  man  folgende  Wurzelwertbe, 
wo,  A und  C immer  positiv  vorausgesetzt.  B ein  beliebiges  Zeichen  haben  kann: 


Gleichung  y4x*  + ßx-f-C=0: 
Fall  I,  B^>iAC 

B . /»\*  B 

Fall  II.  B’<iAC 


COS  3 = 


iYÄc’ 


-9i 

e 


Gleichung  Ax*+Bx—C—0: 


tg,  =2^.16’  fi. 

Hl*  B~’ 


■(t)’ 


COS  </ 


cos 


* A cos  tf 


(f)' 


6)  Beispiele. 

Für  den  ersten  Fall  der  Gletchnng 

.dx*+Bx+C=0 


nehmen  wir  als  Beispiel: 

7,29136»’  -67, 213»+2, 901348  = 0, 
wo  offenbar  B’>AAC  ist. 
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Also 

A=  7,29136, 

£=-67,213. 

C=  2,901348. 
lg  A = 0,8628058 
lg  £ = 1,8274533(0) 
lg  t’=  0,4625998 
lg  4 C=:  1,3254056 

lg/4C’=  0,6627028 
lg  2 = 0,3010300 
addirt : 0,9737328 

lg  B abgezogen;  0,1362795— 1(») 
lg  sin  7=0, 1362795- l(n) 

?•  51'  58'\  47 
7 = 187®  51"  58",  47 
(Das  Zcidien  n hinter  einem  Logarithmns 
deutet  an,  dass  die  aofzuscblagende  Zahl 
negativ  ist.  Dem  negativen  Werthe  eines 
Sinus  entspricht  aber  ein  Winkel,  der 
grosser  als  180  Grad  ist.) 

-|  = 93“  55’  59",  23 

lg  sin  = 0,9989759-1 

lg  cos  ir  0,8362733-1(0) 

lg  ( =0,9646475 

lg  sin(|-)*  = 0,9979518  = 1 

lg  cos  =0,6725466-1 

lg  * , = 0,9625993  x , = 9,174858 
lg  x,  = 0,6372941  X,  = 4,338046 

Für  den  sweiten  Fall  sei  gegeben: 

81, 235x -•+ 12,227x + 3,2156  = 0, 


Man  hat:  112*  = 1,9547688 
13'  =0,0037815 
32"  = 0,0001551 
0,80"  = 0,0000039 
,v  = l>587093 
lg  C=0,5072620 
lg  4 = 1,9097432 

lg,^= 0,5975188-1 
lg|/-^’=0,7987594-l 
|/-^=  6,291575 

..=6»is75e 

FSr  den  Fall  einer  Gleichung  von  der 
Form 

4x’+2£x-C=0 
wollen  wir  das  Beispiel  nehmen : 

63,27x* +44,15x-28,217  = 0, 
also  4 = 63,27,  £ = 44,15,  C’= 28,217. 
lg  4 = 1,8011978 
lg  £=1,6449307 
lg  C=  1,4505108 
lg4C’=  3,2517086 

lgV:iC  = 1,6258543 
lg  2 =03010300 
addirt:  1,9268843 

lg  £ abge- 
zogen : 0,2819.536 
lg»  =0,2819536 
V =62*  24'  54",  33 
lg  cos  »=0,6666397-1 

-|  = 31*  12'  27',  16 


also : 

4 = 81,235, 

£ = 12.227, 

C=82156. 
lg  £ = 1,0873199 
lg  4 = 1,9097482 
lg  C= 0,6072620 
lg  4C=2,4170052 

lg  yi:c= 1,2085026 
lg  2=0,3010300 
addirt:  13095326 

lg  eos.'»  = 03777878 -1(») 
n-9=  67*  46'  27",  20 
» = 112'>  13'  32",  80 
Der  Winkel  & ist  aber  in  Theilen  von 
n auszudrücken , um  ihn  in  den  Expo* 

nenten  Ton  6 setzen  zu  kOnnen. 


lgsin-|.=0,7144468-l 
lg  cos =0,9321149-1 
lg  sin(|)' =0,4288936-1 
lgcos(|)*  = 0,8642298-l 
lg -|  = 0,8437329-1 
lg(*)sin(|)’  =0,2726265-1 

lg(g)cos(|)' =0,7079627-1 
lgcos»=0,6656397-l 
lg  X,  =03069868-1  X,  =0,4046637 
lgx,=0,0423230(»)  x,  = -1,102368. 
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E«  Ter^ht  «ich,  das«  in  fast  allen 
FUIen  bei  der  Rechnung  weniger  al« 
7 Stellen  hinreichende  Qenanigkcit  ge- 
währen. 

7)  Eine  andre  Methode  der  Berechnung 
würden  die  Ganseischen  Logarithmen  för 
Snnunen  und  Differenzen  gewähren.  Die 
Art,  wie  dieselben  zn  verwenden  sind, 
bedarf  wohl  keiner  Auslflhrung.  Indes« 
mns«  man,  ganz  wie  bei  der  hier  ge- 
zeigten trigonometrischen  Methode,  auch 
bei  dieser  2 Mal  in  die  Tafein  eingehn, 
ehe  man  die  Logarithmen  der  Wurzeln 
ündet. 

Gans«  hat  aber  selbst  angegeben,  wie 
dnrcb  eine  Erweiterung  seiner  Tafel  die- 
selben zur  Anflösung  quadratischer  Glei- 
chungen derart  geeignet  gemacht  werden 
können,  dass  ein  einmaliges  Aufschlagen 
genügt,  nm  die  Logarithmen  der  Wur- 
zein zn  bestimmen.  Die  derart  erwei- 
terten Ganssischen  Tafeln  enthält  die 
erste  Ausgabe  der  Sammlung  mathema- 
tischer Tafeln  von  Hiilssc  (Leipzig  1840). 
Bei  der  spätem  Ausgabe  sind  dieselben 
indes«  weggelasscn  worden,  nm  einer 
Tziffrigen  Tafel  für  die  Logarithmen  der 
Snnunen  und  Differenzen  Fiats  zn  ma- 
chen. An  dieser  Tafel  wäre  eben  nur 
snszusetzen,  dass  bei  der  Erweiterung 
flir  die  Anflösung  der  quadratischen 
Gieichnngen  keine  Interpolationstäfelcben 
berechnet  sind. 

Die  Einrichtung,  wie  sie  Ganss  ange- 
geben hat,  ist  folgende. 

Bekanntlich  enÄalten  die  Tafeln  unter 
A die  Logarithmen  aller  Zahlen  a,  die 
grösser  als  1 sind,  nnd  dazn  unter  B 
die  Werthe  der  Logarithmen  von 

b=lH — , 

a 

ebenso  unter  C die  Log&rithmen  Ton 
c = l+o. 

Die  Beziehung  zwischen  6 und  c er* 
gibt  sich  durch  Elimination  Ton  a,  ans 
den  Oleichungen  für  i und  c,  es  ist: 

^ j f ® 

c = 7 — 7 und  ö = — 7 
» — 1 c— I. 

Bei  der  Erweiterung  der  Tafel  sind 
nun  3 Spalten  D,  E,  K hinzugeiugt,  de- 
nn erste  die  Logarithmen  der  Zahlen 

die  zweite  die  Logarithmen  tod 


ander  stehenden  Zahlen  ^ die  folgenden 
durch  Addition  der  Zahlen  unter  A und 
C,  die  letzte  durch  Subtraction  der  Zah- 
len unter  A von  denen  unter  B ent- 
standen. 

Um  die  Anwendung  auf  die  Auflösung 
der  quadratischen  Gleichung  zu  zeigen, 
gehen  wir  von  der  Gleichung 
Pjr’  + C»x-|-ß  = 0 

ans,  um  keine  Verwechselung  der  früher 
gebrauchten  Bezeichnung  A,  Zf,  C für 
die  Coefficienten  mit  den  Ucberschriften 
der  ersten  drei  Spalten  in  der  Gaussi- 
schen  Tafel  herbeizuführen. 

^ Bemerken  wir  ferner,  dass  wenn  man 
eine  Wurzel  der  quadratischen  Gleichung 
hat,  die  andre  a*,  sich  leicht  ans  den 
Gleichungen  ergibt: 

*1  + *,  = XyX,=^, 

deren  erste  angewandt  wird,  wenn  man 
mit  denWerthen  von  nnd  x,  selbst, 
die  zweite,  wenn  man  mit  ihren  Loga- 
ritbmen  operirt. 

Diese  Formeln  ergeben  sich  leicht  ans 
der  allgemeinen  Theorie  der  Gleichun- 
gen, lassen  sich  aber  auch  unmittelbar 
ans  den  Werthen: 

verificiren. 

Setzen  wir  ferner: 

Q . Ä 


die  letzte  endlich  die  Logarithmen  von 


enihUt.  Es  ist  also  die  erste  durch 
Addition  der  unter  A nnd  C neben  ein- 


p-i>, p-j, 

so  dass  die  Gleichnng  die  Gestalt  an- 
nimmt: 

Von  dem  Falle  welcher  imagin&re  Wer- 
the ergab,  sehen  wir  hier  ganz  ab,  und 
unterscheiden  noch  3 Fälle: 

F a 1 1 I,  P und  Ä haben  gleiche  Zei- 
chen (also  auch  k and  ^ haben  gleiche 

Zeichen)  und  ■—  oder  — ist  nicht  grüs- 
rii  g ® 

ser  als  4. 

Fall  H.  P und  R haben  ungleiche 

PR 

Zeichen  (also  auch  k nnd  j)  nnd  —~ 

oder  — ^ ist  grösser  als  2. 

Fall  m.  P nnd  R haben  ungleiche 
PR  a 

Zeichen,  nnd  ~Q-i  oder  — ^ ist  kleiner 
als  2. 

6 
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Der  Fall,  wo  P and  A gleiche  Zeichen 
0' 

haben  und  grOeser  als  4 ist,  gibt 
rli 

D&mlich  offenbar  imagin&re  Warseln. 
Das  folgende  Täfelchen  zeigt  nach 


Ganss,  wie  in  jedem  der  3 Falle  zn  ver> 
fahren  ist. 

Die  Bnehstaben  a,  6,  d,  f zeigen 
Zahlen  an,  deren  Logarithmen  in  den 
Spalten  B,  C,  D,  £,  F sich  befinden. 


Fallt  --d 
S 

Fall  It  - I =« 
Fall  m.  -j^=f 


Erste  W nrz eL 
ac^  = — ^ oder  = — yc 
g 

t.=ha  oder  = — - 
• 


Zweite  Wnrxel« 

ar,=  ~gh  oder  = — — 

Sa  * 

= - oder  = 

a c 

x^^ga  oder  = — 


Im  ersten  Falle  z.  B.  ist  also  der 
Logaritbmas  von  - in  Spalte  D anf> 

znsnehen,  and  der  Logaritbmas  der  er> 
sten  Warsei  (mit  amgekchrtem  Vorzei- 
chen) ergibt  sich  dann,  wenn  man  den 
daneben  in  Spalte  B stehenden  Werth 
von  lg  k abzieht , oder  den  in  C stehen- 
den Werth  so  lg  g addirt.  Wie  die 
zweite  Warzcl  ani^efanden  wird,  and  in 
den  andern  Fällen  za  verfahren  ist,  sieht 
sich  wohl  von  selbst  ein. 

Der  Beweis  ilir  die  Richtigkeit  dieses 
Verfahrens  bemht  darauf,  dass  man  die 
Gleichung 

x,+Ajr4-5*=0 

anter  der  Form  schreiben  kann; 

!(!+■)  = -1 

Im  Falle  I.,  wo  ^ positiv  ist,  denke 
inan  — — als  in  der  Spalte  B enthalten, 

X 

also  gleich  6 gesetzt;  es  wird  dann: 

. s_  Azl 

4*  ’ 

wofür  man  auch  wegen  der  Gleichnng 

b 

schreiben  kann : 

— = 4r  = d, 

9 

welche  Gleichung  in  Vorbindong  mit 


die  erste  Warzel  gibt;  der  zweite  Werth 
derselben 

ergibt  sich  daraas,  dass 
h=gbc 

war.  Die  zweite  Wnrzel  kann  ans  der 
Formel 

*i 

gefunden  werden,  wenn  man  für  ein- 
setzt. ln  derselben  Weise  wird  man 
das  in  den  Fällen  II.  und  III.  angege- 
bene Verfahren  verificlren  können. 

Dies  Verfahren  ist  namentlich  dann 
von  Vortheil,  wenn  man,  wie  dies  oft 
vorkommt,  nicht  die  Wurzeln  selbst,  son- 
dern nar  ihre  Logarithmen  za  weiteren 
Rechnnngen  nßthig  bat. 

8)  Wir  kommen  jetzt  auf  einige  An- 
wendungen der  quadratischen  Gleichnn- 
gon  mit  einer  Unbekannten,  and  wollen 
zunächst  solche  nehmen,  welche  die  Al- 
gebra selbst  betreffen. 

a)  Eine  der  einfachsten  ist  die:  Eine 
gegebene  ganze  Function  vom 
zweiten  Grade  in  2 lineäre  Fac- 
toren  za  zerlegen. 

Sei 

Ax  * + fix + C = A(x — ft)  (x — ^) 

die  an  zerlegende  Function. 

Soll  der  Aasdruck  links  gleich  Kall 
sein,  BO  muss  entweder 

X = o oder  x:zß 

werden.  Die  Grössen  m and  ä werden 
also  gefunden,  indem  man  die  Gleiehnag 
Ax’-f-fix+C  = 0 

aaflÖst  and 

o = j:„  ß = x, 

setzt 


Es  ist  also,  wenn  wir  die  in  6)  gegebenen  Beispiele  anwenden: 
7,29136i«  -67, 21äi+2, 901348  = 7,29186  (j:-9,174868)(x-4, 888046), 
81,235x--  + 12^7.r+3.2156=  

81, 235(:t-  6,2915756^’®^®®*^  ~ - 6,291575«“  ^’®^^®®^  “ ^), 
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endlich: 

63,27jt’ +44, 15x-28,217  = 63,27  (4:-0,4045637)(x+1, 102358). 


b)  Bekanntlidi  hat  jede  Zahl  3 dritte 
Worzeln,  tod  denen  jedoch  immer  nnr 
eine  reell,  und  2 ima^pnär  sind,  wenn 
auch  die  Zahl  reell  ist.  Es  sollen  diese 
imaginären  Wurzeln  mit  Hülfe  der  Anf- 
lOsong  einer  quadratischen  Gleichung  be> 
stimmt  werden. 

Set  a die  Zahl,  deren  dritte  Wurzeln 
XU  finden  sind  und  b diejenige  Wurzel, 
welche  reell  ist,  so  gibt  die  Gleichung 

X* 


Die  Gleichung,  mit  — — multiplicirt, 

X*  ö* 

nimmt  n&mlich  die  Form  an: 
und  wenn  man 


* = I +-“'»0  *’=ii+-j+2 
b X A * 


einsetxt,  wird: 


alle  3 Wurzeln,  oder  da 
a = 6*, 
ist 

Eine  Wursel  dieser  Gleichung  ist  jeden- 
falls 

x — h. 

Es  muss  süso  x*^b*  den  Factor  x^b 
haben.  Indem  man  mit  demselben  die 
Gleichung  diridirt,  erhält  man: 
x*+Äx+A*=:0 

und  diese  quadratische  Gleichung  ent- 
hält nnr  noch  die  beiden  imaginären 
dritten  Wurzeln,  in  der  That  sind  die 
Auflösungen  beide  imaginär,  und 

und 

z,  imd  X,  Bind  also  die  beiden  imagi- 

nlren  Werthe  Ton  wenn  b der  reelle 
Werth  dieaer  Wnrael  ist. 

c)  Durch  Anflöiung  quadratischer  Glei* 
ehnngen  lassen  sich  auch  die  4 imagi- 
niren  5ten  Wnmln  einer  gegebenen  Zahl 
finden. 

Denn  sei 

a diese  Zahl, 
and 

t=y«  der  reelle  Werth  der  Wnrael, 
so  wird  wieder 

*‘-4‘=0 

sein , oder  wenn  man  dnreh  x — 4 di- 
ridirt: 

x*  + 4x*4-fi***  + fi*s?+fi*  =0. 

Diese  Qleichnng  4ten  Grades  Ifisst  sich 
anf  quadratische  aorflcklfihren,  wenn  man 
eine  neue  Unbekannte  Geführt : 


s«4-s-l=0, 

d.  h. 

‘.  = -|(l+V'5),  a,  = -(1-1/5). 

Der  Werth  von  s aber  crfiillt  die  Glei- 
chung: 

X*— fcsx+6*=0, 

also 

*.  = 

■r.  = |(s-l/i'-4). 

Setzt  man  also  sowohl  in  als  auch 
in  für  s die  berechneten  Werthe  von 
Z|  and  >,  ein,  so  hat  man  die  4 ima- 

ginären  Werthe  von  }/a.  Dieselben  sind: 

*.=i(-l+V'6  +>'(-10-2/^ 

X.  =^(-1-1/5  +/(-10+2/5)) 

-v'c-io+ai/ö)) 

«.=j(-l-V5 -V'(-10+21'5)). 

Die  Aufgabe,  die  imaginären  nten 
Wurzeln  der  Einheit  zu  bestimmen,  ist 
identisch  mit  deijenigen,  den  Kreis  in 
ttTbeile  zu  theilen.  (Siehe  den  Artikel: 
Theilung  des  Kreises).  Die  Auflösung 
einer  geometrischen  Aufgabe  durch  qua- 
dratische Gleichungen  aber  zeigt  an,  dass 
dieselbe  durch  Constroction  mittels  der 
geraden  Linie  und  des  Kreises  gelöst  wer- 
den kann. 

In  allen  Fällen  also,  wo  die  Auflösnng 
der  Gleidmng 

x"-6"=0 

anf  quadratische  Gleichungen  iUbrt , ^ ist 
eine  geometrische  Theilung  des  Kreises 
in  «Theile  möglich.  Die  Aufgabe,  diejeni- 
gen Werth«  von  n zu  bestimmen,  wo  dies 
möglich  ist,  wird  mithiii  von  der  grOss- 
6* 
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icn  Wichtigkeit  sein.  Sio  ist  Tollst&ndig 
von  Ganss  gelöst  worden. 

9)  Eine  der  wichtigsten  algehraischen 
Anwendung  der  quadratischen  Gleichun- 
gen ist  die  auf  die  rcciproken  Gleichun- 
gen beliebiger  Grade. 


Unter  reciproker  Gleichung  versteht 
man  eine  solche  algebraische  Gleichung^ 
worin  jeder  Wurzel  x = a eine  zweite 

X = — , also  ihr  reciproker  Werth  ent- 
a 

spricht. 


Sei  die  reciproke  Gleichung  jetzt: 


Da  jedem  Werthe  von  x ein  Werth  — entspricht,  so  muss  diese  Gleichnng  mit 
der  folgenden: 


d.  h.  mit 


+ + yi.  = o, 


-i-^,4r'  + i4iX+l  = 0 


ganz  dieselben  Wurzeln  haben,  was  nur  möglich  ist,  wenn  die  Coefficienten  der- 
gleichen Potenzen  bis  auf  einen  allen  gemeinschaftlichen  Factor  in  beiden  Glei- 
chungen übereinstimmen.  Et  ist  also: 


Die  letzte  dieser  Gleichungon  zeigt,  dass 

A^  nur  die  Werthe  -f-1  und  — 1 


haben  kann.  Findet  das  crstcrc  statt,  so  ist  also 


A.-A,4,  A,-A 


und  die  Gleichung  nimmt  die  Gestalt  an: 

wenn  n grade,  also  gleich  2m  ist: 
2m— I ^ 2m— 2 


3m 


+ A^x  -}-  A^x 


+ 


. . -f-A 

m 

A X 

m— 3 


-1 

m-3 


j «•+! 

-p  A X + A X -h 

m m— 1 

-p  , . . -pA jjc* + A = 0| 


II. 


und  w'enn  n ungrade,  also  gleich  2m -fl  ist: 

^m^l  ^ 2m  ^ 2m-l  ^ «f3 

X -f  A|X  *f  A|X  + • • . -fA 


• -1 


«- 1 , 
X + 


, m-fl  , m 

-f  A X -f  A X -f 

m m 

, , -fA,x>-f AiX+l  = 0, 


in  jedem  dieser  beiden  Fälle  stimmen  die  Coefßcienten  der  gleich  weit  von  beiden 
Enden  entfernten  Glieder  überein. 


Sei  Jetzt; 


\=-h 

BO  ist: 

A^  = —A^_^,  A^  = —A,_2,  . . . A^^  = -A^. 

Ist  fl  von  der  Form  2m,  so  hat  die  mittlere  dieser  Gleichungen  die  Form: 
■^m  “ "'■^(3m— m)  “ ~~^m* 

also  A^=0.  Die  Form  der  redproken  Gleichung  wird  dann: 
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in.  X + A,x  + A,i  + . . . +A  X — A X — 
■ »—1  •— 1 

A — . . . — — .j*— 1 = 0. 

*-2  ■ ‘ 


Efi  Allt  das  mittlero  Glied  weg,  und  die  von  den  Enden  gleich  weit  entfernten 
Coef&denten  haben  gleichen  Zahlcnwerth,  aber  entgegengesetzte  Vorzeichen. 


Ist  n endlich  von  der  Form  2m  + l«  so  findet  die  Beziehung  für  den  Cocffl> 
cienten  des  mittleren  Gliedes  nicht  statt,  und  es  ist 


IV. 


X 


+ A^x 


2m 


+ A^x 


fm-i 


-h  . . . +-4  A X v4  *"*— 

«-I  «*»  m 

— » . . — Ajjr— 1 = 0. 


El  ist  also  eine  reciproke  Gleichung  10)  Es  l&sst  sich  nun  zeigen,  dass 
leicht  zo  erkennen.  Es  mQssen  nämlich  durch  Auflösung  quadratischer  Gleichung 
in  derselben  immer  die  von  den  Enden  jede  reciproke  Gleiclmng  auf  eine  Form 
gleich  weit  entfernten  Glieder  numerisch  gebracht  werden  kann , worin  ihr  Grad 
gleich  sein  und  entweder  alle  bezüglich  höchstens  die  Hälfte  des  ursprünglichen 
dasselbe,  oder  alle  das  entgegengesetzte  ist. 

Vorzeichen  haben.  Ist  die  Ordnnng  der  Setzen  wir,  am  dies  zu  beweisen,  zu- 
Gleicfaong  eine  grade  Zahl,  und  findet  nächst  Fall  I.  voraus,  wo  die  entspre* 
der  zweite  Fall  statt,  so  muss  ausserdem  ebenden  Coefficienten  der  Gleichung  glci- 
das  mittlero  Glied  fehlen.  Diese  Bedin-  cbes  Zeichen  haben,  und  die  Ordnnngs* 
gungen  sind  dafür,  dass  die  Gleichung  zahl  grade  ist.  Dann  Ifisst  sich  die 
reciprok  sei,  offenbar  ansreichend  und  Gleichung  auf  die  Form  bringen: 
nothwendig. 

jr+A,x  4-.,.  +-^  X x-hA  + | ^ ^ + . . . 

»*—l  m ■»  + ! m-r* 

. — fm— 1)  — m 

. , . j:  =0 

oder: 

m — . , m— 1 ' -(m— 1).  . . . 2 —(»1—2) 

X +x  4-j:  )4-  . • • 

. . , +A  *)+A  =0. 

IW— t'  ' w 

Es  wird  eine  nene  Unbekannte 

iX:x-^X 

eingefuhrt,  und  man  bat,  wie  sich  leicht  aus  dem  binomischen  Satze  ergibt: 

.*  = **+»-* +3(x+*-‘), 

**=x*+x-‘+4(i*+«~*)  + 6 . . . 


, 2«(2m-l)  . . . (m+2)  , , , 2m(2«-l)  . . . (m+1) 

■ • • + 1-2.  ...  . m-r  1-2 « . 

+ _^-(2— 3))+ ^(2».+l)2m  ■,  ..^(■^+3)  ^ ^3^ 

1*46  , 1 .....  m— 1 

^ (2iii+l)2in  . . . (”«+2)^^  ^ 

1*2  nt 

. . _1  2 — 3 3 — 3 

Am  dietra  Formeln  liut  .ich  «nf  reenrrentem  Wege  x+x  , x +x  , x +x 
■ . . durch  . beitimmcn.  Es  ist  n&mlich; 
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Jt+J:  * = ». 

2 1 * o 

* -fj:  =i  -2, 

X +J:  =1  —05, 


rerbiodea  wir  eine  andre 


x--  = «, 


*9.  * 

X +x  - 


j*-4j*+2, 


x^+x  “=:»*-5sV5», 
/+j:“^  = s*-6sV9s%3.  . 


so  ist  offenbar: 
ferner 


:s*-4, 


S + « J 1 » — « 

x=-2-nnd-=-2- 


* Diese  beiden  letzten  Gleichungen  lassen 
Diese  Entwickelungen  sind  fftr  die  »'«>  «uch  auf  die  gemeinschaftliche  Form 
Auflösungen  der  rcciprokcn  Gleichungen  bmigen:  _i_  V- 

allerdlngs  hinreichend.  Es  sind  aber  ^ 

diese  Formeln  an  sich  interessant  ge-  2 

nug,  um  hier_^die  Ilcrleitnng  eines  Ans-  ^ 

druckes  fOr  x +x  in  Potenzen  von  s ffi,  j/f  Qloichnng 

zu  rechtfertigen,  den  wir  noch  geben  jjg  fon„  n„d  den  Werth  von  x oder 
wollen.  Mil  der  Gleichung  ^ 

^ von  — an.  Nach  dem  binomischen  Satze 

’ X 


x-Hr  = » 


aber  ist: 


2"  1 • J • o 

wo  die  mit  V 1 multiplicirten  Glieder  von  den  übrigen  getrennt  sind. 

Die  Reihe  bis  an’s  Ende  zu  verfolgen  ist  . nicht  nöthig,  da  sie  von  selbst 


abbriebt.  Setzt  man  V 1 = +1  in  x 


.nVf 


so  wird  auch  der  zweite  Theil  der 


Reibe  rechts  mit  -|-1  multiplicirt  sein,  und  dieser  Factor  wird  —1,  wenn  man 


yi=:  — 1 im  Exponenten  von  x 
gebenden  Resultate  erhält  man: 


»yc 


setzt.  Durch  Addition  der  beiden  sich  so  er- 


1 I »("-1),— , »("-l)(«-2)(«-3)  „-4  4 1 N 

X tx  t-  ^ 1-2-3-4  “ T • • • y 


oder 


x’+x-"=^(s"+«2i"-*(s’-4)+ii,s— ‘(z*-4)*+Ugz"-«(z’-4)*+  . . .)• 


Es  ist  hier  nämlich  für  u*  sein  oben  gefundener  Werth  gesetzt,  und  mit  m,, 


sind  der  2te,  4te  . . . Binomialcoefflcicnt 

Es  ist  schliesslich  klar,  dass  wenn  man 
mittels  dieser  Ausdrücke  die  Grössen 

x"+x  " in  unserer  Gleichung  durch 
Potenzen  von  i ersetzt,  man  eine  Glei- 
chung vom  mten  Grade  erhält,  also  eine 
solche,  die  nur  den  halben  Grad  der 
gegebenen  hat.  Ist  sic  aufgelöst,  so  ist 
jede  Wurzel  s in  die  Gleichung 

x+i  = 5 oder  x®  — sx=— 1 

X 

einzusetzen,  wo  sich  dann  für  jedes  s 


bezeichnet. 

zwei  Werthe  von  x,  also  in  der  Tfaat 
2m  Wurzeln  der  rcciprokcn  Gleichung 
ergeben. 

Ein  Beispiel  für  diesen  Fall  ist  die 
in  8)  c.  gegebene  Auflösung  der  Glei- 
chung 

x*  + &x*  + &'x*-f  6*x+6*=0, 
welche  die  Form  einer  rcciprokcn  Glei- 
chung annünmt,  wenn  man  bzzl  setzt, 

oder  T-y  annimmt. 

Q 
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11)  Ri  möge  jetzt  Fall  II.  stattfindeiif  also  die  cnteprcchendcn  Coelfi- 
cientCQ  gleiches  Vorzeichen  haben,  aber  die  Gloichong  von  einer  angeraden  Ord« 
Dong  sein. 

Man  sicht  sogleich,  dass  wenn  in 
2M-f  1 . 2jw  , . 2«  - 1 

X + . . . +>4,4:>  + /4,x+1  = 0 

4r=— 1 gesetzt  wird,  die  gleich  weit  von  den  Enden  entfernten  Glieder  sich  heben, 
aUu  der  Ausdruck  links  in  der  That  Kuli  wird.  Es  ist  also  ,^=—1  immer  eine 
Wurzel  der  Gleichung,  und  cs  lässt  sich  der  Factor  jr+1  absondorn. 

Id  der  That  verwandelt  sich,  wenn  man  die  ganze  Gleichung  durch  di* 
vidirt,  dieselbe  in: 

+ + + 

. . . +(.4,-il,H-l)i*+(.4.-l)x+l  = 0. 
Dies  ist  abermals  eine  recurrente  Glei-  haben  das  entgegengesetzte  Zeichen,  so 
diung,  aber  von  grader  Ordnung  und  sieht  man  sogleich,  dass 
io  den  ersten  Fall  gehörig,  also  nach  r-1 

Abschnitt  10)  zu  behandeln.  ~ 

Ist  der  vierte  Fall  vorhanden,  also  eine  Wurzel  ist,  dass  man  also  durch 
die  Gleichung  von  ungerader  Ordnung,  jr— 1 dividiren  kann.  Die  Gleichung 
die  entsprechenden  CoeAicienten  aber  wird  dann: 

* +(^iri’l)^  (+■^1  + '^  I + l)-r  + ...  +l)-*’+l  — 0, 

also  ist  dieselbe  wie  im  vorigen  Falle  zu  behandeln.  Immer,  wenn  der  Grad 
der  Gleichung  ungerade  ist,  wird  dieselbe  also  von  der  Ordnung  2m  + 1 auf 
die  Ordnung  m rcüncirt. 

Ist  endlich,  wie  in  Fall  UI.  gezeigt,  die  Ordnung  gerade,  die  entsprechenden 
CoefBcienten  von  ungleichen  Vorzeichen  und  es  fehlt  das^  mittlere  Glied,  so  ist 
ebenfalls  t r:  1 eine  Wurzel.  Dividirt  man  aber 


2m 

I 


+ A,x 


-I  2«-a 
+ A^x  + 


M+l  . 

-l-r  - A, 


•— 1 . »— 2 
...  — A,x*— A(X— 1 = 0 


durch  X— 1,  ao  kommt: 


+(■<„_,  +-^„_j+  • • ■ +‘i*i+l)-r  +('^«-2+'^i..-3+  • • • +-^i+l)-t  + 

. . . +(.4.+.4.+l)j:»+(^,+l)4r+l  = 0, 

also  eine  recurrente  Gieiebung  von  ungrader  Ordnung,  welche  die  Wurzel  — 1 
bat,  und  wie  oben  gezeigt  zu  behandeln  ist. 


12)  Sehr  wichtig  aber  ist  die  AuflÖ- 
zoog  quadratischer  Gleichungen  fftr  die 
Geometrie.  Es  lässt  sich  nämlich  zeigen, 
dass  immer,  wenn  die  CoelBcienten  Raom- 
grOssen  bedeuten,  die  Auflösung  der 
Gleichung  zu  einer  Construction  mittels 
der  graden  Linie  nnd  des  Kreises  Mhrt. 
Das  dabei  einsuscblagende  Verfahren 
nennt  man  die  Construction  der  qoadra* 
tischen  Gleichung.  Dieselbe  soll  hier 
dargestellt  werden. 

Die  Oleicbung  möge  eine  der  Formen 
haben : 

Ar»-f^x+C=0,  Ax*+ßx-C=0. 

In  jedem  Falle  wird,  wenn  man  sich 
unter  x eine  Linie  denkt,  B eine  Di- 
mension höher  sein  als  A,  und  C zwei 
Dimensionen , da  die  3 Glieder  der 


Gleichung  doch  homogene  Grössen  (Li- 
nien, Flächen  n.  s.  w.)  vorstellen  müs- 
sen. Es  wird  daher  von  erster  Dirnen- 
A 

C 

sion  sein,  also  eine  Linie,  von  der 

zweiten  also  irgend  ein  Flächenstück  be- 
deuten, das  irir  uns  als  in  der  Ebene 
beflndlich,  nnd  von  graden  Linien  be- 
gränzt  denken.  Nach  dem  im  Artikel 
Quadrat  Gesagten,  lässt  sich  dies  immer 
in  ein  Quadrat  auf  geometrischem  Wege 
verwandeln,  was  wir  hier  als  geschehen 
voraoBsetzen  wollen.  Hieraus  ergeben 
sich  folgende  4 Formen  der  Gleichung, 
wenn  wir  noch  zwischen  positiven  und 

negativen  unterscheiden: 

A 
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d)  oder  x(4r+p)  = ^*, 

b)  X*— px=9*  oder  x(x— p)  = y*, 

c)  x*+px=— 9*  oder  — jr(x+p)  = 9*, 

d)  j:*— pjr=-“9*  oder  x(p— x)  = 9*. 

Dio  Grossen  p und  9 stellen  jctst  Li- 
nien vor,  welche  man  immer  positiv  sich 
denkt,  x ist  ebenfalls  eine  Linie;  hat 
X ein  negatives  Vorzeichen,  so  zeigt 
dies  an,  dass  dio  Richtung  von  x der 
zuerst  angenommenen  entgegengesetzt  ist. 

Die  Construction  beider  Werthe  von 
X in  jedem  der  4F&lle  ergibt  sich  leicht 
aus  bekannten  Sätzen. 

Fall  a.  Man  schlägt  über  Linie 
AB  = p als  Durchmesser  einen  Kreis, 
und  trägt  an  denselben  CD—q  als  Tan- 
gente an.  Verbindet  D mit  dem  Mit- 
telpnnktc  O dnreh  Linie  Z)F,  die  den 


Fig.  11. 


Kreis  in  E und  F schneidet.  DieWerthe 
von  X sind  dann: 

Xy^DE 

und 

x.  = -DK 

Die  zweite  Wnrzel  zeigt  also,  dass  die 
zu  constmirende  Linie  in  einer  derjeni- 
gen entgegengesetzten  Richtung  zu  neh- 
men ist,  welche  man  anfangs  annahm. 

Der  Beweis  folgt  sehr  einfach  aus 
der  Betrachtung,  dass : 

DE-DF=DC\ 

oder 

DR(M+p)  = 9> 

ist,  was  mit  der  in  a gegebenen  Form 
übercinstimmt,  wenn  DE^x  gesetzt 
wird. 

Auch  kann  man  setzen: 

DF{DF — p)  = 9* 

oder 

— DF( — DF -H  p)  = 9 • , 
was  ebenfalls  die  Form  a gibt,  wenn 
man 

x=-DF 


setzt.  Es  sind  also  DE  and  -^DF  die 
Wurzeln  der  Gleichnng. 

Fall  b.  Die  vorige  Construction  fuhrt 
auch  hier  zum  Ziele,  nur  ist 

x^  = DF  und  X,  = — DE 
zu  setzen.  Die  Gleichungen : 
DF(DF-p)  = 9% 

DE(DE+p)  = 9* 

oder 

-D£(-DE-p)  = 9* 
stimmen  nämlich  unter  dieser  Voraos- 
setznng  mit  der  Form  in  b)  überein. 

Fall  c.  Man  schlägt  wieder  über 
Durchmesser  AB  ~ p einen  Kreis,  und 
trägt  die  Linie  D = 29  als  Sehne  hinein, 


Fig.  12. 


fällt  vom  Mittelpunkt  0 anf  CD  das 
Loth  OG,  welches  man  bis  zur  Periphe- 
rie nach  E und  F hin  veriängert.  Die 
Wurzeln  der  Gleichnng  werden  dann 
dargcstellt  dnreh  die  Linien: 

Xj=:— EC  und  x,  = — Fff. 

Da  nämlich 

Eff.ffF=CD*,  ' 

d.  h. 

Eff  (p— Eff)  — 9* 

oder 

CF(p — C^  — 9* 

ist,  so  sicht  man  leicht,  dass  die  Wertho 
—Eff  und  —Fff  für  x gesetzt,  der  Glei- 
chung die  Form  c)  geben. 

Fall  d.  Die  Constmetion  ist,  wie  in 
c),  nur  ist 

X|  = -1-EO,  Xj=r-f-Fff 
zu  setzen,  was  die  oben  gegebene  For- 
mel ohne  Weiteres  zeigt. 

Die  beiden  letztem  Fälle  lassen  sich 
offenbar  nur  dann  anf  diese  Weise  lösen, 
wenn  CDSAB,  d.  h.  2q^p  ist.  Ist 
dies  nicht  der  Fall,  so  hat  aber  dieQleU 
chnng  nach  dem  in  Abschnitt  4)  Gesag- 
ten 2 imaginäre  Wurzeln. 
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SelbitTentiodlich  kennen  diese  Con> 
itrvctionen  rielfacher  Abänderung  unter- 
logen  werden.  Auch  kann  man  in  den 
Formeln  f&r  die  Wurzeln  der  quadra- 
tischen Gleichung  die  einzelnen  Thcilc 
constmiren. 

Wir  wollen  ron  den  hier  gegebenen 
Constmctiottcn  indes«  ein  Paar  Beispiele 
geben. 

13)  A.  Es  ist  ein  Quadrat  ^ dessen 
Seile  n ist»  in  ein  Rechteck  zu  verwan- 
deln» in  welchem  die  Summe  zweier  an- 
itossenden  Seiten  gegeben  und  gleich 
i ist 

Anflösnng.  Bezeichne  man  die  eine 
Seite  des  Rechtecks  mit  x,  so  ist  die 
andre  und  man  hat  die  Gleichung 

welche  genau  mit  dem  Falle  d des  vo- 
rigen Abschnittes  öbereinstimmt»  also  in 
der  daselbst  angegebenen  Weise  2 Lo- 
rangen  ergibt. 

B.  Sei  aber  von  dem  Rechteck»  in 
weldie  das  Qaadrat  zu  verwandeln  ist» 
die  Differenz  c zweier  Seiten  gegeben. 


Fig.  13. 


Dass  auch  der  Worth  x=  — l)F  eine 
Bedeutung  habe,  ist  schon  in  Abschnitt 
II.  dargethan  worden. 


Es  sei  ein  Winkel  ABC  und  ein 
Punkt  D gegeben.  Es  soll  eine  Linie 
durch  letzteren  gezogen  werden»  welche 
mit  den  beiden  Schenkeln  des  Winkels 
ABC  ein  Dreieck  von  gegebenem  Flä- 
cheninhalte begrenzt. 

Auflösung  I.  Der  Punkt  D liege 
aiisscrlmlb  des  Winkels  ABC. 

Fig.  M. 


Auflösung.  Es  ist  dann 
x(jr+c)  = a*. 

Der  Fallo)  findet  hier  statt,  und  man  erhält 
daher  fftr  x einen  positiven  und  einen 
oegativen  Werth.  Bei  dieser  Einklci 
dang  der  Aufgabe  ist  allerdingR  der 
letztere  zu  verwerfen»  wenn  man  nicht 
BeCrachtungen  Ober  die  Richtung  dcr| 
Seite  des  Rechtecks  machen  will. 

C,  Augenblicklich  eigibt  sich  uu&l 
ttaiem  Constmetionen  die  Lösung  der] 
Aufgabe  des  goldnen  Schnitts.  Es  lau- 
tet hier  die  Aufgabe  bekanntlich  so : 
Eine  Linie  so  zu  theilen»  dass  der  eine 
Theil  die  mittlere  Proportionale  zwischen 
dem  andern  Theile  und  der  ganzen  Li- 
nie ist. 

Auflösung.  Ist  a die  Linie,  x 
der  gesuchte  eine  Theil,  so  ist  offenbar : 
*»  = o(a-x), 

eine  Gleicbaog,  die  »ich  leicht  umge- 
•udlen  tust  in: 

*(x+o)  = o*. 

Der  Fdl  a)  findet  also  statt. 

Han  schlagt  über  dem  Dnrehmesser  a 
einen  Kreil,  macht  Tangente  CD  an 
demselben  gleich  dem  Durchmesser,  Punkt 
D wird  mit  Mittelpunkt  0 verbanden 
durch  Linie  DF,  welche  die  Peripherie 
in  £ and  F schneidet , ee  ist  dann 
x=DE  die  gesuchte  Linie. 


Man  ziehe  DE  parallel  AB  bis  zum 
verlängerten  Schenkel  AC,  ausserdem  DF 
senkrecht  auf  AC. 

Sei  nun  y der  gegebene  Flächeninhalt, 
so  kann  man  jedenfalls  ein  Rechteck  be- 
stimmen, dessen  eine  Seite  DF,  nnd  des- 
sen Flächeninhalt  gleich  q ist.  Sei  die 
andre  Seite  dieses  Rechteckes  gleich  GH. 

bt  ferner  DC  die  gesuchte  Linie.  Da 
nnn  Dreieck  EDCtn  BAC,  so  bat  man, 
wenn  man  die  Flächeninb^te  vergleicht, 
EC’DFi2q=EC'tBC‘, 

d.  h. 

DF-.2q  = ECiBC‘, 

oder  wegen  des  Werthes  von  qzzQU.DF: 
UiGH=EC:BC‘, 

d.  h. 


oder 


BC‘=2EC-GB 

BC'=i(EB+BC)OH-, 
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in  dicBcm  Ansdrucko  sind  alle  Linien 
mit  Ausnahme  von  BC  bekannt.  Setzt 
man  also  BC=x,  so  hat  man 
x*  = 2(F.B-^x)GH 

oder : 

x{x-2a!l)  = 2FR-GB. 

Das  Rechteck,  welches  zu  Seiten  hat 
2EB  and  £r//,  kann  also  in  ein  Qua- 
drat verwandelt,  und  es  kann  dann  wie 
in  Fall  b)  verfahren  werden.  Indoss  ist 
diese  Verwandlung  in  ein  Quadrat  nicht 
ent  notb wendig,  wenn  man  fulgender- 
massen  verfährt:  Mun  schlage  mit  Ra- 
dius GH  einen  Kreis,  trage  BK~~2GH 


Fig.  15. 


als  Sohne  in  denselben  ein.  Sei  /LS  die> 
selbe.  Mao  verlängert  sie  um  das  Stück 
ST=2GH,  und  verbindet  T mit  dem 
Mittelpunkte  0,  so  dass  die  Verbindungs- 
Hnie  den  Kreis  in  U und  V schneidet. 
Da  non 

TU-TV=^TS-TH 

oder: 

TV{TV-2GH)=2BE-GH 
ist,  so  sieht  man,  dass  TK=j:  ist,  also 
£C=  TV  gemacht  werden  muss. 

TG  würde  eine  zweite  Lesung  sein, 
und  das  negative  Zeichen  deutet  hier  an, 
dass  von  der  Verlängerung  der  Linie 
BCi  also  nach  Richtung  BE  hiu,  ein 
Stück  abgesebnitten  werden  muss. 

Auflösung  II.  Der  Punkt  D liegt 
innerhalb  des  Winkels. 

Man  ziehe,  wie  vorhin,  DC  parallel 
mit  AB,  und  DF  senkrecht  auf  BV  wie 
üben;  auch  habe  GH  die  obige  Bedeu- 
tung. Es  folgt  dann  wie  oben 
BC'  = 2EC-  GH, 

aber  diese  Gleichung  verwandelt  sich  in 
unserm  Falle  in  die  folgende: 
BC*=2{BC-BE)GH 

oder 

Bt(2GH~BC)  = 2GU-BE. 


Fig.  16. 


Der  Fall  d)  lindet  statt.  Wvuo  man 
die  Verwandlung  von  2GH»BE  in  ein 
Quadrat  vermeiden  will,  so  verfährt  man 
folgendcrmassen. 

Es  wird  ein  .Kreis  mit  Radius  GH 
geschlagen,  und  RS=.GH-{’2BE  als 
Sehne  hincingetragen,  von  dieser  Stück 


Fig.  17. 


RT—GH  abgeschnitten,  und  Linie  W 
durch  r und  den  Mittelpunkt  gezogen, 
welche  die  Peripherie  in  (/  und  V schnei- 
det, man  hat  dann  GT  und  VT  als 
Werthe  von  BC.  Es  ist  nämlich 
UT-VT=zRT-  TS, 

oder 

UT (2GH-UT)  = 2BE>  GH, 

auch 

rr(2C//-  VT)  -2BE  • GH, 

Es  können  also  hier  2 Stücke  BE  nach 
derselben  Richtung  bin  abgeschnitten 
werden. 

Die  Auflösung  der  letzten  Aufgabe 
machte,  ehe  man  zum  Ansatz  der  qua- 
dratischen Gleichung  kam , welche  die 
Construction  bestimmte,  verschiedene 
Ilülfslinien  und  gcomctrisclie  Betrachtun- 
gen nOthig.  Solches  wird  in  der  Regel 
eintretcD,  wenn  man  in  der  angegebenen 
Weise  verfährt. 

Man  kann  aber  jede  Willkürlichkeit 
der  Betrachtungen  ausschliessen,  wenn 
man  sich  der  analytischen  Geometrie 
bedient,  and  mittelst  EinfuhruDg  recht- 
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winkeliger  Coordinaten  die  Aufgabe  be- 
handelt. Jedoch  werden  auf  dem  IcU- 
tern  Wege  die  CooBtrnctionen  in  der 
Regel  nicht  einfach  werden.  Wie  mau 
denn  ftberhaapt  nicht  glauben  muss,  dass 
die  direct  gefundenen  und  einfachsten 
Fonncln  auch  eine  einfache  Constmetion 
ergeben. 

lodess  nimmt  dies  dem  Werthe  der 
Anwendong  der  Gleichnngen,  namentlich 
der  quadratischen  als  UiUfsmittei  zur 
Auffindung  geometrischer  Constructionen 
nichts.  Man  behandelt  nämlich  eine 
geometrische  Aufgabe  sunächst  durch 
algebraische  Methoden,  nm  za  sehen, 
durch  welche  Hftlfsmittel  eine  Constme- 
tloD  möglich  sei.  Kreis  und  grade  Li- 
nie reichen  hin,  wenn  die  algebraische 
Lösong  durch  quadratische  Oleicbnng 
bewerkstelligt  werden  kann. 

Ist  diese  Möglichkeit  dann  einmal  dar- 
gethan,  so  wird  man  sich  auf  syntheti- 
schem Wege  nach  den  einfachsten  Con- 
stmetionen  urotnsehen  haben.  Das  alge- 
braische Hülfamittel  aber  wird  selbst  von 
den  bedeutendsten  und  gewandtesten  syn- 
thetischen Geometern  nicht  verschmüht. 

14)  Höhere  Ql  cichungen  lassen 
sich  oft  auf  zwei  oder  mehrere 
quadratische  reduciren. 

Betrachten  wir  beispielsweise  die  Glei- 
chung 4ten  Grades: 

x(x  + a)  (x  (j:  + 3o)  = Ä. 

Dieselbe  würde  keiner  bemerkenswerlhcn 
Vereinfachung  unterzogen  sein,  wenn  wir 
alle  4 Factoren  links  mit  einander  mul- 
tipUditen. 

MnltipUciren  wir  dagegen  den  ersten 
und  4ten,  so  wie  den  2ten  und  Sten 
Factor  entsprechend  mit  einander,  so 
kommt : 

(x*  +3rtx)  (x*  +3cj+2a*)  = 6. 
Offenbar  kann  man  diese  Gleichung  durch 


die  Substitution: 

x*-i-3ffx=:y 
in  eine  quadratische 

y(y+2a’)=Ä 

verwandeln.  Bestimmt  man  non  aus 
dieser  beide  Werthe  von  y , so  wird  die 
Hfllfsgleichnng,  die  nach  x quadratisch 
ist,  zu  jedem  2 Werthe  von  x ergeben, 
so  dass  dann  alle  4 Wurzeln  der  Glei- 
chung 4ten  Grades  bekannt  sind. 

Dergleichen  Gleichungen  höherer  Ord- 
nung, weiche  zu  quadratischen  führen, 
lassen  sich  sehr  leicht  bilden.  Nimmt 
man  z.  B. 

x^-f-wx=e 

und  denkt  sich  die  Grössen  n und  v 
durch  die  quadratischen  Gleichungen: 
u’  -f  <ni  = 6, 
c’-feer:« 

bestimmt,  nod  climinirt  aus  diesen  3 
Gleichungen  u und  i>,  so  bat  man  eine 
höhere  Gleichung  für  x,  die  nichts  desto 
weniger  durch  3 quadratische  Gleichun- 
gen gelöst  werden  kann. 

Wir  wollen  diese  Elimination  hier  aus- 
führon.  ZuuEchst  gibt  der  Werth  von 
V ans  der  ersten  Gleichung  in  die  3te 
gesetzt ; 

(x’  -ftix)*4-c(x*-|-«x)=:« 

oder 

« * X ■ iix(2x  * + c)  = e — X * (x  ’ + c) ; 
es  ist  hier  nämlich  nach  Potenzen  von 
u geordnet.  Die  2te  Gleichung  wird  mit 
X*  multiplicirt,  ond  hiervon  abgezogen. 
Es  kommt: 

«X  (2x  * + c — ax)  = e — X ’ (x  • -l- c -H  A ) . 
Der  hieraus  zn  bestimmende  Werth  von 
M kann  nun  in  die  2te  Gleichung  ein- 
gesetzt werden.  Das  Besultat  ist,  wenn 
man  die  Nenner  entfernt: 


(e— X*— (c-f-6)x’)’+ox(e— X*— (c-l-6)x*)(2x*— ox+c)=Äx*(2x'*+c— ax)* 

offenbar  eine  Gleichung  8cen  Grades,  wie  dies  auch  sein  muss,  denn  combinirt 
die  beiden  Werthe  von  u mit  den  beiden  von  e,  so  können  die  Coeffi- 
cienten  der  Gleichung 

x*+«x  = r 

4 verschiedene  Werthe  annehmen,  und  es  werden  somit  8 Wurzeln  vorhanden  sein. 
Unsere  Gleichung  nach  Potenzen  von  x geordnet  hat  übrigens  die  Gestalt: 


X*— 2ox’  + (2c-|-6Ä-l-«*)x*  — (3rtc-f6ai)x*  + (c*  — 2e-+-a*c-|-2a*A)x* 

-f-(2ae— 3a&c — «e*)x*-|-(6c*  — a*e  — 26e — 2ce)x*+öcsa^-|-s*  = 0* 

Setzt  man  in  diese  Gleichnng  ffir  a,  ö,  c,  e Selbstverständlich  ist  dies  aber  nicht 
beUebige  Zahlen  oder  Bnehstabenwerthe,  der  einzige  Weg,  um  auf  solche  Glci- 
10  wfrd  man  alao  Gleichnngen  Sten  chnngen  zu  kommen. 

Grades  erhalten,  die  sich  auf  qnadra-  Ein  andres  Mittel  wäre  es,  wenn  man 
tische  redneiren  lassen.  in  eine  Gleichung  von  der  Form 
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= by 

dio  in  Bezug  auf  ar"  quadratisch  ist,  für 
X einen  Ausdruck  von  der  Form 

schriebe  u.  s.  w. 

Beispiele  von  Gleichungen  höheren 
Grades,  die  auf  quadratische  führen,  fin- 

«*+  . 


den  sich  übrigens  in  den  meisten  Lehr- 
büchern und  Aufgabensammlungen. 

15)  Mit  Hülfe  einer  quadrati- 
schen Gleichung  lässt  sich  der 
Werth  eines  periodischen  Ket- 
tenbruchs bestimmen. 

Ein  periodischer  Kctienbruch  ist  von 
der  Gestalt: 


+J_ 
fln  4-  1 
<1,  + 1 
«1+i. 


’ +_1 
o"  4*  • 


oder 

**  i ~i~  ^ 

***  ^ 

flf4-  . 


±1 

«»+1+0,+^ 

o,+_l 

o,+  ■ 


4-  1 

Oi»-fl4’ö| 4"  . 


Die  letztere  Form  geht  in  die  erstere  jr:=a,4-l 
über,  wenn  man  an+i  gleich  Null  setzt.  r“  i i 

Es  kann  also  diese  Form  als  die  allgc-  * — 

meinste  angenonunen  werden. 

Ist  y der  Werth  des  periodischen 
Kettenbruebs  , so  erfüllt  derselbe  offen- 
bar die  Gleichung: 


und  diese  Qleichnng  ist  es,  welche  wir  aohculCsen  haben. 


+ 1 

«"+i+y 
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Wir  »etien  in  dem  Endo  folgende 
Sitte  ans  der  Tlicorie  der  Kettenbrüche 
Torans,  die  in  dem  Artikel  „Unbcitimmlc 
Angaben“  bewieaen  werden. 

I.  Ist 
»=«,+  !_ 
o,+_l 

«t+- 


+J. 

0«+l 

X 

ein  Kettenbmch,  und  die  Nahemngs- 
btfiche,  wie  sie  sich  aus  Berechnung  der 
Werthe  von 

*i>  «i+_l.  a,+^.  . . 

»t 

«•  a,+2. 

ergeben,  seien; 

^ I -^1  -d# 

B.’  B,  • • ■ • B7 ' 

so  sind  diese  Brüche  immer  abwechselnd 
kleiner  und  grCsser,  als  der  Werth  y 
des  ganien  Kettenbmches. 

n.  Es  gibt  keinen  Bmch  der  dem 

Werthe  Ton  y naher  kommt,  als  ein  be- 
liebiger NUernngswerth  wenn  nicht 


braucht  hierbei  x keine  ganze 
Zahl  in  sein,  sondern  deijenige  Quo- 
tient, welcher  hinzngefUgt  werden  muss, 
um  den  Kettenbmch  in  seinem  voll- 
ständigen Werthe  y in  ergänzen,  also 
der  sogenannte  vollständige  Quotient. 

16)  Sei  jetzt  der  periodische  Ketten- 
brach: 

y = «,  + ^ 

“»+i 

“i  + 


a grüsser  als  A, 
and 

ß grosser  als  B, 

ist,  selbstverständlich  Toransgesetzt,  dass 
a and  ß relative  Primzahlen  sind, 

in.  Die  Nähernngabrüche  werden  ge- 
mnden  durch  folgende  Formeln: 

a,,  B, c:  1, 

A,  = A^a,  + l,  B,  = a„ 
^t=A,a,+A„  B,  = ß, 
^i-A,a,+A„  Bj  = B, 

IV.  Es  Ut  immer 

--^,-1®, = ±1. 

?**  " gntde  ist, 

dss  Minnszeichen,  wenn  n ungrade  ist. 
Ans  HL  folgt  sogleich 

V.  Wenn  is  die  Anzahl  der  Theil- 
laücho  ist,  die  i vorangeht,  so  ist; 


S = 


+J 

n»+y 

gegeben,  so  ergibt  sich  ausdemSatilll 
^8  vorigen  Abschnittes  offenbar  der 
Werth  von  y,  wenn  man  in  der  Formel 
daselbst  a.-fy  für  x,  für  A.  und  B, 
aber  A^^  und  B^_„  und  und 

®»— 2 ““d  B,_j  setit.  Es  ist  also: 

®.-l(<*.+y)  +B._,  “ B._,  y-fs;  ’ 

der  letzte  geschriebene  Worth  beruht 
aaraof,  dus 

+ •^»-2  = ®»-l*,  + ®„_J  = B, 

war.  Ist  übrigens  o.=0,  so  wird  der 
erste  Werth  Ton  y,  d.  h, 

®,^iy+®,^ 

genommen.  Man  bat  aUo  die  gnadrati- 
sche  Oleicbong 

®.-iy*+(®.-.A,^l)y-A,=0, 

durch  welche  dieser  Kettenbmch  bestimmt 
werden  kann,  wenn  nicht  gleich  0 ist. 
Die  Grössen  a^f  a,  , . , sind  sämmC- 
lieh  positiv,  also  aoeh  y,  es  muss  also 
immer  die  positive  Wnrsel  unserer  Glei> 
chung  genommen  werden. 

Ist  aber  «„  = 0,  so  ist  die  quadratische 
Qleichnng 

»._iy’+(®,^_j-A._l)y-A„_2  = 0. 
Beispiele.  Sei 
y = l+l_ 

ä+1 

8-fl-bl 
2-H 
8-1- . 
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Es  ist  hier 
n = 3,  also 

B,=2, 

X,  = 10,  Ä,=7. 

Die  Gleichung  wird  sein: 
2j’+4jr-10=0, 
yrz-l+V'e, 

und  da  nur  die  positive  Wurxel  sn  neh- 
men ist,  so  ist  — l der  Werth  des 
Kettenbmchs. 

Sei  ferner 

y=l+l 

1+1 

2+1 

1+1 

3+1 

1+1 

1+1 

2+1 

I+l 

3+. 


B =:A. 


.-1’ 


oder  wenn  der  zweite  Fall  stattfiudet 

isL  Diese  BediDgQDg  ist  übrigens  in  der 
ersten  mit  inbegriffen , und  entspri<^t, 
wie  oben  gezeigt,  dem  Fall,  wo  gleich 
Null  ist. 

Um  die  Bedeutung  dieser  Gleichung 
zu  verstehen,  wollen  wir  2 Kettenbrüche 
von  der  Form: 

«*+  . 


und 


»=<».+ 1 

«.-1+1 


+j_ 

O. 


also 

y = l+l 
1+1 
2+1 
1+1 
3+1 
»- 

so  ist  hier  «,=0,  it=6  tu  setzen  und 

A,=l,  B.=l, 

A,  = 2,  fi,  = l, 

At  = 6,  B,=3, 

A,=l,  Ä.  = 4, 

il.=26,  Ä,  = 15, 


also 
d.  h. 


15y‘-22y-7  = 0, 


+1 

«I 

miteinander  vergleichen,  wo  also  die 
Tbeilnenner  des  ersten  im  2ten  Ketten- 
broche  in  umgekehrter  Beihenfolge  Vor- 
kommen. Man  nennt  solche  Kettea- 
brüche  entgegengesetate. 

Es  ist  nnn: 

da  der  letzte  Tbeilnenner  ist;  wir 
setzen 


Um  s zn  berechnen,  wollen  wir  aber 
*“  nicht  die  in  15  gegebene  Methode  an- 

17)  An  diese  Entwickelungen  knSpn  senden,  sondern  vom  letzten  Bruche  be- 
sieh znnkchst  die  Frage,  in  welchen  die  Nenner  nach  einander  weg- 

Fkllen  die  Bestimmung  deeWerthes  der  jd,g(fen. 
periodischen  Kettenbrüche  zn  reinen  Qna-  nkmlich 

dratwnrzeln  führe.  ^ a a A 

Die  Bedingung  dafür  ist  offenbar  die,  a j.  -L=  "‘"«X— = —1, 

dass  “*  “> 


“s  + 


1 _ ,A,_AjO£+^_^ 

a,+_^  ***  A,  A,  A, 
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10  dasf  man  schliesslich  hat: 


Die  Ansdrückc  Aj,  A,  ...  aber 
sind  dieselben,  welche  als  Z&hler  in  den 
Nibernngswerlhcn  des  Kettenbrnchs  y 
Vorkommen. 

Sind  also  2 entgegengesetzte  Ketten- 
brüche zn  bestimmen,  so  ist  der  Werth 
eines  jeden  gleich  dom  Zahler  des  Wer- 
thes  des  entgegengesetzten  Bmehes,  di- 
ridirt  durch  den  Zähler  seines  letzten 
Kfthemngswcrthes. 

Ein  Kettenbruch  heisst  symmetrisch, 
wenn  in  ihm 

a,  = . . . 


ist,  wenn  er  also  die  Form  hat: 

«1  • 

*+JL 

"f"  1 

+ 1 

ofTcnbar  ist  dann  der  entgegengesetzte 
Bruch  gleich  y,  man  hat  also 


Dies  war  aber  die  oben  gefundene  Gleichung.  Es  lässt  sich  also  jeder  Ketten- 
bmeh  anf  eine  Qnadratwnrzel  znrückffihren , dessen  Periode  einen  symmetrischen 
Bmcfa : 


y=«i+i_ 


' +1_ 

+_1 

"l  + 


bildet.  Es  ist  dann: 

Beispiel: 
y = l+l 
8+1 
1+1 

3+1 


hier  ist,  = 6, 

.^1  = 1»  ^i  = lf 

A,  = 4, 

A,=5,  B,=4, 

A,=9,  £.=7, 

A,  = 31,  B,  = 25, 

A.=41,  B,=S2, 

also  A^  = B„  wie  dies  anch  sein  muss  nnd 
25y>=41,  , = 


18)  Noch  wichtiger  ist  indess  die  um- 
gekehrte Aufgabe:  „DieAnflOsong  einer 
quadratischen  Gleichung  auf  Kettenbrü- 
che  zurückinfOhrcn“;  nicht  dcssbalb,  weil 
diese  Anflösnngsart  wesentliche  Erleich- 
temng  der  nnntcrischen  Rechnung  dar- 
bötc,  sondern  weil  sich  ans  dieser  Auf- 
gabe Sitze  ergeben,  die  für  rerschiedene 
Zwecke,  namentlich  auch  für  die  AnflO- 
sung  unbestimmter  quadratischer  Glei- 
chungen in  ganzen  Zahlen  sehr  nhthig 
sind.  Wir  werden  nns  also  mit  dieser 
Aufgabe  beschäftigen. 

Da  aber  die  Auflösung  der  quadrati- 
schen Gleichungen  eben  zn  Qnadratwnr- 
zeln  führt,  so  kommt  es  zunächst  nur 
darauf  an,  eine  Quadratwurzel  in  einen 
Ketteijbmch,  zu  Terwondcln;  nnd  es  er- 
gibt sich  schon  ans  den  eben  beendeten 
Betrachtungen,  dass  dieser  Kettenbmch 
nothwendig  ein  periodischer  sein  muss. 
Es  lässt  sich  nämlich  zeigen,  dass 
nnd  einen  beliebigen  Werth  haben 

können. 

Es  sei  D zunächst  eine  positive  ganze 
Zahl,  jedoch  keine  Qnadratzahl,  a die 
grösste  in  enthaltene  ganze  Zahl,  also 
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yo  ~a=~ 


Es  wird  aber 

VD  = a+l_ 

wird  ein  positiver  achter  Bmch  sein*  -H  1 

Es  ist  also:  . 


+1 


ip  VD— ö 

Im  Werthe  von  x wird  mm  Zähler  und 
Nenner  mit  multiplicirt,  dann 

ergibt  sich; 

_VD+a  WO  Xg  der  vollsUndige  Quotient  ist,  der 

O— a*'  den  Kettenbruch  eum  Werthe  von  YD 

a^  sei  die  grösste  in  x enthaltene  ganze  ergänzt. 

Zahl,  also  Beispiel.  Wir  wollen  Y^  in  einen 

1 Kettenbmch  verwandeln. 


arrrfl,  4.- 


Es  ist  dann 


I ^ Ä 

WO  a*|  grosser  als  1 ist.  Die  Zahlen  “ j 

X,  Tj  . . . nennt  Legendre  vollständige  1^21— 4 

Quotienten.  ^ 

Setzen  wir  ferner 


so  ist: 


A'=J0— a*, 

X = ;=—  = «,  H , 

iV  X, 


“ V'5+./-a.iV~  0-(J-«,iV)«  ’ 
N 

und  N^  ist  eine  ganze  Zahl,  denn 

ff)»  =fl- J»  4-iV'(2a, -JV) 

= ff+ff'(2«,-ff) 

ist  ja  durch  ff  theilbar.  Sei  ferner 
o.ff-J=J„ 

so  kommt: 

X 

■■  N, 

In  dem  man  so  fortfährt,  also: 
D-(J,-a,N,y 

— Aj,  «,A|— Jj 

setzt,  so  dass  allgemein 


V^+4 

_V21+4  . 

■ 21-4« 

6 “ 

i nämlich 

die  grösste 

ne  ganze 

Zahl. 

5 

y^+1 

■ 4 “ 

4 

_)^+3 

y^-s 

3 ~ 

3 

V'äT+3 

05 

1 

4 “ 

4 

_y2i+i 

V^-l 

~ 5 " 

6 

_V^+4 

. y'21+4 


2+:^. 


* y2i  -4 ' 


l+:r. 


N. 


SO  lässt  sieh  ganz  wie  oben  zeigen,  dass 
eine  ganze  Zahl  ist.  Es  ist  dann: 

Vd+j. 


und 


ff. 


‘ ^21  -4  ö ’ 

es  ist  also  = x,  die  Theilnenner  wie« 
derholen  sieh  und  man  ist  zur  Periode 
gelangt.  Man  hat  also: 

i+i_ 

1+^ 

2+i 

1+L 

^+L 

ö+L 

i+. 
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Die  Periode  ist  übrigens,  wie  Torans-  so  haben  die  Wurzeln  dieser  Gleichung 
Zusehen  war,  eine  svmroetrischc,  wie  man  die  Gestalt:  ” 

ersieht,  wenn  man  4 + 4 statt  8 setzt.  — * 

Noch  aber  ist  die  Convergenz  dieser  +Y D — l/*/)— — 

Entwickelung  zn  beweisen,  d.  h.  es  muss  x = £ x = 2 

direct  erwiesen  werden,  dass  sich  die  ‘ a ’s  ^ 

Nähernngswcrthe  dem  Werthe  der  gege-  u|e  Verwandlung  in  einen  Kctten- 
benen  VVurael  bis  auf  jede  he-  brucli  geschieht  gaSz  eben  so,  wie  cs 

hchigc  Grenze  nilhern.  , r-  I»®*  ‘'®“  Wurzeln  uns  ganzen  Zahlen  ge- 

Eg  dies  aus  der  Formel  für  die  gchah 
Kettenbrüche  (siehe  den  Artikel:  unbe- 
stimmte Aufgabe) , die  schon  in  Ab-  Gleichung 

sebnitt  15  und  16  dieses  Artikels  an-  1 = 0 

gewandt  wurde.  also:  * 


Seien  y der  Werth  der  Wnrzel, 


Ä_ 


-VlKzi  X - 
I-  3 , s-,_  . 


— zwei  anf  einander  folgende  Nähernngs-  Es  ist  zunächst 


yi 

werthe,  x der  anf  — ? folgende  voll- 
itäodige  Qnotient,  so  w’ar 

hieraus  ergibt  sich  sogleich: 

* B,~  Ä.(ß.*+vV)  ■ 

Da  aber  immer  j — 

ist  (siche  Abachoitt  15,  IV),  so  \^ird 

\ ±1 

Es  nehmen  nnn  sowohl  die  Zähler, 

sls  die  Nenner  der  Ausdrücke  —1  fort- 

wkhrcnd  zn , und  wichst  somit  der  Nen- 
ner des  Ausdruckes  rechts  bis  zur  ün- 

endlichkcit,  woraus  folgt,  dass  u— — 

Bn 

sich  mit  wachsendem  «'der  Null  nUiert,  nnd 

B. 

wird. 

19)  Sei  jeut  die  qnadratiseho  Glei- 
ehnng 

ttx'  +ix+czr0 

gegeben,  a,  b,  e sollen  ganze  Zahlen, 
and  a positir  sein.  Sind  es  nämlich  Brüche 
oder  S negativ,  so  lässt  sieh  ja  die 
Gleichung  leicht  auf  diese  Form  bringen. 
Sei  ® 

4 


_V'37-5  2 

® ® K^  + ö’ 

2 


.V'37+5  _ 1 

-- 1— =5+r. 


e.  = -T-^— =l^^l+i 
V37-5  6 o.’ 

YaT-i  6 ^«z’ 

o i_  -V'^+5 
‘ ~ 1^3?  2 ’ 

also  da  a,  = -i-  ist,  so  ist  die  Periode 
* 1 

gefunden.  Man  erhält  also: 

L 

5+1 

1+1 

1+1 

5+1 

1+. 


Es  musste  hier  — berechnet  werden, 
weil  X,  kleiner  als  1 ist. 

Was  die  2to  Wnrzel  anbetrifft,  so  ist 

b 


V^-5 
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also: 


2 _V^37+5_ 

-5  ~ *5 


1 + 1 
S+1 
1+1 
1+J 
5+. 


20)  Seien 


A 

B 


uml 


A' 


»wei  auf  einantlcr  folgende  Nfihcrungs- 
werJlic  des  KeJtcnbnifhs , welcher  eine 
der  Wurzeln  einer  ((inidratisclien  Glei- 
b V 

rliung,  z.  li.  \l)^  Ri^>t,  der  auf  — 
2 B 

folgende  ganze  Quotient  aber: 


Wie  mon  aus  den  Kettenbrflchen  Kähe- 
mngswerthe  für  die  Wurzeln  ableiten 
kann,  ist  selbstverst&ndlich. 

Die  vollst&ndigen  Ooefheienten  des 
Kettenbruchs  haben  immer  wieder  die 

Form  Wie  oben  ist  auch  hier 

immer  eine  ganze  Zahl.  ist  auch 
eine  ganze  Zahl,  wenn  b grade,  hat  aber 
den  Nenner  2.  wenn  b ungrade  ist.  Bei> 
des  soll  sogleich  gezeigt  werden. 


so  ist,  wie  in  Abschnitt  15)  V.  angeführt 
worden  ist: 


und 


a 


A'B-B'A=z±l; 


w’egen  des  Werthes  von  Q verwandelt 
sieb  die  vorletzte  Gleichung  in: 


A'\'D+A'J+A?i 
fiY»+fi'J+  BN 


d.  h.  wenn  man  die  Nenner  wegsebafft: 

B"D  - ^(B’J+  B\)  + yi)(B'J+By-~tB')  = tt{A’J+AN)+aA’Y'F, 

ä.  h. 

B’D~(B'J+  By)-a(A'J+AN)  = yß{-B'J-B\  + ^bB’+aA'), 

}/ Ü ist  aber  eine  Irrationalzahl.  Dies  muss  n&mlich  bei  diesen  Schlüssen  vor* 
ausgesetzt  werden.  Es  kann  dann  diese  Gleichung  sich  nur  erfflüen,  wenn  ihre 
rechte  und  Unke  Seite  einzeln  genommen  Null  geben,  d.  h. 

1)  B’J+By=.^^bB'+ttA' 

und 

fi'O  = |(fi'J+  « A ) + a{A'J+AN). 

Die  zweite  Gleichung  aber  nimmt  auch  eine  fthnlichc  Gestalt  an , wenn  man  die 
erste  benutzt: 

fl(A'J+XA)  = «'/J-g(aX'+ |b') 

oder,  da 


war: 

2)  A'J+Ay=  -(cB'+^bA’). 

Ans  den  Gleichungen  1)  und  2)  soll  jetzt  J eliminirt  w'erden.  Man  erhält : 

3)  {BA'-AB*)X=aA'*A-t*A'B'A-cB'K 
Eliminirt  man  aber  N ans  1)  und  2).  so  wird: 

4)  (AB'-BA')J=aAA’+^b(AB'+BA')+cBB'. 
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Dt  aber 

K>  IDQS8  nach  OleichangH)  \ noth wen- 
dig eine  gante  Zahl  sein. 

Es  ist  aber 

AB'-k^BA'  = 2AB\^U 

folglich  ininier  eine  ungrade  Zahl«  und 
daher  lehrt  Gleichung  4) » dass  J eine 
gante  Zahl  ist,  wenn  1»  eine  grade  Zahl, 
dagegen  durch  2 theilbar,  wenn  J un- 
grade ist. 

Mit  Besag  auf  die  Gleichungen  3)  und 
4)  machen  wir  übrigens  auf  ihre  Lieber- 
einstimmnng  mit  denjenigen  aufmerksam, 
welche  in  der  Lohre  von  den  quadrati- 
schen Formen  tu  der  acqnivalcnten 
Transformation  einerForm  führen.  (Siehe 
dcD  Artikel:  Quadratische  Formen). 


Die  Convergenz  dieser  Entwickelung 
wird  übrigens  gant  wie  in  Abschnitt  18) 
bewiesen. 

21)  Quadratische  Olcicbungen 
mit  mehreren  Unbekannten. 

Im  Allgemeinen  lassen  sich  Gleichun- 
gen mit  mehreren  LInbekannten  nur  dann 
auf  quadratische  turückfuhren,  wenn  nur 
eine  davon  quadratisch,  die  andern  aber 
linear  sind. 

Denn  schon  2 quadratische  Gleichun- 
gen mit  2 Unbekannten  geben  im  All- 
gemeinen nach  Elimination  der  einen  eine 
Gleichung  4tcr  Ordnung. 

Die  allgemeine  Form  der  Gleichnagen, 
welche  zu  einer  quadratischen  mit  einer 
Unbekannten  führen,  wfirc  demnach: 


2)  WJ-f/Jy  + ys-f  =:J, 


3)  • 


Die  einfachste  Gleichung  dieser  Art 
nit  2 UDbck*nDtcn  ist: 

Der  Werth  von  y ans  der  sweiten  in  die 
erste  gesetzt  gibt: 

z?*  — 6x=  — ö; 

setzt  man  aber  x aus  der  zweiten  in  die 
erste,  so  kommt: 

y*-4,=  -0. 

Also  dieselbe  Gleichung  gilt  für  x und 
7,  wie  dies  auch  sein  muss,  da  die  ge- 
gebenen Gleichungen  sich  nicht  ändern, 
wenn  man  x and  y vertauscht. 

Da  aber  x und  y im  Allgemeinen 
nicht  gleich  sein  können,  so  stellt  x die 
eine,  y die  andre  Wurzel  der  Gleichung 

—fl 

vor. 


■=j, 

Auf  die  Gleichungen 

xyra,  x-t-y  = Ä 

lassen  sich  aber  viele  andere  Gleichun- 
gen , deren  Grad  höher  als  der  2tc  ist, 
zarQckführcn. 

F«8  ist  dies  namentlich  bei  solchen 
Gleichungen  mit  2 Unbekannten  der 
Fall,  worin  x und  y symmetrisch  ver- 
kommen. Eine  solche  Gleichung  hat 
nämlich,  wie  leicht  zu  sehen,  immer  die 
Gestalt : 

£A  ) = ß. 

Nehmen  wir  an,  es  sei  in  irgend  einem 
Glicdc  der  Summe  y grösser  als  p und 
gleich  p + r,  so  erhält  man  für  dieses 
Glied: 

(xyfix'W)- 

Es  ist  aber 


JT  +,  = (jr+y)  -rxy(x  +y 


-V 


Kr-l), 

1-2 


r-4  r-A 

(xy)>(4:  4y  ) + • 


r-2  r-2  r-4-  r-4 

and  da  x -|-y  « x +y  , . « . 

ganz  wie  behandelt  werden  kön- 

nen, so  kommt  man  endlich  auf  eine 
Form,  die  nur  Potenzen  von  x-l-y  und 
ly  enthält.  Setzt  man 

*’+y=«>  -ry  = «>t 

so  sieht  man  leicht,  dass  das  entspre- 
chende Glied,  welches  von  der  p-|-yten 
Dimension  in  Bezug  auf  x und  y war, 
jetzt  in  Bezug  auf  u und  e nur  die 
p+rte  Dimension  bat,  da  das  höchste 
Glied 

(xyf  (x+y)  =uV 


wird ; also  es  findet  eine  Keduction  der 
Gleichung  um  y Grade  statt. 

B.eispiel.  Seien  die  beiden  Glei- 
ehnngen  gegeben : 

1)  x>+y*— X— y = 78, 

2)  xy+x4y=:39, 

so  nimmt  die  letztere  dnreh  EinfiihruDg 
von 

x + y = M,  xy  = e 

ohne  w'citercs  die  lineare  Gestalt  an: 

«-f-r  = 39. 

Die  crstcre  aber  wird: 

"7* 
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(x+y)*-2jy— j— 1/  = 78, 

d.  h. 

«*— 2r-f-M  = 78, 

Gleichanpen,  die  jetzt  za  einer  quadra- 
tischen rühren  roössen,  dn  die  cinclincärf 
die  andre  quadratisch  ist.  Man  erhält: 
u*+u  = 15(Jt 

also 

«.-“|+|v'G25=12, 

Dazn  ergehen  sich  die  entsprechenden 
W’crlhc  von  r: 


die  quadratischen  Gleichungen: 


a-*-12x=-27 

und 

X*  4-13i?=  —52. 


Von  denen  je  eine  Wurzel  gleich  x,  die 
andre  gleich  y gesetzt  werden  muss.  Ks 
ergibt  sieh: 


*1=9.  »1=3, 

*i^y.=9,  

2 _ 13^v'^  13  V-sa 

-.—Y+-^y>  = -Y — ä-’ 

, =_13_vp»  „ __13  , 

• 2 "2  ’ 2 2 ■ 


t,  = 27,  r,=:52. 

Die  Aufgabe  ist  nun  zuriiekgerührt  auf 
die  Auflr»sung  der  beiden  Paare  von 
Gleichungen 

x + i/  = 12,  xy~27 

und 

4-  y — 13,  xy  - 52, 

w'ovon  man  die  Auflösung  erhält  durch 


Selbstverständlich  erhrdt  man  aus  einem 
Paar  von  Wurzolwcrihcn  ein  andres,  wenn 
man  die  Werihe  von  x und  y mitein- 
ander vertauscht,  da  die  Gleichung  in 
Bezug  auf  x und  y symmetrisch  war. 

Ist  aber  eine  der  beiden  symmetri- 
schen Gleichungen  schon  von  der  Form 
x4-f/  = a,  also  x + y bekannt,  so  tritt  eine 
fernere  Heduction  ein.  In 


+y 


/ , r-2  r-2 

:(x-fy)  ~rxy(x  +y  ) 


r(r- 


1-2 


(x  +y  )(xy)> 


kommt  es  nun  bloss  auf  den  Grad  von 
xy  an,  und  offenbar  wird  dies  der  Grad 
des  letzten  Gliedes  rechts  sein,  da  diese 
Glieder  nach  aufsteigenden  Potenzen  von 
xy  fortschreiten. 

Offenbar  aber  ist  dies  letzte  Glied  von 

f 

der  Ordnung  wenn  r grade  ist,  da- 
r — 1 

gegen  von  der  Ordnung wenn  r un- 
grade ist.  Die  Ordnung  des  entspre- 
chenden Gliedes  der  Schlussglcichung 

wird  also  bezüglich  p + ^oder  p -f— 

und  da  die  anHlnglichc  Dimension 
p-fy=:2p-l-r  war,  so  wird  im  ersten 
Falle  die  Ordnung  auf  die  Hälfte , im 
2ten  auf  4 weniger  als  die  Hälfte  re- 
dudrt. 


Es  fuhren  also  di«  Gleichungen 
x*4-y*  = 6 oder  x‘-f-y*=:6 
in  Gemeinschaft  mit 

*+y  = fl 

noch  auf  quadratische  zurück. 

In  der  That  ist,  wenn  wir 
xy  = u 

setzen: 

X* 4-y*  = (x-j-y)*— 3xy(x-f-y)  =z  a*— 3«a, 
also  eine  lineftre  Gleichung.  Dagegen: 
X*  +y*  = (x-hy)*  — 4xy(x*4-y*)  -6x*y* 
oder,  da 

x*4-y>  = (x-Hy)*-2xy 


X*  -f  y*  = o*  — 4«a*-f  2a*. 


Endlich 


Beispiele.  Sind  die  Gleichungen 

2m  2m 

x-fy  = a,  X -f-y  rr  b 
gegeben,  so  ist: 

prO,  g — rzz2n, 

also  die  Schlussglcichung  wird  vom  nten 
Grade.  Sind  die  Gleichungen: 

2m+1  2«H  , 

x-f-y  = a,  X -f-y  =6 

gegeben,  so  ist  die  Schlussglcichung 
ebenfalls  vom  nten  Grade. 


x»+y‘  = (x  + ]/)‘-5xy(x*+y*)- 
10x>y>(x+,) 

und  wegen  des  Werthes  von 
x*4-y*  = tt*— 3ua, 
x*-f-y*  = it*— 5ik»*4*ÖM*a, 
so  dass  in  beiden  letzten  F&llen  sich  in 
der  That  quadratische  Gleichungen  für 
M ergeben. 

Oft  kann  man  nicht-symmetrische  Olei- 
ebungon  durch  Substitution  auf  die  Form 
von  symmetrischen  bringen. 
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Eet  ist  dies  z.  B.  bei  der  Qlcichang 

2fl+l  2«M  , 

X — y =6, 

welche  sich  in 

2m+1  2ih-1  . 

X +2  =0 

verwandelt,  der  Fall, wenn  man  > = — y scUt. 

22)  Kommen  mehr  als  2 Glcicbnngen 
and  die  entsprechende  Anzahl  Unbe> 
kannter  vori  so  ist  der  Fall  natürlich 
seltener,  dass  sich  diese  Gleichungen  auf 
quadratische  redneiren  lassen. 

Am  leichtesten  wird  man  bei  solchen 
Gleichungen  znm  Ziele  kommen,  die  in 
Beiag  aof  je  2 Unbekannte  symmetrisch 
»ind,  und  wollen  wir  dies  nnr  an  einem 
Paar  Beispielen  klar  machen,  da  viele 
UcbuDgsbüchcr  von  diesem  Vorfahren 
hinreichende  Anwendungen  gegeben. 

Beispiele.  Seien  gegeben  die  4 
Gleichungen: 

1)  = 

2)  jr+y  + s + « = ct, 

3)  X* -f-y* +5*4-m*  = Ä, 

4) 

Es  findet  hier  einerseits  zwischen  x nnd 
y und  anderseits  zwischen  i nnd  w voll- 
ständig Symmetrie  statt.  Setzen  wir  also 
ans  densclhca  Gründen,  wie  im  vorigen 
Abschnitte, 

x+tf  = p,  xy  = g,  » + « = r, 
so  ist  iu  wegen  Glcichnng  1)  auch 
gleich  y. 

Es  nehmen  dann  die  Gleichungen  2), 
3)  and  4)  die  Gestalt  an: 

5)  p+r  = ir, 

(x+y)“+(»+«)’-2j:y-3i»  = 6 

oder 

6)  p*d-r*— 4y  = 

(x+y)>+(»  + ii)*-34:y(x+y+»+ii)  = e 
oder 

7)  p*  + r*— 3ay  = c. 

Die  Glcichnngcn  5),  6)  und  7)  aber  sind 
nach  p und  r symmetrisch;  setzt  man 
demnach,  da  p+r  = a ist,  noch 
pr  = i, 

so  werden  6)  nnd  7)  die  Gestalt  anneh- 
men : 

(p+r)>— 2pr— 4y=  6 

oder 

8)  rt*— 2s— 4y=:6, 

(p  + r)  * — 3pr(p  4-  r)  — 3ff  y = c 

oder 

9)  a*— 3ai— 3ay  = 0. 


Die  Anfgaho  ist  also  znrückgeführt  auf 
die  Lösung  der  beiden  linearen  Glei- 
chungen 8)  und  9),  welche  s und  y ge- 
ben. Die  Gleichungen 

p4-r=a,  pr  = s 

geben  dann  p und  r,  und  mittels  der 
Gleichungen 

•r+!f=p,  :ry  = y 

kann  man  x und  y,  so  wie  mittels  der 
Gleichungen 

»+u  = r,  jM  = y 

s und  u finden,  so  dass  nur  3 quadra- 
tische Gleichungen  zu  lösen  sind. 

Ein  ähnliches  Verfahren  führt  noch 
zum  Ziele,  wenn  man  hat: 

1)  ;ry  = su, 

2)  x4-y-(-»+«  = a, 

3)  = 

4)  j:*+y*4'i*  + M*  = c. 

Man  setzt  wieder 

»+M  = r, 
xy  = »«=:y; 

es  worden  dann  die  Gleichungen  2)  und 
3)  die  früheren  Formen 
5)  p + r = ff, 

6)  p’-fr*— 4y  = 6 

annchmen,  die  Glcichnng  4 aber  wird 

(■r-i-y)'^  (s4-w)*-4xy(4:»+y*) 

— 45m(6‘  4-«*)— 6x*y*  — 6s*m*  = c 

oder 

7)  p*-f  r*— 4yA— 12y*  = c. 

Setzt  man  noch  pr=s,  so  wird  die  Glei- 
chung 6)  ganz  ^sie  oben: 

8)  fl*— 2i— 4y=Ä, 

dagegen  wird  aus  7) 

(p4-r)*~4pr(p’4'»‘*)— 6p*r*  — 4yi 
— 12y"  = c 

oder,  da 

p»H-r*  = (p4-r)>— 2pr 
ist, 

n*— 4*(fl*— 2i)— 6j*— 4yÄ— 12y*  = c, 
d.  h. 

9)  a*4-2s*— 4a*Ä— 4y6— 12y*  = c. 
Von  den  Glcicliungcn  8)  nnd  9)  ist  8) 
linear,  9)  quadratisch,  sic  führen  also 
zur  Bestimmung  von  y und  i mittels 
einer  quadratischen  Gleichung;  im  Uebri- 
gen  ist  das  Verfahren  wio  im  vorigen 
Beispiele. 

Statt  der  Gleichung  4)  kann  man  selbst 
noch  die  folgende  nehmen: 
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Es  werden  von  dieser  Aenderung  in  dem  vorigen  Beispiele  nur  die  Gleichungen 
7)  und  9)  berührt.  Statt  Gleichung  7)  nämlich  kommt,  wenn  man  wieder  »,  a 
und  r ciiiAihrt: 


(a:  + y)»-5jy(*»+y*)-104r*tf*(x+y)4.(»  + ii)»_55M(s>4.M>)-10*»«*(»  + «)  = c 

oder: 


p»  ^r» + »•+«*)— 109*0=:  c. 

Da  aber 


+y*  +i*+n*  =p^-k-r*—Saq 
ist,  60  wird  die  Schlussrorm: 

59(/i*  +r*)4-5«9*  =c, 

und  wenn  endlich  wieder  pr  = s cingeführt  wird,  so  ist  statt  dieser  Gleichung  zu 
setzen : 

(p  + r)*— 5/»r(p*-f-r»)  — 10p*r*(p  + r)-59(p*4*r*)+5o9*  = c, 

d.  h. 

5(*  + 9)(p*  + r*)— 10o**  = c 

oder  da 


ist: 
d.  h. 


P * + r • = 0» -f  r)  * - 3pr(p + r), 
a*  — 5a*(«+9)+  15rtj(s+9)  — 10«*  = c, 


a • — 5a*  r — 5fl  * 9 + 5«  * + 15«9  = c, 
offenbar  eine  Gleichung,  die  in  Verbindung  mit 

a*-25-49  = A 

die  Werthe  von  t und  9 durch  Auflösung  einer  einzigen  quadratischen  gibt. 


Bind  alle  gegebenen  Gleichungen  für 
X und  y symmetrisch,  und  eine  der 
Gleichungen  ist 

xy  = l, 

80  ist 


1 


und  da  wegen  der  Symmetrie  jedem 
Werth  von  r ein  Werth  von 


1 


entsprechen  muss,  so  wird,  wenn  man 
alle  Unbekannten  bis  auf  x climinirt 
hat,  die  Schlussgleichung  eine  rcciprokc 
sein,  also  sich  auf  die  fQr  dieselben  an- 
gegebene Weise  rcducircn  lassen. 

Die  Gleichung 

xy-a 

nimmt  die  obige  Form  an,  wenn  man 
y=.axt  subsiitnirt,  wo  dann 


23)  Die  quadratischen  Gleichungen  mit 
mehreren  Unbekannten  Anden  mancherlei 
Anwendungen  in  den  verschiedenen  Thei- 
Icn  der  Mathematik.  Ihr  wichtigster 
Gebrauch  ist  aber  der  in  der  analyti- 
schen Geometrie  zur  Bestimmung  der 
Eigenschaften  der  Linien  und  Flachen 
2tcr  Ordnung,  worüber  in  den  entspre- 
chenden Artikeln  duslsähere  zu  Anden  ist. 


Um  noch  eine  einfache  Anwendung 
derselben  für  die  Elemente  der  Algebra 
zu  zeigen,  beschäftigen  wir  uns  mit  der 

Aufgabe,  den  Ausdruck  Va-f|^6,  wel- 
cher also  eine  Wurzel  unter  der  Wurzel 
enthält,  wenn  cs  geschehen  kann,  in 
eine  Summe  oder  Differenz  zw’eier  ein- 
fachen Wurzeln  zn  verwandeln. 

Zu  (1cm  Ende  setzen  wir: 

\'aj^\  li  ~ }/xjiyy 

und  erheben  diese  Gleichung  ins  Qua- 
drat. Es  kommt: 

eine  Gleichung,  die  man  in  2 andere 
zerlegen  kann,  wenn  man  den  rutiona- 
Icn  und  irrationalen  Thcil  sondert.  Es 
kommt: 

2(15  = v'6 

oder 

4j:y  = A. 

Es  ist  also  Summe  und  Product  der 
beiden  Unbekannten  bezflglich  a und 

und  cs  wird  die  quadratische  Glei- 
chung, deren  Wurzeln  x und  y sind, 
sein  (siche  Abschnitt  21): 


also; 
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folglicb : 

»'.TFT = 

Dnd 

Die  Aasüräcke  rechts  nehmen  immer  die 
GesuUt  einfacher  Wurzeln  an,  wenn 
fl*  — 6 die  Form  eines  vollständigen 
Quadrates  hat. 

Beispiele: 

1^87  - 12K  42  = ysi-  = 3y'7  - ^y^ 

_F?+W=i+iF2. 
}'7+4y^3=V'4  + v'3=2+y3. 

Man  kann  aber  allgemein  die  Frage 
stellen,  unter  welchen  Umständen  «*  — A 
ein  vollständiges  Quadrat  ist. 

Es  muss  dann  offenbar  sein: 
fl*  — Arr  (a  — r)*  = /i*  — 2(tc4-c>, 

sUo 

b = 2rtc  — c*, 

wo  c eine  ganz  beliebige  Zahl  ist. 

In  unserm  ersten  Beispiele  war: 
rt  = 87.  A = 6048  = 2*87-48-48». 

also 

a-r=3t). 

Quadratische  fileichungen  (unbe- 
stimmte). 

1)  Qaaürattscbo  Gleichungen  bleiben, 
wie  alle  Gleichungen,  nnbestimmt,  wenn 
weniger  Gleichungen  gegeben  sind,  nU 
die  Anzahl  der  Unbekannten  beträgt. 
Man  kann  dann,  wenn  z.  B.  n Gleichun- 
gen mit  p Unbeknnnten  gegeben  sind,  im 
Allgemeinen  p — n der  letztem  beliebig 
bestimmen. 

Diese  Beliebigkeit  aber  hört  anf,  wenn 
man  über  die  Art  der  Werthe  der  Un- 
bekannten Bestimmungen  trifft.  (Siche 
Artikel : nnbestimmte  Aufgaben.) 

^¥^r  wollen  hier  nur  eine  Gleichung 
mit  2 Unbekannten  betrachten: 
o4r*+2Ä4'y  + r3f*-f  rfx  + ey  + /*z:  0. 

Die  Coefiieienten  derselben  seien  ganze 
Zahlen. 

Es  wird  zunächst  verlangt,  diese  Glei- 
chung durch  rationale  Werthe  von  x 
und  « zu  losen.  Weder  a noch  c sollen 
den  Werth  Null  haben,  denn  fände  dies 
z.  B.  für  a statt,  so  würde  die  Gleichung 


in  Bezug  anf  x vom  ersten  Grade  sein, 
also  sich  ohne  Weiteres  für  ein  beliebi- 
ges rationales  y auch  ein  rationales  x 
ergeben. 

Indem  man  die  Gleichung  mit  4a  mul- 
tiplicirt,  nimmt  sie  die  Gestalt  an: 

(2flx+ 6y -f  d)  * - (rf-l- Ay)*  - 4«(/'+ ry 
+ cy*). 

Also  wenn  man  setzt; 

2rtx-f-Ay 
d*— 4a/"  =:y, 
dA-2ae  = A, 

A*— 4ac= A, 
so  kommt: 

«*  = Ay"  + eAy-fy 

oder  wenn  man  noch 

Ay+A=.  r, 

setzt,  und  mit  A multiplicirt: 
r*  = A«*  + /f, 

wo  weder  Anndi^  gleich  Null  sein  sol- 
len, da  sonst  sich  die  rationalen  Werthe 
augenblicklich  ergäben 

Ist  diese  letzte  Gleichung  in  rationalen 
Werthen  von  w und  v gelöst,  so  hat 
man  rationale  Werthe  für  .r  nod  y mit- 
tels der  Formeln: 

Am  — Ar  + AA  — Ad  c — A 

'= 2^:4 — ■ 

die  man  sogleich  aus  den  obigen  erhält; 
und  nur  in  dem  Falle , wenn  die  Glei- 
chung 

e*  = Am*  + ß 

wirklich  auf  rationalem  Wege  lösbar  ist, 
findet  Gleiches  auch  für  die  gegebene 
Gleichung  statt.  Mit  der  Ictztgeschrie- 
benen  Glcichnng  haben  wir  uns  also 
allein  zu  beschäftigen. 

Noch  sollen  A und  B keinen  quadra- 
tischen Factor  haben.  Denn  wäre 
A = A'«%  ß = 

80  würde  man  setzen  können: 
r = und 

die  Gleichung  nehme  dann  die  Gestalt 
an: 

=A';i*M'*  + Ä'/5*, 

d.  h. 

r'*  = AV*-hif'. 

was  wieder  die  Gestalt  nnserer  Glei- 
chung ist. 

Wir  betrachten  jetzt  r und  u als  Brü- 
che, die  auf  ihren  kleinsten  Generalnen- 
ner gebracht  sind. 
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Seien  demnach: 

r $ 

tJ  = — , M = — . 

» ** 

WO  r,  1,  i alle  drei  keinen  gemein- 
schftftlichcn  Factor  hüben  dürfen. 

Unsere  Gleichung  wird  dann: 

wo  r,  f,  s ganze  Zahlen  sind.  Da  A 
und  B keinen  quadratischen  Factor  ha- 
ben, müssen  je  2 der  Zahlen  r,  g,  i 
relativ  einfache  Zahlen  »ein.  Denn  hät- 
ten z.  B.  r und  * einen  Factor  gemein, 
80  kann  derselbe  nicht  in  s Vorkommen, 
er  müsste  also  2 Mal  in  ii  als  Factor, 
d.  h.  als  quadratischer,  enthalten  sein. 

2)  Es  sollen  jetzt  die  Bedingungen 
untersucht  werden,  welche  stattünden 
müssen,  damit  die  Gleichung 
r^  = As^-\-Bi* 

überhanpt  in  ganzen  Zahlen  lüsbar  sei. 

Möge  f der  grösste  gemeinschaftliche 
Factor  von  X und  üf,  also  A = aft  Bzzbf 
sein,  so  ist: 

r-^zzafg^+bßK 

Es  sind  auch  af  und  6,  so  wie  bf  und 
d relative  Prinizahleu , denn  wäre  dies 
nicht  der  Fall,  so  müssten,  da  n and  b 
relative  Primzahlen  sind,  z.  B.  f und  b 
einen  Factor  gemein  haben,  also  in 
B=bf  musste  ein  quadratischer  Factor 
Vorkommen. 

Sei  jetzt  p eine  in  b als  Factor  ent- 
haltene Primzahl,  so  ist  r*— o/s*  jeden- 
falls durch  p theilbar.  Es  sind  dann 
aber  weder  r noch  i durch  p theilbar, 
denn  wäre  cs  r,  so  müsste  cs  auch  s 
sein,  da  af  nicht  durch  p theilbar  ist, 
r und  s aber  haben  keinen  Factor  ge- 
mein. Es  lassen  sich  also  jedenfalls  2 
Zaiilen  t und  ii  so  bestimmen,  dass 
st— 

Ist,  oder  dass 

st  El  modp 

wird.  (Siche  den  Artikel:  unbestimmte 
Aufgaben.)  Verbindet  man  diese  Con- 
gruenz  mit 

r^Eafs“*  mod p, 

welche  stattündet,  weil  r*~ o/s*  durch 
p theilbar  wird,  und  multiplidn  letztere 
mit  so  kommt: 

(rl)  * = <»/■  modp. 

Es  muss  also  af  oder  A quadratischer 
Kest  für  jeden  Factor  p von  bf  oder  Ä, 
d.  h.  von  B selbst  sein.  Für  B lässt 
sich  ein  gleicher  Schluss  machen,  und 
man  erhält  den  Satz; 


„Die  Gleichung 

r^  = As*  + Bs^ 

ist  nnr  dann  in  ganzen  Zahlen  lösbar, 
wenn  A quadratischer  Rest  von  B,  und 
B quadratischer  liest  von  A ist.** 

3)  Wegen  der  Gleichung 

ist  r durch  f theilbar,  wir  wollen  daher 
r — ftc 

schreiben,  dann  ist: 

/«■*  = as  ’ + ÄI* 

oder,  wenn  man  mit  a multiplicirt: 
oftt* 

d.  h. 

(#m)*  = — fiÄs*  mod/!. 

ab  und  f sind  aber  relativ  einfache  Zah- 
len, denn  f hat  weder  einen  Factor  mit 
a noch  mit  6 gemein.  „Es  muss  also 
anch  — ab  quadratischer  liest  von  f sein,“ 
weil  —065*  ein  solcher  ist. 

Nun  sind  die  Fälle  zu  unterscheiden, 
1)  wo  A und  B positiv  sind,  2)  eine 
von  beiden  Grössen  negativ  ist.  Denn  in 

können  nicht  gleichzeitig  A und  H ne- 
gativ sein. 

Aber  der  zweite  Fall  lässt  sich  immer 
auf  den  ersten  zurüekführen.  Denn  sei 
z.  B. 

wo  A und  B positiv  sind,  so  können 
wir,  da  r durch  f theilbar  ist,  wieder 
setzen  r = /tr,  und  unsre  Gleichung  wird: 
/io*  = «i*  — 

oder 


ns*  =:  6/*  4*/ic*. 

d.  h.  wenn  man  mit  a multiplicirt: 

(ojt)*  = abt^-^-aftc"*. 

Setzt  man  für  as  einen  eignen  Buch- 
staben, so  hat  man  ganz  die  obige  Form 
wieder.  Es  kann  diese  also  als  allgc* 
mein  gültig  angesehen  werden,  und  wir 
denken  uns  daher  sowohl  A als  B po- 
sitiv. 

Es  ist  aber  selbst  darauf  nicht  zu  se- 
hen, dass  in  der  Gleichung 
r*  =As'+fiP 


die  Wurzeln  ganze  Zahlen  seien.  Denn 
jede  Auflösung  in  rationalen  Zahlen  gibt, 
wenn  man  die  Nenner  gleich  macht  und 
solche  wegschalTt,  auch  eine  Auflösung 
in  ganzen  Zahlen. 

Seien  zunäshst  A und  B ungleich,  und 
zwar  B kleiner  als  A \ cs  muss  dann,  Ja 
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B quadratischer  Kest  von  A ist,  noth- 
wendig  eine  otlcr  mehrere  positive  Zahlen 

N geben,  die  kleiner  als  ^ und  so  be- 
schaffen sind,  dass  n*  — B durch  A 
tbcilbar  ist.  Es  ist  nun 


Sei 


fl»-ß  H*  1 , 


h'  — B 


jetst  gleich  ttk*y 


wo  der  quadratische  Factor  k*  natürlich 
auch  gleich  Eins  sein  kann,  dann  ist 
auch 

4 

Nun  wird  gesetst: 

r^nt  — Ai% 

also: 

{n*-B)t^-2nÄti*-\-A*t^^  = Ai^ 
oder: 

f/A*/* -2rt/t'+ = 1». 


haben.  Unmitelbor  aber  zeigt  nnsere 
Gleichung,  „dass  B quadratischer  Rest 
von  ft  ist,**  Es  war  dies  die  erste  un- 
serer 3 Bedingungen. 

Möge  nun  p ein  einfacher  Factor  von 
B sein,  der  aber  zunächst  nicht  in 
A<tk*  enthalten  sein  soll.  Dann  ist 
«*  = Aah^  modp 

und  da  A quadratischer  Rest  von  p 
war,  so  ist  cs  auch  oA»,  folglich  auch  ft. 
Es  ist  ft  also  auch  quadratischer  Rest 
von  B. 

Sei  jeUt  p zugleich  in  er  enthalten,  so 
ist  offenbar  /•— « durch  p theilbar,  wenn 
l irgend  eine  durch  p theilbarc  Zahl  ist, 
also 

— ft  modp, 

und  ft  ebenfalls  quadratischer  Rest  von  p. 

Ist  endlich  A durch  p theilbar  (A*  hat, 
wie  wir  gesehen  haben,  keinen  Factor 
mit  B gemein),  sö  ist  p ein  Divisor  des 
grössten  gemeinschaftlichen  Factors  /'von 
A und  ß.  Da  nun  wegen  der  Gleichung 


Es  ist  nämlich,  ^ B fOr  gesetzt: 
y|«A*,  und  / weggehoben. 

Muliipliciren  wir  die  letzte  Gleichung 
endlich  mit  <rA*,  so  kommt: 

(«A>t-M(')*-(n>-/iftA*)t'*  = «A’K*. 

Indem  wir  nun  setzen: 

ftA»f-«t'=:r',  Ai  = s' 
und  damit  die  Gleichung 
n*-Aak*  = B 
verbinden,  so  kommt: 

eine  Gleichung,  die  der  gegebenen  ganz 
ähnlich,  nur  dass  der  erste  Cocfficicnt 

1 - . 

it<rA  ist. 

4 

4)  Wenn  die  3 Bedingungen  der  Mög- 
lichkeit ffir  A und  B erfüllt  sind,  so 
erfüllen  sie  sich  schon  von  selbst  für 
o und  B.  Wir  wollen  dies  jetzt  be- 
weisen. 

Sei  der  grösste  gemeinschaftliche  Fac- 
tor von  H und  B durch  bezeichnet, 
also 

« = «Vi 

ln  der  Gleichung 


n>-Ä=:^ftA» 

auch  a*,  d.  h.  n durch  / theilbar  sein 
muss,  60  kann  man 

n-fr 

setzen,  und  es  ist: 

/•r*  = i-|-flftA». 

Es  kann  aber  6 nicht  durch  p theilbar 
sein,  da  sonst  B^bf  einen  quadratischen 
Factor  enthielte.  Folglich  ist  auch  nicht 
flffA*  durch  p theilbar.  Es  wird  aber: 
^b^fUik^  modp, 
oder  mit  a moltiplicirt : 

— Sa*ftÄ’  mod p 

und  da  ~a6  quadratischer  Rest  von  f 
war,  so  ist  cs  auch  r<;  es  ist  n also 
auch  quadratischer  Rest  von  B. 

Dies  war  die  zweite  Bedingung.  Sie 
findet  mithin  ganz  allgemein  statt. 

Ea  soll  endlich  noch  quadratischer 
Rest  von  tf  sein. 

Dies  aber  folgt  aus  der  Gleichung: 
«*-Ä  = ^ftA». 

Da  ft  und  B nämlich  durch  y theilbar 
sind,  so  ist  dies  auch  ».  WiM  also 

n = fÄtf 

gesetzt,  60  ist: 


h*-ä  = ^«A> 

sind  offenbar  B und  A relativ  einfache 
Zahlen,  denn  hätten  sic  einen  Factor  ^ = ^cA^, 

gemein,  so  hfttte  anch  n’  denselben  in  und  da  g und  y relativ  einfache  Zalilcn 
quadratischer  Form,  und  B müsste  also  sind  (weil  sonst  B einen  quadratischen 
ebenfalls  durch  ein  Quadrat  theilbar  sein,  Factor  enthielte),  so  muss  auch  Aek^ 
ein  Fall,  den  wir  hier  ja  ausgeschlossen  zu  y relativ  einfach  sein.  ^ A aber  war 
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quadratifcher  Hest  so  B,  also  auch  tn 
(fi  mithin  anch  Ae  k^^  und  da 
Ae^h*  = — mod  y 

ist,  so  ist  —eff  quadratischer  Rest  von 
r/,  wie  vorausgesa^  wurde. 


5)  Setzt  man  dies  Verfahren  fort,  so 
kommt  Air  eine  Zahl,  die  kleiner  als 

^ ist  u.  8.  w*. , es  wird  also  die  Glei- 
4 

chnng  sich  in  eine  andre 


zuletzt  verwandeln,  wo  a kleiner  als  B 
ist.  Eine  solche  Gleichung  nennen  wir 
redneirte. 

Diese  redneirte  Gleichung  sei  jetzt 
wieder: 

r^  = At*  + Bn. 


Sie  Usst  sich  nunmehr  nach  B hin  rc> 

duciren,  so  dass  ß<~B  und  schliesslich 
4 

der  zweite  Coefticient  kleiner  als  A wird. 
Das  Verfahren  ist  das  n&mlichc  wie 
oben. 

Eine  Ausnahme  kann  nur  dann  statt- 
linden,  w’enn  in  der  gegebenen  oder  in 
einer  der  rcducirten  Gleichungen  A = B 
wird.  In  diesem  Falle  ist  unser  Ver- 
fahren folgendermasscD  zu  modificiren. 
In  der  Gleichung  = ist 

n = 6 = l,  B = f 

zu  setzen,  die  dritte  unsrer  Bedingungen 
wird  also  die,  dass  quadratischer 

Rest  von  B ist,  die  ersten  beiden  sind 
selbstverständlich. 

Ergicbt  sich  aber  eine  Gleichung  von 
dieser  Form  dnreh  Rcduction,  so  ist 
ft— Bf  also  H*  — B = ABk^. 

Es  folgt  daraus,  dass 

M=J?r  und  Br^  — l — Ak* 


ist,  d.  h. 

Ak^  = -lmm\B 


ist,  also: 

Wir  muUipliciren  mit  ßk*f  und  setzen 
jSÄ>j-Ä*'  = r' 

und 

cs  kommt  dann: 

Da  in  dieser  Gleichung  B und  fi  relativ 
einfache  Zahlen  sind,  so  fällt  die  dritte 
Bedingung  ganz  weg.  Wegen  der  Glei- 
chung 

B = ßk*  + l 

oder: 

1-  B mod^ 

ist  aber  B quadratischer  Rest  von  /9, 
und  da  — 1 quadratischer  Rest  von  B 
war,  und  ^ 

ßk^  = —1  mod  Bf 

so  ist  auch  ßk*f  d.  h.  ß quadratischer 
Rest  zu  B.  Die  Bedingungen  der  Auf- 
lösbarkeit linden  also  anch  bei  der  hier 
einzuschlngenden  Rcductionswcise  statt. 

6)  Fährt  man  mit  diesen  Keductionen 
fort,  so  kommt  man  zuletzt  auf  eine 
Gleichung,  wo  einer  der  Coefficicntcn  1 
ist : 

Wir  zeigen,  dass  diese  Gleichung  immer 
lösbar  ist,  und  damit  wird  auch  bewiesen 
sein,  dass  die  H Keductionsbedingurigcn 
nicht  allein  nöthig,  sondern  auch  aus- 
reichend für  die  AutiOsbarkeit  der  zuerst 
gegebenen  Gleichung  sind. 

Was  nämlich  die  letzte  Gleichung  an- 
bctrilTt,  so  ist  nm  sie  aufzulösen  nur 
nöthig.  dem  Ausdrucke  + die  Form 
eines  vollständigen  (Quadrates  zu  geben, 
also  zu  setzen: 

+ = + 

woraus  folgt: 


und  da  A quadratischer  Rest  von  B war, 
so  ist  es  auch  — 1.  Diese  Bedingung 
der  Lösbarkeit  wird  also  auch  in  diesem 
Falle  immer  von  selbst  sich  crföllcn.. 
Zur  weitem  Rcduction  setzt  man  nun: 
r = B(s-s')f 
so  dass  man  erhält: 

Ä(*-s')*  = 

oder: 

Der  grösste  quadratische  Factor  von 
£ — 1 soll  wieder  k*  sein,  so  dass- 
B-l  = ßk^ 


/fl* 

also: 

Äl*-rc* 

’ 

woraus  sich  dann  mittels  der  Gleichung 
r*  = («4-tr)*  oder  r = i-}-a 
ergiebt : 

2rc  • 

1 ist  also  ganz  beliebig  za  nehmen  eben 
so  wie  a. 

Sollen  noch,  was  freilich  nicht  nöthig 
war,  r,  s,  f ganze  Zahlen  sein,  so  setze 


I 


Digitized  by  Google 


Quadrat.  Gleich,  (unbestimmte).  107  Quadrat.  Gleich,  (unbestimmte). 


man  die  eben  gefundenen  Wcrihc  in  die 
Glcicbung 

r»  = i>  + ÄI* 
ein.  Ea  kommt: 

4«*  " 4.*  ’ 

also  wenn  man  die  Nenner  negschafft;  oder 

worana  sich  ergiebt,  dass  unaere  Glci-  ***“ 
chnng  ebenfalla  orfiillt  ist,  und  iwar  in  f 

ganzen  Zahlen  durch  die  Werthe; 

r = Bfi‘+u',  , = i = 2,ß.  Soll  die 


r'=17;J’+o>, 

t’  = 2aß, 

r=  ll  — 6iaß, 
r’  = t-14aß 

l = 17ß^  + a'  + 14aß. 


Es  ist  in  diesen  Eorraeln  ß für  I ge- 
schrieben . um  es  Ton  der  unbekannten 


r=119,ä*-|-7«>+34<i;», 

»=j'=17;i>-a’. 

Soll  die  Torgelegte  Gleichung: 
<tx'  +2bxy+Cj/’  + dx+ey+f=0 


Grosse  ( zu  unterscheiden,  n und  ß ‘'“foh  ganze  Zahlen  aufgelöst  werden, 
sind  heliehige  Zahlen.  ®o  lassen  sich  allerdings  auf  diese  Weise 

Es  ist  aber  auch  klar,  dass  wenn  die  Auflösungen  gewinnen,  wenn  man  ans 
Ausdrücke  r,  s,  ( einen  Factor  gemein  ergebenden  rationalen  Worthen 

haben,  dieser  unterdrückt  werden  kann,  ganzen  aussucht.  Indessen  würde 

Kann  also  B auf  irgend  eine  Art  in  2 Ausführung  grosse  Schwierigkeiten 

Factoren  machen,  namentlich  wenn  alle  Anflö- 

B = kc  sungen  gefunden  werden  sollen.  Es  ist 

zerlegt  werden,  so  setze  mau  «=ac,  wo  vif,",:'!;'  ^ '’k  ' 

dann  der  Factor  e in  der  That  heraus-  iT  ü;e 

ieiVeibet 

rzibß'  + ctt',  Gleichung 

s = bß^  — ca',  ax'+2bTij  + cy'  = n 

t = 2aß  ganzen  Zahlen  auflösen. 

7)  Beispiel.  Die  anfzulösende  Glci-  U»?  Verfahren  gestaltet  sich  ganz  ver- 
ebung  sei:  schieden,  je  nachdem  die  Determinante 

r»=32<»  + 17«*.  Dz:b^-ac 

Die  Redactionsgleichungoo  waren  (siehe  den  Artikel:  quadratische  Form) 

, ^ « positiv  oder  negativ  ist.  Der  leutere 

ü wo  H<—  ist,  hei  Weitem  einfachere. 

’ 2 Wir  behandeln  ihn  auerst. 

rzznt^At*,  Es  sei 

As  = i',  i>-ac=-A, 

man,  wen^  man  die  gegebene 
Gleichung  mit  a muUiplicirt: 

(siehe  Abschnitt  o),  in  unserm  Falle  / . i , 

aber  ist  (ax-|-4y) >+..,#•  = an 

A = 32,  Ä=17,  und  wenn 

•>»o:  ax  + 6y  = » 

h = 7,  da  — gesetzt  wird 

« = 1 A = 1 «»  + Ay*  = aM. 

r:=7l-32t'. 

Die  Gleichung  m — o«  Ay 

'«-T  , ri4.»i'a  immer  eine  endliche  Anzahl  Werthe. 

r -.ff*  +üi  berechnet  dieselben,  indem  man  ftir 

aber  wird  y nach  der  Reihe  die  Zahl  0,  1,  2 . . . 

— cinsetzt,  so  lange  bis 

nnd  mittels  der  Formeln  fbr  r,  s,  t im 
vorigen  Abschnitte  ergiebe  sich: 
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wird.  Diejenigen  Werthe,  die  an—  y"* 
zani  Quadrate  niaclien,  sind  dann  Aiif- 
lüsungcn  fQr  u. 

Um  X zu  ßnden,  sei  n einer  der  hier 
gofundeucn  Werthe  von  w,  •)  der  zuge- 
hörigo  von  y,  so  muss  sein  entweder 


oder 

oder 

oder 

also 

oder 


ax  + hß^n 
ax—bßzza 
ax-^bß=  —tt 
ax~bß=  — c(, 


Nur  die  ganzen  Zahlen , welche  sicli 
etwa  aus  diesen  Gleichungen  ergeben, 
sind  zu  nehmen. 

Selbstverständlich  kann  aber  dies  Ver- 
fahren ein  sehr  langwieriges  sein,  und 
ist  cs  daher  wobl  gethan,  so  viel  als 
möglich  Werthe  von  u und  y,  welche 
kein  Resultat  geben,  gleich  von  vom 
herein  atiszuschliesscn. 

Man  suche  die  Reste  von  und  n 
für  einen  beliebigen  Modul  p,  dieselben 
mögen  sein  cT  und  y.  Es  können  dann 
nur  solche  Werthe  von  u und  y die 
Gleichung 

»’  + Ay*  = n 
erfüllen,  für  w’elche 


(fy*  — mody 
ist. 

Sei  nun  ß eine  positive  ganze  Zahl, 
die  kleiner  als  p und  quadratischer  Nicht* 
rcst  von  p ist,  so  darf  y nicht  so  ge- 
wählt werden,  dass 


V mod p, 

d.  h. 

Jy^  = y—ßmo(l  p, 
ist. 

■Sei  f{  eine  Zahl,  welche  für  y gesetzt, 
diese  Congrucnz  erfüllt,  so  sind  also 
alle  Werthe  von  der  Form  sp^a  für  y 
ganz  nnszuschlicsscn. 

Durch  zweckmässige  Auswahl  und  Ver- 
änderung der  Zahlen  p und  ß gelangt 
man  zur  Ausschliessnng  vieler  Werthe 
für  y. 

Man  nimmt  übrigens  für  p nur  Prim- 
zahlen oder  Potenzen  von  denselben, 
da  andere  Zahlen  in  Bezug  auf  die  Aus- 
scblicssung  dasselbe  peben,  als  ihre 
Factoren.  Das  folgende  Beispiel  ent- 
nehmen wir  „Mindings  Anfangsgründe 
der  hohem  Arithmetik  (Berlin  1832). 


Beispiel.  Sei  die  gegebene  Glei- 
chung: 

+ =33934. 

Sei  />  = 4.  also 

33934  B2mod4. 

13x1  mod4, 

also 

m’  +y’  = 2 mod4. 

2 und  3 sind  Nichtrestc  von  4,  cs  kann 
also  y*  nicht  congruent  —1  oder  3 
nach  Modul  4 sein.  Die  erste  Bedin- 
dung  schlicsst  für  unsem  Fall  keine 
Werthe  aus , die  letztere  aber  zeigt,  du£S 
keine  graden  Werthe  für  y zu 
nehmen  sind. 

Von  den  51  Werthen,  welche  kleiner 
als  y sind , bleiben  also  noch 

Übrig  für  y:  ^ 

1,  3,  5,  7,  9,  11,  13,  15,  17.  19,  21. 
23,  25,  27,  29,  31,  33,  35,  37,  39,  41, 
43,  45,  47.  49,  51. 

Wird  jetzt  p=5  geseut,  so  muss 
w’+3y*  = 4mod5 

sein.  Nichtrestc  von  5 sind  2 und  3. 
Also  alle  Werthe  von  y,  w'elchc  eine 
der  Congruenzeu 

2-|-3y*  =4mod5,  3-+-3y*  = 4 mod 5 
crrüllen,  sind  auszuscbliessen.  Dies  gibt: 
3y*=2mod5,  3y’  = lmod5, 
y =4mod5,  y^  = 2mod5. 

Die  Quadrate  der  ungraden  Zahlen  aber 
können  nach  Modul  5 nur  mit  1 und  4 
congruent  sein.  Die  letzte  Bedingung 
schlicsst  also  keine  Werthe  aus,  die 
erste  dagegen  die,  wo 

y = 2 oder  yE  —2  mod5 
ist.  Damit  sind  ausgeschlossen  die  Zah- 
len : 

3,  7,  13,  17.  23,  27.  33,  37.  43,  47. 
Sei  jetzt  p = 7,  so  wird: 

K»q-6y*x5  mocl7. 

Die  Nichtreste  von  7 sind  3,  5,  6,  und 
dies  führt  dazu,  dass  nicht 

6y*=2,  Gy’EO,  6y»  = 6mod7 
sein  kann.  Diese  Congiuenzeo  nehmen 
die  Gestalt  an: 

y*  = 5,  y^  = l,  y’=0mod7. 

Die  beiden  letzten  Beziehungen  lehnen, 
dass  y nicht  von  den  Formen  7»,  7n-t-l, 
7«_1  sein  kann,  es  werden  ausgeschlos- 
sen die  Zahlen: 

1,  7,  13,  15,  21,  27,  29,  35,  41,  43,  49. 
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Ton  denon  jedoch  anr  7 noch  vorhanden 
waren. 

Die  Nichtreste  nach  11  schlicsscn  von 
den  noch  vorhandenen  Zahlen  noch 
9,  11,  31,  45 

aas,  so  dass  für  einen  Versneh  nur  noch 
5,  19,  25,  39,  51 

übrig  sind,  nnd  es  zeigt  sich , dass  nnr 
2f  = 51  eine  Lösung  gibt.  Es  ist  närolich 
11"  + 13-51*  = 33934. 

9)  In  völlig  anderer  Weise  muss  je- 
doch die  Auflösung  der  unbestimmten 
Gleichung 

ax^  +264^4-  cy*  = iV 
bewerkstelligt  werden,  wenn  die  Deter- 
minante : 

— rtc 

positiv  ist. 

Wir  haben  uns  hierbei  auf  Einiges  zu 
beziehen,  welches  in  dem  Artikel  , .qua- 
dratische Formen*'  nachzuscblagen  ist. 

Es  waren  dort  namentlich  folgende 
Sitze  bewiesen: 

I)  Damit  man  zwei  Werthe  für  x und 
y bestimmen  kann,  wo  x und  y relative 
Primzahlen  sind , muss  nothwendig  /) 
quadratischer  Rest  von  JV  sein.  Alle 
AoflCsungen  unsrer  Gleichung,  welche 
zu  einer  Wurzel  der  Congrucnz 

n^-EDmodiV 

gehörten,  bildeten  eine  Gruppe. 

II)  Aus  einem  Werthe  von  x,  y lies- 
sen  sich  alle  derselben  Gruppe  angehö- 
rigen  X|,  yg  Anden,  wenn  man  setzte: 

_xt—(bx+yc)u  _y/  + (ffj:+6y)tt 

'•-  i;  ■’  — ■ 

wo  i und  w zwei  Werthe  waren,  welche 
die  Qleichnng: 

l*-D«*  = cu* 

erfüllten , und  u>  der  grösste  gemein- 
schaftliche Factor  von  o,  26  nnd  c war. 
Uaben  namentlich  a,  26  and  c keinen 
gemeinschaftlichen  Factor,  so  muss 
r-Du»  = i 

sein.  Diese  Gleichung,  welche  die  Feil- 
sche genannt  wird,  führt  auch  unmittel- 
bar zu  Auflösungen  der  vorletzten  all- 
gemoinen  Gleichung  Denn  sind 
zwei  zusammengehörige  Werthe  von  t und 
u in  der  Feilschen  Gleichung,  so  erfüllen 
offenbar  die  Werthe 

uxttui 

die  Gleichung 


Es  wurde  aber  auch  bewiesen,  dass  die 
Pcllsche  Gleichung  immer  aufznlöscn  sei. 

III)  Aus  einem  Werthpaarc  7,  £/, 
welches  die  Gleichung  />  — Öm*  = 1 löst, 
lassen  sich  unendlich  viel  herstellcn,  ver- 
mittelst der  Formel: 

i+uy'o^^T+uyF)'', 

wo  n eine  beliebige  positive  oder  nega- 
tive Zahl  ist.  Wenn  man  hierin  den 
rationalen  Theil  vom  irrationalen  trennt, 
erhält  man  2 neue  Werthe  v,  welche 
ebenfalls  die  gegebene  Gleichung  anf- 
lOsen.  Sind  T nnd  V die  kleinsten  ganz- 
zahligen Werthe,  welche  die  letztem  er- 
füllen, so  erhält  man  auf  diese  Weise 
alle  möglichen  Werthe  von  t und  u, 
nud  mithin  alte  von  ar,  y,  welche  unsre 
Gleichung  erfüllen,  und  zu  einer  Gruppe 
gehören. 

Verbindet  man  non  sftmmtliche  Wur- 
zeln der  Congruenz 

n*  = D mod  IS' 
mit  der  Gleichung 

P-Dw’=:l, 

so  hat  man  alle  Auflösungen  unserer 
Gleichung,  wenn  a,  26  und  r keinen  ge- 
meinschaftlichen Factor  haben. 

Es  kommt  also  lediglich  darauf  an, 
für  die  Gleichung 

rtx’  +26xy-}-cy*  = N 

ans  jeder  Gruppe  eine  AuHÖsuDg,  nnd 
für 

!•  — />II>=:1 

die  kleinste  zn  erhsdten,  nm  unsre  Auf- 
gabe völlig  zu  lösen,  so  weit  es  in  re- 
lativen Frimzahleo  geschehen  kann. 

10)  Seien  jetzt  x und  y keine 
relativen  Primzahlen,  so  wird  die 
linke  Seite  der  Gleichung 

ax^  +26j:y  + cy*  = A' 

und  folglich  auch  N den  grössten  ge- 
meinschaftlichen Factor  von  x and  y in 
quadratischer  Form  enthalten. 

Sei  h dieser  Factor  und  so 

ist  also 

ax’  4-26xy-f-cy*  = A’#'. 

X nnd  y aber  sollen  nach  der  Voraus- 
setzung den  Factor  A haben,  es  ist  also, 
wenn  man  durch  A*  dividirt: 

^ y 

jj-,  ^ sind  ganse  relativ  einfache  Zahlen. 
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Löst  man  also  die  Gleichung: 
an*  +24rir4-rtc*=:  y 

in  relativ  einfachen  Zahlen  auf.  und  setzt 
2*:=  Ae.  tf  — htt,  80  ist  die  obige  Gleichung 
ebenfalls  gelöst,  und  dieser  Kall  auf  den 
vorigen  zurückgeführt. 

Ferner  ergiebt  sieh  leicht,  dass  man 
annehmen  kann,  a,  b und  e hätten  kei- 
nen Factor  gemein,  denn  w&re  dies  der 
Fall,  so  könnte  man  A\  welche  Zahl 
denselben  Factor  haben  muss,  durch  ihn 
dividiren. 


Es  kommt  also  eigentlich  nur  auf  eine 
der  beiden  Gleichungen 


und 

an , je  nachdem  a und  r nicht  beide 
grade  oder  beide  grade  sind. 


Auf  den  letzten  Fall  lässt  sich  augen- 
blicklich auch  die  Auflösung  der  Glei- 
chung : 

+ = iV 

zurückflihren , indem  man  mit  2 multi- 
plicirt. 


sucht  werden,  ob  der  gegebene  Bruch 
0 

~ ein  Näherungswerth  von  y ist. 

Sei  ^ in  der  Thal  ein  N&hcrungs- 
werth,  -*  der  ihm  Vorhergehende. 

Sei  also: 

"i  + 


*+J_ 

so  muss  sein  entweder 

o,+ 


’ + 1_ 

X 

oder 


In  diesem  Falle  ist 

= 4ac 

also  D ungrade,  da  b ungrade  angenom- 
men wurde. 


y = «+JL 

fr,  + 1 
tff 


Setzt  man  nun  in  der  Gleichung 
t-z2f  und  m=2c,  so  erhält  man  wieder: 

I»-/)i;»  = l. 

Dies  ist  die  Feilsche  Gleichung,  und 
man  hat,  wenn  man  die  kleinsten  Werthe 
von  r und  v kennt,  nur  f = 2r  und 
h = 2('  noch  znnehmen. 

11)  Die  Auflösung  der  Gleichung 


-fl 

1+J 

p 

falls  ^ ein  I^ähernngswerth  von  y ist. 

Denn  mit  Hinweglossung  von  — geben 
diese  beiden  Brüche  und  nur  diese  den 


ffx*  f 26xy-f  cy  * = S 
und  folglich  auch  die  der  Gleichung 
r-Du’  = l 
lässt  sich  mit  Hülfe  der  Kettenbrüche 
bewerkstelligen. 

Es  ist  zu  dem  Ende  nöthig,  hier  noch 
einen  Satz  über  diese  Brüche  anzufuh- 
ren,  welcher  sich  auf  die  Bestimmung 
der  Näherungswerthe  bezieht.  Sei  y po- 
sitiv, und  gleich  dem  Werthe  eines  ge- 
gebenen Kettcnbruches.  Es  soll  unter- 


Werlh 

1 

0 

Der  ^ vorhergehende  Näherungswertfa 

von  y war  — . 

9* 

In  der  ersten  Voraussetzung  umfasst 
dann  — alle  Fartialnenner  bis  in 

der  letztem  aber  bis  «r^  — l,  die  Anzahl 
der  Kenner  ist  also  im  letztem  Falle 
um  1 grösser  als  im  erstem. 
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Da  nun  also 

= ±1 

iht,  and  das  Zeichen  rechts^  wenn  man 


9<t 


in  der  Zahl  der  N&herun^werthc  fort-  Folglich  ist  dann  ?■  einNiherungawerth 

I>hw^rhsf>lnil  Yvnaitlv  nn<l  norva.  n ^ 


schreitet,  abwechselnd  positiv  und  nega 
tiv  ist,  so  hat  man  im  zweiten  Falle 


von  y,  oder  er  ist  dies  nicht,  je  nach- 
dem d nicht  grosser  oder  grösser  als 
ff 


wenn  ioi  ersten  py,  — = i ist,  wo  i ” , “ 

eine  der  Zahlen  -1-1  oder  -1  bedentet.  „«eh  q,«,,  da  die  N»hc- 


Ansserdem  aber  war: 


also 


p*+p. 


.Pc-9,3 


?»-p 

dieser  letzte  Ansdmek  enthält  das  ver- 
langte Criterium. 


mngswerthe  der  KcttcnbrUche  in  Bezug 
auf  die  Grösse  der  Zähler  und  Nenner 

immer  zunelimen.  Ferner  ist  — ? — im- 

j »+». 

mer  grösser  als 

„Wenn  also  it  kleiner  als  ~ ist,  so 


Es  ist  nämlich  klar,  dass  x positiv  immer  ein  Naherungswerth  von  y.» 

69 
28 


and  grösser  als  1,  wenigstens  gleich  1 
sein  muss , weil  im  entgegengesetzten 

Falle  — grösser  als  1 wäre , und  dann 

der  letzte  Partialnenncr  nicht  richtig  sein 
könnte. 

Ist  also  — nicht  in  dieser  Weise  zu 

V 

besümmeo , so  kann  der  gegebene  Aus- 
druck — kein  Näbemngswerth  sein. 


Beispiel.  Es  wird  gefragt,  ob 
781 

ein  Näherungswerth  von  i..-_  ist. 

ol7 

Man  hat 

20  = 2+1 
2+1 
6+l_ 

2. 


ff 

Da  nun 

Es  ist  nnn  entweder 

P_  -(P9.-9P.) 

^“-=2+1 

^ 9 9(9'+9«) 

2+1 

ist,  BO  mnss  immer  derjenige  Werth  von 

6 

P9.-9P.  = ±1 

oder 

genommen  vrerden,  welcher  dem  Zähler 

^^  = 2+1 

gleiches  Zeichen  mit  y— - giebt,  also 

2+1 

selbst  das  entgegengesetzte  Zeichen  hat. 

6 + 1 

1 

Setzt  man  noch 


P -i-ff 


Im  ersten  Falle  würde  p,  = 82,  y,  = 13, 
im  zweiten  p,  =37,  y^  = 15  werden.  Im 


cf  also  gleich 


ersten  Falle  ist 

Pff 


ff-*^+ffo 


im  zweiten 


genommen  wurde,  so  mnss,  damit  x>l 
sei,  aneb  cf . werden. 

Wenn  aber’’*'** 


W.  = l. 

P?.-?P.  = -1- 


P_  ra  69  -5 

*~  9 “ 317  28  “3I7-28' 


<1-—^  oder  =±(9'y-F9), 

•bgesehen  vom  Vorzeichen,  kleiner  al« 

~~  iet,  IO  üt 

»+?. 

»>?+7.<l. 


Es  ist  also  der  erste  Werth  zu  nehmen, 
da  dieser  plo~1Pt  poaitiv  macht.  Ab- 
gesehen vom  Zeichen  ist 

JL  5 

q'~  317-28’ 

»>  = 28>, 
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also 


. 5-28  1 


69 


Es  muss  also  in  der  That  ein  N&- 

aO 

. ^ 781  . 

hcningswerth  von  sein. 

ol7 

Wirklich  erhalt  man: 

™ = 2+l 

2+1 

G+1 

2+1 

1+i 

1+i 

i. 

12)  Es  soll  jetzt  gezeigt  werden,  dass 
sich  mit  Hülfe  der  Kcttcnbrflche  immer 
die  Anflüsangen  der  Gleichung 
ajc^  -f-26j*y + cy*  = iV 

ergeben. 

Sei  zunächst  N positiv  oder  negativ, 
aber  kleiner  als  so  sind  dieWerthe 
von  xnndy  in  relativen  Primzahlen  zu- 
gleich in  der  Anzahl  der  Näherungs- 
brüche enthalten , welche  sich  ergeben, 
wenn  man  die  Wurzeln  der  Gleichung: 
as*-i-26»4-c=0 

in  einen  Kettenbruch  verwandelt. 

Es  ergeben  sich  auf  diese  Weise  alle 
Werthe  von  x und  y,  wenn  a nnd  A 
gleiche  Vorzeichen  haben. 

Beweis.  Seien  p und  q ein  Paar 
entsprechende  Werthe  von  x und  y, 
also 

oder: 

(ap  4-  f>q)  * “ **  = attf 

woraus  sich  ergiebt: 


Die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 
fli*+262  4-0=0 

sind  abcr<« 

+VD-1,  ^ -V'/T-i 

& = • und  s = • 

a a 

Eine  von  diesen  stimmt  also  immer  mit 

dem  Werthe  von  - in  Bezug  auf  das 

9 

Vorzeichen  der  Quadratwurzel  überein, 

n 

nnd  wird  ans  — gefunden,  wenn  man 

,=ö 

setzt.  Sei  i diese  jetzt  vollständig  be- 
stimmte Wurzel,  so  ist  immer: 


4-' 


d.  h. 


^ a 

Nach  dem  vorigen  Abschnitte  aber  ist 
« ^ 

- cm  Nfihcrungswcrth  von  »,  wenn  ab- 
gesehen vom  Vorzeichen: 

s — - =~  nnd  <f<rr 
9 9*  2 

war. 

Es  ist  hier 


(f=  ^ 


yo+} 


(«?  + *).  = o+J, 


d.  h.  entweder: 


oder 


Selbstverständlich  aber  kann,  wenn  p 
nnd  9 gegeben  sind,  nur  eine  dieser 
beiden  letzten  Formeln  richtig  sein. 


Nun  war  nacli  unsrer  Annahme 

und  demnach,  wenn  ^ positiv,  d.  h. 

wenn  a nnd  A dasselbe  Zeichen  haben, 
ist  diese  Bedingung  immer  erfüllt.  Es 

ist  also  jeder  Wertli  von  — nnter  der 
7 

Zahl  der  N&herungswerthe  von  s ent- 
halten. 

Haben  a nnd  A das  entgegengesetzte 
Vorzeichen,  so  braucht  nicht  jeder  Werth 

p 

von  ^ ein  Näherungswerth  von  s zu  sein. 

Jedoch  da  die  Zähler  und  Nenner  der 
Näherungswerthe  immer  wachsen,  so  kann 
man  g so  gross  nehmen,  dass  A'  kleiner 

als  wird,  vorausgesetzt,  dass 
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N<.yW  ist.  Dann  ist  und  man 

erhält  also  in  jedem  Falle  durch  unser 
Verfahren  Auflösungen  der  mibestimmton 
Gleichung)  falls  dergleichen  in  relatiren 
Primzahlen  möglich  sind. 


gleiches  Zeichen  haben.  Denn  da  die 
eben  hingestellten  Wcrthc  fftr  pj  und 
alle  Wurzelwerthe  derselben  Gruppe 
enthalten , so  lässt  sich  leicht  zeigen, 
dass  in  jeder  solchen  Gruppe  sich  Werthe 
Anden  mfissen,  wo 


13)  Was  die  Gleichung 
und  selbst 

anbetrifft)  so  ist  die  Gleichung,  welche 
den  Kcttenbruch  giebt: 

**  = D oder  5 = 

In  dem  Kettenbrurh  fftr  U sind  aber 
alle  Auflösungen  unserer  Gleichungen 
enthalten.  Denn  zunächst  ist 

1<V'Ä 

und  (/  wird  gleich 

1 

F'ö+y(o±i), 

je  nachdem  die  erste  oder  zweite  Glei- 
chung gilt,  ein  Ausdruck,  der  immer 

kleiner  als  ^ ist,  wenn  D grOsser  als 
1 ist. 

Was  namentlich  die  Feilsche  Gleichung 
anbetrifft,  so  ist  in  dem  Artikel:  Qua- 
dratische Formen  der  Beweis  geführt 
worden,  dass  sie  immer  auflösbar  sei, 
und  ihre  Wurzeln  sind  also  immer  auf 
diese  Weise  zu  finden. 

Hatte  man  aber  nur  ein  Paar  Wur- 
zeln der  Gleichung 

T und  r,  und  zwar  die  kleinsten  berechnet, 
so  gab  die  Formel: 

alle  üebrigen,  und  man  konnte  dann 
mit  Hülfe  einer  Auflösung  der  Gleichung 

alle  zu  derselben  Gruppe  gehörigen  fin- 
den, wenn  man  setzte : 

Px~pi  — {hp-{-cq)u,  q^~qi-^{ap-^hq)u. 
Man  hat  also,  seihst  wenn  a und  iV 
gleiches  Zeichen  haben,  nicht  nöthig  mehr 
als  eine  Wurzel  aus  jeder  Gruppe  mit- 
tels der  Gleichung 

a»*-t-2fia  + cr:0 
ZQ  bestimmen. 

Dies  Verfahren  ßihrt  aber  auch  dann 
zu  allen  Wurzeln,  wenn  n und  N nn- 


r h' 


wird,  zu  deren  Kenntniss  also 
Verfahren  führt 
Sei  nämlich 


unser 


flp+6^  = «,  q=ß^ 

so  wird: 

haben  a und  ß gleiches  Zeichen,  so  muss, 
da  t und  w Über  alle  Gränzen  wachsen, 
dies  auch  mit  q^  der  Fall  sein. 

Dasselbe  aber  tritt  aneh  ein,  wenn  ß 
und  a ungleiches  Zeichen  haben.  Dies 
sicht  man  sogleich,  wenn  man  zur  Be- 
stimmung von  t und  u die  rccurrenten 
Formeln  anwendet: 


( =2ff  +/  ,,  M =2114  +11  . 

«*  + l •»  »—1  »+1  H » — i 

Da  I >t  . u >w  so  wachsen  diese 

H H-1  n «—1 

Ausdrücke  ( .i  « . ofifenbar  mit  zu- 

«+i  i»+t 

nehmendem  n schneller  als  die  Reiben : 


3<  ,,  7/ 
«-1  * 


,,  17/  41/ 

-1  fl— 1 m 


3«  7«  17k  , 41u  , . . 

«—1  •— I »I— t W— 1 ’ 

die  mau  erhält,  wenn  man  / =< 

*•  n — : 

u =M  .,  7’=1  setzt,  und  I f .. 

n «-1  f»+l  «+2 

bestimmt.  Es  wird  dann: 


^l+««  = <(/J/  +flrti  ), 

•—i  II— 1 

wo  f ins  Unendliche  wächst,  und  da 
ßt  ,+cm  ^ nicht  für  jedes  I und  « 

n — t n — 1 

Null  werden  kann,  so  wird  in 

der  That  ins  Unendliche  wachsen. 

Es  ist  also  durch  die  Verwandinng 
der  Wurzel  von  Gleichung; 

rt»*+26i+c=0 

in  einen  Eettcnbruch,  jedenfalls  aus  je- 
der Gruppe  ciuo  Auflösung  zu  finden. 
Alle  übrigen  Auflösungen  aber  giebt  die 
Feilsche  Gleichung.  Ks  ist  hier  ange- 
nommen, dass  o,  2h  und  c nicht  alle  drei 
grade  sind.  Das  Gesagte  erleidet  eine 
leichte  Modifleation,  falls  dies  stattfindet. 

Kach  dem  in  Abschuitt  10)  Gesagten 
ist  dann  zu  setzen: 


und  w enn  Fund  U die  kleinsten  AuflOsnngen 
8 
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dieser  Gleichung  sind,  erhalt  man,  wie  mit  Hülfe  der  Feilschen  Gleichung  die> 
oben  alle  übrigen,  durch  die  Formel:  selben  Kcsultatc  geben. 


Dann  aber  wird: 


f*»  = 


_2pt  ~ (6p+r?)w 


?»  = 


_ + (ap-\-hq)u 


15)  Beispiel.  Die  gegebene  Glei- 
chung sei : 

ll.r»-6:rff-7y'  = -7. 

Sie  ist  gelöst,  wenn  man  x=0,  y=l 
seist.  Wenn  in  die  Formeln  für  p^ 
und  q^  in  Abschnitt  13) 
p = 0,  y = l,  11  = 11,  A=— 3,  c=— 7 


da  2t  für  t sn  setzen  ist,  und  die  For- 
meln in  Abschnitt  9)  II.  den  Nenner 
w = 2 enthalten. 


14)  Man  braucht  aber  auch  nur  eine 
beliebige  Wurzel  der  Gleichung 
«*+2Ä»-|-c=0 

in  einen  Kcttenbmch  zu  entwickeln. 
Denn  es  l&sst  sich  zeigen , dass  die 
Naherungswerthe  beider  Wurzeln  dicscl 
ben  Gleichungen  auflOsen. 

Ist  nämlich 

Pi  + 

h 9<  + (ob  + i,)u 

eine  der  Wurzeln  der  Gleichung,  so  ist 
auch 

Pl  - pt+(gg  + 

?i  " ql-(ap  + t>q)u 

eine  solche.  Es  ist  nämlich  nur  das 
Zeichen  von  I verändert.  Offenbar  aber 
kann  man  in  der  Pellschen  Gleichung 
/lir  t auch  — / setzen.  Mit  wachsendem 

t und  u nähert  sich  der  Grunze  V~D. 
u 

und  es  werden  dann  die  Gränzwertbe 

von  — , — bezüglich 

Vi  9i  __ 

pyW—(cq-\  bp)  pyp-^cq  + hp 

qYD-\-*tp-{-bq  qVl)  — (ffp  + bq) 

Das  Product  dieser  Ausdrücke  ist  aber: 


p’(6’— rtc) — (c^-i-Ap)*  _ c 
ac)  — (flp  + 6^)*  ~ a' 

Ihre  Summe : 

2pqD-h  2(ap  -f  Ag)(Ap  -f  cq)  _ — 2A 
9*(6*  — ac)  — (ap-|-Ay)*  a 

Beide  Ausdrücke  sind  also  die  Wurzeln 
der  Gleichung 

ai*-|-2A»  = c. 

(Siehe  den  vorigen  Artikel).  Ist  also 

P I 

~ ein  Näherungswerth  der  einen  Wur- 
zel dieser  Gleichung,  so  ist  — ein  sol- 
9» 

eher  der  andern  Wurzel,  so  dass  beide 


gesetzt  wird,  so  kommt: 

Pi=7/,  = 

t und  tf  giebt  die  Entwickelung  von 

in  einen  Kettenbruch.  Die  ersten  N&- 
hcrungßwcrlhc  T und  Uj  welche  die 
Gleichung 

P-86u*  = l 

erfüllen,  sind 

7=10405,  I/=1122 

(siehe  unten).  Es  sind  mithin  also  auch 
die  kleinsten. 

Die  eine  Wurzel  der  Gleichung: 
11j’-6»-7=0 
ist 

_V'^+3 

Ü ■ 

Dieselbe  in  einen  Kcttenbmch  entwickelt, 
führt  zu  folgender  Rechnung: 


>86+3 

11 

' 2 


"-^  = 8+- 


y'sc+s 

-TT= 

«,=  ^ : 

V'86+4 
10  ■ 
V'86+6 
“ 5' 

^86+9 

_V86+9 

•“  6 

„ _V^+G 




1+- 


1+i 

«« 

14-i 


18+— 


:3+- 


:l  + i 


Digitized  by  Google 


Quadrat.  Gleich,  (nnbestimmte).  115  Quadrat.  Gleich,  (unbestimmte). 


,.=•^‘=1+1 

7 «, 

11  U 


_>^+9  1 


Die  entsprechenden  K&hcrangsweriho  Die  entsprechenden  Nüherangtwertbe 
sind:  sind: 


9 

10 

19  29 

106  1937  Q 28 

37 

65 

102  881 

983 

8' 

9' 

17’  26' 

95’  1736’  ’ 3’ 

4’ 

7’ 

11’  95’ 

106’ 

5917 

7864 

1864 

2874 

10405 

7039  ■ 

‘201’ 

307 

’ 1122' 

Durch  EinseUen  in  die  Gleichung: 
Ha->-6jy-7y>  = -7 
sieht  man,  dass  nur  die  Werthe 
P = 10,  9 = 9 und  p = 7854,  9 = 7039 
innerhalb  der  Periode  sie  erfüllen.  Die 
zweiten  Werthe  aber  enthniten  schon  die 
oben  gef^ebenen  Aosdrückc  p^  und 
■o  dass  nnr 

p = 0,  10,  9 = 1,  9 

Übrig  bleiben.  Die  letzten  Werthe  ge- 
ben noch,  wenn  man  wieder  l und  u 
einfübrt,  die  allgemeinen : 

p = 10/ + 39«,  9=9/+ 83«, 

/ und  u selbst  die  reenrrenten  Formeln: 


/ ^ =2T/  +/  ,, 

•+l  m 


,,=2ru  +u  . 

1 1-1  • a— 1 


Was  schliesslich  noch  die  Entwicklung 
Ton  V^86,  also  das  Anffinden  von  Tand 
C anbetrifft,  so  ist; 


« 

«1 

“i 

"7 


1^86  = 

y'ee+g 
" 6 
V'se+s 
■ 10 

■ 7 

y^+8 

■ 11 

V^+8 

2 

li 

Km+s 

■ 7 

+86+4 
10 


9+i 


:3+i 

“i 

:1+1 


= 1 + - 

:l  + l 


- — = o-rr 


=i+i 


=i+- 

«t 


Der  letzte  Werth  erfüllt  aber  die  Glei- 
chung 

l^-86««  = l. 

16)  Es  sei  nun  in  der  Gleichung 
öjr’+Äxy+ry^  =JV 
N grösser  als  ^1). 

Immer  wird  angenommen,  dass  n,  e 
keinen  gemeinschaftlichen  Factor  haben, 
weil  mnn  sonst  durch  denselben  dividi- 
ren  könnte,  da  auch  lY  ihn  haben  muss. 

Die  Zahl  6 ist  hier  nicht,  wie  oben, 
als  grade  betrachtet.  Es  braucht  also, 
wenn  6 ungrade  ist,  nicht  mit  2 mnlti- 
plicirt  zu  werden. 

Es  wird  auch  angenommen,  dass  keine 
derZahlen  x und  y einen  gemcinschaft* 
liehen  Factor  mit  N habe.  Denn  wenn 
Solches  der  Fall  ist,  also  wenn  z.  6.  y 
und  y den  Factor  y gemein  haben,  so 
wäre: 

y=syi. 

und 


jx>  + 4jy,+jcy,>  = flr,; 

ttx"^ 

es  müsste  mithin  — ~ eine  ganze  Zahl 
9 

sein.  Es  war  aber,  wie  überall,  ange- 
nommen, dass  X und  V keinen  gemein- 
schaftlichen Factor  haben.  Folglich  ist 
a theilbar  durch  y. 

El  verwandelt  sich,  wenn  man 


n=y«i 

setzt,  dann  die  Gleichung  in: 

a^x'+kxy,+gey,'  = ^„ 

WO  X,  und  y, , sowie  v^  und  iV|  rela- 
tive Primzahlen  sind.  Es  giebt  solcher 
Gleichungen  dann  so  viel,  als  gemein- 
schaftliche Factoren  y von  a und  iV  vor- 
handen sind. 

Durch  Wiederholung  unseres  Verfah- 
rens werden  a und  i\  immer  auf  eine 
Form  gebracht,  wo  sie  relative  Primzah- 
len sind. 

Nehmen  wir  also  jetzt  allgemein  an, 
in  der  gegebenen  Gleichung: 

8* 
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=iY  and  x',  n als  Unbekannte,  welche  sich 

somit  leicht  bestimmen  lassen. 

seien  a und  N relative  Primzahlen,  so  in  der  Reihe  der  Auflösungen  dieser 
setzt  man:  unbestimmten  Gleichung  kann  dann  « 

4 lYx'-f-ny,  00  angenommen  werden,  dass  es  die 

Qr&nzen  — ^lY  und  4 nicht  über- 
wo  das  Zeichen  so  zn  bestimmen  ist,  schreitet 

dass  4A'  positiv  wird.  In  dieser  Glei-  Setzt  man  aber  diesen  Werth  von  x 
chung  denkt  man  sich  x,  y als  gegeben,  in  unsere  Gleichung,  so  kommt: 

22  rt  A*  > _f2(«n  4 Ä)  AVy  + (on  * + 2bn  4 c)y  “ = A’ 

oder  wenn  man  mit  +A‘  diridirt: 

aAV*+2(«»+t>V+(^^4^^^)y*  = ±1- 


S und  y waren  relative  Primzahlen, 
es  ist  also  an’426n4c  durch  N thcil- 
bar;  wir  setzen: 

rt«’42Aw4c 

~±^ — " 
und  cs  wird: 

nAV*  42(ffn46)x'y4<^y’  = il- 
Für  H sind  alle  Werthe  zu  setzen, 
welche  zwischen  +|A*  und  — ^A’ liegen, 
und  wo  /m*42Än4c  durch  A'  theilbar 
ist,  und  hieraus  crb&lt  man  dann  soviel 
Gleichungen,  als  die  Anzahl  dieser  Wer- 
the betrügt.  Ist  kein  solcher  vorhanden, 
BO  ist  die  Gleichnng  nicht  lösbar,  sind 
derglcichcu  vorhanden , so  ist  jedenfalls 
41  nicht  grösser  als  die  \N'urzel  aus  der 
Determinante,  und  daher  immer  die  Auf- 
lösung durch  Kettenbrüchc  zu  bewirken. 
Zu  jeder  solchen  Auflösung  ergiebt  sich 
dann: 

X =r  A’x'  4 «y^» 

Sollen  aber  auch  Auflösungen  gefun- 
den werden,  wo  x and  y keine  relativen 
Primzahlen  sind,  so  ist  schon  oben  ge- 
zeigt, dass  jeder  gemeinschaftliche  Factor 
von  X und  y als  quadratischer  Factor 
in  A"  enthalten  ist.  Dividirt  man  also 
durch  irgend  einen  der  quadratischen 
Factoren  von  AT,  ä*,  so  wird  die  Glei- 
chung: 

ox’  4Ä^y  + cy’  =:  A’^ 
sich  venvandeln  in: 


Findet  man  hieraus  die]  ganzzahligen 
Werthe  von  p so  ist  auch  x,  y be- 
kannt. 

17)  Die  Auflösung  der  Gleichung 

dx  * 4 2Axy  4 ry  ’ = 

durch  Kettenbrüebo  ist  dann  nicht  mOg* 
lieh,  wenn  die  Determinante  eine  Qna- 
dratzahl  ist. 


Sei 
so  ist 


b*  — dt*  iry*, 
ac  = {b+g){b-g). 


also 

(b+g){b-g) 

a 

eine  ganze  Zahl. 

Hieraus  folgt,  dass  a sich  in  2 Fac- 
toren o,  thcilcn  lässt,  deren  einer  in 
b’\-g  aufgeht,  der  andre  in  6— y.  Selbst- 
verständlich kann  aber  einer  dieser  Fac- 
toren gleich  Eins  sein. 


Sei 


a 


so  wird: 


<rm  + a'n  = 26, 


a 

Die  Gleichung 

ax’  426xy4cy’  = Y 
verwandelt  sich  in: 

a«'x' +rrmxy+a'«xy4m«y*  = N 
oder: 

(irx-(-»y)  (a'x-f  my)  = Y. 

Zerlegt  man  also  Y auf  alle  möglichen 
Weisen  in  2 Factoren:  y,  i»',  nnd  setzt 
cx+ny  = »',  ft'x4my  = >'', 
so  erhält  man  alle  AnflÖsungen  der  vor- 
gelegten Gleichung,  wenn  man  die  sich 
ergebendenden  gebrochenen  W’erthe  von 
X und  y verwirft. 

Beispiel.  Sei  gegeben  die  Glei- 
chung 

5x'+16xy+3y>  = 55. 

0 = 64-15=49 
ist  hier  eine  Qnadratzahl. 

Es  ist 

D = 49,  y = 7. 
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Fenier  mnsi  man  setzen: 

= i— j = l, 
n = 5,  n'  = l, 

^ = « = 3,  ^ = « = 1, 

« o' 

>'*^  = 55, 

also 

= k'  = 5 

oder 

k = 5,  c'=11. 


Eine  AoflCinng  derselben  ist: 
x=3, 

denn 

2-3*+3-3-5  = 22 

iat  durch  11  tbeilbar. 

Ist  die  Congruenz 

X*  =amod& 

gegeben,  so  nennt  man  a einen  Potenz- 
rest fttr  Modnl  b oder  kürzer  von 
namentlich  wenn 


Die  Gleichungen: 

ax+njf  = y,  a'x+mj)  = y' 

geben: 

5jr+y  = 5,  x+3y  = ll 
5x+y-ll,  x+3y=6. 

Die  ersten  Gleichungen  geben  keine 
ganzzahligen  Werthe,  die  letzteren: 
x=2,  y = l, 

und  dies  sind  also  die  einzigen  Auf- 
lösungen unserer  Gleichung. 


audratische  Reste  (Zahlealehre). 

1)  Der  Ausdruck  Rest  einer  Zahl  a 
nach  Modul  b ist  gleichbedeutend  mit 
dem  Dirisionireste  von  a,  der  entsteht, 
wenn  man  durch  Divisor  b dividirt. 

Z.  B.  der  Rest  von  9 nach  Modul  5 
ist  gleich  4. 

Ist  c der  Rest  von  a nach  Modul  6, 
so  ist  a — c durch  b tbeilbar.  Die  ge- 
wöhnliche Schreibweise  hierfür  ist: 


rs  = c mod&y 


gelesen:  a congment  c nach  Modul  b. 
Diese  Bezeichnung  rührt  von  Ganss  her. 

Der  Rest  einer  Zahl  nach  einem  ge- 
gebenen Modnl  ist  also  die  kleinste  Zahl, 
der  sie  nach  diesem  Modul  congraent  ist. 

Congraenzen  können  wie  Gloicbnngcn 
behandelt  werden , and  ans  ihnen  eine 
unbekannte  Grösse  ermittelt  werden.  So 
wird  z.  B.  die  Congmenz: 

5x-f-3=2  mod7 


gelöst  dnreh  den  Ausdruck 

x = 4, 

da 

23  = 2mod7 

oder 

23-2 

durch  7 tbeilbar  ist. 


Dies  wftre  eine  Congruenz  ersten 
Grades. 

Eine  Congmenz  zweiten  Grades  ist 
z.  B.: 

2j:*+3jc— öHOmodll 


zr’  = d modö 

ist,  führt  a den  Namen  quadratischer 
Rest  von  b. 

Die  Fragen,  welche  Zahlen  quadrati- 
sche Reste  gegebener  Moduln  sind  oder 
nicht,  oder  nach  welchem  Modnln  gege- 
bene Zahlen  quadratische  Reste  sind  oder 
nicht,  bilden  mit  verwandten  Gegenstftn- 
den  einen  sehr  wichtigen  Theil  der  Zahlen- 
Ichre,  die  Theorie  der  quadratischen  Reste. 
Es  wird  jedoch,  um  dieselbe  hier  kurz 
zu  geben,  nöthig  sein,  die  einleitenden 
Sätze  über  Congruonzen  und  Fotenzreste 
mit  anzufiibren , was  ohne  Anstand  wird 
geschehen  können,  da  wir  uns  bei  den 
betreffenden  Artikeln  auf  das  jetzt  za 
gebende  beziehen  werden.  Bemerken 
wir  noch  vorlänlig,  dass  jede  Congmenz 
zugleich  eine  Gleichung  ist,  welche  eine 
Unbekannte  mehr  enthält,  als  in  ihrer 
Gestalt  als  Congmenz  vorhanden  ist, 
und  welche  in  ganzen  Zahlen  aufgelöst 
werden  soll. 

So  z.  B.  sind  die  oben  gegebenen 
Congrneozen: 

5x+3  = 2 mod7, 

24:*+3j:— 5 = 0 mod  11 
gleichbedeutend  mit: 

5jr+3  = 2+7y, 

2j:*+3j;— 5 = lly, 
wo  X und  y ganze  Zahlen  sind. 

Denn  die  beiden  letzten  Gleicliungen 
drücken  ja  nur  aus,  dass  5i-i-3— 2 durch 
7 und  2j’ +3x— 5 durch  11  tbeilbar  sind. 
Stimmen  also  in  der  Bedeutung  mit  den 
Congmenzen  überein. 

Jedoch  führt  die  Form  der  Congmenz 
leichter  zu  den  Eigenschaften  dieser  Aus- 
drücke, als  die  der  anbestimmten  Glci- 
chnng. 

2)  Uebor  Congmenzen.  Finden 
die  beiden  Congraenzen  statt: 

asbinodk  und  c^dmodA, 
so  ist  offenbar  auch 

uc=6dmodA  und  <i+c5ö+dmodA, 
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denn  cs  sind  a-~b  ond  c — d durch  k 
thcilbar>  d.  h. 

= c — dzzßkf 

also 

fl— d)  = (rt4  ^)Ie, 

d.  h. 

rt;rC  — (6  + rf) 
durch  k theilbar. 

Es  ist  aber  auch: 

fl=;&-{-RA,  c~d-\-fkj 

also 

wo  y eine  ganze  Zahl  ist,  folglich  auch 
ac^bd  durch  k theilbar. 

Dieser  Satz  lautet  in  Worten: 
ffCongnienzen  desselben  Modul  kön- 
nen nddirt,  subtrahirt  und  roultiplicirt 
werden.** 

Es  folgt  hieraus  augenblicklich)  dass 
man  auf  beiden  Seiten  einer  Congruenz 
mit  derselben  ganzen  Zahl  addiren,  sub- 
trahiren  und  multiplicirenj  d.  h.  sic  in 
dieser  Beziehung  wie  eine  Gleichung  be- 
handeln darf.  Denn  sei 
flE6  mod  A) 

■0  ist  jedenfalls 

cHc  mod  A) 

also  auch 

fl+c  = b^c  mod  A 

und 

ac  S bc  mod  A. 

Seien  Jetzt  f ond  A relatire  Primzah- 
len) and 

fl/'E  b mod  A, 

•0  muss  (fl— 6)/*  durch  A theilbar  sein, 
und  da  f den  Factor  A nicht  hat,  so  bat 
ihn  fl— 6,  es  ist  also  auch 
fl  E 6 mod  A. 

Habe  aber  f mit  A einen  Factor  gemein, 
und  sei  dieser  gleich  e (wo  also  e der 
grösste  gemeinschaftliche  Factor  von  f 
und  A ist),  sei  ferner  h — ck',  so 

ist 

af^bf~ef*(a~b)  durch  eA'  theilbar, 
also 

/^(fl— A)  durch  A'  theilbar, 

oder,  da  f'  und  A'  keinen  Factorgemein 
haben,  ist 

oE  A mod  A') 

d.  h. 

« E A mod  — . 

e 

Ein  andrer  wichtiger  Satz  ist  der  fol- 
gende : 

„Von  A auf  einander  folgenden  Zahlen 


ist  eine  und  immer  nur  eine  einer  gege- 
benen fl  nach  Modul  A congment.** 

Denn  cs  kann  ja  in  dem  Ausdruck 
fl  + «A)  wo  M eine  positive  oder  negative 
ganze  Zahl  ist,  n so  bestimmt  werden, 
dass  dieser  Ausdruck  in  eine  beliebige 
gegebene  Reihe  von  n auf  einander  fol- 
genhon Zahlen  fällt  Dies  kann  aber 
auch  nur  auf  eiue  Weise  geschehen,  da 
schon  rt+(»*4*l)A  und  «+(«— 1)A  um  A 
von  dem  gesuchten  Wertbe  abweicben, 
also  nicht  mehr  in  die  gegebene  Reibe 
fallen.  Ist  aber  a+nA  = R,  wo  a die  in 
unserer  Reihe  liegende  entsprechende  Zahl 
ist,  so  ist 

fl  E R mod  A. 


Eine  solche  Reihe  von  A Zahlen  ent- 
hält also  nicht  2 unter  einander  für  Mo- 
dal A congmente  Werthe.  Sie  heisst 
daher;  „ein  System  incongruenter  Zahlen 
in  Bezug  auf  A.** 


Das  kleinste  positive  System  incon- 
gruentcr  Zahlen  ist  die  Zahlenreihe: 

0,  1,  2 . . . . A-1, 


das  absolut  kleinste  System 
wenn  A ungrade  ist: 


A-a 
2 * 


A-3 
" 2 ’ ' 
+2,.  . . 


. -1, 
A-1 
2 


dagegen. 


0,  +1, 


and  wenn  A grade  ist: 


Diejenige  Zahl  aus  der  ersten  Reibe, 
welche  einer  gegebenen  congruent  ist 
wird  offenbar  das)enige  sein,  was  wir 
oben  Best  genannt  haben.  Diejenige 
Zahl  ans  der  zweiten  Reibe,  welche  einer 
gegebenen  congruent  ist,  nennen  wir 
jetzt  den  absolut  kleinsten  Rest. 

Statt  dieser  Reihen  incongruenter  Zah- 
len, welche  aus  auf  einander  folgenden 
Wertben  bestehen,  kann  man  sich  aber 
auch  Reiben  von  der  Gestalt: 
flx,  fl(j:-l-l),  fl(jr-f2)  ....  fl(x-f A— 1) 
bilden,  wo  a eine  beliebige,  jedoch  zu 
A relativ  einfache  Zahl  ist  Denn  auch 
in  dieser  Reihe  doden  sich  nicht  2 con- 
gmente  Werthe, 

Wäre  nämlich 

, fl(4r-f s)Efl(jr-|-/)  modA, 
so  müsste  auch 

flsEatmodA  oder  <i(i— = 
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sein;  da  aber  a relativ  einfach  zu  i ist, 
wftre  s^t  durch  k theilbar,  was  mimüg- 
lich  ist,  da  i und  t kleiner  aU  k sind. 

3)  Wie  schon  angedeutet,  theilt  man 
die  Congmenzen,  wie  die  Qleichongcn, 
nach  den  Graden  ein,  nnd  es  heisst 
demnach 

+ . . . +7^0modA: 

eine  Congmenz  aten  Grades. 

Wenn  man  jedoch  von  Wnrselu  dieser 
Congruenz  spricht,  so  versteht  man  da- 
moter  nor  die  unter  einander  incongm- 
enien  Wertbe  derselben. 

Es  ist  nämlich,  wenn  x eine  Wur- 
zel ist,  ebenfalls  x-^nk  eine  solche, 
wenn  h eine  ganze  Zahl  ist.  Penn  wenn 
man  diesen  Ausdruck  für  x in  die  ge- 
gebene Congmenz  setzt,  kommt  nur  auf 
der  linken  Seite  ein  mit  k ranitiplicirtes 
Glied  hinzu,  so  dass  der  Ausdmek  links 
noch  immer  durch  k theilbar  oder  nach 
Modul  k mit  Null  congnient  bleibt. 

Die  Congmenz  ersten  Grades  hat  im- 
mer die  Gestalt 

0x^6  mod  Ar, 

sie  ist  gleichbedeutend  mit  der  unbe- 
stimmten Gleichung 

fljT- Ay=6. 

Mittels  der  Kettenbrüche  und  anderer 
Methoden  (siche  Artikel:  unbestimmte 
Aufgaben)  gibt  es  immer  ein  Mittel,  ein 
Wurzelpaar  dieser  Gleichnng,  oder  eine 
Wurzel  X unsrer  Congmenz  zu  finden, 
wenn  a nnd  t relativ  einfach  sind,  ans 
der  sich  unendlich  viel  unter  einander 
congruentcr  Werthe  von  der  Form  x-j-aAr 
ergeben. 

Dies  sind  aber  nach  der  obigen  Er* 
klftmngsweisc  keine  neuen  Wurzeln.  Es 
hat  aber  diese  Congmenz  überhaupt  nur 
eine  Wurzel,  denn  wäre  x^  eine  zweite, 
so  musste 

a(x-“X|)  = 0modAr, 

nnd  da  a nnd  x relative  Primzahlen 
waren, 

X— X|=OmodAr  oder  x~x,modib 
sein,  so  dass  x und  x,  eben  nur  eine 
Wurzel  geben. 

Es  mOge  jetzt  eine  unbekannte  Zahl 
X mehreren  Congmenzen  genügen.  Es 
sei  also: 

I.  x~tfmod.  A, 

II.  x^bmod.Bf 

III.  x = cmod.  C, 

wo  wir  vorausactzen,  dass  A,  C re- 
lativ einbicbe  Zahlen  sind. 


Quadrat.  Reste  (Zablenlehre). 

Aus  der  ersten  Congmenz  folgt 
x=a-i-fiA, 

wo  n eine  beliebige  ganze  Zahl  ist 

Setzen  wir  diesen  Werth  in  die  2tc 
Congmenz,  so  wird: 

rtA-A— «mod  B. 

Ist  irgend  ein  Werth  für  n,  der  diese 
CoDgracDi  erfüllt,  so  ist  der  allgemeine: 
n = rt,+sÄ, 

wo  s eine  beliebige  ganze  Zahl  ist,  also 
xzzn^A+sBA+Oy 

d.  b. 

x = «-fn*A  mod  AÄ; 
wenn  wir  den  Werth  von  x in  die  3to 
Gleichung  setzen,  wo  man 

a+n^A  = e 

nimmt: 

e-hsAÄ  = cmo<l  C 

Ist  I,  ein  besonderer  Werth  von  i,  so 
ist  Sg-j-Ct  der  allgemeine,  wo  t wieder 
eine  ganze  Zahl  ist.  Es  kommt  dann: 
x=:e-t-s^AB  + tAßCt 
also,  wenn 

e-hs^Aß=f 

gesetzt  wird: 

x = f+ABCt 

oder 

x=^mod  ABC. 

ln  derselben  Weise  fährt  man  fort,  wenn 
X einer  beliebigen  Anzahl  Congmenzen 
genügt.  Man  kann  somit  immer  eine 
Zahl  /‘bestimmen,  die  congment  mit  x 
für  dos  l'roduct  sämmtlicher  Moduln  ist. 

Dieses  Verfahren  wird  auch  „Vereini- 
gen‘^  der  linearen  Congmenzen  I,  II, 
111  genannt. 

Bei  spiel: 

x~5mod7,  x=4mod9,  x23mod5. 
Aus  der  ersten  Congmenz  ergibt  sich 
x= 5-1:7«. 

Dies  in  die  2te  eingesetzt,  pbt: 

7«  = — 1 mod  9. 

Durch  Frobiren,  oder  auf  irgend  eine 
andere  Art  kommt  leicht  eine  AuflOsong 

".=5, 

also 

i.=5+9s, 
x = 40+63». 

Dies  in  die  3te  Congrnenz  eingesetzt, 
gibt; 

63i=  — 37  modö 
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und  leicht  erh&lt  man 


d.  h. 
oder 


= 1,  also  < = 1+5/, 

x=103+315( 
jr  = 103  mod  315. 


4)  Sei  jetzt  wieder 

Ar  = 6 mod  k; 

machen  wir  es  aber  nicht  mehr  znr  Be- 
dinguDgf  dass  auch  a und  k relativ  ein- 
fach sind.  Sei  dann  J der  grösste  ge- 
meinschaftliche Factor  von  a und  ky  so 
muss,  da  die  Gleichung 
tw  — yk:=:b 

statthndet,  auch  b den  Factor  d haben. 
In  entgegengesetztem  Falle  würde  die 
CongrncDz  unlösbar  sein. 

Sei 

a = a^dy  Ä = k = kydf 
so  ist  also: 

a^x  = b^  modk^  und  a^x^yk^  = b,. 
Ist  .T,  eine  Auflösung  dieser  Congruenz, 
so  ist: 

x=x^+k,f. 

Ist  y,  der  zu  gehörige  Werth  von 
y^  der  sich  hier  durch  die  Gleichung 
a,x+yk^  = b^ 
ergibt,  so  ist  offenbar: 

y 

und  diese  Werthe  in 

«X— ylr=  6 

eingesetzt,  erfüllen,  w’ic  augenblicklich 
zu  sehen,  auch  diese  Gleichung.  Alle 
Wurzeln  der  reducirten  Congruenz  sind 
also  auch  Wurzeln  der  ursprQnglichen. 
Setzt  man  aber  tur  f die  Zahlen  0,  1, 
2 . . . w— 1,  so  erhält  man  Werthe  für 
X,  die  zwar  in  Bezug  auf  Modul  ib,  alle 
congrucni  also  nur  eine  Wurzel  der  Con- 
grucnz 

<tlXEb^  ^lodk^ 

sind;  aber  diese  Werthe  sind  zum  Theil  in 
Bezug  auf  Modul  k iiicongrucnt,  und 
somit  hat  die  ursprüngliche  Congruenz 
mehrere  Wurzeln.  Die  Anzahl  derselben 
ist  leicht  zu  bestimmen.  Es  w*ar 


Von  den  Zahlen  nun; 


sind  nicht  2 in  Bezug  auf  Modul  k con- 
dk 

gruent,  dagegen  ist  --  wieder  mit  Ocon- 

V 

gruent  in  Bezug  auf  denselben  Modul. 
Die  Anzahl  dieser  incongruenten  Wurzeln 
ist  also  d.  D.  b. 

..Jede  Congruenz  von  der  Gestalt 
ax^b  mod  k 

hat  entweder  gar  keine  Wurzel,  wenn 


der  grösste  gemeinschaitliche  Thciler  d 
von  a und  k nicht  in  b enthalten  ist, 
oder  Wurzeln,  wenn  dies  der  Fall  ist.** 
Beispiel.  Die  Congruenz 
28x  = 21  mod  35 
lässt  sich  redneiren  anf 
4x  = 3mod  5 
und  diese  hat  die  Wurzel 

x,=2,  jr  = 2+5<. 

Die  7 incongruenten  Wurzeln  der  gege- 
benen Congruenz  sind  also: 

2,  7,  12.  17,  22,  27,  32. 


5)  Sei  jetzt  die  allgemeine  Congruens 
nter  Ordnnng  gegeben: 

„ . ",  »—1 

/(x)  = tfx  -hbx  -f-  • • • 

-f-gx+Ä  = 0 modp.  ^ 

Wir  setzen  voraus,  dass  p eine  Prim- 
zahl, und  a nicht  durch  p theilbar  ist. 

Sei  tt  irgend  eine  Wurzel  dieser  Con- 
gruenz, so  ist  also  auch : 


n n — 1 

an  -4-D<s  ^ -]-ya-i-a  = 0 modp 

und  wenn  man  dieselbe  von  der  vorher- 
gehenden abzieht,  erhält  man: 

. " . " — 1 »—Ix 

a(  JT  —a)+b(x  —a  }-!*•••• 
y(x— <r)  = 0 mod/7. 

Es  haben  aber  simrotliehe  Glieder  den 
Factor  x— ><r,  so  dass  man  erhält 
. . , "—1  ,,  "—2 
(x  — ff)(rtx  -fÄx  4-  . . . 

+ f»)=0  raodp, 

^‘o  B • G ganze  Zahlen  sind,  die  sich 
leicht  bestimmen  lassen. 

Es  kann  aber  diese  letzte  Congruenz 
nur  erfüllt  w'erdcn,  entweder,  wenn 
x = it  mody, 

was  die  ursprüngliche  Auflösung  war,  oder 
w’enn 

J n — 2 

flx  -f/fx  + . . . +(7=Omody  ist. 
Ist  ß eine  'Wurzel  dieser  Congruenz,  so 
ist  dieselbe,  ganz  ebenso  wie  oben,  auf 
die  Form  zu  bringen : 

»—2 

(x— (cx  -I-  . . . .)  =0raody, 


welche  erfüllt  ist,  wenn 

X = ^ mod  p, 

oder  wenn: 

n—  2 rt  , 

ox  4-  ....  =0  mody 
ist.  Indem  man  so  fortfährt,  kommt 
man  zuletzt  auf  die  Congruenz  ersten 
Grades 


ax+H~0  mody, 

welche  nur  eine  Wurzel  haben  kann,  da 
a und  y relativ  einfach  sind. 

Es  ergiebt  sich  also  der  Satz: 

„Jede  Congruenz  nten  Grades,  wo  der 
Modul  eine  Primzahl,  und  der  Coeffleient 
des  ersten  Gliedes  nicht  durch  den  Mo- 
dul theilbar  ist,  hat  höchstens  nWnrzeln.** 
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Sind  diese  a Wurseln  wirklich  rorbanden,  so  kann  man  sctxen 

y(x)=(jr-n)(4T-,^)(x-y)*.-  =x  +Bx"  ' -i  Cx"~^+  ■■  • +0'x+ff, 
wo  o,  /},  y dio  incongruenten  Wurseln  der  gegebenen  Congruenz: 

f(x)  = ax  +tx  *+  • • • +jx  + A = 0modj( 
sind*  Es  Iftast  sich  dann  immer  eine  Zahl  k so  bestimmen,  dass 

Aro  = 1 mod  p 

ist,  denn  a and  p sind  ja  relative  Primzahlen.  Wenn  nun  noch 
kc  = c^  • • . kg=git  kh=kh^ 

ist,  so  lässt  sich  zeigen,  dass : 


Bzib^y  C — C|  • • • G—gii  mod  ;> 

ist. 

Denn  zieht  man  den  Ausdruck  y(j)  von  kf{x)  ab,  so  erhält  man: 

(A,-Ä)x"‘‘+(c.-C)x"'”*+  ...  -H}^-0)x+(*,-H). 

Es  hatte  die  Congmens 


die  Wurzeln 
gmenz 

oder : 


modp 

ß>  Y ' ' und  dieselben  Wurzeln  hat  auch  offenbar  die  Con- 
V W = 0 mod  p, 


(ar— o)(jr— (jj  — y)  • • • =0modp; 
mithin  wird  auch  die  Congrueni: 

(A|— Ä)x  *(cj  — C)x"  - • •+(ji  — 6’)x+(A,— W)eO  modp 
durch  dio  Werthe 


x = x = i9,  x = y • • • 

crfällt. 


Ist  nun  einer  der  Ausdrücke 
b^—By  Cj  — C,  • • • gi  — G,  h^^  — U 
nicht  congrnent  Kuli  nach  Modul  p,  so 
hat  mau  offenbar  eine  Congruenz  von 
einem  geringem,  als  vom  aten  Grade, 
die  dennoch  n Wurzeln  hat,  was,  wie 
wir  gesehen  haben,  unmöglich  ist,  d.  h. 
womit  unser  Satz  erwiesen  ist. 

„Es  ist  also  auch 

kf  x)  = y (x)  mod  p 

für  jeden  Werth  von  x,  da  die  einzelnen 
Glieder  nach  p congment  sind.** 

Noch  folgt  sehr  leicht  der  folgende 
Satz. 

„Sei 

/*(*)  = 0 mod  p 

eine  Congruenz  nten  Grades , p eine 
Primzahl  und 

/■(■») ='/W'/iW. 

wo  der  Grad  von  y(x)  der  mtc,  von 
7i(x)  der  stc  ist,  so  dass: 
m-^-s  = rt 

■ein  mnss. 

Es  hat  dann  die  Congruenz 
7 (jp)  = 0 raotl  p 


immer  m,  nnd  /,(x)  = 0modp  immer 
s Wurzeln.“ 

Denn  hätte  die  erste  Congmenz  we* 
niger  als  m Wurzeln , so  müsste  die 
andre  um  so  viel  mehr  als  s haben, 
was  nicht  möglich  ist,  da  ihr  Grad  durch 
die  Zahl  s angezeigt  wird. 

Anmerkung.  Offenbar  kann  eine 
Congruenz  nten  Grades  weniger  als  n 
Wurzeln  haben. 

Dies  stimmt  gewissermassen  mit  den 
Betrachtungen  Ober  die  algebraischen 
Gleichungen  überein,  wenn  man  in  dem« 
selben  den  Begriff  des  Imaginären  nicht 
berücksichtigen  wollte.  Man  könnte 
dann  den  Satz,  dass  jede  Gleichung 
nten  Grades  n Wurzeln  habe , auch 
nur  so  aussprechen , dass  die  Anzahl 
der  Wurzeln  die  Zahl,  n nicht  über- 
schreiten dürfe,  da  ja  von  diesen  Wur- 
zeln mehrere  oder  alle  imaginär  sein 
können. 

Es  liegt  daher  der  Gedanke  nicht  all- 
znforn,  auch  in  die  Theorie  der  Con- 
gruenzen  eine  andre  Art  des  Imaginären 
eiuzaiuhren,  mit  dessen  Anwendung  man 
sagen  könnte,  dass  jede  Congmenz 
«ten  Grades  wirklich  n Wnrzeln  (reelle 
o<ler  imaginäre)  habe.  Dies  ist  in  der 
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Thot  durch  Galois  geschehen.  Es  ist 
über  diesen  Gegenstand  der  Artikel  Zahl 
nachKuschen. 

6)  Die  Pot c n* r CSt e. 

Seien  k und  a relative  Primzahlen, 
ohne  dass  vorausgesetzt  wird,  dass  k 
auch  eine  absolute  Primzahl  sei ; cs  kann 
dann  weder  1 noch  a,  noch  a*,  noch 
n’... durch  k tbcilbar  sein  und  von  der 
Reihe 

rt*,  Ö*,  <1*,  <!*••• 

ist  also  jedenfalls  keine  congruent  Null 
naeh  Modul  k. 

Es  können  aber  gewisse  Glieder  der 
Reihe  schon  vorhergegangenen  eongrucnl 
sein. 

Nehmen  wir  daher  an,  es  sei  in  der 
That 

a = a mod  k 

und  l sei  grösser  als  A,  dann  ist  auch : 

a — a*HOmodJI:, 

d.  h. 

(a  * — l))a*  = 0mcMl  jb 

und  da  a nicht  congruent  Null  sein 
kann,  jedenfalls: 

a =1  mud^. 

Setzen  wir  also  f— A = l,  so  sehen  wir, 

dass  „wenn  a die  erste  Zahl  der  Po* 
tenzreibo  von  a ist,  die  mit  a*  oder  1 
congruent,  alle  vorhergehenden  Werlhc 
der  Reibe 

a*,  «*•••« 

einander  incongrnent  sind.“ 

Denn  wären  die  Potenzen  a , a*  , wo 
I und  s*  kleiner  als  t siud,  congruent, 
so  müsste  ja 

a*  * “ 1 mod  k 

sein,  was  der  Voraussetzung  widerspricht. 
„Die  Potenzreihe 

«*,  fl*,  o,  • * • 

heisst  Restperiode,“  und  man  sagt,  .,dus8 
die  Zahl  a in  Bezug  auf  Modul  k zum 
Exponenten  I gehöre.** 

Natürlich  kann  man  für  jede  Potenz 
dieser  Reihe  auch  ihren  Rost  nehmen. 

Beispiel.  Suchen  w'ir  die  Rcstpe* 
riode  von  7 nach  Modul  13. 

Sic  ist: 

7*  = 1,  7*  = 7,  7»  = lü.  7»=5,  7*=9, 
7*  = 11,  7*=12,  7’=6,  7‘=3,  7*=8, 
7**>=4,  7**=2,  7*«  = 1. 

Es  kehrt  von  nun  au  die  Periode  wie* 
der,  da  7**  = 7*  ist. 


7)  Wir  bezeichnen  jetzt  mit  7(ih)  die 
Anzahl  der  Zahlen,  welche  zu  m relativ 
einfach,  und  klciucr  als  m sind. 

Ist  z.  B m=3,  so  sind  aus  der  Reihe 
1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8 
die  6 Zahlen 

1,  2.  4,  5,  7,  8 

mit  9 relativ  einfach,  also  7 (9)  = 6. 

Ueber  den  allgemeinen  Ausdruck  der 
Grösse  7(m)  sehe  man  den  Artikel  Zahl. 

Eür  diese  Betrachtungen  ist  derselbe 
nicht  noihwendig.  Jedoch  bemerken  wir, 
dass  wenn  m eine  Primzahl  ist,  offenbar 
e» 

7(m)  = m — 1 

ist,  da  alle  Zahlen  der  Reihe 

1,  2 • - . m-1 

zu  m dann  relativ  einfach  sind. 

Betrachten  wir  nun  den  Ausdruck  ax, 
wo  <1  zu  einer  gegebenen  Zahl  k relativ 
einfach  sein  soll. 

Setzt  man  nun  für  x alle  Zahlen  von 
0 bis  A — 1,  so  ergeben  sich,  wie  aus 
dem  im  Abschnitt  2)  Gesagten  augen- 
blicklich folgt,  nur  incoiigruente  Werthe 
ffir  den  Ausdruck  ax.  Die  Reste  davon 
nach  Modul  k sind  also  wieder  die  Zah* 
len  0 bis  4 — 1,  jedoch  natürlich  in  an- 
drer Ordnung,  als  die  der  natürlichen 
Zahlen  0 bis  Ar— 1 ist. 

Sei  nun  aber  x*  ein  Werth  von  x, 
der  kleiner  als  k und  zu  Ar  relativ  ein- 
fach ist,  und  sei  ferner  r der  Rest  von 
rtx'  nach  Motlul  A*,  so  ist  auch  r relativ 
einfach  zu  Ar;  wie  wir  eben  gesehen, 
entspricht  aber  jedem  x'  ein  andrer 
Werth  r.  Da  cs  nun  ff(k)  Werthe  von 
x'  gibt,  welche  die  Bedingungen,  die 
wir  oben  aufgcstcllt  haben,  erfüllen,  so 
muss  cs  auch  7 (Ar)  Werthe  von  r ge- 
ben. Diese  Werthe  werden  also  offen- 
bar dieselben  als  die  von  x\  nur  in  an- 
drer Ordnung,  sein  (da  es  nur  7(Ar)  sol- 
cher Werthe  Überhaupt  gibt). 

Ist  also 

und 

sind  die  Werthe  von  x',  so  sind  die 
Zahlen 

«Mj,  UM,  • • • au^ 

immer  je  einem  Werthe  der  Reihe 

«I»  «,  • • • 

congruent,  also  wenn  man  das  Product 
bildet: 

M,  ~ Hj  II,-*-  modAr 
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CNler 

modJt. 

Dieser  wichtige  Satz  wird  gewöhnlich  der 
verallgemeinerte  Fennat'schc  genannt. 

Beispiel.  Da  y(9)  = 6 war,  so  ist 
also 

a*  = 1 mod  9, 

wenn  a eine  in  9 relativ  einfache  Zahl 
ist. 

Ist  p eine  Primzahl,  so  ist,  wie  wir 
gesehen  haben  f/(p)z:p-~l,  also 


Dieser  Sats  war  früher  bekannt,  als  der 
veraUgemcioerte  Fermat'sche.  Fr  wird 
nach  seinem  Erfinder  der  Fcrmat’sche 
Satz  genannt. 

Anmerknog.  Der  rerallgemeinertc 
Fennat’schc  Satz  gibt  ein  Verfahren,  die 
CongrocDz 

aj*  = 6 mod  k 

für  den  F'all,  wo  a und  k relativ  einfach 


sind,  zu  lösen,  ein  Fall,  auf  den,  wie 
schon  gezeigt,  sich  jeder  andre  zuröck- 
fuhren  lässt. 

Setzt  man  nftmlich 

x=»«vW-l, 

so  ist  üfTenbar ; 

flx  ~ ha^  = A mod  A, 
also  die  Congrnenz  gelöst.  Jedoch  er- 
fordert die  Bcrechnang  von  oft 

mehr  Zeitaufwand,  als  diejenige  Methode, 
welche  die  Theorie  der  Kettenbrüebe  er- 
gibt. 

Aus  dem  Fcrniat’scben  Satz  in  Ver- 
bindung mit  dem  in  Abschnitt  5)  Ge- 
sagten ergibt  sich  noch  Folgendes: 

Sei  die  Congmena 

“ 1 mod  p 

gegeben,  so  hat  dieselbe  die  Wurzeln 
x=l,  x = 2,  • • • 1, 

also  nach  Abschnitt  o) 


* — l = (x— l)(x— 2)'  "(x— [p— 1))  modp, 
and  wenn  man  die  Coefficienten  vergleicht: 


—1  —2  —3  ■ • • — (p— 1)=  0 modp, 

1 *2-1-1  • 3-1-  • • • l'p-l-2'3+2*4  • • • 2*p-f*  • • • +(p— 2)(p— 1)  = 0 modp, 

1.2*3  • • • (p— 1)=  — Imodp. 

Dieser  letzte  Satz  heisst  der  Wilsonschc.  Er  lehrt  „dass  wenn  p eine  Primzahl 
ist,  das  Product  der  Zahlen,  die  kleiner  als  p sind,  um  Eins  vermehrt,  durch  p 
theilbar  sein  muss.** 


7)  Wenn  die  Reibe 

a®,  ö*  • - . a*“* 
nicht  2 congniente  Werthe  in  Bezug  auf 
Modul  p enthält,  und 

o*  = 1 mod  p 

ist,  so  sagten  wir  (Abschnitt  5),  dass  a 
zum  Exponenten  t gehöre. 

Es  möge  jetzt  p eine  Primzahl  sein, 
und  beschäftigen  wir  uns  damit , die 
Zahlen  zu  ermitteln,  die  zu  einem  ge- 
gebenen Exponenten  ( gehören. 

„Es  muss  zunächst,  damit  überhaupt 
Zahlen  möglich  sind,  t ein  Fac^tor  von 
p—1  sein.“ 

Denn  die  Congroenz 

a*=l  modp 

kann  durch  keine  kleinere  Zahl  als  dnrcli 
erfüllt  werden;  offenbar  aber  wird 
sic  auch  durch  die  Zahlen 

x:r2f,  x=3/,  x = 4f  • • • 
erfüllt.  Aber  durch  keine  andern  Zahlen, 
denn  hätte  r noch  einen  Werth  w,  der 
nicht  in  dieser  Reibe  steckt,  und  wäre 


m:=s<-1-I4,  , 
müsste : 

also 


wo  u^  kleiner  als  f ist,  so 

II  _ 

a —a  modp, 


u ^ 3l  mod  p 


sein,  was  nicht  möglich  ist. 

Da  nach  dem  Fcrmat’schen  Satze  nun 
immer 

a*  Hl  modp, 


so  ist  p — 1 nothwendig  eine  Zahl  der 
Reihe 

f,  2f,  3f  * * * , 


was  zu  beweisen  war. 

Wenn  a zum  Exponenten  i gehört,  so 
erfüllt  jeder  der  Werthe 

x = «*,  x=a’,  x = a®  * « • x = a 


die  Congmenz 

« = 1 mod  p. 

Ans  diesem  Grunde  aber  braucht  noch 

nicht  jede  der  Zahlen  x = a*,  wo  s zwi- 
schen 0 und  I — 1 liegt,  auch  zum  Ex- 
ponenten I zu  gehören,  denn  möglicher 
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Weise  erfüllt  ja  eine  Zahl  ti,  die  kleiner 
als  i ist,  schon  die  Cungrnenz: 

= l modp. 

Offenbar  ist  dies  auch  der  Fall,  >venn 
s und  t einen  gemeinschaftlichen  Factor 
haben. 

Sei  in  der  That  s = s'(f,  und 

(T  der  grösste  gemeinschaftliche  Factor 
von  s und  t,  so  ist  auch : 

o (rt*/ — 1 modp, 
also  M = zn  setzen. 

Einen  kleinem  Werth  von  u giebt  es 
aber  nicht.  Denn  sei  r ein  solcher,  so 
wäre 

= 1 modp 

und  $t  in  der  Reihe  der  Zahlen  I,  2/, 
3t  u.  s.  w.  enthalten,  cs  wäre  also: 
sr  = s'J‘r  = 

wo  h eine  ganze  Zahl  ist,  oder 
s'r  = A('. 

Da  i*  und  t'  keinen  Factor  gemein  ha* 
ben,  so  ist  diese  Gleichung  nur  zn  er- 
füllen, wenn  r gleich  t'  oder  gleich  einem 
Vielfachen  dieser  Zahl  ist,  was  gegen 
die  Annahme  ist. 

Ks  gehört  also  a znm  Modul  t\  nnd 
wenn  t nnd  s keinen  Factor  gemein  ha- 
ben znm  Modal  t.  Wenn  es  also  eine 
Zahl  gibt,  die  znm  Exponenten  I ge- 
hört, wo  t ein  Factor  von  p— 1 ist,  so 
gibt  es  dann  soviel,  als  es  relative 
Primzahlen  zu  t gibt,  die  kleiner  als  t 
sind,  oder  '/(i)- 

Es  lässt  sich  aber  beweisen,  dass  cs 
zn  jedem  Factor  t von  p — 1 auch  wirk- 
lich zugehörige  Zahlen  gibt.  Denn  neh- 
men wir  alle  Factoren  < von  p — 1,  so 
können  zu  jedem  nur  entweder  y(<)  oder 
Null  Zahlen  gehören.  Die  Gesammtzahl 
aller  dieser  Zahlen  stellt  aber  natürlich 
alle  nach  Modul  p incongruenten  Zahlen 
vor  und  muss  daher  gleich  p sein.  Ks 
lässt  sich  nun  beweisen,  dass  wenn  t,, 
if  • • • tg  die  Factoren  von  p~l  sind, 
man  immer  hat 

7(‘i)+'/(',)+  • • • +l(l.)  = P*) 

♦)  Den  Beweis  dieses  Satzes  geben  wir 

nach  Di  richtet. 

Von  den  Zahlen 

1,  2,  3 • - • p 

haben  offenbar  nur  die  folgenden 
I,  2i,  3i  ... 

(len  Fixctor  ( mit  p gemein.  Dies  ist 

aber  nur  bei  denjenigen  der  grösste 


und  folglich  kann  zu  keinem  Factor  die 
Anzahl  Null  gehören. 

Hieraus  ergiebt  sich  also  der  Satz : 
„Zu  jedem  Factor  t von  p — 1 als 
Exponenten  gehören  immer  7 (0  Zahlen.“ 
Jede  zu  t gehörige  Zahl  x nennen  wir 
nunmehr  eine  primitive  Wurzel  der  Con- 
grucnz: 

I 

jr  =1  modp 

und  unser  Satz  sagt  somit,  dass  diese 
Congruenz  primitive  Wurzeln  habe. 
Die  Congruenz 


hat  also  y(p— 1)  primitive  Wurzeln,  und 
diese  werden  vorzugsw'eise  primitive  Wur- 
zeln der  Zahl  p genannt. 

8)  Beispiel.  Sei  z.  B.  die  Primzahl 
p = 23  gegeben,  so  ist  p— 1 = 22  = 2*  11. 
Die  Factoren  von  p — 1 sind  also: 

/^  = 1,  /,  = 2,  (,  = 11.  (*=22. 

Die  Congrnenz 

X*  = 1 mod  23 

hat  natürlich  nur  die  primitive  Wurzel 

<1  = 1. 


gemeinschaftliche  Factor,  den  sie  mit 
p haben,  bei  welchen  der  erste  Factor 

1,  2,  3 • • . £ 


mit  j rclaüv  einfach  ist,  und  die  An- 


Setzt 


zahl  dieser  Zalilcn  ist  7^ 
man  nun  für  ( alle  Thciler 

'i. 

von  p,  so  druckt  die  Summe 

aus,  wie  viel  Zahlen  der  Reihe  einen 
der  grössten  gemeinschaftlichen  Facto- 
PP  P 

ren  j j * * * I P haben. 

Schliesslich  aber  hat  doch  jede  Zohl 
einen  dieser  Factoren  ((  = 1 und  ( = p 
eingcschlosscn)  und  somit  ist  diese 
Summe  gleich  der  Anzahl  aller  Zahlen 
der  Reihe,  d.  h.  gleich  p.  Da  jedem 

t nun  ein  j entspricht,  so  kann  man 


^ = * * ' setzen,  und  hat 

also: 

P = 7(f|)+7('*)+  * ••  +7('0* 

w'io  oben  gesagt  wurde. 
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Die  Congrnenx 

X*  = 1 raod23 

hat  (/^)  oder  1 Losung.  In  der  Thnt  ist 
22*  = 484  = lmod23, 
da  483  durch  23  theilbar  ist.  Es  ist 
also  22  die  primitire  Wurzel  derselben. 
Die  Congruenz 

X*  * = 1 mod23 

hat  y (11)  primitiTc  Wurzeln.  Da  11 
eine  Primzahl  ist,  so  wird  y(ll)=:10 
sein. 

Es  ist  in  der  That 

2'*  oiler  2048  = lraod23. 

Die  übrigen  primitiven  Wurzeln  dieser 
Congruenz  sind  also  die  Reste  der  Po> 
tenzen  von  2,  deren  Exponent  zn  11 
relativ  einfach  und  kleiner  als  11  ist, 
d.h.  2*,  2>,  2S  2*.  2<,  2’,  2»,  2»,  2^*. 
Die  Beste  dieser  Zahlen  sind 

4,  8,  16,  9,  18,  13,  3,  6,  12. 

Die  Congruenz 

X**  ^ 1 mod23 

hat  7 (22)  Wurzeln,  die  man  im  engem 


Sinn  die  primitiven  Wurzeln  von  23  nennt. 
Von  (len  Zahlen  1 bis  22  sind  zu  22 
relativ  einfach:  1,  3,  5,  7,  9,  13,  15, 
17,  19,  21,  also  y(22)  = 10.  Offenbar  ist, 
5”  = lmod23 

und  die  primitiven  Wurzeln  sind  die 
Reste  von 

5S  5»,  5‘,5t  5“,5'S5'*,5*‘ 

die  Exponenten  sind  wieder  die  mit  22 
relativ  einfachen  Zahlen.  Es  ergeben  sich 
die  Reste: 

5,  10,  20,  17,  11,  21,  19,  15,  7,  14. 

Die  Art  der  Berechnung  der  Roste  ist 
oCeubar  die,  dass  man  bei  jeder  Multi* 
plication  mit  der  Grundzahl,  statt  des 
Productes  nur  den  Rest  nach  23  nimmt. 
So  z.  B.  berechnet  man  den  Rest  von 
2*  folgcndcrmasscn : 

2»  = 4,  2*=8,  2*  = 1G,  2»  = 32  = 9, 
2-~2.9  = 18,  2’=2-18  = 13. 

2'  = 2-13  = 3,  2*=2-3e6. 

Es  mögen  noch  die  primitiven-  Wur- 
zeln der  Primzahlen  von  2 bis  37  hier 
folgen. 


Primzahl:  Primitive  Wurzeln: 

3 2 

5 2,  3 

7 3,  6 

11  2,  6,  7,  8 

13  2,  6,  7,  n 

17  3,  5,  6,  7,  10,  11,  12,  14 

19  2,  3,  10,  13,  14,  15 

23  5,  7,  10,  11,  14,  15,  17,  19,  20.  21 

29  2,  3,  8,  10,  11,  16.  18,  19,  21,  26,  27 

31  3.  11,  12,  13,  17,  21,  22,  24 

37  2,  5,  13,  15,  17,  18,  19,  20,  22,  24,  32,  35. 


9)  Ist  a eine  primitive  Wnrzel  von  p, 
so  enthält  die  Reihe  a*,  aS  a*,  a*  ••• 

f-2 

a alle  incongruenten  Wurzeln  der  Con- 
gruenz 


X 


= 1 mo'ip. 


ohne  dass  natürlich  dieselben  alle  auch 
primitive  Wurzeln  sein  müssen. 

In  dieser  Reibe  nnn  hat  jede  Zahl 
ly  die  nicht  durch  p theilbar  ist,  eine 

coDgmcntc.  Sei  diese  Es  ist  dann 
a^~l  mod  p 

und  I liegt  zwischen  0 und  p^2.  Wir 
nennen  X den  Index  von  /,  nnd  schrei- 
ben dies: 

A = ind(0. 

Ist  nnn 

= / mod  p,  a^  = m mod  p, 


so  ist 

nnd  man  hat  den  Satz 

ind  (/)  + ind  (m)  = ind  (/m), 
welcher  genau  dem  Fundamentulsatze  der 
Theorie  der  Logarithmen  entspricht: 

1g(0 + !&(«*)  = lg  (H- 

Es  folgen,  wie  in  der  Logaritbmen- 
thcoric,  auch  leicht  daraus  die  Stltzc: 

ind(/)  — ind(fn)  = ind^— 

wenn  » eine  ganze  Zahl  ist,  and 

}fi 

ind(f  )=x  md(/). 

Man  kann  also  mit  den  Indices,  wie 
mit  Logarithmen  rechnen,  nnd  bei  allen 
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Resultaten  immer  ein  beliebiges  Viel- 
faches von  abziehen»  d.  h.  die 

p— 1 congruente  Zahl  nehmen,  da 

= = a ist  u.  s.  w. 

Denkt  man  sich  eine  Tafel,  worin  fiir 
jede  Primzahl  p als  Modul  die  Potenzen 
einer  primitiven  Wurzel  bis  zur  p — 2ien 
berechnet  sind,  so  tbut  diese  für  die 
Zahleotheoric,  namentlich  für  die  Auf- 
lösung von  Congruenzen,  die  Dienste, 
welche  in  der  Analysis  eine  Logaritlimcn- 
Tafel  leistet. 

nnmeras 
Index 


Ist  nämlich 

OT  — b modp, 

so  ist 

ind(«) -b  ind(2-)  = ind (Ä) moilp— 1 
oder 

ind  j H ind6  — indo  modp  — 1. 
Berechnen  wir  z.  B.  denjenigen  Theil 
dieser  Tafel,  der  sich  auf  die  Primzahl 
p = 13  bezieht,  und  sei  die  kleinste  pri- 
mitive Wurzel  2 von  13  genommen.  So 
hat  man  folgendes  Täfelchen: 


123456789  10  11  12 
014295  11  38  10  7 6 


Die  bei  numerus  stehenden  Zalilcn  sind  die  Reste  der  Potenzen  von  2,  deren 
Exponenten  die  mit  indox  bezeichncte  Reihe  enthält.  Umgekehrt  ist: 


index  0123456789  10  11 
numerus  124836  12  11  95  10  7 


Es  unterscheidet  sich  dieses  Tafelchen 
von  dem  vorigen  nur  dadurch,  dass  die 
mit  index  bezeichneten  Zahlen  nach  ihrer 
natürlichen  Grösse  gpordnet  sind,  wah- 
rend vorhin  dies  mit  den  bei  „numerus“ 
stehenden  Zahlen  geschehen  ist 
Lösen  wir  z.  B.  mit  Hülfe  dieser  bei- 
den Tafelchen  die  Congruenz 
7j?  = 9 modl3. 

Man  hat: 

ind  (7)  + ind  (j)  = ind  (9), 

d.  h. 

ind  (ar)  =:  ind  (9)  — ind  (7) 
oder  wie  das  erste  Täfelchen  zeigt : 
ind(x)  = 8-ll  = -3  = 9. 

Der  Rest  ist  nämlich  nach  13—1  = 12 
zu  nehmen.  Suchen  wir  9 als  index  im 
2ten  Täfelchen,  so  steht  der  numerus  5 
darunter,  es  ist  also 
a*  = 5. 

Um  beliebige  Congruenzen,  deren  Mo- 
duln Primzahlen  sind,  zu  lösen,  müssten 
für  alle  Primzahlen,  wie  hier  für  13, 
solche  Täfelchen  berechnet  werden. 

Eine  Sammlung  von  dergleichen  ent- 
hält das  von  Jakobi  berausgegebene  W erk : 
„Conon  aritkmeticus.** 

10)  Mit  Hülfe  dieses  Canon  können 
aber  auch  Congruenzen  von  der  Form: 

n 

or  = 6 modp 

gelöst  werden.  Es  ist  nämlich: 
ind(a)  -b  n ind(x)  = ind(A)  mod(p  — 1), 
d.  b. 

n ind(x)  = ind(&)  — ind(fi)  mod(p— 1) 
und  man  hat  soviel  incongrnente  Wur- 


zeln der  gegebenen  Congruenz,  als  es 
iucongrucnlo  Werthe  von  ind(x)  giebt. 

Daraus  folgt  der  wichtige  Satz: 

„Soll  eine  Congruenz 

X*"  motlp 

Wurzeln  haben,  so  muss  der  grösste  go- 
mcinschaftlichc  Factor  von  m und  p—1 
auch  ein  Factor  von  ind  (6)  sein.  Diese 
Bedingung  ist  ausreichend  und  noth- 
wendig.“ 

Denn  man  hat  ja 

m ind(x)  = ind(6)  modp— 1, 
eine  Congruenz,  von  der  in  Abschnitt  4) 
gezeigt  wurde , dass  sic  unter  der  ange- 
gebenen Bedingung,  aber  auch  nur  unter 
dieser  immer  lösbar  sei. 

Hat  die  Congruenz: 

mind(jr)  E ind(Ä)  mod(p— 1) 
eine  Wurzel 

ind(x)  = a, 

so  wurde  in  4 gezeigt,  dass  wenn  d der 
grösste  gemeinschaftliche  Factor  von  m 
und  p — 1 ist,  sich  als  incongruento 
Wurzeln  die  Werthe 

,p-l  . 2ft—l 

a,  • • • 


ergeben,  deren  Anzahl  ist  also  gleich  (f, 
oder; 

„Jede  Congruenz  von  der  Form 
X*"  modp 

hat  entweder  keine  oder  d Wurzeln, 
wenn  d der  grösste  gemeinschaftliche 
Factor  von  i«  und  p— 1 ist.“ 
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Da*  Crilerimn,  ob  überhaupt  eine  Wur- 
lel  Torhanden  «ei,  ist  hier  auf  die  Be- 
trachtung der  Indiccs  zurfickgcrührt.  Je- 
doch ]&«st  sich  noch  ein  andres  Critcrium 
finden,  welche«  da«  Zurückgehen  auf  die 
ludicea  nicht  erfordert. 

Es  fragt  sich  nftmlich,  in  welchen 
Fallen  ind(6)  durch  einen  Factor  J von 
theilbar  sei.  In  der  Congruonz 

0^  = 6 mod/i, 

wo  a diejenige  primitive  Wurzel  von  p 
ist,  für  welche  die  Indiccs  berechnet  wer- 
den, hat  man 

^ — iod6,  und  <i  ^ 1 ^ modp, 

Soll  nun  /3  durch  J theilbar  sein,  «o 
IDU88  offenbar 

a =1  mod^ 

werden,  und  umgekehrt,  wenn  diese  letz- 
tere Congmenz  stattfindet,  ist  ^ durch 
(f  theilbar,  weil  sonst  a keine  primitive 
Wnrael  von  p sein  konnte.  „Es  muss 
also 

tzl 

6 ^ =1  mod  p 
fein,  damit  die  Congmena 

X = i mod  p 

lOsbar  sei , und  folglich  <f  Auflösungen 
habe.“ 

Beispiel.  Die  Congruenz 
X*  E7  mod  13 

giebt  6 als  grOssten  gemeinschaftli- 
chen Factor  von  m=:6,  nnd  p — 1 = 12, 
ind(Ä)  = ind  (7)  = 11.  Diese  Congruenz 
ist  also  nicht?  lösbar,  da  11  den  Factor 
6 nicht  hat. 

Sei  dagegen  gegeben: 

X*  = 12  mod  13, 

*0  ist  (f=3dcr  grOsstc  gemeinschaftliche 
Factor  von  9 and  12.  Aber 

ind  (Ä)=ind(12)=6 

hat  auch  den  Factor  3 und  folglich  Ist 
die  Congruenz  lOsbar,  und  cs  giebt  3 
incongruente  Werthe  von  j. 

Da  9 ind  (x)  = ind  (12)  = 6 mod  12  ist, 
oder  was  dasselbe  ist:  3indx  = 2mod4, 
»o  ist  zu  setzen 

ind(x)  = 2, 

aber  auch: 

ind(x)=2+^=6, 
ind(j,)  = 10. 


27  Quadrat.  Reste  (Zahlentehre). 

Zn  dem  Werthe  der  Indiees  2,  6,  10 
aber  ergeben  sich  die  Zahlen:  x = 4. 
J=12,  a-  = 10. 

Die  Bedingung 
P-1 

t = 1 mod  p 
lautet  in  unserm  Beispiele: 

12‘  = I mod  13,  . 

eine  Bedingung,  die  offenbar  erfOllt  ist. 

11)  Theorie  der  quadratischen 
Reste. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  dem  eigent- 
lichen Gegen.stande  dieses  Artikels,  den 
quadratischen  Resten.  Man  hat  hier  in 
der  allgemeineren  Congruenz 

nt 

X — i modp 

ansschliesslich  den  Fall  zu  untersuchen, 
wo  m = 2 ist.  Jo  nachdem  sich  die  Con 
grucnz 

X*  = A mod p 

lösen  l&sst,  oder  nicht,  nennen  wir  b 
einen  quadratischen  Rest  von  p oder 
einen  quadratischen  Nichtrest.  Es  soll 
in  den  folgenden  Betrachtungen  aber  p 
immer  eine  Primzahl  und  nicht  gleich  2 
sein.  Es  ist  dann  also  p — 1 durch  2 
theilbar,  und  nach  dem  im  vorigen  Ab- 
schnitte gefundenen  Critcrium  ist  die 
Congruenz  lösbar  oder  nicht,  je  nachdem 

P~l 

Ä ^ ~ 1 modp 
ist  oder  nicht. 

Findet  aber  letztere*  statt,  so  ist  ie- 
denfalls 

p- 1 

*'’~‘-l  = (4^+l)(*  * -1) 

und  da 

Hl  modp, 

also 

b*  *—1=0  modp, 
hat  man  jedenfalls 
y-I  p~i 

(h  +1)(Ä  — l)=Omodp, 

2 

d.  h.  da  6 —1  nicht  durch  p tlieilbar 

P~i 

■ 2" 

sein  soll, somussdiesmit^  +1  der  Fall, 

cuJer 

j^-I 

2 

b H —1  modp 

sein.  D.  h. 
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„Eine  Zahl  h igt  qQadratiscbcr  Rest 
2* 

von  p,  wenn  6 1 moü  2,  Kichtrest, 

tzl 

2 

wenn  b = —Imod;;  ist.“ 

Man  bezeichnet  nun  durch  den  Aue* 

/b\  ^ 

druck  1 — 1 immer  die  Reste  von  6 ^ 

nach  Modul  p.  Der  Rest  aber  ist,  wie 
wir  gesehen  haben,  gleich  4-1  oder  — 1, 
je  michdem  b quatlratischer  Rest  oder 
Kiebtrest  ist,  also  immer: 

b * = (-)mo<!p. 

Augenblicklich  ergiebt  sich  auch,  dnss 


ist,  wenn 


(P=© 

A = c mod  p 


= ^emodp, 


ö- 


Da  nun  auch: 


(?)=<« 


dieser  Reste  ist  aber  nur 


(<^y. 


I*  und  (/i  — 5)*  — 2/>#4-i’ 

offenbar  congruent  sind.  Die  /aldcn 
1,  2,  3 . . • /;-l 
sind  unter  sich  incongruent. 

In  der  Reihe 

1»,  2-,  3-  . . . (?-!)• 

gibt  es  auch  nicht  2 congruente  Werthe, 
denn  w&rc  z.  B. 


(,+,)(.-o  = o 

und  da  s — / kleiner  als  p ist,  s-ft  = 0, 
s + f kleiner  als  oder  höchstens  gleich 
p,  was  nicht  mOglich  ist. 

12)  Das  Kociprocit&tsgesetz. 
Dieses  wichtige  Gesetz,  welches  von 
Legendro  aufgestellt,  aber  zuerst  von 
Gauss  mit  Schftrfc  bewiesen  ist,  lehrt 
die  Moduln  finden,  Itir  welche  eine  ge- 
gebene Zahl  Rest  oder  Nichtrest  ist. 

Es  sind  Jedoch  hier  einige  vorläufige 
Betrachtungen  nOthig. 

Ist  die  Zahl  b keine  Primzahl,  so 
zerlegen  wir  sic  in  einfache  Factoren. 
Es  ist  aber  dann  auch,  da  b negativ  sein 
kann,  der  Factor  —1  zu  betrachten. 
Offenbar  aber  ist 

(—1)  ^ =*fl  oder  = — 1, 


jo  nachdem 


grade  oder  ungrade  ist. 


sein  muss,  so  hat  man  offenbar: 

C)(5)=(f) 

oder  allgemein: 

woraus  der  Satz  folgt: 

„Ein  Product  ist  quadratischer  Rest 
von  p,  wenn  die  Anzahl  der  Factoren, 
welche  Nichtreste  sind,  grade,  dagegen 
quadratischer  Nichtrest,  wenn  diese  An- 
zahl ungrade  ist.** 

Man  kann  auch  mit  Leichtigkeit  die 
quadratischen  Reste  von  p ünden. 

Sic  liegen  nämlich  in  der  Reihe  der 
Zahlen : 

l*.  2^  3*  - . • (p-l)>. 

Die  Anzahl  der  incongmenten  Werthe 


Das  erste  imr  findet  statt,  wenn  p von 
der  Form  4n4-lf  das  letzte,  wenn  es 
von  der  Form  4 «4-3  ist.  Im  erstem 
Falle  ist  also  ->1  quadratischer  Best  von 
im  letztem  Nichtrest.  Suchen  wir 
jetzt  die  Wurzel  der  Congrucnz 
X*  = —1  modp, 

so  muss  jedenfalls  p von  der  Form 
2n-fl  sein. 

Es  war  aber  nach  dem  Wilsonschcn 
Satte  (Abschnitt  15) 

l*2'3"'(p— 1)  = — Imodp, 
aber  es  ist: 

1 .2  .3.  • ■ = 2-3  • • 


Für  die  letzte  Hälfte  der  Zahlen  nimmt 
man  die  absolut  kleinsten  Beste  nach  p. 
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El  iat 


Vrl 

2 ’ 


y-3 

2 


•,  1 = —1  modp, 


alio 

1.2.3  ...(p-l)  = (l.2-3. 

da  die  Anzahl  der  Zahlen  1,  2,  •••//->! 
gleich  2n,  also  grado  ist. 

Es  ist  also 


eine  LOsnng  unserer  Congruenz 
jr*  = — lmod/>. 

Set  JeUt  p wieder  eine  beliebige  nn> 
grade  Primzahl,  and  mnltipliciren  wir 
die  Reste  1,  2»  3 •••/>—  1 mit  einer 
beliebigen  2Ühl  At,  so  werden  sich,  wie 
schon  früher  gezeigt,  wieder  als  Reste 
nach  Modul  p die  Zahlen  1,  2*'**p— 1, 
jedoch  in  andrer  Ordnung  ergeben. 

Seien  jetzt  die  Reste  ron 

!•*,  2-*,  3.*  • • • 

bezeichnet  durch: 


r„  r„  r,  • . . rp_-^. 

“2~ 

Jede  dieser  Werthe  r iit  dann  ent- 

p 

weder  kleiner  oder  grösser  als  da 
^ selbst  ein  Bruch  ist. 


Sei  z.  B.  grösser  als  so  heisst 
diejenige  Zahl,  welche  erg&nzt,  Com- 
plement  von  r,. 

Es  kann  aber  das  Complement  ron 
nicht  eine  Zahl  aus  der  Reihe  der  r, 
also  etwa  sein.  Denn  Hlnde  dies  statt, 
so  wäre : 

r,  = tJk,  r,  = sÄmodp, 

also: 

r, + r,  ~ (( + 0*  = P 

was  nnr  der  Fall  sein  kann,  wenn 
/4-s=/>  oder  = 0 
ist.  Da  letzteres  anmöglich  ist,  somnss 
s grösser  als  ^ sein,  wenn  t kleiner  als 

^ ist,  da  die  r nur  bis  zu  ^ gehen. 

Wir  wollen  jetzt  mit  a^,  a^***ai 

diejenigen  Reste  von  l*k,  2*k,  3*ft*** 
— g 'k  ibezeichnen,  die  kleiner  als  ^ 
sind,  mit  b|,  6,,  diejenigen, 

welche  grösser  als  ^ sind.  Es  bilden 
dann  die  Werthe: 


a„  o,  • - . p-b^,  p-btj  p-bt  • • • p-b^ 

offenbar  die  Zahlenreihe 


1,  2,  3 


2 * 


natürlich,  ohne  dass  sich  über  die  Ordnnng  etwas  sagen  liesse. 

Knn  ist 

(l*2'3  • ■ * =r,  r,  . . - r^_j  = a,  a,  a,  • • • b^  b,  b,  • • 'b^modp 


und  ausserdem: 

1.2-3  ••  .?^  = a,  a,  . . . «i  (p-4,)(p-4,)  (p-4.)  ••  • (p-4^). 
Oder  da 

p—i~  —4  modj. 

iit,  auch: 

(-l)“fl.  a.  ...ai4,  4,  .•.4^  = 1.2.8...^mod,. 


Durch  Mnltipliciren  dieser  Congruenz  mit 

(1.2.3.. 


, o,  a,  . . • 01  4,  4,  4,  . . • 4^modp. 

9 
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erhält  man 


oder 


F— t 

k * =(—1)**^  mod;> 


Ist  s.  B.  60  sind  die  Beste 

r,,  • • - r’^_j  die  Zahlen  1-2,  2*2  • • • • 

~r 


■ 2 ßelbst. 

Ist  dann  p von  der  Form  4n  + l,  also 
^ ^ = 2«  oder  grade,  so  sind  eben  so 

viel  Zahlen  der' Reihe  r,,  r,  • • • klei- 
ner als  der  halbe  Modul,  als  deren 
grössere  vorhanden  sind,  also 


und 


Die  Zahl  2 ist  also  quadratischer  Rest 
von  p oder  Nichtrest  davon,  je  nachdem 
ti  grade  oder  ungrade,  d. h.je  nachdem: 
p von  der  Form  Srn  + l oder  von  der 
Form:  8m+5  ist. 


Ist  dagegen  — ungrade,  also  von  der 

Form  2n-fl,  p also  von  der  Form 
4n+3,  so  ist  auch: 


| = 2«+l  + i 


und  die  Reste,  welche  grösser  als  der 
halbe  Modul  sind,  beginnen  mit  2(a+l); 
es  ist  also 

/i  = n+l 

und  in  der  Formel: 


ist  fl  grade,  wenn  n ungrade  ist. 

Die  Zahl  2 ist  also  quadratischer  Rest, 
wenn  is  von  der  Form  2m  + 1 oder  p 
von  der  Form  8m + 7 ist,  Nichtrest, 
wenn  p die  Form  8m*f3  hat. 

Da  man  für  8m+7  auch  8 m— 1.  und 
für  8m4*5  auch  dm— 3 schreiben  kann, 
so  ergiebt  sich  für  die  Zahl  2 ganz  all- 
gemein : 

„Die  Zahl  2 ist  quadratischer  Rest 
aller  Primzahlen  p von  der  Form  8m+l, 
Nichtrest  der  Primzahlen  p von  der  Form 
8m±3.“ 

Im  ersteren  Falle  aber  ist  die  Zahl 
p*  — 1 durch  16  theilbar,  denn: 
p’-l  = (p  + l)(p-l), 


von  diesen  Factoren  ist  jedenfalls  einer 
durch  8,  der  andere  durch  2 theilbar. 
Im  zweiten  Falle  dagegen  ist  p*  — 1 nur 
durch  8 theilbar,  denn  einer  der  Facto- 
ren ist  durch  4,  der  andre  durch  2 theil- 
bar , je  nachdem  also  2 quadratischer 
Rest  oder  Niehtrest  ist,  wird  die  Zahl 

fj*  — 1 

^ — grade  oder  ungrade  sein  und  man 
8 

kann  setzen: 

p*~i 


©=<->■" 


was  der  algebraische  Ausdruck  für  den 
eben  gefundenen  Satz  ist. 


Beispiel.  2 

quadratischer  Rest  von  17, 

= 1)'*,  also  2 ist  Nichtrest  von 

11. 


13)  Wir  wollen  jetzt  mit  x eine  be- 
liebige Zahl,  mit  £(x)  die  grösste  darin 
enthaltene  ganze  ZaU  bezeichnen,  derart, 
dass  z.  B. : 

*(?)- 

ist,  weil  y = 2+^  ist 

Wenn  man  jetzt,  wie  im  vorigen  Ab- 
schnitte, unter  Tj,  r,  •••r  die  Reste 

V 

der  Zahlen  1 • k,  2 • k • • • ~ - • k nach 
Modal  p versteht,  so  ist  offenbar; 

2*  = pK(|)+r, 


Die  Summe  der  Zahlen  Ui, 

wollen  wir  mit  A,  die  Summe  von  6|, 

ö.,  * • • ö mit  B bezeichnen. 

■'  11 
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Es  sei  ferner; 


/ k\  /2 

k\ 

r)+  •• 

•+£(  2*1 

\p/  \p 

V— ; 

so  ist  oflfenbnr  \ P / 

*)  ^-^k=pV+A+B, 

wie  man  durch  Addition  der  obigen  Gleichungen  ersieht. 

Ausserdem  aber  ist: 

<«,+a,+  • • • (p-4,)+(;>-4,)+  . . . -ir{p-b^  = A+f,p-B. 

Da  nach  dem  Torigen  AbachniUe  die  a und  die  ;»-4  die  Zahlenreihe  1,  2,  3 - •• 
bildeten,  so  ist; 

A+pp-B=\+2+Z+  • . . 

Snbtrabirt  mu  diesen  Ansdrnck  von  dem  Sei  jetzt  A wieder  ungrade  aber 
Aosdmcke  a),  so  kommt:  kleiner  als  p,  so  muss  jedes  GUed  der 

P* — Ir.  Reihe: 

-g-(  - )=K»-/t)+2ff.  aY*)  £(2AY  ^/3A\ 

Dieser  Ansdruck  lehrt,  dass  (M—p)p  V-'’  'p'’  'pf 

grade  sein  muss,  „wenn  k ungrade  entweder  gleich  dem  folgenden,  oder  um 
ist,  aber  da  » immer  ungrade  ist,  so  Bins  kleiner  sein.  Offenbar  aber  ist 
ist  in  diesem  Balle  auch  M — p grade,  ... 

4.  h. 


- , • -r- 

grade  sein  muss,  „wenn  k ungrade  entweder  gleich  dem  folgenden,  oder  um 
ist,  aber  da  » immer  ungrade  ist,  so  Bins  kleiner  sein.  Offenbar  aber  ist 
ist  in  diesem  Balle  auch  M — p grade,  ... 


' ' — + 1 Es  können  diesem  Oliede  indess  noch 

oder  eine  Anzahl  andrer  folgen,  die  ebenfalls 

^ gleich  Null  sind,  ^und  wir  wollen  an- 

Es  ist  aUo  dann:"  nehmen,  dass  e{^'^  das  letzte  dieser 

' ( !‘\  4f  Glieder  sei.  Bs  ist  dann : 

- ü<i  (i±lL^x, 

da  nach  rorigem  Abschnitte  P P 

(?)=<-■)'  ''  .<|,  .+i,j 

war,  A » 

Sei  jetzt  k nicht  ungrade,  sondern 
gleich  2,  so  ist  offenbar  lf=.0,  da  in  s = 

• • • £ I 2 '^1  zufolge  der  beiden  letzten  Ungleich- 

\ P J heilen  $ die  grösste  in  ^ enthaltene 
keine  ganze^^en  enthalten  sind,  also:  Zahl  sein  mnss.  In  der  Reihe: 

also  pp  oder  p und  sind  zn  glei-  ^ P P ^~p~ 

«her  Zeit  grade  oder  nngrade.  Diese  '**  ''**  Glied,  welches  Eins 

^trachtung  fahrt  wieder  auf  den  schon  mbt,  elcich  + I 
im  vorigen  Artikel  direct  bewiesenen  ^ 8 «><=«*(*  7 + 1- 

Das  letzte  Glied,  welches  Bins  gibt, 

/2\  , ^ mbge  jetst  Jsf— ) sein,  so  ist  Ähnlich 

lr)  = (-l)  8 ■ ^P' 

wie  vorhin: 
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also 


und 


^‘>2, 

V V 


t-l  p-it 

2 2p  ■ 


-(¥)■ 


Da  nun  ^ — ein  Echter  Brach  ist,  so  ist : 

= Diesen  Werth  gibt 

\ 2 ;^/  2 


das  letzte  oder 


«— 1 

^>-^tc  Glied,  so  dasa 


Es  ist  also  die  Anzalil  derjenigen  Glie-  Anzahl  der  Glieder,  welche  Gleiches 

, 1 u 17C  w.«  i?C^P\  gehen,  offenbar  die  oben  gefundene  ist. 

der,  «eiche  Ein.  geben,  B Gefundene  noch  oin- 

wiihrcnd  die  Anzahl  derjenigen , welche  mal  übersichtlich  hinschreiben. 

Null  gaben,  war.  Ebenso  winl  die  (j  p^P_^  Glieder, 

Zahl  2 durch  Glieder  ge- 


1 geben: 

2 geben: 


(¥)-<-) 

(I)-'(t) 


geben: 


gegeben,  und  so  fort. 

ib—3 

Die  Zahl  - --  wird  durch 

Jt 

Glieder  und  end- 
lich durch  j) 

der  gegeben.  Das  letzte  Glied n&tnlich  ist: 

0,  also  das  0tc  oder  das 

welche  Zahl  gleichbedeutend  6®'’®"' 

ist  mit 

also  da  die  Summo  aller  Glieder  M war,  so  ist: 

W=0£g)  + i[e®-  <f)]  + 2[4- 


Glieder, 

Glieder, 


k-3 

2 

*-l 


Glieder, 
Glieder ; 


oder : 


Wir  wollen  den  Ausdruck  in  der  Elam-  '®t,  dass  man  also  hat: 


mer  zunächst  mit  IV  bezeichnen,  so  dass 
man  bat : 

Da  nun  k eine  ungrade  Zahl  war,  so  hat> 
ten  w'ir: 


*f+JV 


^ Pr  =(-l) 


//—l  t—i 

~2  2“ 


© 


/V  In  dieser  letzten  wichtigen  Formel  be> 

steht  das  Rcciprocitätsgcsctz.  Es  lehrt 
Ist  aber  t auch  eine  Primzahl,  so  zeigt  «“g«nblicklich  bestimmen,  ob  ^ 
das  Bildnngsgeseu  der  Keihe  A,  welche  ‘'“<*®^  *vT 

aus  .tf  durch  Vertauschung  der  ZaUen  ^ „„j  ^ 

zahlen  sind.  Der  Fall , wo  Ar  gleich  2 
war,  ist  übrigens  im  vorigen  Abschnitt 
direct  behandelt  worden. 


p und  k entsteht,  dass  auch: 

©=<-■>" 
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Das  RcciprocIt&UgcscU  lüsst  sich  auch 
schreiben : 


da  D&mlich 


Lmlich  entwed 


entweder  +1  oder  — 1 


ist,  ist  cs  gleich)  ob  mit  diesem  Aus- 
druck mnltiplicirt  oder  diridirt  wird. 

Ist  eine  der  Zahlen  p oder  k von  der 
Form  4n+1,  so  ist  offenbar 

(-1)  =+i. 

wenn  aber  beide  von  der  Form  4a+3 
sind,  so  ist 

~2~  '~2‘ 

(-1)  =-l. 

In  Worten  lasst  sich  also  das  Recipro- 
dtätsgesets  folgondermassen  fassen. 


bemerken  hier,  dass  cs  sich  nicht  anf 
die  quadratischen  Reste  bcschr&nkt,  son- 
dern für  die  Reste  beliebiger  Potenzen 
sich  analoge  Sätze  ergeben.  Gauss  hat 
dies  schon  Tür  die  biquadratisefaen  Reste, 
Jakobi  für  die  cubisehen  dargethan. 
Indessen  bezieht  sich  hierbei  dies  Ge- 
setz nicht  mehr  auf  die  gewöhnlichen 
Primzahlen,  sondern  auf  die  complcxcn. 
(Siehe  den  Artikel  Zahl.)  Das  allge- 
meine Rcciprocitatsgcsctz,  welches  Kum- 
mer aufgestcllt  und  bewiesen  hat,  aber 
findet  seine  Anwendung  im  Allgemeinen 
nur  für  die  idealen  Zahlen,  welche  die- 
ser grosse  Arithmctikcr  in  die  Zahlen- 
theorie  eingeführt  hat.  (Siche  den  Ar- 
tikel Zahl.)  Wohl  zu  bemerken  ist  noch, 
dass  dos  ^ciprocitatsgesetz  für  quadra- 
tische Reste  für  alle  Primzahlen  k An- 
wendung findet,  mit  Ausnahme  der  2. 
Für  diese  wird  es  aber  ersetzt  durch  die 
im  vorigen  Abschnitte  bewiesene  Formel : 


„Die  ungraden  Primzahlen  p und  k 
sind  gleichzeitig  quadratische  Reste  und 
Kichtresto  von  einander,  wenn  eine  der 
beiden  Zahlen  die  Form  4a+l  hat;  ha- 
ben aber  beide  die  Form  4n-l-3,  so  ist 
p quadratischer  Rest  von  Ar,  wenn  k 
Nichtrest  von  p ist,  und  umgekehrt.“ 
Dieser  Beweis  des  Reciprocit&tsgcsctzes 
ist  von  Gauss,  welcher  deren  mehrere 
gegeben  hat , die  zum  Theil  in  den 
ffÜuquiMitonst  aritkmeticae**,  zum  Theil 
in  sp&tem  Abhandlungen  enthalten  sind. 
Wir  geben  noch  einen  Beweis  von  Di- 
neblet  iin  folgenden  Abschnitte. 

Das  ReciprociUtsgesetz  gehört  zu  den 
schönsten  Sätzen  der  Zahlentheorie.  Wir 


welche  man  daher  „Frgänzungsgesetz  des 
Rcciprodtfttsgesetzcs“  nennt. 

Auch  bei  den  höheren  Reciprocit&ts- 
gesetzen  werden  gewisse  Primzahlen  aus- 
geschlossen, und  finden  sich  demgemäss 
immer  „Ergäuzungsgesetze“  für  dieselben. 

14)  Wir  geben  in  diesem  Abschnitt 
noch  den  Dirichlet’schen  Beweis  für  das 
Reciprocit&tsgesetz.  Es  ist  analytischer 
Natur,  wie  so  viele  Betrachtungen,  wel- 
che Diricblet  mit  Bezug  auf  zohlcntheo- 
retische  Fragen  gegeben  hat. 


Bekanntlich  hat  man  die  Formel 

/(j:)=|ao-l-fl,  cos  jr-f  a,  co82j:-f  a,  co83jr+ 


.=!/>> 


cos  mnda. 


welche  richtig  ist,  so  Ungo  x zwischen  0 und  n liegt.  Diese  Formel  heisst 
Fonrriersche  Keihe  (siehe  den  Artikel:  Quantität  (imagin&re)),  und  aus  ihr  ergibt 
sich,  wenn  man  jr=0  setzt: 


Wir  wollen  noch  setien: 


» = 1 


2 

bi  = — ß C08»ir/l(n)d«, 


wo  h eine  positire  ganze  Zahl  ist,  so  ist  offenbar; 
- , n _2if 


b,--\f  costi.f(n)da+  I cos  »ir/(o)(/n  H +/  conttf(,tt)da\. 
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Sei  jetzt  k grade,  so  ist,  wenn  man 


setzt: 


<t  = tn  + jr 


/cos  = r cos(skn+>y)  = C cos  t«f{kn  + o)ia. 

t,  s -I  , 


hl 

Sei  k nnnmehr  ungrade,  so  setze  man 

n=(*+l)n+j/j 

CB  wird: 


r cossaf{a)da=  — r cossy/t(t+l))i+y]dj=  F cosi(t/'[(t+l)n  — tt]dn, 

J kn  • 


also: 


9 

h,=  -J  [f(a)+f{2n—a)+f{2rt  + u)+f{in—a)+  • • ■ • +/12An  — a)]  oossada. 

Es  ist  also  it  ganz  von  derselben  Form  als  das  Integral,  welches  den  Werth  von 
a,  angab,  nur  dass  fOr  f{x)  der  Ansdmclt: 

f(_x)  + f(2n-x)  + f(2n+x)  + f(in—x)  + fHn+x)+  • • • f{2hn~x) 
zu  setzen  ist.  Dieser  Ausdruck  ist  also  gleich 

b.  ‘ = ® 

^ 4»cosix. 


2 


Wenn  man  also 
setzt,  so  wird: 

/(0)+2/(27)+a/(4a)+ 

oder 


sz:l 

x = 0 


+2n2{h-l)n]+f(,2kn)  = ^+’  £^6. 

^ s = l 


^(0)+A(2*n)+2i  f(2sn)  = ^+‘  /"b,. 

1 = 1 -=  1 = 1 

Ist  in  dieser  Formel  k eine  grade  Zahl,  also  gleich  2,u,  und 
f{x)  = cos^, 

O/in 

80  kommt: 

J = 2/i  — 1 n* 

COB  0 + cos  (2/<n)  4*  2 ^ cos  ^ = — / cos ;;; — da 

'*  dlÄ  7t  Aß  • 


1=1 


Sfxn 


2*=®  «" , 

^ — S I C08*«C08^j — da  = 

71,-1  J 


i[fn  • • • • 

+ co.y^+  co.(g^+n)+  cos(g^+2u)+  co.(^^  + 3«)+  ■ • -j  da], 

eine  Reihe,  die  nach  beiden  Seiten  hin  sich  ins  Unendliche  erstreckt. 

Es  ist  auch  ohne  Weiteres  klar,  dass  wenn  man  setzt: 

X* 


f[x)  = sin 


8/in* 
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man  auf  gleiche  Weise  erhalt: 

.inO+.in(2^n)  + 2^Z^  = j <"(^-3«) 

••  • H- 

Setzt  man  in  beide  Formeln: 

y — 4«^»  für  K, 

Ct  ^ 

wenn  das  Argument  unter  dem  Cosinns  oder  Sinnszeichen  _ — +na  beträgt,  da- 

OfdJt 

gegen  y + 4it/ta  Wr  a, 

wenn  das  Ärgnment  na  ist,  so  kommt: 

8/4» 

8 = 2/4  — 1 j p + <*> 

coifO)  + coa(2un)  + 2 i cos  tt—  = — / cos  3 — d« 

4 = 1 2,u  nj  8/4» 

» = 2/4  — 1 ,1„  J ^+00 

sin(0)  + sin(2un)  + 2 i sin -3—  = — / cos  5 — da. 

» = 1 —X 

Fährt  man  fär  eine  nene  Veränderliche  ein,  und  setzt  4/4  = n,  so  kommt : 

K8/4» 


»»  „ 2»’»  ,ß’* 

cos(0)  + co»  y+2  cos— jj-=cy  — 


» = ■3—1  — 

. . 2»’n  ,/2» 


n«  * 2*  * 7f  ■*  / *a 

sin(0)  + sin-j  + 2 

P+00  p+CO 

c=  I coso’da,  g = / sina'd« 

»/  —CD  — CO 


sn  setzen  ist. 

Die  Theorie  der  bestimmten  Integrale  (siehe  den  Artihcl  Qnadratnren)  lehrt, 
dass  e - g zz  ist.  Indess  soll  dies  hier  nicht  Toraosgesetzt  werden,  da,  wie 
man  gleich  erkennen  wird,  die  Bechnnng  selbst  auf  dies  Resultat  führt. 

Es  ist  nnn 

,271  , «,271 

C081*  — = cos(a— •)* — , 

, n n 

• jStI  . . «,27S 

sms*  — = sin  («—#)* — , 

n ' ' w 

wie  leicht  ersichtlich,  wenn  man  den  Ausdmek  (a— ‘s)*  berechnet,  also  auch: 

*•  1 

* = 1 

- 2 2i*7»  * = «—1/  2s*7t 

sfl  r““-“‘H2)  n)' 

f--— 1 

„ 3 2s’»  ■ 2s’»  . 

2i  sin = S I sm Bin2l3l  -I. 

, = 1 « s = l V " ''2/ 
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also: 


/ä;  ‘="-1 

Cl/— = 2 c 

r ’»  »=o 

iTn  * = "-1 
gyil—  2 sin 

r " »=o 


1 2/1 


s’2i 


Setzt  man  in  diesen  beiden  letzten  Formeln  n=4,  so  kommt: 

9/r 

°2  ^ ™*"2 


und 


/s  t/i 

cy  -=  cosO+  cos^  + cos2;i  + cosi^‘  =2 


jT^=  sinOd-  sin^  + 8in2/r  + sin  ^ = 2; 

f TI  A 2 

aufl  diesen  Formeln  ergabt  sich  das  oben  angegebene  Resultat: 


also  ist: 


S cos  I 

s = 0 
5=11  — 1 
Z sin 

5 = 0 


Mnltiplicirt  man  die  letzte  Gleichung  mit  i = y — 1,  und  addirt  sie  znr  vor- 
letzten, so  bat  man: 

s = n— 1 , 2ni 

.r  e*  — =(1+0V». 

s=0 


Es  soll  jetzt  der  Ansdruek : 

s=n-l 

y(k,n)=2  e 
t = 0 


2kni 

n 


allgemein  betrachtet  werden,  wo  k nnd  n ganze  Zahlen,  n aber  nicht  mehr  der 
Bedingung  unterworfen  ist,  von  der  Form  4u  zu  sein. 

Ausserdem  nehmen  wir  noch  an,  dass  A und  n relativ  einfache  Zahlen  sind, 
jedoch  kann  A auch  negativ  sein,  n ist  dagegen  stets  positiv. 

Es  ist  dann: 


s = n— 1 2ii»ni  < = m— 1 ,,2Anai 

g(im,  n)  . 9 (An,  m)=  2 e 2 

t=0  1=0 

s=n-l  (=m-l  2^ 

1=0  <=0 

Offenbar  kann  man  in  dieser  Exponcntialgrösse  zum  Aasdmeke  + im 
Exponenten  eine  Zahl  hinznfügen,  die  durch  mn  thcilbar,  oder  was  dasselbe  ist, 

nach  Modul  mn  mit  Null  kongruent  ist,  da  wenn  a eine  ganze  Zahl 

ist.  Thut  man  dies  und  w&blt  dazu  die  Grösse  2simny  so  kommt: 


5 = n— 1 f = m— 1 , , , V 

<f  (km,n)’^q(kn,m):z  S 2 
5=0  /=0 


t2kni 
nm  » 


wo  iHr  5m+fn  auch  natürlich  jeder  damit  fUr  Modul  mn  congmente  Werth  gesetzt 
werden  kann,  also  auch  die  Reste  von  5m+(n. 


Digitized  by  Google 


Quadrat.  Reste  (ZahlenJebre).  137  Quadrat.  Reste  (Zalilenlehre). 


Sctxt  man  für  s alle  Zahlen  von  0 bis 
a— 1,  fUr  i von  Obis  m— 1,  so  werden 
nie  zwei  congrnente  Werthe  Vorkommen. 
Denn  wäre  z.  B. : 

sm+fn=s'm+f'n  mod (m»), 
fo  wlrc  auch: 

(f — s')  m + (I  — l')  n = 0 mod  (mn), 
was  nur  möglich  ist,  wenn  s— s'  durch 
M,  I — durch  m theilbar  iitf  ein  Fall, 
der  hier  nicht  stattfindcu  kann. 

Es  dürfen  also  in  unserer  Summe  für 
sm  + ta  nach  der  Reibe  alle  Reste  von 
mn  gesetzt  werden,  so  dass  man  bat: 
r = «n  — 1 

q {km,  h)  + -ß  (kn,  m)=  2 « mn 

r=0 

oder: 

I)  €f  (ibw,  n)  7 (ikn,  m)  =:  7 (4r,  ma). 

Sei  a relativ  einfach  zu  H,  so  hat  man: 
s = n— 1 

'/(*“*.")=  ^ n~  ■ 

»=0 

Für  €t*  kann  in  dieser  Formel  der 
Best  nach  n gesetzt  werden,  Mau  erhalt 
aber  als  Reste  die  Zahlen  0,1,2*  •* 
so  dass  sich  ergibt: 

r=n— 1 j2Ani 

?(*«’.")=  n 

r = 0 

y(n,  4)=7(1,  4),  wenn  n 
7(11,  4)  = 7 (3,  4),  wenn  n 


oder 

II)  7(Au>,»)  = 7 (*,  n), 

In  ganz  einfacher  Weise  findet  man 
die  Formel: 

in)  7 (A,  n)  = 7 (k,  n), 

wenn 

A = ir  modw 

ist.  Die  oben  gegebene  Reihe  gab  den 
Werth  von  7(1,»),  nämlich: 

7(1,  n)  = V'M(H-i) 

für  den  Fall,  wo  n die  Form  4u  hatte« 

Ist  n aber  eine  ungrade  Zahl,  so  gibt 
die  Formel  II,  wenn  man  darin  a = 2 
setzt: 

7 (1, »)  = 7 (4,  n). 

Ans  der  Formel  I aber  folgt,  wenn  man 
k=Xi  m = 4 annimmt: 

V (4.  ")  V (».  4)  = 7 (1. 4"), 
und  da  in  dem  Ausdruck  7 (1,  4n)  das 
zweite  Argument  die  vorgeschriebene 
Form,  hat: 

<4  (4,  n)  7 (n,  4)  = 2(l  + i)v'n. 

Da  man  in  7 (n,  4)  nach  Formel  UI 
für  fl  jeden  Werth  setzen  kann,  der  nach 
Modul  4 mit  ft  congruent  ist,  und  da  n 
ungrade  war,  so  ist: 

von  der  Form  4,u+l  ist, 
von  der  Form  4^+3  ist. 


Non  Ist  aber: 

7(1,  4)=l+e2  +e^’"+«®2  =2(l+i) 
nnd  da  7 (4,  n)  = 7 (1,  n)  war,  so  ist,  wenn  n die  Form  4/i+l  hati 
7(l,n)7(l,4)  = 2(l+i)V'» 

oder : 

7(1,  »)  = Vn. 

Dann  ist 

3 . _ 3 . 

•ö*n 

7(3,4)=1  + .2  +1  + « 2 =2(l-i); 

also  wenn  n die  Form  4,u+3  bat: 

7(l,«)7(3,4)=2(l+i)V'" 

nnd  da 

1+i  . 
fri=* 

7(I,n)  = iy'n. 

Noch  iat  der  Fall  sn  nntersneben,  wo  n von  der  Form  4u+2  ist. 
Nach  der  Formel  I ist: 

7(l,«)  = 7(l,  2.?)=  7(2,  g)-7(^.  2), 
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»her  Formel  III  gleich  y(I,  2), 

»(l,2)=l+e’'‘=0, 

also  ist  in  diesem  Falle 

V(1.»)=0. 

Die  vier  Werthe  von  y(l, a)  sind  also: 

?(!,  n)  = (l+i)y'n,  wenn  n von  der  Form  ist, 
y(l,fi)=  l/«,  wenn  n von  der  Form  4u+l  iit, 
a(l, tt)=;0}  wenn  n von  der  Form  4u+2  ist, 


V (!,«)=  i)/n,  wenn  n von 

Die  beiden  Fälle,  wo  n ungrade  ist, 
lassen  sich  aber  such  in  einen  vereinigen 
dnreh  folgende  Betrachtung. 

Das  Quadrat  jeder  nngraden  Zahl  hat 
die  Form: 

(2n+l)*  = 4«*2t^"+lt 
lässt  also  durch  4 getheilt  den  Rest  1, 
das  Quadrat  jeder  graden  Zahl  dagegen 
ist  durch  4 theilbar.  Man  kann  also  für 
ungrade  n setzen: 

- (—V 

denn  der  Factor  von  Yn  ist  1 oder  i, 
je  nachdem  n die  Form  4u  + 1 oder 
4^u+3  bat. 

In  Abschnitt  11  wurde  gezeigt,  dass 
es  in  der  Zahlenreihe 

1,  2.  3 . . . p-1 

P"~l 

~~2 — quadratische  Reste,  also  ebensoviel 
Nichtreste  gebe. 

Die  ersteren  wollen  wir  mit 


2 

die  letzteren  mit 


2 

bezeichnen. 

Man  denke  sich  nnter  ein  bestimm* 
tes  Glied  der  ersten,  unter  der  zwei- 
ten Reihe,  unter  d,  b beliebige  Glieder 
der  bezüglichen  Reihen. 

Es  lässt  sich  dann  zeigen,  „dass  die 
Aasdrücke  aa^  oder  bb^,  wenn  man 
darin  für  a oder  b alle  Werthe  setzt, 
alle  Glieder  der  ersten  Reibe , dagegen 
ba^  und  ab^  alle  Glieder  der  zweiten 
Reihe  als  Reste  ergeben.“ 


der  Form  4u+3  ist. 

Denn  ist 

= und  /=l*modj>, 
so  ist  auch 

modp, 

also  kl  ein  quadratischer  Rest  von  p. 
Hieraas  folgt,  dass  aa^  immer  ein  Glied 
der  ersten  Reibe  als  Rest  bat,  allo  Wer- 
the von  aa^  aber  sind  incongment,  so 
dass  sich  alle  Glieder  der  Reihe  ergeben 
müssen. 

Es  ist  dann  auch  ersichtlich,  dass 
ba^  alle  übrigen  Reste,  also  simmtliche 
Glieder  der  zweiten  Reihe  geben  muss. 
Der  Ausdruck  ab^ , der  ebe^alls  immer 
verschiedene  Reste  für  wechselndes  a 
gibt,  kann  keine  Glieder  der  ersten  Reibe 
zu  Resten  haben.  Denn  wäre: 
ab^B  tt*  modp, 

so  wäre 

a = a'*  modp, 

da  a immer  einem  Quadrate  congment 
ist,  also 

Ä,  o'*  ~ o*. 

Nun  bestimme  man  die  Zahl  z so,  dass 
sic  die  Congruenz: 

ia'B  amodp 
erfüllt,  so  ist  auch: 

= bj  a'*  modp, 

d.  h. 

was  der  Annahme  widerspricht 

Die  Grössen  ab^  enthalten  also  alle 
Glieder  der  zweiten  Reibe,  and  die  mit 
ihnen  und  unter  einander  incongmenten 
Werthe  von  66,  die  Glieder  der  ersten 
Reihe,  was  zu  beweisen  war. 

Wir  verstehen  nun  in  dem  Ausdrucke 
V (A , p)  unter  p irgend  eine  ungrade 
Frimzahl.  Es  ist  dann: 
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V (*.  p)  = -^ 

1 = 0 


•=p-l 


■=1+  JT 


i = p-l 

p + ^ e p • 


Es  sind  aber  die  Zahlen  t der  zweiten  Die  Snmme  rechts  bildet  eine  geome* 
Beihe,  mit  eotgegeogeseuten  Vorzeichen  trische  Reihe,  nnd  als  Werth  derselben 
genommen,  denen  der  ersten  entsprechend  ergibt  sich  : 
congment  nach  Modul  p,  also  ihre  Qoa*  2sni 

drate  congment  den  Quadraten  der  ersten  1 ^ l — — 1 

Reihe,  so  dass  die  beiden  Summen  glei*  2sni  ^ * 

ches  Besnltat  geben,  und  man  hat : ^ 

ha^  also: 

<f  (k,  p)  - l+2Ze  P;  g . g - 


ea  sind  n&mlich  statt  derWerthe  s’  ihre  _ i r p 

Reste  a gesetzt,  so  dass  die  Reihe  der  -ie  r -t.  — 1— ie  r . 

<i  wie  oben  alle  quadratischen  Reste  von  Setzen  wir  jetzt  wieder 
p umfasst. 


Ist  nun  * quadratischer  Rest  von  p,  = —h 

ao  geben  die  ka  alle  quadratischen  Reste  ^ 

0,  ist  dagegen  h Nichtrest,  alle  Nicht-  j®  nachdem  A quadratischer  Rest  oder 
reate  b von  p.  Nichtrest  von  p ist,  so  ist  offenbar: 

E«  ist  also: 

,(*,p)  = (l)(l+2Ze  p) 

^(H,p)=l  + 22e  P, 

wenn  i quadratischer  Rest  TOD  p ist,  nnd  2ni 

i '/  (1.  P)  = 1 +2X«%”  = V'i» ' • 

,(*.p)=  1+2Z«  P, 

wenn  h Nichtrest  ist.  V {*>  P)  — P) 

' üebrigens  ist: 

^2nt  j2at  i = p— 1 2ini  — 

+ P =,fl  'P-  IV)  ,(*,p)=(MiV“2  / y'p. 


oder  = — 1, 


*/ (1»;»)=  l+2Xe  p =Vf»\  2 / • 
» {*.  p)  = (^)?  (1.  p) 

oder: 

IV)  ,(*,p)  = (J)i(V')VF. 


Ist  aber  auch  h eine  nngrade  Frimiahl,  so  ist: 


y(p.*)  = ß)'^  2 ) y*; 

also,  wenn  man  beide  Gleichungen  multipHcirt: 

r(*.p)  v(p.*)=(^)(j)«^  2 ) 2 ) yp*- 


Nach  der  mit  I bezeichneten  Formel  ist  aber  offenbar: 

» (pi  *)»(*.  p)= 7(1.  *p)= »'■  ^ ^ 

Aber  es  ist: 

{-^y~  (^)*~  (^)’  = i(**P*-*’-P’-2*P+2*+2p-D 
= i [(*•-!)  (P’  -l)-2(*-l)(P-l)]- 
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Es  ist  aber  h ungrade,  also  Setst  man  A=:8,  so  kommt: 

**-l  = (2s+l)’-l  = 4i»4-4*  = 4.(»+1).  y(8.p)  = '/(2,  p) 

also,  da  entweder  $ oder  i-fl  grado  ist,  nach  Formel  II  und 
60  ist  jedenfalls  durch  8 tlicilbar, 

1»:^ 

2 


also  ist  D immer  durch  4 


7(a;<)  = 0 


Yp 


tbeilbar,  der  enuprechendo  Ausdruck  , _ , 

(^,9  — 1)  nacli  Formel  IV. 

i 4 gibt  also  Eins,  und  Multipliciron  wir  jctit  mit  y (/», 8),  so 

ist: 


man  hat,  da 

i ^ =(-l) 

ist : 

h-l  p-1 


I 1 . * = ^ ps«n« 

^ 7 (p,  8)  7 (8.  P)  = 7 (l,8p)=  S .-4- 

2 2 s = 0 

und  auch 

7(1,  8p)  = (l+i)v^. 

FQr  s = 0 kommt  in  der  vorletzten  For* 
mcl  rechts  das  Glied  1,  ebenso  fürs  = 4; 


Dies  ist  offenbar  das  Reciprocitatsgesetz,  i = 5,  s = 6,  sc:7  geben  bezQglicb  die« 
wie  cs  vorhin  fcstgestcllt  wurde.  selben  Resultate  als  s = l,  s = 2,  s = 3. 

Ausserdem  geben  noch  s = l,  und  s = 3 gleiche  Werthe,  so  dass  man  erhält: 

n. 


n. 

»-T«  pni 
y(p,  8)  = 2+4«  ^ +2e 


I.  / n . \0— 1 n. 


V2  ) 

( y '2 ) 

Setzt  man  die  Werthe  von  (f(p,  8)  und  7(8,  p)  in  die  Formeln: 

7 (!>•  8)  7 (8,  P)  = 7 (1. 8p)  = (1 4-OV^. 


so  hat  man  : 


also: 


/p-iy,  P:::!  Prl  E+1  Elzl 

V 2 / 2 /2\  2 2 /2\  8 


© 


8 


Es  ist  dies  das  Ergänzungsgesetz  zum  Rcciprocitätsgesetze , welches  man  also 
auch  durch  diese  Betrachtungen  dnden  kann. 

DirichlcC  hat  diesen  Betrachtungen  indessen  noch  viel  weitere  Anwendungeo 
gegeben;  das  Betreffende  ist  in  dem  Artikel  quadratische  Formen,  und  in  den 
daselbst  citirten  Abhandlungen  nachzulesen. 

Wir  begnügen  uns  hier  noch  eine  Formel  zu  geben,  welche  in  dem  ange- 
führten Artikel  angewandt  worden  ist. 

Es  war 

„2ni 


aber  auch: 


da 


9(*.P)=0(l+2^e  P) 

i?ü* 

7(*.P)  = -0(i+2^'  p). 


sich  ergeben  bat. 


P zz—l—Se  P 


b^Jli 


Digitized  by  Google 


Quadrat.  Reste  (Zablenlehre). 


141  Quadrat.  Reste  (Zahlenlehre). 


Ausserdem  ergibt  sich; 


2 / ]/n  = <t{h,p)=  2 t P =1+2  2 e 
s = 0 J = 1 


P 


: 1+22*6  P . 


Es  ist  aber: 


«*?2i  iA?ii 


Se  P +^e  P +1  = 0 
Snbtrahirt  man  also^  so  erhält  man : 


(f-iy 

{y  ^ ^ r.-2,  r 


hb 


2ii 


oder,  da  die  a und  b zusammen  olle  Werthe  von  1 bis  p — 1 umfassen: 

V «=i  Vp/ 


2«^ 
V 


Es  ist  nämlich  jedes  Glied,  wo  m 
quadratischer  Kest  ist,  mit  +1,  und  wo 
M Michtrest  ist.  mit  —1  mnltiplicirt. 

Jedoch  darf  hier  A nicht  durch  p 
theilbar  sein;  ist  dies  der  Fall,  so  wird' 
jede  der  beiden  Summen  rechts  gleich 
Eins,  also  die  linke  Seite  gleich  Null. 

15)  Anwendungen  des  Becipro- 
citätsgesetzes. 

Eine  der  einfachsten  Anwendungen  ist 
die,  „zu  bestimmen,  ob  eine  gegebene 
Zahl  quadratischer  Rest  einer  Primzahl 
sei.“ 


Ferner  ist: 
also: 

d.  h.  77  ist  quadratischer  Kest  ron  101. 

Wir  fragen  ferner  ob  43  quadratischer 
Best  Ton  883  ist. 

Die  Zahl  883  hat  die  Form  4n  + 3, 
also: 


Sei  die  Primzahl  z.  B.  101;  es  fragt 
sich  ob  77  ein  quadratischer  Rest  von 
ihr  ist  oder  nicht,  d.  h.  ob 

(m) 

wird.  Han  hat : 

Da  101  Ton  der  Form  4a  + 1 ist,  so 
wird; 


(ä)=-(f)=-(i)-(i) 

=(i)=(ä)(i) 

©=(?)=(l)=(l)=(f)=- 

oder  43  Nichtrest  von  883. 


Es  kann  nämlich  für  101  der  Rest  da- 
Ton  nach  7 geschrieben  werden.  Da 
aber  7 Ton  der  Form  4n+3  ist,  so  hat 
man : 

(4)=-^)=+)=- 


1, 


Man  sicht,  dass  man  bei  diesem  Ver^ 

(f)= 

/ 2 V 8 

^ — j = (— 1)  gelangen  muss. 

Stellt  man  jetzt  die  Frage;  „Welche 
Zahlen  in  der  Reibe  1,  2,  3 ■ • . p— 1 


fahren  immer  auf  die  Formen 


oder 


Digitized  by  Google 


Quadrat  Reste  (Zahlenlehre).  142  Quadrat  Reste  (Zahlenlehre). 


sind  quadratische  Reste  tou  wenn  p 
eine  ungrade  Primxahl  ist?“  so  ergibt 
sich  die  Antwort  aus  folgender  Betrach- 
tung. Wir  wollen  wie  oben  die  Reste 
mit 

"i*  o*  * * * gy-lt 
2 

die  Niebtreste  mit 

!>,•••  l>,-t 

■J“ 

beteichnen. 

Berechnet  man  dann  die  Reste  aller 
Quadratzahlen : 

1..  2..  3.  . . . 

BO  bat  man  alle  quadratischen  Reste, 
und  die  Obrigen  sind  Nichtreste. 

Seien  z.  B.  die  Reste  und  Nichtrestc 
Ton  37  SU  bestimmen: 

1*  = 1,  2*=4,  3*=9,  4»~16.  5>  = 25, 

6*  = 36.  7»  = 12,  8>  = 12-fl5  = 27. 

9*=27  + 17  = 7,  10*=7  + 19h26, 
11*=26+21  = 10,  12»  = 10-h23  = 33, 

13*  =33+25  = 21.  14*=21+26  = 11, 

15»  = ll+29  = 3,  16*  = 3+  31  = 34. 

17*  =34+  33  = 30,  18»  =30+35  = 28.  ist. 


Die  Berechnung  der  Reste  der  Qnadrate 
ist  hier  in  der  Weise  geschehen,  dass 
man  zu  dem  Reste  von  s*  die  Zahl 
2s+l  addirt.  nm  den  Rest  von  (s+1)* 
zn  finden,  cs  bemht  dies  einfach  auf  der 
Formel ; 

s*+2s+l  = (j+l)*. 

Die  quadratischen  Reste  von  37  sind 
also: 

1,  3,  4,  7,  9,  10,  11,  12,  16.  21.  25, 

26,  27.  28,  30,  33,  34,  36. 

Die  Nichtreste: 

2,  5,  6,  8,  13,  14,  15,  17.  18,  19,  22, 

23,  24,  29,  31,  32,  35. 

Wir  lösen  aber  jetzt  mit  Hülfe  des 
ReciprocitAtsgesetzes  die  umgekehrte 
Frage: 

„Von  welchen  Primzahlen  ist  eine  ge- 
gebene Zahl  Rest  oder  Nichtrest.^* 

Wir  haben  oben  bereits  gefunden,  dass 

^Z-l^  = +l  ist,  wenn  p = 4«+l, 

dagegen : 

= — 1 ist,  wenn  |»  = 4fi+3 


Was  den  Ausdruck 


anbetrifft,  so  war: 


(I) 

^—^  = +1,  wenn  ;?=8rt+l  oder  p = 8a+7, 
^ = — 1,  wenn  p=8«+3  oder /»r8n+5 


Beide  Factoren  rechts  haben  positives  Zeichen,  wenn  p von  der  Form  8it+l  ist, 
negatives,  wenn  p von  der  Form  8n+3  ist;  in  den  beiden  andern  Fällen  haben 
sie  ungleiches  Zeichen.  Es  ist  also : 

^.^^  = +1,  wenn  j>  = 8n+l,  oder  ;»=:8n+3, 

= — 1,  wenn  ;>=8n+5,  oder  ^ = 8ii+7. 


Ist  q nun  eine  beliebige  nngrade  Primzahl,  so  ist  entweder  +9  oder  von 
der  Form  4«+l,  d.  h. 


+f  = lmod4 


Es  ist  aber: 


Digitized  by  Coogle 


Quadrat.  Regte  (Zahlenlehre).  143  Quadrat  Regte  (Zahlenlehre). 


I«t  f von  der  Form  4n+l,  so  ist  du 
positive  Zeichen  za  nehmen,  also 

/1\ 

= und  (-1)  * =1. 

I»t  9 TOD  der  Form  in+3,  »o  ist  das 
negative  Zeichen  tn  nehmen : 


und  anch 


für 


4a  + l 
'’“4n+3 


Die  quadratischen  Reste  von  7 sind: 
1,  2,  4, 

die  Niebtresto 

3,  ö.  6. 

Die  Zahl  7 hat  die  Form  4n-f-3' 

— 7 ist  quadratischer  Rest  der  Prim- 
zahlen von  der  Form 


(-D^'^^+i  rur 

also  in  Jedem  Faile 


P 

Du  Zeichen  + bestimmte  sich,  je  nach- 
dem q=4»4*l  oder  9 = 4n+3  ist. 

Ist  nun  p ein  quadratischer  Rest  von 
ft  so  ist  p eine  Zahl  der  Reihe; 


( 

also: 


r-1 »-1 


= +l. 


F = f"+<»i.  9»+«,. 

Ist  p ein  Nichtrest,  so  liegt  p in  der 
Reihe: 


7u4-1)  7n4-2,  7a4*4, 

Nichtrest  der  Frimsohlen  von  der  Form 
7n+3,  7n+5,  7u+6. 
Diejenigen  Zahlen  der  ersten  Reihe, 
die  von  der  Form4u  + l,  und  diejenigen 
der  zweiten,  welche  von  der  Form  4n+3 
sind,  werden  also  quadratische  Reste 
von  7 sein. 

Offenhar  wcnlen  die  Formen  dieser 
Zahlen  durch  AndOsnngen  der  nnbe- 
Stimmten  Gleichungen 

7n-|-l=:4i-f-lt  7n-|-2=4s-fl, 

7n-i-4  = 4j-i-l 

und 

7«-(-3=4s-f3,  7«-i-5=:4»-f-3, 

7«4-6  = 4f-i-3 

gefunden  oder  durch  die  Congruenzen: 


P = 7«+*i. 

~T~ 

wo  die  a nnd  b durch  dos  vorhin  be- 
schriebene Verfahren  leicht  zu  bestim- 
men sind. 

Ist  also  q von  der  Form  4n-f-l,  so 
werden  auf  die  ersten  Formen  sich  alle 
Frimaahlen  bringen  lassen,  von  denen  ; 
quadratischer  Rest,  auf  die  letztem  die, 
von  denen  q Nichtrest  ist. 

Ist  q von  der  Form  4a -(-3,  so  ist 
— q von  der  Form  4n-|-  I,  also  in  der- 
selben Weise  wie  oben  werden  die  Prim- 
zahlen gefunden,  von  denen  ~q  quadra- 
tischer Rest  ist,  und  wegen 


7n— — 1,  7a=^3  mod4, 

— 0,  7n^— 2,  Tn~ — 3 mod4. 

Man  erhUt  folgende  Werthe  von  n: 
a=4m,  n=4ai-(-l,  a = 4ia-|-3, 
n=4m,  n = im+2,  n = 4m-f-3, 
nnd  sonach  haben  die  Primzahlen,  von 
welchen  7 quadratischer  Rest  ist,  oder 
die  einen  Factor  von  x>-7  bilden,  die 
Form : 

28m-(-l,  28«-f9,  28«-f25.  28ia-f-3, 
28<n-|-19,  28m-i-27. 

16)  Betrachtung  zusammenge- 
8 c tzter  Zahlen. 


ergibt  sich  hieraus  du  Zeichen  von 

. . 

Beispiel.  Die  Primzahlen,  von  de- 
nen 37  quadratischer  Rest  ist,  haben 
also  die  Form: 


37a+I,  37a-t-3,  37a-t-4,  37a-(-7, 
37a-h9,  37a-(-10,  37a-|-ll,  37n+12, 
87a-(-l6,  37a+2I,  37n-t-25,  37n-f26, 
87a+27,  37a-l-28,  37n-)-30,  37a-h83, 
37a-h84,  37n-|-36. 


Wir  haben  bisher  voransgesetzt,  dass 
in  der  Congruenz: 

x’  = 9 mod  p 

p und  q Primzahlen  waren.  Es  sei  jetzt 
L eine  beliebige  ganze  Zahl,  jedoch  p 
kein  Factor  von  L.  Unter  p wird  noch 
immer  eine  Primzahl  verstanden. 

Wir  betrachten  jetzt  den  Ausdruck  von 

(^)-  =±1  it. 

je  nachdem  quadratischer  Rest  oder 
Nichtrest  ist. 
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Wir  haben  bereits  gesehen,  dass  man 
L in  seine  einfachen  Factoren 
serlegen  and  schreiben  kann: 

■ ■ ■ 

Es  ist  hierbei  znnächst  zu  bemerken, 
dass  jeder  Factor  f in  dieser  Gleichung 
nur  in  der  ersten  Potenz  vorkoromt,  in 
welcher  Potenz  er  auch  in  L enthalten 
sei.  Denn  die  quadratischen  Factoren 

q*  von  L geben  ja  jedenfalls  für 

als  Werth  +1,  können  also  weggclassen 
werden. 

Was  das  doppelte  Vorzeichen  betrifft, 
so  nehmen  wir  für  die  Primzahlen  q von 
der  Form  4n  + l das  Pluszeichen,  für 
die  von  der  Form  4a  + 3 das  Minus- 
zeichen, so  dass  also  nach  dem  vorigen 
Abschnitt  immer: 


tT  das  ! 
von  1=^1 

(^)(V)(*r) 


P f 
(t. 

Damit  aber  das  Zeichen 

mit  dem  von 


übereinstimme,  ist  nöthigen  Falls  zu  dem 
Producte  rechts  noch  —1  hinzuzufOgen. 
Wenn  wir  ausserdem  unter  q nur  un- 
grade Primzahlen  verstehen , so  unter- 
scheiden wir  4 Fälle,  je  nachdem  au  dem 
Fro<luctc  rechts  noch  die  Factoren 

+1,  -1,  ±2 

binzukommen. 

I)  Im  ersten  Falle  ist  nun: 

Dieser  Ausdruck  aber  ist  = + l oder 
= — 1,  je  nachdem  eine  grade  oder  un- 
grade Anzahl  von  Factoren 

banden  ist,  welche  ergeben. 

Was  nun  die  Primzahl  p anbetrifft, 
so  kann  sie,  da  sie  in  keinem  der  q 
enthalten  ist,  nur  die  linearen  Formen : 
»y  + 1,  «?+2,  nq-\-Z,  •••  nq  + q — 1 
haben;  dies  gibt  f— 1 Formen  für  jedes 
q.  Von  diesen  geben  quadratische 
Beste  und  ebenso  viel  l^ichtreste,  und 


(f) 


combinirt  man  diejenigen  linearen  For- 
men, welche  p in  Bezug  auf  jedes  der  q 
haben  kann,  und  w’clche  alle  quadratische 
Beste,  oder  alle  Nichtrcsie  sind,  so  ist 
die  Anzahl  derselben: 

wo  h die  Anzahl  der  Factoren  q ist. 

Um  eine  grade  Anzahl  Factoren  ne- 
gativ zu  machen,  können  alle  bis  auf 
den  letzten  noch  immer  beliebiges  Zei- 
chen haben.  Gibt  man  also  jedem  Fac- 
tor bis  auf  den  letzten  irgend  ein  Zei- 
chen, BO  entstehen  2 Combinationen 
für  jede  Lincarform,  so  dass  man  im 
Ganzen  jetzt: 

• • ■ 

Verbindungen  hat. 

Da,  um  die  Linearformen  zu  bilden, 
welche  p in  jedem  Falle  hat,  die  Linear- 
formen fiy.+rr,  nq^-^ß  ••  • au  vereinen 
sind  (Abschnitt  3),  so  werden  die  GrÖs- 
9t*  9i*  9s  * * ' einander  multi- 
plicirt,  wodurch  man  das  Product  L 
erhält. 

Damit  dann 


sei,  muss  /».also  eine  der  Formen  haben: 

p = L(-f wlj, 

wo  die  Zahlen  A^,  A,,  ••  • sich  aus 

den  Linearformen,  die  vereinigt  wurden, 
nach  Abschnitt  3 bestimmen  lassen.  Je- 
denfalls aber  sind  A,,  A,  kleiner 
als  L zu  nehmen. 

Die  Anzahl  derjenigen  Zahlen,  welche 
kleiner  als  L und  zu  L relativ  einfach 
sind,  haben  wir  oben  mit  q{L)  bezeich- 
net, und  cs  ist: 

7(t)  = (?,-l)(?a-l)(V.-l)  • • •*)■ 


*)  Diese  Formel  lässt  sich  leicht  bewei- 
sen. Sei  ganz  allgemein 


wo  a,  h,  c die  einfachen  Factoren  sind, 
a,  ß,  y die  Potenzen  anzetgeo,  in  wel- 
chen sie  Vorkommen. 

Von  ollen  Zahlen,  die  kleiner  als 
fl»  sind,  werden  nun  durch  a theilbar 
sein  die  Zahlen; 

^ _ m * a 

c,  2a,  3a  • • • “ ; 

also  im  Ganzen  — . Es  sind  dann 
a 
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Eine  dieser  Zahlen  entspricht  sicherlich  dagegen: 
aber  dem  Werthc  von  da  , „ _ „ /+I\ 

p = Lt-^A  ja  eine  Primaahl  ist.  P = *»<  + oi»02jöi  •••»wenn^ — -y  = — 1 

Da  nnn  die  Anzahl  der  p,  welche  |g(  ^ 

qnadratische  Reste  von  L waren,  U-  a , 

. Anz^l  der  A und  der  B ist  also 
betrag,  so  entspricht  die  Hälfte  derjeni-  gleich.  Die  Grössen  A und  B ergeben 
gen  Zahlen,  welche  kleiner  als  L und  nach  Abschnitt 3)  durch  Vereinigung 

zu  L relativ  einfach  sind,  den  quadrati-  Congrnenzen; 


sehen  Besten,  die  andre  Hälfte  den  Nicht- 
resten. 

Wir  seUen  ähnlich  wie  oben: 

|i  = t«4-.d,,.d,,.4,"*,wenn^üj  = +1, 


durch  a nicht  theilbar: 


Durch  b sind  theilbar: 
h,  2t,  36  • • • ^ 


a?  — amodoj,  x = «'modo-, 

X = 6"  mod  9 , • • • , 

wo  ein  a oder  b zu  nehmen  ist,  je  nach- 
dem u ein  Rest  oder  Nichtrest  des  ent- 
sprecnenden  q ist. 

II)  Betrachten  wir  jetzt  den  Fall, 
wo  der  Factor  —1  hinzukommt,  so  ist: 

Es  gibt  also  2 verschiedene  Zeichen- 


Von  dieien  sind  durch  a diejenigen  nicht  combinationen,  für  welche  (M)  gleich 
theilbar,  bei  denen  der  erste  Factor:  \ p / * 


tn  +1  ist  (unter  k wieder  die  Anzahl  der 

1,  2,  3 • • • q verstanden),  und  für  jede  dieser  Com- 

die  Zahl  o nicht  enthUt,  Die  Anzahl  binationen  . . . Li- 

deraelben  izt  al.o  ncarformen. 

— 1 Die  Anzahl  dieacr  Linearformen  ist 

b\  «/*  also: 


derselben  ist  also 


Es  ist  also  weder  dorch  a noch  dnreb 
6 theilbar  die  Anzahl: 

Es  zeigt  sich  ebenso,  dass  die  Anzahl 


da  aber  hier  zu  den  Congruenzen 
x = un)odC|,  jr^a'modq^, 
x=  y'  mod  fl  • • • 


der  durch  a,  b,  €•••  nicht  theilbaren  wegen  des  Factors  (—1)  2 noch  hinzu- 

Zahlen  beträgt:  tritt; 

mA— . . . . zr  a*  = lmod4  oder  x — 3mod4, 

\ o/ \ 6/\  c/  gQ  beziehen  sich  die  zu  lösenden  Con- 

m(o--l)(&— l)(c~I)  ' * * _ gmenzen  auf  Modnl  41.,  und  man  hat: 

ö,  6,  c • • • p — 4.Lt-^A^,  A,,  A,  •••, 

(«-!)«“- ....  Diesist  aber  wie- 

SO  dass  man  hat  ^ P ' 

a t (1er  die  Hälfte  aller  möglichen  Formen. 

V («) = (a  - l)o“  “ * (i  - DiP  ■ ‘ Denn 

(c-l)e>-^  ...  7(4t)  = 2(,.-l)(,.-l)(?,-l)... 

Bei  nnserm  Ausdrucke  L waren  alle  doppelt  so  gross  als  die  Anzahl 
Factoren  nur  in  erster  Potenz  zu  neh-  der  Lincarfonnen,  welche  ±L  zum  qua- 


wenn  if)  = +l  ist.  Dies  ist  aber  wie- 
der die  Hälfte  aller  möglichen  Formen. 
Denn 


men,  so  dass  man  hat: 

rt  = ß=y=  ...  =1, 

»=»„  6 = ,„ 

also; 


dratischen  Reste  von  p machen.  Ist 
-i-L  ein  Nichtrest,  so  kann  man  eben- 
j^lls: 

p — 4f.t-f*B i»  ^1»  **' 

setzen,  wo  die  Anzahl  der  B derjenigen 
der  A gleich  ist. 

10 
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III)  Set  endlich 


p / \ p 

Der  Ansdmek 


p /\  p 

nach  Abschnitt 


15)  für  jedes  Vorzeichen  je  2 Lincar- 
forinen , die  sich  auf  den  Modal  8 be- 

zogen.  Man  hat  also  für  jede  der  2 
Zcidiencombiuationen : 

2 2 2 ■ ■ ■ 

Linearformen,  d.  h.  im  Ganzen: 


und  man  hat  anch  in  diesem  Falle  .die 
HälAc  aller  möglichen  Formen  Ihr  die 
Reste  wie  für  die  Nichtreste. 

Beispiel.  Wir  suchen  alle  Prim- 
zahlen, von  denen  —15  quadratischer 
Rest  ist,  oder  die  Factoren  Ton  ;r’+15 
sind. 

-15= -3-5. 

Da  3 von  der  Form  4n  + 3,  5 von  der 
Form  4n+l  ist,  so  setzt  man: 

Es  findet  der  Fall  I statt. 


2(V, -!)(?, -!)(?, -1)  ■ . • 

von  der  Form 

4Iit-i“A|,  Aj  . • ., 
denn  da  L den  Factor  2 hat,  ist 
8?,9j  • • • 

Es  ist  aber 

9(4t)  = 2./(t)=4(v.-l)(?.-l) 

• • • 


3 bat  xam  quadratischen  Reste  1, 
3 hat  zum  quadratischen  Nichtreste  2. 

5 hat  zu  quadratischen  Resten  1,  4, 
5 hat  zu  quadratischen  Nichtresten  2,  3. 
Es  sind  also  für  die  FElle,  wo 

sein  soll,  zu  combiniren  die  Congrnenzen: 


x = lmod3,  x = lmod8,  x = 2mod3,  x = 2mod3,  x=lmod5, 
xH4mod5,  xH2mod5,  xH3mod5. 


Man  erhalt  die  Wertbe  von  x für 
jeden  der  4 Fälle: 
x = 15(+l,  15(+2,  16/+4,  15(+8. 
Diese  Formen  haben  —15  zum  quadra- 
tischen Reste. 

Da  ausser  1,  2,  4,  8 noch  die  Zahlen 
7,  11,  13,  14  zu  15  relativ  einfach  sind, 
so  ergeben  sich  für  die  Primzahlen,  von 
denen  —15  Nichtreet  ist,  die  Formen: 
x=15(+7,  15f+ll,  15(4-13,  15(4*14. 

Selbstverständlich  könnte  man  auch 
statt  dieses  Verfahrens  jede  der  Zahlen 
1,  2,  4,  7.  8,  11,  13,  14 
nntersnehen.  Z.  B. 

also  gehört  2 in  die  erste  Klasse  u.s.w. 


17)  Erweiterung  des  Recipro- 
citätsgesetzes. 

Sei  jetzt  Pein  Product  ungrader  Prim- 
zahlen und  setzen  wir: 


wenn 

p=pPiP, 

ist.  Mit  andern  Worten,  es  soll 


© 


den  Ausdrnck  4- 1 oder  — 1 bedeuten, 
je  nachdem  das  Product  rechts  den  einen 


oder  den  andern  Werth  hat.  Da  sich 
jede  Zahl  in  Primzahlen  zerlegen  lässt, 
so  lässt  sich  der  Werth  dieses  Productes 
nach  dem  Vorigen  immer  bestimmen, 
was  auch  k sei. 

Es  folgt  ans  unserer  Annahme  die 
Formel: 

(Ä)=©(ö- 

Nach  dem  Vorigen  aber  ist  auch: 

(¥)=©(^> 

Es  ist  ferner  immer 

(^)  =(-!)“. 

Dieser  Satz  war  nämlich  erwiesen  für 
den  Fall,  dass  P eine  Primzahl  war. 
Gilt  er  aber  für  ein  beliebiges  P,  so 
gilt  er  auch  fiir  P'rPp,  wo  p eine  un- 
grade Primzahl  ist,  denn  es  ist 

aber 

7^-1  f +P-2  _ fp-F-p+1 

2 ~ 2 2 

(f-1)  (p-1) 

2 
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8 


D»  der  Ausdruck  im- 

mer  grade  i.t,  so  ist  /2\_,  - 

Ff-i  f + s-8 

(—1)  * =(-l)  * . bleibt  richtig. 

Es  ist  also  unser  Sau  durch  vollkom-  Es  wird  dies  ebenfalls  durch  rollkom- 
niene  indnetion  erwiesen.  Denn  durch  meno  Induction  bewiesen,  indem  man 
Hinrafügung  von  Fnetoren  p kann  man  wieder  P = Pp  schreibt,  wo  p eine  un- 
ja  jede  ungrade  Zahl  bilden.  grade  Primzahl  ist: 

denn 

(/»»-! -P«  + l-p»+l 

8 - 8 

nnd  der  Aosdrack  rechts  ist  offenbar  grade. 

„Sind  P und  Q ungrade  positiTc,  sonst  beliebige  Zahlen,  so  bleibt  für  sie 
daa  Reciprocit&tsgesetz  richtig/* 

Denn  sei  san&cbst  Q = ^ eine  Priansahl,  P beliebig,  und  nehmen  wir  an,  es 
g^lte  das  Rcciprocit&tsgesetx  für  ein  aus  m einfachen  Factoren  bestehendes  P,  so 
zeigt  sich  wieder,  dass  es  auch  fhr  P'  — Pp  gilt. 

K&mlich  es  ist  dann: 


also: 


©=©<-■> 
(Ä)=©C-)=©)(-'> 


r~i  s-l 

~r~T 


'zillzl 
2 2 


2 2 


{?)<-«' 

was  an  beweisan  war. 

Sei  jeut  auch  Q eine  ansammengescUte  Zahl , und  0'  = ß, , wo  9 eine  un- 
grade Primzahl  ist.  Setzen  wir  wieder  voraus,  dass  für  daa  Oesetz  gelte, 


(^)=©©=(r)<-> 


T-l-r+T-J 


nnd,  wie  oben,  folgt,  dass  man  für  ^^-5 — I-  —5—  un  Exponenten  auch  — 
setsen  kann. 


auch  für  negatire  Zahlen  erweitern. 
Eis  ist  dann  n&mlich  immer  noch : 


Wir  setsen  Jeut 

(*r)=>. 

und  geben  somit  anch  dem  Ausdrucke 
für  P=1  eine  Bedeutung. 

Ferner  sei 

^ — !L  indessen  nicht  mehr: 

-PJ  ~ P' 


Unter  diesen  VoransseUnngen  wollen 
wir  das  Beciprocitiltsgesetz  wo  möglich 


(¥)=©©. 

rlit  mehr: 

(t)  = (-«”. 


10* 
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denn  es  würde  sich,  wenn  man  P ne- 
gativ  werden  lasst,  nicht  die  linke,  wohl 
aber  die  rechte  Seite  ändern. 

Dagegen  findet  der  Satz 


offenbar  noch  Anwendung. 

Hieraus  lässt  sich  erweisen: 

„Dass  das  Rcciprocitätsgesetz  dann 
noch  gilt,  wenn  eine  der  Grössen  P oder 
Q negativ,  nicht,  wenn  es  beide  sind.“ 
Denn  sei  Q negativ,  so  ist: 

Mnltiplicircn  wir  diese  Gleichung  mit; 
0-1 

1 = (“1)  * welche  Gleichung 

jedoch  nur  richtig  ist,  so  lange  Q po- 
sitiv ist,  cs  kommt  dann: 

Q-i  F-l 

ein  Satz,  der  falsch  wird,  wenn  auch  Q 
negativ  ist. 

Ist  dagegen  P positiv,  Q negotiv,  so 
folgt  die  Richtigkeit  des  Rcciprocitüts- 
gesetzes  schon  aus  dem  Obigen. 

18)  Quadratische  Reste  von 
nicht  einfachen  Zahlen. 

Damit 

a;*  = modm 

ist,  wo  m eine  beliebige  Zahl,  also  gleich 

. . . ist,  muss  X einzeln  die 
Congrucnzen 

X*  E mod  p**,  X*  E Jt  inodpj^, 

X*  = modp,^ 

erfüllen. 

Es  lässt  sich  also  die  Frage  nach  den 
quadratischen  Resten  der  zusammenge- 
setzten Zahlen  auf  die  der  Potenzen  von 
Primzahlen  zurückführen. 

Sei  jetzt  also 

x’  Eit  modp^*, 

wo  p eine  Primzahl  ist,  so  beweisen 
wir,  dass  dieselbe  für  jeden  Werth  von 
IC  auflösbar  ist,  wenn  dies  für  a=l 
Btattfindet,  also  k quadratischer  Rest  von 
p ist. 

Dieser  Beweis  wird  wieder  durch  In- 
duction  geführt.  Genügt  x-g  der  Con- 
gmenz 

modp^, 


so  ist  auch 

. . er 

9-^fp 

eine  Lösung. 

Es  lässt  sich  aber  I so  bestimmen, 
dass: 

modp”'^“ 

wird,  wo  eine  beliebige  Zahl  ist,  die 
jedoch  kleiner  als  oder  höchstens  gleich 
a sein  soll. 

Die  letzte  Congrucnz  gibt  nämlich: 

g*  — /*p***EO  raod  p^  + w 

oder: 

- + 25/+(*p"E0  modp'*^. 

p” 


Pp**  ist  zugleich  ein  Vielfaches  von 
f 9^  ^ k 

p** , und  ■,  offeubareine  ganze  Zahl. 

, . 

Es  muss  also  auch  sein: 


9*-k  a 

2gt  + EO  mod  p 


Es  ist  k relativ  einfach  zu  p,  also 
auch  g*,  denn  sonst  wären  gleichzeitig 
g*^k  und  p*,  also  auch  k durch  p 
thcilbar.  Es  sind  also  auch  g und  2g 


relativ  einfach  zu  p**  • Dasselbe  kann 
man  auch  für  — — beweisen.  Denn 


P 


wäre  letzterer  Ansdmek  durch  p*  tbeil- 
bar,  so  wäre: 


5 * E A tnod  p**  * 

und  man  könnte  n-\-t  an  die  Stelle  von 
a setzen.  Unter  diesen  Umständen  aber 
ist  die  Congruenz 


2gt+  eO  modp 
P" 

immer  lösbar;  woraus  denn  folgt,  dass 
auch  die  Congrucnz 

x*E*  modp®  ** 

eine  Lösung  bat,  und  mithin  dies  auch 
für 

X*  E niod  p® 

gilt,  wo  der  Exponent  von  p beliebig  is*, 
„Es  hat  aber  die  Congrucnz 
x*  = k mod  p* 

immer  2 Wurzeln,  wenn  deren  eine  vor- 
handen ist.“ 
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Denn  ist  g die  eine  Wurzelt  Ist 
auch 

(— ^)*  = Ämod  p“. 

Es  ist  also 

oder  x^—g. 

Es  kann  aber  nach  nicht  mehr  als  2 
Wurzeln  geben.  Denn  sei 

x^^kmodp^  und  <?*=4rmodp^\ 

also: 

X*— 5*  = (jr— p)  (x+p)  = 0modp“. 

Es  ist  dies  aber  nur  möglich,  wenn  ent- 
weder X— ^ oder  x+g  durch  p**  ganz 
theilbar  ist,  also  wenn  x = ist. 

Denn  wären  beide  Factoren  x-^g  und 
x-f-^  durch  p theilbar,  so  wäre  dies 
auch  ihre  Differenz  2^,  was,  wie  oben 
gezeigt,  unmöglich  ist. 

Der  Fall,  wo  p=:2  ist,  war  hier  nicht 
mit  inbegriffen,  und  ist  besonders  zu 
untersuchen,  k bedeutet  hier  eine  un- 
grade Zahl. 

Soll 

x*'Bk  mod-i 

sein,  so  muss  x*  als  ein  Quadrat  einer 
UDgraden  Zahl  die  Form  4r+l  haben, 
und  gleiches  muss  mit  k der  Fall  sein. 

Es  genOgt  dann  jede  ungrade  Zahl 
dieser  Congmena,  da  es  aber  nnr  deren 
2 incongmente,  nämlich  4r-|-l  und  4r-}-3 
gibt,  so  sind  immer  nnr  2 Wurzeln  vor- 
handen. 

Der  Congruenz 

x*^kmodS 

genögen  dagegen  alle  ungraden  Zahlen, 
wenn  k von  der  Form  8r  + 1 ist.  Die 
Congruenz  hat  also  4 Wurzeln. 

ln  ähnlicher  Weise  untersucht  man  die 
höheren  Potenzen  von  2. 

Sei  jetzt  allgemein  gegeben: 

X*  = /t  mod  m, 
wo 


ist  undp.pppj  ungrade  Primzahlen  sind, 
so  zerfällt  diese  in  die  einfachen  Con- 
gruenzcD : 

X* Eit  mod p*"',  X* Eit  modp^*^*, 


Ist  fi  die  Anzahl  der  Primzahlen 
Pi  Pit  Pi  **  *1  io  ^ enthalten  sind,  so 
ist  2-^  die  Anzahl  dieser  Formen , da 
jede  Congruenz  2 Wurzeln  gibt. 

Ist  aber 

x*El'mod2m, 

so  kommt  eine  Linearform  21^+1  hinzu; 
diese  ändert  in  der  Anzahl  der  Linear** 
formen  nichts,  da  ja 

X*  E ^ mod  2 

auch  nnr  2 Wurzeln  hat,  jedoch  bezie- 
hen sie  sich  auf  Modul  2m  und  es  ist 
x:z2sm-i‘AfA^^A^  . . . 

Anders  ist  es,  wenn  der  Modul  eine 
höhere  Potenz  von  2 enthält. 

19)  Criterium  für  die  Fälle,  wo 
eine  gegebene  Zahl  quadrati- 
scher Best  oder  Nichtrest  einer 
zusammengesetzten  Zahl  ist. 

„Sei 

g(A)=zJN,  k=dm, 

und  cf  der  grösste  gemeinschaftliche  Fac- 
tor von  k und  y(/l),  so  ist  die  Con- 
grucnz 

*_ 

X =amodA, 

wo  a und  A relativ  einfach  sind,  nur 
möglich,  wenn : 

yW 

o S 1 mod  A 

ist.“ 

Dieser  Satz  ist  die  Erweiterung  eines 
früher  für  den  Falt  gegebenen,  wo  A 
eine  Primzahl  ist.  Offenbar  nämlich  muss 
X eine  relative  Primzahl  zu  A sein,  da- 
mit X —a  durch  A theilbar  sein  könne. 
Dann  aber  ist 


^ v(^)  vW 

(x ) =a  modA, 


d.  b.  da 


ist : 


k 

cf 


m 


und  da  nach  dem  verallgemeinerten  Fer- 
mat’schcn  Satze 


x*r:lrmodp,*^*  . . . 

Es  ergeben  sich  für  jede  dieser  Con- 
gmenzeo  als  Audösungen  lineare  For- 
men, die  sich  in  eine  von  der  Gestalt: 
x=:sm-hA,  A|,  Aj  ... 
vereinen  lassen. 


_ 1 mod  A 
ist: 

y(^) 

a ^ ElraodA. 

Für  den  Fall,  wo  ir=<f=:2  ist,  ergibt 
sich  hieraus,  da  y(A)  immer  eine  grade 
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Zahl  ist  (vergleiche  die  Note  za  Ai>-  so  ist  auch 
schnitt  16) f ausgenommen , wenn  A:z2, 

,4ni  Fallet  ^^°bs  a quadratischer  Rest 
TOD  A sein  soll,  muss 


pt(jQ 

2 


sein.“ 


7(^) 

a 2 =1  mod  A 


^ =— Imodp, 


<1  =a 

da  p eine  ungrade  Zahl  war. 

7(P") 


Der  Ausdruck  a 


Sei  jeUt  A=p  die  Potenz  einer  an- 
graden  Primzahl. 

Es  wurde  dann  im  vorigen  Abschnitte 
gezeigt  t dass  die  Hälfte  der  Zahlen  «,  gehen  Satze  erfüllt 
welche  kleiner  als  A und  relativ  einfach 
tu  A sind,  quadratische  Reste,  die  an- 
dre H&lfte  6 Nichtreste  von  A gibt. 

Für  die  erstem  wird  immer  sein 


kann  aber  of- 


fenbar nur  coDgraent  +1  oder  —1  nach 
modp**  sein.  Denn  nach  dem  Format- 


7»*) 

2 


a 2 =1  modA. 

Beweisen  wir  jetzt,  dass  diese  Congmens 
für  die  Nichtreste  b nicht  stattfinden  kann. 

Wir  haben  zu  dem  Ende  nur  zu  zei- 
gen, dass  unsere  Congraenz  höchstens 

AnflOsnngen  haben  kann,  denn  da 

es  eben  soviel  Reste  gibt,  so  können 
keine  Nichtreste  darunter  sein. 

Dies  lässt  sich  aber  iolgendermasscn 
zeigen.  Angenommen,  die  Congruenz: 

7(P) 

o 2 =1  modp" 

habe  hikhstens  ^ Auflösungen,  so 

beweisen  wir,  dass  unter  dieser  Voraus- 
setzung die  Congruenz: 

. «4-f 

7(P  ) 

Q _ ■«  , ■*+f 

® ^ — 1 mod  p 

u 

höchstens  / haben  kann. 

Denn  ist 

7(P") 

a ^ El  modp"*. 


immer  die  Congruenz 

ai 

X*  E 1 mod  p , 

kann  also  nur  dieWerthe  +1  oder 
haben,  da  diese  Congruenz  (siehe  den 
vorigen  Abschnitt)  nur  2 Auflösungen 
hat.  Ist  also 

o — t mod/9  , 

wo  t einen  der  Werthe  +1  oder  —1 
hat,  so  muss  immer  auch 

y(p"*) 

2 - a 

a =1  modp 

sein. 

Jede  Auflösung  der  Congruenz 


7(P"+') 


SO  ist  auch 


P7(P"’) 

2 ”* 

a =1  mod  p , 


d.  b. 


7(P“+') 


2 ^ 
a Hl  modp  . 


Ist  dagegen 


7(P") 


= -1. 


<1  ^ El  mod p 

ist  natürlich  auch  eine  der  Congruenz 

a ^ El  mod p"*  . 

Die  Aufiösnngen  der  letstern  aber  sind, 
wie  wir  gesehen  haben,  mit  denen  von 

JLOO 

o ^ Hl  mod p" 

identisch. 

Es  muss  also  jede  Auflösung  von 

x’(^""'>Hlmodp-+‘ 
einer  solchen  von 

Hl  modp“ 

nach  Modul  p“  congruent  seiu.  D.  b.  cs  ist 

M 

X = A-I-Wp  . 
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Das  positive  v kann  nur  die  Werthe 
0,  1,  2,  . . . p-1 


haben,  da  x kleiner  als  p sein  soll. 
Zn  Jedem  Werth  von  a ergeben  sich 
also  höchstens  p Werthe  von  x»  and 


falls  für  p sich  nicht  mehr  als 

ergeben,  kann  diese  Zahl  nicht  grösser 

. P7(P")  V(P“+')  . 

als  — 2 — = 2 — ” 


Für  m = 1 ist  nun  die  Anzahl  der 
LOsnngen  von 

x^^  = lmodp  oder  von  modp 

P— 1 

gleich  - ^ , nämlich  jeder  quadratische 

Rest  ist  eine  Lösnng.  Es  folgt  also  durch 
vollkommene  Induction,  dass  auch  für 

p die  Anzahl  der  Lösnngen  nicht  gros* 

scr  als  |7(p”*)  sein  kann,  dass  also  keine 
Nichtreste  sich  darnnter  befinden. 

Es  ist  also  für  alle  quadratische  Reste 
a von  A: 

= l modA 

und  für  olle  Niebtreste  b von  A: 
modii 

za  setzen. 


20)  Der  verallgemeinerte  Wil> 
sonsche  Satz. 

Der  Wilsonsche  Satz  lehrt,  dass  das 
Product  1«2*3  • • • (P“l)  immer  con- 
gment  nach  Modul  p ist.  wenn  p 

eine  Primzahl  bedeutet.  Umgekehrt,  ist 
1 .2«3«**(P“1)=  — 1 modp,  so  muss  p 
eine  Primzahl  sein.  Denn  wäre  1>2*** 
(p->l)+l  durch  p theilbar,  p aber  eine 
xasammengesetste  Zahl , so  müsste  sie 
einen  in  1 • 2 • • • (p  — 1)  enthaltenen 
Factor  haben,  also  1 durch  denselben 
tbeilhar  sein,  was  unmöglich  ist. 

Es  ist  aber  dieser  Satz  einer  Verall« 
gemeinemng  fähig,  w'elche  lautet: 

,J)as  Freuet  aller  Zahlen,  welche 
kleiner  als  eine  gegebene  A und  zu 
dieser  relativ  einfach  sind,  ist  entweder 
congruent  +1  oder  congment  —1  nach 
Modul  A.** 

Der  Beweis,  der  sich  an  die  Theorie 
der  quadratischen  Reste  anschliesst,  mi^ 
noch  diesen  Artikel  beendigen. 

Es  sei 


WO  er,  er,,  a,  ganze  positive  Zahlen, 


(j4  kann  auch  Null  sein)  p,  p^,  p, 
ungrade  Primzahlen  anzeigen. 

Bezeichnen  wir  unter  k irgend  einen 
quadratischen  Nichtrest  von  einer  der 
uograden  Primzahlen,  etw’a  von  p,  so 
kann  man  die  unbestimmten  Gleichungen: 
a=pn+t  = 2f(p,p,p,  ...)+l 
immer  auflosen , und  die  sich  erge* 
bende  Zahl  a wird:  1)  zu  pp^  p,  • • •, 
d.  h.  zu  A relativ  einfach,  2)  ungrade, 
3)  Nichtrest  von  p,  also  auch  von  A 
sein. 

Wir  bezeichnen  jetzt  mit 

. . . 

diejenigen  Zahlen,  welche  zu  A relativ 
einfach  und  kleiner  als  A sind.  Die 
Anzahl  derselben  gibt  also  der  Ausdruck 
•/(A)  an. 

Es  ist  dann  die  Congruenz 
f|X  = nmodA 

immer  lösbar  durch  eine  Zahl  x,  die 
kleiner  als  A und  zu  A relativ  einfach 
sein  wird , also  durch  eine  andere  aus 
der  Reihe  der  l. 


Löst  man  nun  auch  die  Congruenz 
f^yE^mod  A 

auf,  w'o  weder  mit  f,  noch  mit  x zu- 
sammenfällt,  so  wird  tf  auch  in  die  Reihe 
der  l fallen,  aber  von  und  von  x 

verschieden  sein.  Denn  w&rc  p = f',  so 
wäre  3 

l^  = a mod  A, 

also  a ein  quadratischer  Rest  von  A, 
was  gegen  die  Annahme  ist. 

Wäre  y = lit  so  mflssto 
f,faEamodA 

und  da 

/,x  = a mod  A 

ist,  auch 


f,(x— fa)r:0  mod  A 

sein,  d.  h.  da  zu  A relativ  einfach 
ist, 

was  ebenfalls  der  Annahme  widerspricht. 
Wäre  endlich  so  wäre 

fjxEö,  f,x  = tf,  also  = 
was  ebenfalls  der  Annahme  widerstreitet. 
Die  7(A)  Zahlen 

lassen  sich  also  in  Froducte  von  je 
zweien  vereinen,  deren  jedes  nach  Mo- 
dul A mit  a congruent  ist.  Dio  Anzahl 

dieser  Productc  ist  ^ alsowcnnmau 
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das  Product  „v  ,,  n • . . j nu 

II  j mit  F it  = 2-  sein,  wo  ^ 

* • ■ * * grösser  als  Eins  ist. 

bezeichnet,  so  ist  ..... 

Onenbar  ist  die  ungrade  Zahl  — 1 
if  (A)  ,, 

— Q ■ quadratischer  Nichtrest  von  2 ,dax*  + l 

a =Pmod^.  entweder  ungrade,  oder  von  der  Form 

Wir  haben  jetzt  3 verschiedene  Fälle 
zu  unterscheiden.  Congruenzen: 

1)  Es  soll  A=p  oder  = 2/»"*  sein,  l^x=—l  mod2“  1 mod2“  • • • 

wo  p eine  ungrade  Prinuahl  Ut. 

Es  ist  im  letztem  Falle  ofTcnbar:  somit  die  i zu  Producten  von  zweien 

».  , «.  vereinigen,  die  congruent  —1  sind,  so 

if(2p  )-.y(p  ),  dass  man  hat: 

wie  der  Ausdruck  für  y(J)  (vergleiche  ou— 2 

die  Note  zu  Abschnitt  16)  zeigt.  Nach  mod2“’ 

dem  vorigen  Abschnitt  ist  aber,  da  a da 


Nichtrest  von  A war,  immer: 

’fW 

2 _ . 
fl  — —1  modp 

und  da  n ungrade  war,  wird  auch  sein: 

7M) 

2 

fl  =“lmod2. 


Es  ist  also  fl  +1  durch  2p  thcilbar,  nämlich. 


2 

wird. 

Ist  ^ grösser  als  2,  so  ist  also 
P=+lmod2“. 

Nur  wenn  gleich  zwei  ist,  hat  man 
F = —1  mod2^ 

III)  Habe  jetzt  A die  allgemeinste 


also 

yi±) 

2 B* 

fl  E —l  mod2p  , 
also  in  diesem  Falle  immer 
/>=  _l  modA. 


ä n*^  tt  n.  (i. 
A=2‘  P Py  • 

dann  ist: 

2 


»(^)_  9“-2  «-1  , «1-1 


^ = 2 P P,'  . . . ..  . 

Da  aber  a Nichtrest  von  p ist,  so  hat  man: 

, <t  rt— l»^l 

i'l  <J>  ) P „ 

fl  =«  2 = — 1 mod;» 

und  da  a Best  oder  Nichtrest  der  Primzahlen  Fj,Pa  • • • sein  kann: 
i'l(P>  ) P>  1 «•• 

fl  =fl  2 =+lmodpi 

Erhebt  man  die  erste  dieser  beiden  Congruenzen  zur  Potenz 


j'/(P‘  ) p> 


so  kommt: 

1(1) 

« ^ = (-l)ij“~*Pi“‘"^(p.-l)p/''~V-l)  ••  • =+lmod  p’' 
und  auf  ähnliche  Weise  folgt  ans  der  zweiten  Congreenz: 

2 

fl  i=  +1  modpi  . 
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K<  ist  also 

l(i) 


theübar  durch  das  Product 

und  auch  durch  2*^«  also  auch  theilbar 
durch  A.  Dieser  Sats  gilt  auch  wenn 
/4  = 0 ist. 

SeUt  man 

jM>l  aber  = . . . =0, 

also 

A=2‘y, 

so  ergibt  sich: 

^ 2 — — 1 mod  p”, 

y(^)  = 2"-V-V-l). 

kl  so: 

a = (~1)^  modp 

und 

2'“-^ 

a =1  mod  2‘“, 

also: 

„i7(^)  = lmod2’“, 

d.  h. 

a =1  mod  (2*^  p" ). 

Ist  A eine  ungrade  Primzahl,  so  findet 
Fall  I statt;  cs  wird  y(/;)  = l •2*"p  — 1, 
und  wir  haben  den  Wilsonscben  Satz  in 
der  firuher  gegebenen  Form. 

21)  Die  Theorie  der  quadratischen 
Reste  findet  ihre  wesentlichste  Anwen- 
dung in  der  Theorie  der  quadratischen 
Formen , und  der  unbestimmten  Glei- 
chungen zweiten  Grades.  Das  Wesent- 
liche über  die  Literatur  darüber  ist  daher 
in  dem  Artikel  „quadratische  Formen** 
gegeben.  Der  wichtigste  Satz  in  der 
llieorie  der  quadratischen  Reste  ist  das 
von  Legendre  gefundene,  aber  nicht  voll- 
st&ndig  strenge  von  ihm  erwiesene  Re- 
ciprocitätsgesetz.  Ausser  den  Beweisen 
desselben , welche  von  Gauss  und  Di- 
richlet  herrühren,  sind  noch  verschiedene 
von  Jakobi  und  von  Eisenstein,  die  im 
Crelleschen  Journale  enthalten  sind,  zu 
erwähnen.  Der  bedeutenden  Erweite- 


rung dieses  Satzes  durch  Kummer  ist 
bereits  crwftbnt. 

Die  Theorie  der  quadratischen  Reste 
von  zusammengesetzten  Zahlen  ist  hier 
nur  angedeutet.  Ausführlicheres  enthal- 
ten die  Di$qu\s\lione$  aritkmeticae  von 
Gauss,  sow'ic  die  Theorie  des  nombres 
von  Legendre  (3.  Ausgabe,  Paris  1831), 
und  die  zahlcntheoretischen  Vorlesungen 
von  Dirichict  (heransgegeben  von  Dcde- 
kind). 

doadratrix  (Geometrie). 

1)  Im  Allgemeinen  versteht  man  un- 
ter Quadratrix  einer  gegebenen  Cur>’e 
eine  andere  Curvc,  die  durch  ihre  Ordi- 
uatcnl&ngeD  die  von  der  erstcreu  abge- 
sebnittenen  Flächeninhalte  angibt,  also 
gewissermassen  zur  Quadratur  der  erstem 
auf  meclianischcm  Wege  dient. 

Da  man  aber  die  Flächeninhalte,  wel- 
che durch  eine  Curvc  abgesebnitten  wer- 
den, auf  verschiedene  Art  bestimmen 
kann,  so  kann  man  einer  Cnrve  ver- 
schiedene Quadratricen  geben. 

Eine  solche  z.  B.  wird , wenn  wir 
ebene  Curvcu  voraussetzen,  die  von  der 
Cnrve  zwei  Ordinaten  und  einem  Stücke 
der  AbscisseDaxo  gebildete  Flachenstücke 
angebeu. 

Sei 

11= fi-^) 

die  Gleichung  dieser  Curvc,  so  wird 

» 

bekanntlich  das  in  der  eben  angegebenen 
Weise  bestimmte  FlächenstUck,  und 

y=/f(_x)dx 

also  die  Glcichnng  der  Quadratrix  sein, 
oder  nach  der  Lage  uud  dem  Anfangs- 
punkte der  Cordinaten  ist  auch  die  Qua- 
dratrix noch  in  unendlich  viel  verschie- 
denen Weisen  zu  bestimmen. 

Bestimmt  man  die  Curvc  durch  Polar- 
coordinaten  oder  auf  irgend  eine  andere 
Weise,  so  wird  natürlich  die  Quadratrix 
sich  völlig  ändern. 

Die  Quadratricen  haben  natürlich  nur 
eine  historische  Bedeutung,  da  man  sie 
vor  Einführung  der  Integralrechnung  zur 
Vcranschaulichnng,  wenn  auch  nicht  zur 
Auffindung  der  Flächeninhalte  benutzte. 

2)  Am  bekanntesten  ist  die  Quadra- 
trix  des  Dinostratus,  deren  Ordinaten 
die  Flächeninhalte  der  Scctorcn  eines 
gegebenen  Kreises  proportional  sind. 
Ihre  Cunstruction  ist  die  folgende. 
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Fig.  18. 


Sei  (Fig.  18)  ACR  ein  rechter  Win- 
kel, AB  der  zugehürigo  Qnadmnt,  N 
ein  beliebiger  Funct  in  der  Peripherie 
dcsielbcn.  Man  zieht  CiV,  und  schnei- 
det Tom  Halbmesser  AC  ein  Stück  AP 
derart  ab,  dass  sich  AC  zu  AP  verhält, 
wie  der  Quadrant  AB  zu  Bogen  AIS'. 
Ks  ist  dann  offenbar  AP  dem  Bogen  ^iV, 
also  auch  dem  SectoT  ACN  proportional; 
zieht  man  noch  P.H  senkrecht  auf  AP 
bis  zur  Linie  CiV,  so  ist  M ein  Punkt 
der  Quadratrix  Denkt  man  sich  die 
Qnadratrix  wirklich  gezeichnet,  so  lässt 
sich  leicht  ein  beliebiger  Sector  des 
Kreises  ACX*  mittels  derselben  be- 
stimmen. 

Man  zieht  Dämlich  von  Punkt  wo 
die  Quadratrix  schneidet,  Linie 
M'P*  senkrecht  auf  AC^  und  AP*  ist 
dann  dem  Flächeninhalt  des  Sectors  ACX* 
proportional. 

3)  Um  die  Gleichung  der  Quadratrix 
zu  finden,  sei 

AP=:x,  PH=y,  AC=r,  ^CiV  = y. 
so  ist 

n 

r:x  = ^:,, 

WO  unter  n die  bekannte  Länge  des 
Halbkreises  verstanden  wird,  und  y in 
Theilen  von  n gegeben  ist.  Ausserdem 
aber  ist 

y = (r-x)lg,,, 

also  auch  wegen  des  Werthes  von  y : 
itx 

y = (<■-*)<? 

wenn 


n 


gesetzt  wird. 

Was  die  Gestalt  der  Quadratrix  anbe- 
trifft, SO  gehört  offenbar  zu  jedem  x nur 
ein  y,  zu  jedem  y dagegen  unendlich 
viel  Wertbe  von  x. 


Offenbar  ist  y positiv,  wenn  x posi- 
tiv und  kleiner  als  r ist.  Für  x = r 
aber  nimmt  y die  Form  0*co  an,  da 

<yj  = x isL  Schreiben  wir 
r—x 


und  differenziiren  Zähler  und  Nennen 
um  den  Werth  von  y zu  finden,  so 
kommt 


1 


also  wenn  man  x=r  setzt: 


2r 


Liegt  X zndschen  r und  2r,  so  ist  y 
noch  immer  positiv,  da  dann  r—x  und 

rtx 

negativ  werden. 

Wird  aber  x grosser  als  2r,  so  hOrt 
der  erste  Factor  nicht  auf  negativ  zu 
sein,  der  zweite  ist  abwechselnd  positiv 
und  negativ,  y hat  das  entgegengesetzte 
Zeichen  dieses  Factors.  D.  h.  y wird 
negativ,  wenn  x zwischen  2nr  und 
(2«+lV  liegt,  positiv,  wenn  x zwischen 
(2n— l)r  und  2nr  lic^,  wo  n eine  be- 
liebige positive  ganze  Zahl  ist. 

Ebenso  leicht  zeigt  sich,  dass  y nega- 
tiv ist,  wenn  x zwischen  — 2nr  und 
— (2«-f*l)r  liegt,  positiv,  wenn  x zwi- 
schen — (2n— l)r  und  — 2ar  liegt.  Es  ist 
dann  nämlich  der  erste  Factor  immer 
positiv  und  der  zweite  bestimmt  das 
Zeichen  von  y. 

Für  x=+2«r  wird  y=0, 
d.  h.  die  Curve  schneidet  nnendlicb  oft 
die  Axe  der  x. 

Für  x=+(2«4*l)r  wird  y=+®  ; 
es  tritt  also  Discontinuität  ein. 

Nur  der  Werth  von 
x — r 

ist  in  dieser  letzten  Formel  ausznschlies- 
2r 

sen,  da  sich  für  ihn  y=— ~ ergab. 

71 

y ändert  sein  Vorzeichen,  wenn  et 
dnreh  0 oder  durch  co  geht. 

Bei  den  letzteren  Werthen  wird  die 
Curre  parallel  der  Ordinatenaxe.  Denn 
die  Gleichung 

x=+(2a+l)r 

gibt  immer  y = oo.  Es  itellt  also  diese 
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GIcichang  eine  grade  Linie  vor,  welche 
eich  eesjrroptotiscli  an  die  Curve  in  den 
bexeichneten  Puncten  anschlieset. 

Die  Qnadratrix  hat  somit  unendlich 
viel  Asymptoten,  die  alle  der  Ordina- 
tenaxe  parallel  sind,  und  sich  in  glei- 
chen Zwischenräumen  2r  von  einander 
befinden;  nur  für  x = r findet  eine  solche 
Asymptote  nicht  statt. 

Suchen  wir  noch  den  Werth  von  — . 

dx 

Es  kommt: 


dx 


. . ttx  ,n  , 


(“•ö’ 


Dieser  Aiisdmck  wird,  wie  cs  sein  muss, 
unendlich,  wenn  x=*T(2«+l)r  ist,  nur 

für  x = r wird  er  und  durch  fort- 

gesetztes DilTerenziirea  findet  man  Sir 
diesen  Werth 

Es  wird  also  in  diesem  Falle  die  Carre 
der  Abscissenaxo  parallel.  Da  die  Ordi* 
nato  positiv  bleibt  zwischen  zwei  Wer- 
then  I wo  sie  Null  p;ibt » so  findet  ein 
Maximum  statt. 

Die  Gestalt  der  Quadratrix  lässt  sich 
nach  dem  Vorhergehenden  leicht  bestim- 
men. Sie  ist  die  folgende. 


Fig.  19. 


Gewöhnlich  betrachtet  man  indess  nur 
den  Theil , welcher  von  den  dem  Maxi- 
mum zunächst  liegenden  Ass^nnpioten 
eingeschlossen  wird. 

4)  Die  Quadratrix  des  DInostratus  ist 
noch  merkwürdig  wegen.folgcnder  Eigen- 
schaft. 

„Wenn  man  über  einer  festen  Linie 
Dreiecke  so  zeichnet,  dass  die  Projection 
der  einen  Seite  auf  diese  feste  Grund- 
linie, zum  Gegenwinkel  dieser  Seite  in 
einem  constanten  Verbältniss  steht,  so 
bildet  der  Ort  der  Spitze  des  Dreiecks 
in  einem  gewissen  Falle  die  Quadratrix. 

In  der  That  lässt  sich  augenblicklich 
ans  dieser  Eigenschaft  die  Gleichung  der 
Qnadratrix  gewinnen. 

Sei  (Fig.  20)  AB  die  feste  Linie,  CB 
die  Seite,  deren  Projection  die  angege- 
bene Eigenschaft  haben  soll,  so  war  NB 
die  Projection  ron  CB. 

Wir  setzen  CAJ?=:y  ; wenn  Punkt  C 
in  A fällt,  so  wird  dieser  Winkel  ganz 
nnbestimmt.  Wir  setzen  ihn  dann  gleich 
CI  es  ist  dann 

BN  _ ^ 


Fig.  20. 


Sei  noch 


so  ist 
nnd 


also 


Aß  = r,  BN-x,  CN-y, 


. . ax 

y=  (»•-*)  • 

Man  erhält  hieraas  die  Gleichnng  der 
Quadratrix,  wenn  man  nimmt. 
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Uaadratiir  (analytische). 

1)  Einleitung. 

Mit  dem  Ausdrucke  Integral  bezeich- 
net mnn  bekannllic-h  die  Auflösung  einer 
beliebigen  Differenzialgleichung  oder  eines 
Systems  von  Differenzialgleichungen.  Die 
Auflösung  der  Gleichung 


wo  die  rechte  Seite  die  eine  Veränder- 
liche ni<‘ht  enthält,  wird  Integral  im  en- 
gem Sinne,  oder  Quadratur  genanut. 
Den  letztem  Namen  wollen  wir  hier 
bcibchalten,  um  diesen  besondern  ein- 
fachsten Fall  von  dem  Allgemeinem  zu 
unterscheiden.  Er  Ist  der  Geometrie  ent- 
nommen, und  dies  kommt  daher,  dass 
die  bezeichnete  Operation  zugleich  die 
von  denCurven  begränzten  Flächcnstückc 
ergibt,  die  Aufgabe,  det*gleichen  Flä- 
chcDstückc  zu  bestimmen,  aber  schon 
von  den  Alten  mit  dem  Namen  Quadratur 
bezeichnet  worden  ist. 

Die  Regeln  über  die  Quadraturen  bil- 
den mit  der  Diffürcnzialrechnung  die 
Grundlage  der  böhem  Analysis,  und 
geben  zugleich  das  Hauptmittcl  zur  In- 
tegration der  Differenzialgletchuiigen  ab, 
welche  fast  immer  in  der  Zurückführung 
auf  Quadraturen  besteht. 

Die  Aufgabe  der  Quadratur  oder  der 
Integralrechnung  im  engeren  Sinne  lässt 
sieh  also  nach  dem  Obigen  dahin  fassen: 
„aus  der  gegebenen  Differenzialglcicliung 

o<ler  dy  = f{x)dj: 

den  Werth  von  y als.  Function  von  x 
zu  finden.“ 

Es  ist  dies  die  der  Differenzialrech- 
nung entgegengesetzte  Aufgabe,  und  ver- 
hält sich  zu  der  erstem,  wie  die  Division 
zur  Multiplication , oder  wie  die  Sub- 
traction  zur  Addition. 

Indessen  kann  man,  und  es  ist  dies 
in  der  That  der  historische  Weg  ge- 
wesen, den  man  dem  Wesen  der  Saelic, 
wenn  auch  nicht  der  Bezeichnnng  nach, 
vor  der  Erfindung  der  Differenzialrech- 
nung eingcschlagen  hat,  amgekehrt  die 
Quadratur  oder  die  Berechnung  der  In- 
tegrale als  die  dircctc,  dagegen  das  Dif- 
ferenziiren  als  die  indirectc  Operation 
anffasson.  Indem  man  unter  Integral 
den  Grenzousdruck  einer  Summe  ver- 
steht, ganz  wie  durch  das  Differenzial 
der  Grenznusdruck  für  eine  Diffezenz  be- 
zeichnet wird. 

Diese  Auffassung  ist  in  neuester  Zeit, 
nachdem  der  Begriff  des  Integrals  durch 


Hineiuzicheu  des  Imaginären  eine  höchst 
fruchtbringende  Erweitemng  erfahren  hat, 
von  der  grössten  Wichtigkeit  geworden. 
Es  wird  daher  nölhig  sein,  dieser  di- 
recten  Definition  der  Integrale  einige 
Ausführung  zu  geben,  und  zunächst  die 
Identität  derselben  mit  der  vorhergege- 
benen  indirecten  zu  erweisen. 

2)  Definition  der  Quadraturen 
oder  Integrale  als  Summen. 

Es  seien 

gewisse  Grössen,  welche  gegeben  sein 
sollen,  durch  die  rccurrentc  Bezeichnung: 

Die  Grösse  ist  einer  anderen  Reihe 
bekannter  Grössen: 

X., 

entnommen.  f{x)  stellt  eine  beliebige 
gegebene  Function  von  x vor. 

Setzt  man  in  unsere  rccurrentc  Glei- 
chung für  p nach  und  nach  die  Werthe 
1,  2.  3 • • • « ein,  so  erhält  man  offen- 
bar: 

Vi-'jy  +A-«'.)= 

u.  s w. , 

also  allgemein : 

••  • 

Offenbar  ist  hierin  der  Ausdrack  für 
vollständig  bestimmt,  bis  auf  die 
Grösse  y,,  welche  willkürlich  zu  neh- 
men ist,  wenn  Nichts  über  deren  Aus- 
wahl anderweitig  festgesetzt  ist. 

Nehmen  wir  uuu  an,  die  Reihe  der  y 
sei  eine  continuirliche,  d.  h.  jedes  y^ 
unterscheide  sicli  nur  unendlich  wenig 
von  dem  vorhergehenden;  es  wird  dann 
y^— y^  j eine  unendlich  kleine  Grösse 
sein,  folglich  auch  Um  letzteres 

anzudeuten,  schreiben  wir 

ein  Ausdruck,  der  in  der  That  unendlich 
klein  wird,  wenn  wir  unnehmen,  dass  die 
Reihe  der  x ebcafalls  eine  continuirliche 
ist,  y(x)  aber  für  Jeden  in  unsrer  Reihe 
enthaltenen  Werth  von  x nicht  unend- 
lich gross  wird.  Diese  beiden  Bedin- 
gungen sind  übrigens  schon  hinreichend, 
damit  auch  y^  — y _j  immer  unendlich 
klein,  also  die  Rei^ie  der  y continuirlich 
sei. 
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Wir  hab^n  nämlich: 

oder>  wenn  wir  der  gewöhnlichen  Be- 
zcichnnng  gemäss 

y — y =</y  , x ^-dx 
> >-l  p p-i  p 

schreiben,  die  Indices  aber  w'eglassen: 

du 

rfy  = y(x)dx  oder  ^ = 

Der  Torhin  anfgestellte  Ausdruck  für  y 
ist  dann : 

y^=y.  + Iim[rfx.y(x,)  + rfx,./(x,)  + -- 

Wo  die  Bezeichnung  lim.  (limes,  Grenze) 
anzeigt,  dass  die  GrOssen  x^,  j*,, . ..  x^ 

in  continuirlicher  Reihe  auf  einander  fol- 
gen, mithin  auch,  wenn  und  Jc  einen 

endlichen  Unterschied  haben , ihre  An- 
zahl unendlich  gross  ist. 

Da  der  Ausdruck  rechts  für  jeden 
Werth  von  x das  zugehörige  y ,also, 
p p 

da  die  Reihe  der  x ins  Unencliche  aus- 
gedehnt werden  kann,  für  jedes  x das 
zugehörige  y gibt,  so  stellt  die  Reihe 
rechts  offenbar  den  Werth  von  y als 
Function  von  x vor  und  ist  also  die 
Auflösung  der  Gleichung 

g=,M. 

Es  ist  also  die  dircctc  Form  der  In- 
tegrale als  Grenzen  von  Summen  gefun- 
den, und  mithin  auch  die  allgemeine 
Möglichkeit  des  Integrirens  dargethan. 

3)  Bezeichnung  der  Integrale 
und  Orundcigenschaft  derselben. 

Den  ganz  willkübrlichcn  Ausdruck  y« 
nennt  man  „willkührlicho  Constante.** 
Eine  solche  enthält  mithin  jedes  Inte- 
gral, und  sie  ist  durch  irgend  eine  pas- 
sende Annahme  zu  bestimmen. 

Setzen  wir 

C für  y»,  X and  y Tür  :r  und  y , 

, pp 

so  hat  man 

jf=C4-Iim[<lx,y(x,)+rfx,y(x,)+  . . . 

+ix>i{x)]. 

Man  schreibt  abgekürzt  ** 

Unter  dem  Zeichen  J ist  also  der  all- 
gemeine Ansdmek  für  y zn  verstehen, 
zu  dem  die  willkührlicne  Constante  C 
addirt  ist. 


Nimmt  man  an,  dass  C=0  sei,  so  ist 

y = lim(<tt,v(x,)  + </(x,v(x,)+  . . . 

+ rfx./(x). 

Die  Bezeichnung  hierfür  ist: 

y - r '/  (»)  du  oder  zz  T y (j:)  dx ; 

-To  -i-o 

x^  heisst  untere,  x obere  Grenze. 

Hierin  zeigt  die  GrOssc  u oder  x 
(es  kommt  auf  die  Wahl  des  Buchsta- 
ben hier  gar  nicht  an)  unter  dem  Sum- 
men- oder  Integralzeichen  nur  an,  dass 
für  dieselben  nach  und  nach  eine  con- 
tinnirlichc  Reihe  von  Werthen  a*,, 
zn  setzen  ist,  deren  erster  also  .r^,  deren 
letzter  j ist.  Dass  nämlich  y{x^)  eigent- 
lich in  unserer  Summe  nicht  vorkommt 
ist  unerheblich,  dn  ein  Glied  y(Xf,)dx^ 
mehr  die  Summe  nicht  ändert,  wenn 
y(j-,)  endlich,  da  dx^  verschwendend 
klein  ist.  D.  h. 

„Ueber  das  Gesetz,  nach  welchem  x^ 
bis  zu  X übergebt,  ist  gar  keine  Regel 
festgesetzt , cs  ist  dasselbe  also  bis  auf 
die  CoDtinnität  der  Grossen  ganz  belie- 
big, und  somit  nur  der  Anfangsw'erth  j-, 
und  der  Endwerth  x bestimmt.** 

Es  erleidet  also  auch  keinen  Zweifel, 
dass  man,  selbst  wenn  die  Grenzwrerthe 
und  X reell  sind,  auf  dem  Uebergange 
von  einem  Wertho  zum  andern  zu  ima- 
ginären Werthen  von  jr  gelangen  kann, 
und  zwar  kOnnen  diese  Werthe  unend- 
lich verschiedener  Art  sein.  Wir  erhal- 
ten auf  diese  Weise  unendlich  viel  Wege 
der  Integration.  Jedoch  wollen  wir  die 
Ausführung  dieser  hOchst  wichtigen  ün- 
tersnehnngen  vor  der  Hand  noch  auf- 
Bcbicben,  and  annehmen,  dass  die  GrOsse 
X auf  dem  ganzen  W*ege  der  Integration, 
also  während  des  Ueberganges  von  x^ 
zn  X immer  reell  sei,  eine  Annahme, 
p 

die  übrigens  nicht  ansschliesst,  dass  y(x) 
auf  diesem  Wege  imaginär  wird. 

Es  bleibt  dann  allerdings  noeh  das 
Gesetz,  nach  welchem  die  GrOssen  x 
aus  einander  entstehen,  völlig  willkür- 
lich. 

Nehmen  wir  z,  B.  an,  es  sei 

X =4r  . + a, 

p 

wo  (t  eine  beliebige,  natürlich  unendlich 
kleine  Constante  ist,  so  werden  wir  auch 
haben : 

x,=x,  + o,  x,  = x,+2a,  .... 


rfx,  = rf.r. 


= </x 

r 
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also : 


J'  7(j-)<tx  = lim  [«//(j-,  + t<)  + n7(.r„+2n)+  . . . +o7(j-)]. 


Ist  dagegen 


and  r eine  unendlicli  wenig  von  der  Einheit  abweichende  Constante,  so  wird  sein: 


(/j* , = — JT,  =:  .r  j(r  - 1),  (/x,  = — rjT  j = r4-,(r  - 1), 

....  rfjr  =r  r x^=r  x«(r-l), 


also: 


7(j)(/jr  = linii(r-l)r,  [7(rj-J  +r7(r’j.)  + r’7(r»jJ  + 


+/  \(r'x,)]. 


zwei  Wcrlhe  des  bestimnuen  Integrals»  die  allerdings  in  der  Form  von  einander 
abwcichcn.  F.s  lässt  sich  jedoch  beweisen,  dass 

„Wenn  ff{x)  auf  dem  ganzen  Integrationswege  nicht  aiiflirirt  endlich  und  con- 
tinuirlich  zu  sein,  die  Wahl  des  Gesetzes,  nach  welchem  die  x auseinander  ent* 
stehen,  keinen  Einfluss  auf  den  Werth  des  bestimmten  Integrals  ausübt,  letzteres 
mithin  einen  ganz  bestimmten  Werth  hat.“ 


Denn  seit 


C=lim[(x,-aro)/'(4:,)  + (j:,-4r,)/'(j:,)+  • . . 

und 


Setzen  wir  ferner  fest,  dass  f(x)  für 
alle  Werthe  zwischen  den  Grenzen 
und  X continuirlich  bleibt,  dass 

II 

y,=Xj,  y =x^ 

sei , so  stellen  U und  V beide  ein  be> 
stimmtes  Integral  von  der  Form 


Tor.  Es  Ist  SU  beweisen,  dass  beide 
denselben  Werth  haben. 

Da  sowohl  die  erste,  als  die  zweite 


Summe,  alle  zwischen  x^  und  x lie- 
genden Werthe  von  x enthält,  so  muss 
nothwendig  ein  beliebiges  Glied  der 

einen  Reihe,  einem  y der  andern  Reibe 
gleich  sein.  Wir  setzen  also 

\=ye’  V = V 

Die  Glieder  x^  und  x^,  sind  beliebig  der 
ersten  Reihe  entnommen,  und  y . dem 

angemessen  aus  der  zweiten  ^ihe. 
Betrachten  wir  nun  die  Theile  beider 
Summen: 


+ (*r+2-"=r+l)  ' +^V  “V-l) 

(»e+i-V  %+2- »(,+!> /(»p+2)+  • • • +V“V-i^^e') 

Wenn  sich  die  Zahl  r'  an  r annähert,  so  wird  sich  auch  (>'  an  g n&hcm,  und 
die  Ansdriieke 

+ ^■*r+2^’  ‘ 

ebenso  wie 

/’äip+i).  %p+2>-  l^^+z>  ■ ■ • 

werden  dem  Verhältnisse  der  Gleichheit  immer  näher  rücken,  so  dass  man  für 
die  erste  Somme  auch  setzen  kann: 

«V('r+l-*r+'r+2-'r+l+  •••  + V " V-1  > = «V  (V 
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and  fftr  die  tweite: 

Wegen  der  VoraniaeUnng 

= V=V 

‘Sind  aber  diese  beiden  Grcnzmisdrücko 
gleich  f nnd  da  dies  von  den  andern 
Theilen  beider  Summen  in  gleicher  Weise 
gilt,  so  hat  man: 

u=v, 

womit  unser  Satz  erwiesen  ist. 

4)  Beispiele  der  AusfQbrnng 
von  Quadraturen. 

Ans  dieser  Betrachtung  folgt,  dass 
man  bei  den  Quotlraturcn  das  Entste> 
bungs-Oesetz  unter  der  Bedingung  der 


Continuitüt  beliebig  wählen  kann.  Han 
nimmt  es  natOrlich  derart,  dass  die  8um> 
mirung  der  entstehenden  Reihe  möglichst 
einfach  wird. 

Dies  Verfahren  ist  von  Fermat  und 
Andorn  schon  lange  vor  Erfindung  der 
hohem  Analysis  eingcschlngen  worden. 
In  den  wenigsten  Fällen  wird  man  das 
Gesetz  einer  arithmetischen  Progression 
zu  wählen  haben. 

Beispiel.  Es  sei  zu  bestimmen: 


Wenn  man  hierin  setzen  würde: 


r = o[(ad-«)  +(rt  + 2ff)  -i  , . . +(a4-pff)'], 

so  hätte  man  die  Snmmo  der  sten  Potenzen  einer  arithmetischen  Reihe  zn  finden, 
eine  Aufgabe,  die  nicht  ganz  leicht  ist,  namentlich  wenn  s keine  ganze  positive 


Zahl  ist.  Wir  setzen  daher 
also 


-1’ 


tf  = (r-l)«[(rfl)  + r(r*fl)  + r»(r«a)  -f-  . 

wo  r unendlich  wenig  von  der  Einheit  entfernt  und  i^a  — h ist. 

Man  hat  hier  offenbar  eine  leicht  zn  summirendc  geometrische  Reibe,  was 
auch  s sei,  nämlich: 


l/  = (r— l)ra  [l-f*r  +r  4-»^  4*  • • 


• +>•  ] 
-1 


.fl 


-1 


(r-l)r*o'" 


oder,  wenn  man  = “i  = setzt: 

a " ^ 


(f+*-a‘+*)  (br-ar)t>P 


.+1 


(‘ 


,*+‘-a*+'in- 


)(1-©Ö 


- .+t  •+! 

~ 

,\'-Ü  • 

b P —a  r 

'-(1 

r)' 

Der  Factor 


-e)" 


ist  gleich 


14- 


t 

eiu  Aaedrack,  der  für  nnendlich  groiaea  p offenbar,  da  = 1 <ali  Bamme 
gibt.  Somit  hat  man: 

h ‘+1 
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r. 


5)  Einige  Saue  über  die  Quadraturen  ergeben  sich  anmittelbar  aas  der  Sum- 
menfomi. 

Es  ist: 

f{x)dx  = {x,-x,)f(x,)  + (,T,-r,  )f{x,)  + . . . + (x,  /(*,  ) 

= (x^-x^  ,) /(x^)  + (x^_,-x^_pAx^_,)+  . ..  +(x,-x.)/(x.). 

In  dem  letzten  Ausdrucke  ist  die  Reihenfolge  der  xi 

V'*,,-rV2  ’ ' ' 

Da  nun  das  Zeichen  Jx  der  abgekürzte  Ansdnick  für  die  Differenz  eines  belie- 
bigen X und  des  Vorhergehenden  war»  so  ist  jetzt: 


zu  setzen,  also : 


— dxx:x  —2 


wodurch  man  Air  die  letztere  Reibe  erhält; 


Man  hat  also: 


oder: 


-•'x  /■(x  )-<«X  ffx  )-  ..  . -dxJ{T,)--f  ’f{x)Jx. 

ft  P p I i ^ Xp 

/X^  g*Xp 

f(x)Jx=  -1  /(x)«<X 

Xb  ^ 


r flu)duzz-^r  f(u)du. 

‘'ff  ^ ß 


n 


ß 

„Man  kann  die  Grenzen  des  bestimmten  Integrals  vertauschen,  wenn  man 
das  Vorzeichen  ändert.“ 

Ist  /■(x)  = l,  so  erhält  man  sogleich: 

fa 

</jr=  6— a. 

6 

Aus  der  blossen  Eonn  des  Ausdruckes: 
i^ß 

J rtx)dx  = (j:,-(.)/(x,)+(x,-x,)/'(x,)+  . . . +(-x,)/()')+(x,^2-j')/(x,^.2) 

+ . . . +oj-xp  m. 

wo  ein  beliebiger  Werth  von  x zwischen  a und  ß ist,  folgt  sogleich: 

'^ß , 


r f{x)dx  = f f(x)dx-j-  r f{x)dx. 

a/  c ff  y 


„Es  bleibt  aber  diese  Formel  auch  nodi  richtig,  wenn  y nicht  zwischen  a 
und  ß liegt.“  Denn  cs  ist: 

pß  pß  pY 

r f{x)dx-f  mdx=i  f{x)dx 

•'ff  •'  y ^ a 

oder,  wenn  man  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze: 

^ß .. . . py . 


setzt: 


/?  pY 

f{T)dx  = l [{x)dx 

r ’ß 

pY  pß  pY 

/ f(x)dx  = l f(x)dx+l  fix)dx, 
■I  a J u •'  ß 


was  offenbar  mit  dem  Vorigen  übereinstimmt,  wenn  man  ß mit  y vertanicht.  Es 
fällt  aber  hierin  ß nicht  zwischen  ff  und  y,  sondern  über  y hinaus. 
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Noch  ist  selbstTcratändlich : 


r (/(•»■)+»(') ±V<-*)  • • •)^  = f /(*)*'  + /'  + 

•Tu  «To  ^ a ^ tt 


d.  h.  „das  Integral  einer  Snmme  oder  einander  entgegengesetzt,  d.  h.  die  ron: 
Differenz  ist  gleich  der  Snnune  oder  „ . 

Differenz  der  einzelnen  Integrale.“ 

Ferner»  wenn  c eine  Conetante  ist:  a ^ a 


/ß  pß 

cf{x)dx  - cf  f{x)dx. 

n ^ a 


q{x)dx-f  f{x)(f{T)dx 

•/  a ^ fl 

ß ß 

nF  tf  (x) dx—f  f(x) (f (x) dx. 


Anch  ist  klar,  „dass  jedes  bestimmte  „ 

Integral  einen  positiren  Werth  hat,  wenn  “ n>U8S  also  das  Integral; 
f{x)  anf  dem  ganzen  Integrationswege  pß 

dasselbe  Vorzeichen,  und  gleiches  mit  / f(x)if(x)dx 

ä — ft  hftL**  Denn  in  der  Formel!  ^ a 


ß—tt  hat**  Denn  in  der  Formel: 


swiscben 


haben  dann  immer  die  beiden  Factoren  . " *'  a 

X — r nnd  fXx  ) dasselbe  Zeichen,  da  hegen. 

• • Da  Jf  nnd  N Werthe  ron  /'(x)  ans 

X mit  ß—a  sogleich  positiv  nnd  der  von  a nnd  ß begrenzten  Beibe,  nn- 
« • . j m V *®r  Integral  aber  continoirlich  ist,  so 

..Djff'g®"  »t  der  Werth  d„,elbe  offenbar  gleich 

emee  bestimmten  Integrals  negatiT,  wenn 
f(x  ) immer  dasselbe  Zeichen , aber  das  , ^ pß 

• 9(x)dx 

entgegengesetzte  wie  ß^a  hat** 

^ Sei  jetzt  unter  dem  Bnmmenseichen  sein»  wo  in  der  angegebenen  Reihe 

ein  Frodnet  f(x)»q(x)  enthalten.  hegt,  man  kann  aber  setzen: 

Nehmen  wir  aber  an,  dass  tf(x)  sein  4_  ^ 

Zeichen  zwischen  den  Grcniwerthen  a 

nnd  ß nicht  kndert  wo  t zwischen  Null  nnd  Eins  liegt,  denn 

Sei  dann  M der  grösste  Werth  ron  je  nach  der  Wahl  von  erhält  man 

f{x)t  N der  kleinste,  welcher  in  diesen  hicrans  für  x'  alle  zwischen  a nnd  ß 
Grenzen  enthalten  ist  fallenden  Werthe  Ton  x.  Man  hat  also 

Dann  ist  also  immer:  schliesslich: 

«-/(X)  positiv  N ax)  negativ. 

Es  haben  also  anch  die  Grossen  o ^ a 

[üf— /(x)]  ,(x)  nnd  [N—f(x)]<f(x)  jedoch  nur,  wenn  o(x)  sein  Zeichen  nicht 
entgegengesetste  Vorzeichen,  nnd  zwar  Ändert.  Diese  Formel,  obgleich  die 
anf  dem  ganzen  Intcgrationswege  jeder  Grösse  von  t dann  noch  nicht  bestimmt 
immer  dasselbe  Vorzeichen,  da  «/(x)  das  ist,  ist  dennoch  zur  Berechnung  der 
seine  nicht  Andern  soll;  daher  sind  auch  Grenzen  bestimmter  Integrale  von  gros- 
die  Vorzeichen  von:  ser  Wichtigkeit. 

pß’  6)  Differenziation  der  Inte- 

I [M—(^x)]if(x)dx  gralo  nach  einer  Conetante. 

■'  a Es  sei  jetzt  ein  bestimmtes  Integral 

und  nach  einer  der  Grenzen,  oder  nach  einer 

/ß  in  ihm  enthaltenen,  bei  der  Quadratur 

[_S—f{x)]if(x)dx  selbst  als  constant  betrachteten  Grösse 

a (Parameter)  zu  differenziiren. 


fallenden  Werthe  von  x.  Idan  hat  also 
schliesslich: 

ß ß 

r 7W/(-r)<<x  = /’[«+<(^-o)]/'  <l{a)dx, 

•/  a a 

jedoch  nur,  wenn  j/(^)  sein  Zeichen  nicht 
• ändert.  Diese  Formel,  obgleich  die 


die  Vorzeichen  von: 
pß" 

/ [*-/(*)]»(*)<'* 

ft 

nnd 

r%-/(x)]7(x)d* 

•r  a 


Offenbar  ist  nach  dem  Obigen: 

/x,+l  pX,  /.x,+t 

f{x)dx-f  n.x)dx=l  f(x)dx. 

a a ^ Xa 
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aber 


Sind  at , X . zarei  auf  einander  folgende  Elemente  nnaerer  Beihe,  so  ist 

r r+> 

/Xp+i  f*Xp  t f*Xp^i  . 

^x)  dx  -y  f{x)  dx  dyj  f (x)  dxj 


p-ii 


vaa  man  anch  schreibt: 


dx 

f 

Es  ist  diese  Formel  allerdings  schon  ans 
der  ersten  Definition  der  Quadratnren 
abznloiten,  da 


-l  = Kx),V=f‘({x)dx 

war.  Wegen  der  Gleichung: 


f{x)  dx  besteht  aber 

nur  ans  einem  Qliede:  ^ ^ 

(^+1- 

also  da  (man  iUr  x . anch  x setzen  . , . 

' p+i  p ist  dann  anch : 

kann,  da  diese  Ausdrücke  bis  auf  ein  ^ 

nnendlicb  Kleines  einander  gleich  sind,  ^ ^ - 


wenn  man  x —ß  setzt: 
p 


Mixern. 


Enthalte  jetat  das  Integral  f{x)  noch 
eine  Constantc  c,  nach  welcher  differen- 
ziirt  werden  soll. 


Es  ist: 


ß ß ß 

f f{x,c’)dx-f  f{x,c)dz=f  \f(x,<T) -[{x,c)]dx, 

also  wenn  nnendlidi  wenig  ron  o verschieden  ist,  und  man  anf  beiden  Seiten 
durch  c'—c  dividirt: 

±{f\x,c)dx)=fy^dz. 

Ans  der  Vereinigung  dieser  3 Arten  des  Differenziirens  ergibt  sich  nodi, 
wenn  a,  ß,  c Fnnctionen  einer  vierten  Grösse  u sind: 

a/^  df“ 

d / pß„  . , \ a dß  J a da  dJ  ade 

du\J  du  der  du  de  du 


wo  der  Kürze  wegen  für  c)  nnr  geschrieben  ist  Wegen  der  obi- 

gen  Fonnein  aber  hat  man: 

7)Ueb  ergang  TOD  den  beitimmten  ableiten.  Indess  nimmt  anch  der  Ana- 
Integralen  en  den  unbeatimmten;  druck  ittr 
Ana  einem  beetimmten  Integral  l&aat  p 

sich  immer  das  allgemeine  oder  nnbe*  / ^ • 

stimmte  vermöge  der  Formel: 

/pX  welches  auch  der  gegebene  Werth  von 

f{x)  dx  = C+  I (f{x)  dx  c sei , stets  die  Form  des  bestimmten 

a Integr^  an. 
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Quadratnr  (analytische). 
C=J' J(/)dx  = -J'  f(x)ix 


aafiöst,  wo  ftlso  l tU  Fanction  ron  C xo  bestimmen  ist,  so  erbftlt  msn : 

-f\ 

Es  fragt  sich  nnr,  ob  die  Qleichnng:  wo  C gegeben  ist,  so  hOrt  0)  nicht 
aU)=:C  aof,  eindentig  SU  sein,  und  diese  Function 

eine  Variable  A,  und  muss  daher  für 
^ irgend  einen  Werth  von  X Nnll  werden, 

,(|)  = f f{z)dx  und  fttr  diesen  also  wird 

J A V(A)=C 

gesetzt  wurde,  immer  einer  AnflOsnng 

fahi^  ist  Es  ist  jedoch  wohl  m bemerhen,  dass 

Dies  ist,  wie  leicht  zn  sehen,  immer  der  Worth  ron  l,  welcher  diese  Glei- 
der  Fall,  wenn  y (i)  eine  eindeutige  chnng  erf&Ilt,  imagintr  sein  kann.  Somit 
Fnnction  ist.  sind,  tun  diese  Betrachtnng  völlig  durch- 

Wir  haben  nkmlich  in  dem  Artikel  znfOhren,  noch  die  Untersnehungen  Aber 
„Qnadratische  Factoren“  gezeigt  dass  es  Quadraturen  in  imaginären  Grensen  nO- 
immer  wenigstens  einen  Werth  von  il  thig,  die  wir  bis  jetzt  nnterlassen  haben, 
gibt,  für  welchen  eine  eindeutige  Func- 
tion, also  anch  8)  Einführung  neuer  Variablen. 

9(i)— C jj,  Qg,  Gesotz,  nach  welchem  sich  die 

der  Nnll  gleich  wird,  und  et  must  so-  pa 

mit  für  diesen  Werth  von  A,  ^(i)=C  Variable  x in  dem  Integral:  I /“(xjifr 
sein.  Ist  aber  i,.(A)  eine  mehrdentige  i 

Function,  so  wird  sich  dieselbe  immer  ändert  Sans  beliebig  ist,  so  kann  man 
aas  einer  Qleichnng:  sich  x als  Fnnction  einer  andern  Varia- 

ffl  «1=0  f denken.  Ist  dann  z = ,(y),  so  hat 

''  ' ' man 

herleiten  lasten,  wo  f eine  eindeutige  if  \ - if  \ 

Fnnction  von  I und  « ist,  und  u = y(i) 
zu  setzen  ist  Setzt  man  hierin  m=C,  and : 

y*  A*>i*=[yc»i) — ,{,.)]  v<ii)+iT(y.)—*(yi)ivn'.)+"  •+[»(»,: — 

Oder  wenn  man  für  ,(,)  wieder  x,  f(x)  Beispiel.  Suchen  wir  i.  B.  das 
für  v<y)  schreibt:  Integral: 

J'  f(z)dx=J'^  J'  {a+xy'ix, 

Die  Grenzen  «,  und  « aber  sind  so  zn  so  setzen  wir  x=y— o,  also  äx=<hr,  es 
g , f iit  dann: 

beettmmen,  dass 

« = 7y#i  i = V(Sr)  i = «, 

wird. 

Dieter  wichtige  Satz  lehrt  die  Inte-  . , , y-n+o 

grale  durch  Einführung  einer  neuen  ' 

Variablen  umforraen,  and  ist  f&r  die 
wirkfidte  Ansfühmag  der  Quadratnren 
von  grosser  Wichtigkeit  wird. 


x=f, 

y -/»+“ 


11* 
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J ft  J «+«  "+^ 

Der  Werth  dieses  bestimmten  Integrals  ist  n&mlich  in  Abschnitt  (4)  berechnet 
worden. 

Ein  andrer  wichtiger  SaU  fQr  die  Berechnung  der  bestimmten  Integrale  ist 
der  folgende.  Sei  wieder: 

ph 

J Z(-»)d*  = {4r,-i,)/i;jr,)+(x,-x,)/(i,)+  • ••  )/(*,)• 

wo 

*,  =i,  *,=« 

iat,  >0  kann  man  dafür  bei  andrer  Anordnung  der  Glieder  anch  lehreiben: 

oder,  da  für  jedes  Element  x„  x,  . . . auch  das  folgende  gesetzt  werden  kann, 
wenn  f(x)  continnirlich  bleibt: 

pb 


oder,  wenn  man 


Ja  J l{a) 

((*)=y,  f{a)=y^,  ({b)=y^ 


/ydx=by  ~ay  -f^^xdy. 
a “'S 

m 

p^ 

Beispiele.  Es  sei  zn  bestimmen  das  Integral:  I lg(x)dx,  so  ist: 

J a 

/b  „lg  6 

lgxdx  = 61g(i)  — olg(a)  — / xdjr, 

a Iga 

wo  y = lgx.  Da  aber 


ist,  so  hat  man: 


dx 

dlgx=  — 


/lg  b pb 

xdy=l  dx=b~a, 

Iga  a 

iOi 

# !gx  dx  = &lg  6— alg«— 6+a. 
a 

Beide  letsten  Säue  vereinigt  geben  noch  folgendes  Resnltat.  Es  ist»  wenn  man 
Ut: 

O y(n)  /■(«) 
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wie  man  erhUt,  wenn  man  in  der  letaten  Formel  y(x)  fflr  x geseut  denkt. 
Aber  es  ist 

lv(*W(=‘)=l  »(x) /'(*)<&, 

J f(,a)  J n 


wo  wieder 
ist,  also: 

Es  sei  nnn 
so  ist  offenbar: 


A*)= 


dx 


r V)  -/.'(x)Jx  = «%(*) -f(a)v(a)-f\{x)r(x)dx. 


?'(*)= 


dx 


= yp(x). 


die  nntere  Grinse.  X ist  hier  TOUig  willkührlich , da  darüber  Nichts  festgeselst 
war,  also: 


</{x)=J'^x)dx 

ir  TOUig  willkührlii 

y V)  ^(x)äx  = f[l>)f\<>^)dx-f{a)f‘^  tp{x)dx  V'(x)dr|/'(x)<lx. 

Uebrigens  ist  trotz  derWillkÜrHchkeit  von  jl  der  Werth  des  rechtsstehenden  Ausdrucks 

steu  derselbe,  wie  auch  X bestimmt  werde,  da  / f(x)tp{x)dx  Tdllig  bestimmt 

a 

ist  Dies  ist  auch  direct  zu  erweisen.  Denn  setzt  man  fi  för  X,  so  wird: 

/^{x)  dx  XL  f ^x)  dx  + f tp{x)dx, 

(U  */  X 

und  wenn  wir  diese  Werthe  in  die  vorletzte  Formel,  nachdem  daselbst  X lUr  ^ 
geschrieben  ist,  einsetzen: 

y V*)  tK*)  d* = c(iy  *v<*)  dx-  rt.y  ‘ ^(x)dx  ^x)dxm-n»)] 

-/:{/:  ip{x)  dx  tK*)dx|r(x)  dx. 

Es  ist  aber: 

/!{/:  V^x)rfx  xp{x)f{x)äx 

+ /'^V<*)  *f/’V(*)dx  = /'*  r’‘^x)f’(x)ix  + f <H.x)dx[f(b)-f(a)], 

*/  ^ a#  a a/  f* 

da  ^ ^^(x)  d(x)  offenbar  constant  ist,  nnd  seine  Grenswerthe  x selbst  nicht  ent- 
j u 


halten,  nnd  da 


f f[x)dx  = / df{x)  =m-m 

Ja  J M 

pb 

ist.  Setst  man  diese  Werthe  in  den  letzten  Aasdmek  Ton  J *<• 
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erhält  man  offenbar  dentclben  Werth  wie  rorhin,  da  sich  (i  ganz  herant  habt, 
wie  dies  zu  beweisen  war, 

Beispiel.  ^ 

Sei  J'  xlgxdx  zu  berechnen. 

Nach  dem  vorigen  Beispiele  ist! 


f 


\gxdx  = x\gx—x+l, 


da  lgl  = 0 

ist.  Also  wenn  man  x fiir  f{x),  lg(r)  für  if(x)  setzt,  nnd  jl  = l nimmt: 


da  hier 
ist. 


J'  x\gxdx=b(i)gb  — b+l)—J'  (*lgx— ar+l)<ir, 

/(*)  = ! 


Bezeichnet  man  also 


oder 


I J'  xigxdx  mit  U,  so  istv 
pb 

U=b‘igb-b^+b-V+J  (x-l)dr  = 4*lgi-4*  + »-P+li*-*-ft+l 

= b*\gb-ib*+i~U 

2t/=i«lg4-i4’+i, 
l/=y'^ilgxd*  = 14Mg4-14*  + l. 

Bei  allen  diesen  Betrachtnngen  ist  wohl  zn  bemerken,  dass  die  Contionitüt 
des  Aosdmekes  nnter  dem  Integralzeichen  auf  dem  ganzen  Wege  der  Integration 
Toransgesetst  wurde. 

9)  Untersnohongen  des  Falles,  wo  die  Variable  imaginär  ist* 
Wir  setzen  noch  immer  CoDtinait&t  rorans,  wollen  aber  jetzt  den  Fall  be- 
trachten, wo  X imaginär  werden  kann.  Sei  demnach 

so  wird  man  immer  haben : 

Es  kann  sich  in  s aber  x nnd  y gleichzeitig  Jedes  nach  einem  beliebigen 
Gesetze  ändern.  Liesse  man  bloss  x sich  ändern,  bliebe  aber  y constont,  also 
— o,  so  wäre: 

J'  'f{t)(U=J'  ^f(x+ai)dx  = {x^-x,)f{x^+tä)+^x^-x^)f(x^+ai)+ 

+ (x^-x^_^)  /■(x^+oi). 

Es  ist  dies  Integral  offenbar  nach  der  reellen  Grösse  x allein  genommen, 
nnd  /(x+<ri)  ist  eine  Fnnction  von  x,  also  gelten  die  in  dom  Vorigen  gegebenen 
Kegeln  Uber  die  Integrale  reeller  Variablen  ganz  Ihr  diesen  Fall,  namentlich  anch 
der,  dass  x sich  zwischen  x,  nnd  x nach  einem  beliebigen  Gesetz  ändern  kann. 

Aehnliches  wUrde  cintreten,  wenn  sich  y allein  änderte.  Es  wäre  dann: 

f V(»)><»=»((»i-y.)A«+»i»)+(»z-»i)A«+»s*)+  • • • +(y,-y. 

•'s,  ' ^ 
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alio: 


f 'k*)  * = +s'> 

*•  St 


and  d«  jf  reell  ist«  kann  dies  Integral  auch  wie  da«  obige  behandelt  werden. 

Nun  sollen  sich  endlich  x und  y gleichzeitig  ändern,  cs  ist  also  zunächst  eine 
Beziehung  zwischen  x und  y festzusetzen.  Wir  nehmen  an 

* = ?(“).  » = V'(«). 

WON,,  (h),  in  den  Grenzen  der  Integration  reell  bleiben  mBiaen. 

El  iit  dann: 


/‘'AOd. 

offenbar  nämlich  hat  das  Integral  die  Summenform: 
((»('»i)-»(".))+»(V'(“i)-V<“.))]  A*i)+[(»(“i)-7(“i))+'(0(“a)— ii^Xi))]  A»i)+ 

....  +[</(N^)-,(u^_,))+t(tt/(N^-^t(N^j))]/(»p, 


and  ei  ist: 


d[,(N  ) + «t«{N  )] 

- V'(“  _ 1 )) = **,. 


Da  übrigens 

ist,  kann  man  ancb  schreiben 


7(“,)  + = 


Diese  Formel  entspricht  genau  der  ersten 
im  rorigen  Abschnitte  entwickelten,  nur 
ist  hier  bewiesen,  dass  eie  auch  fUr  ima> 
ginäres  s gilt. 

Da  übrigens  jetst  u als  unabhängige 
Variable  zu  betrachten,  und  diese  Grösse 
in  den  Grenzen  der  Quadratur  reell  ist, 
so  finden  auch  hier  die  Gesetze,  welche 
oben  entwickelt  wurden,  Anwendung, 
wenn  ContinultJU  stattfindet.  Es  kann 
also  u sich  nach  einem  beliebigen  Ge- 
setze ändern,  Torausgesetzt,  dass  das 
einmal  gewählte  y(ti)  nicht  discontinnir- 
lieh  wird. 

Sollte  also  ein  Integral  durch  Aende- 
mng  des  Integrationsweges  seinen  Werth 
ändern,  so  kann  es  nur  daran  liegen, 
dass  man  in  den  Gleichungen  x::q(u) 
und  y=:^«)  gleichzeitig  die  Functionen 
q und  \p  ändert. 

Ehe  wir  dies  jedoch  untersuchen,  ist 
es  zweckmässig  diesen  Betrachtungen 
eine  geometrische  Deutung  zu  geben« 

Das  Integral  sei: 

pß 

I A‘)*, 

a 

wo  also  *y«tß  im  Allgemeinen  complexe 
Grössen, 

s = x-l-yi,  a=a+M, 


sein  sollen.  Versteht  man  unter  x und 
y rechtwinklige  Coordinaten,  die  auf 
ein  gegebenes  in  der  Ebene  befindliches  . 
Coordinatensystem  bezogen  sind,  so  ent- 
spricht jeder  Werth  Ton  s einem  be- 
stimmten Funkt  in  der  Ebene,  dessen 
Coordinaten  x und  y sein  sollen.  Gibt 
man  also  x und  y alle  möglichen  Wer- 
the,  so  stellt  s jeden  Punkt  der  Ebene 
Yor. 

Die  Grössen  «t  und  ß dagegen  ent- 
sprechen zwei  bestimmten  Punkten  in 
der  Ebene,  deren  Coordinatenwertbe  be- 
züglich a,  b und  e,  f sind« 

Sind  a,  ß nnd  s reel,  so  ist 
i=(=,=0 

zn  setzen.  Der  Werth  Ton  s entspricht 
einem  Punkte  der  Abscissenaxe,  wo  ja 
in  der  That  y = 0 ist,  und  das  Integral 

« 

f{z)  dx  ist  so  zu  Terstehen,  dass  vom 
a 

Funkte  a nach  e hin  der  ganze  daswi- 
schenHegende  Tbeil  der  Abscissenaxe  zu 
durchschreiten , für  jeden  Punkt  der 

Werth  (jf  — * f{x)  zu  berechnen,  und 

alle  diese  Wertbe  zu  addiren  sind.  Man 
kann  also  in  dem  Falle,  wo  x immer 
reell  ist,  sagen,  dass  sich  die  Quadratur 
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über  einen  Theil  der  Abscissenaxe  er* 
Bü'ccke. 

Wenn  aber  a,  ß,  % ancb  complexe 
Grössen  sein  können,  so  stellen  a und 
ß beliebige  Funkte  in  der  Ebene  dar, 
und  es  ist  von  o nach  ß auf  einem  be- 
liebigen continuirlicben  Wege,  der 
also  immer  eine  Linie  sein  wird,  fort* 
susebreiten,  und  dieser  Weg  heisst  dann 
der  Intcgrationsweg  *).  Offenbar  geben 
die  Gleichungen 

*=?W. 

die  Gleichung  dieser  Linie',  wenn  man 
daraus  u eliminirt.  Was  die  Grenzen 
anbetrifft,  so  wird  diese  Linie  immer 
durch  die  zwei  Punkto  geben  müssen, 
deren  Coordinatwerthe  a,  h und  e,  f sind. 
Demgem&ss  sind,  wenn  die  IntegraUons* 
grenzen  gegeben  sind,  die  Functionen 
^(u)  und  zu  wilhlcn.  Offenbar  kann 
man  auch  v = x setzen,  und  die  Glei- 
chung annehmen. 


entspricht  Diese  Wege  sind  z.  B.  AIB, 
AmB,  AifB,  ApBy  AqB  • • • Auf  jedem 
Wege  wird,  vorausgesetzt,  dass  auf  den- 
selben die  Function  /‘(s)  continuirlich 
bleibt,  das  Integral  völlig  bestimmt  sein. 
Ob  beim  Uebergange  von  einem  Wege 
zum  andern,  also  z.  B.  von  AIB  bis 
AfiB  sich  der  Werth  des  Integrals  än- 
dert, soll  bald  untersucht  werden. 

Welches  auch  die  Werthe  von  a und 
ß seien,  so  wird  einer  der  Integrations* 
wege  immer  eine  grade  Linie  bilden, 
welche  durch  die  Punkte  geht,  deren 
Coordinatenwerthe  n,  b und  e,  f sind. 
Die  Gleichung  dieser  Linien  wird  sein: 

y^b  __  X— g 

f—b  ~~  e— g 

und 


Fig.  21. 


Es  gibt  also  zwischen  zwei  gegebenen 
Pnnkten  A und  B (Fig.  21),  deren  Coor- 
dinaten-Werthe  g,  6 und  e,  f sind,  unend- 
lich viel  Intcgrationswege,  welcher  jeder 

/ß 

f{%)  d* 
a 


es  ist  nämlich 


in 


ti=x 

du  ~ du 


zn  setzen,  woraus  sich: 


ergibt  Da  aber  vermöge  der  Gleichung 
der  graden  Linie: 

y = 4+t‘(i-a) 
und 

tl  _ 

dx  e—a 
wird,  so  hat  man: 


/ V)* = (i+ - “>)h- 


Es  ist  klar,  dass  jede  gegebene  Curve, 
etwa  ein  Halbkreis  n.  s.  w.,  an  die  Stelle 
der  graden  Linie  treten  kann. 


*)  Mit  diesem  Worte  bezeichnen  wir  jetzt 
nur  die  Linie,  auf  der  die  Werthe 
von  i zu  suchen  sind,  nicht  das  Ge- 
setz, nach  dem  sich  x oder  u inner- 
halb dieser  Linie  ändert,  da  letzteres 
keinen  Einfluss  auf  den  Werth  dos  In- 
tegrals ansübt 


Als  wichtig  aber  erwähnen  wir  noch 
den  Fall,  wo  diese  Linie  in  sich  selbst 
zurflekkehrt , also  axi  ß ist,  wie  dies 
z.  B.  bei  einem  ganzen  Kreise,  einer 
Ellipse  u.  B.  w.  geschieht.  Auch  kann 
der  Intcgrationsweg  natürlich  eine  ge- 
brochene Linie  sein,  wo  sich  dann  die 
Form  der  Gleichungen 

i =?(“).  y=<K")  od«'’  y=/T*) 

während  dea  Weges  ändern  moss. 
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10)  Einfluss  der  Discontinnitit.  ^ 

* Chen  in  der  £iaho  dieees  Fanktes  die 

Werde  jetzt  für  einen  Punkt,  der  sich  aufgestellten  Kegeln  des  Intcgrircns  nicht 
»uf  irgend  einem  Wege  zwischen  den  mehr  richtig  zn  sein.  Es  kann  nämlich 
Grenzen  der  Integration  befindet,  die  in  diesem  Falle  die  Reihe 

/V)dr=(x  + «-+,)+  - 


anch  anfhOren,  continnirlich  zn  sein. 
Dies  findet  statt,  wenn  die  einzelnen 
Elemente  (x  — x ) f{i ) endlich  oder 

unendlich  gross  werden.  Namentlich  der 
Satz,  dass  das  Gesetz  der  Aenderung 
Ton  X den  Werth  des  Integrals  nicht 
Andere,  hOrt  in  der  Nachbarschaft  dieses 
Punktes  dann  auf,  richtig  zu  sein,  da 
beim  Beweise  des  Gesetzes  oben  continoir- 
liches  Fortschreiten  Toransgesetzt  wurde. 

Indess  ist  es  nicht  unbedingt  noth« 
wendig,  dass  diese  Reibe  an  dem  be« 
zeichneten  Punkte  anch  der  Continnität 
entbehren  muss,  da  der  Factor  x — x 

# •— 1 

doch  unendlich  klein  ist,  und  daher  mög- 
licher Weise  die  Discontinuität  von  /(x^ 

wieder  compensiren  kann.  In  diesem 
Falle  gelten  die  Regeln  des  Integrirens 
noch  immer. 

Um  sich  nun  so  überzeugen,  ob  das 
eine  oder  andre  stattfinde,  also  ein  ln* 
tegriren  auf  diesem  Wege  möglich  sei 
oder  nicht,  hat  man  folgendes  Mittel. 
pß 

Es  sei  I zu  untersuchen. 

a 

Der  Integrationsweg  ist  eine  bestimmte 
Linie,  auf  welcher  sich  zwischen  den 
Kndpnnkten  a und  ß ein  Punkt  I befindet, 
derart,  dass  f{k)  discontinuirlich  wird. 
StAtt  des  obigen  Integrals  untersuche 
man  dann: 

/A— (f  pß 

f{i)dz+l 

a 1+» 

wo  / und  t Tcrschwindeud  kleine,  zwischen 
a nnd  ß liegende  Qrfissen  sind.  Ist  der 
IntegTBtioDswcg  die  Abscissen-Axe,  so 
sind  d nnd  s positiT.  Wird  nun  der 
Werth  dieser  Somme  von  iT  and  s nn- 
abbängig,  so  kann  man  offenbar  anch 
if  = (=0  setzen,  and  bat 

/ß  pß 

a ^ a X 


worin  d und  t gar  nicht  Vorkommen.  Die 
Discontinuit&t  von  ^(A)  übt  also  keinen 
Einfiuss  auf  das  Integral  aus,  und  man 
kann  dasselbe  ganz  so  behandeln,  als 
existire  eine  solche  nicht. 

Wird  dagegen  der  Werth  der  Summe 
von  ff  nnd  t abhängig,  so  ist  keine  In- 
tegration auf  diesem  Wege  über  den 
Punkt  A hinaus,  d.  h.  auf  einem  Linien- 
.stück,  welches  den  Punkt  A enthält, 
möglich. 

Beispiel.  Sei  zn  nntersnehen 
— o y X **  — « 

a und  ß sollen  positive  reelle  Grössen 
sein,  und  x immer  reell  bleiben,  d.  h. 
cs  soll  die  Integration  zum  Wege  die 
Abscissenaxe  haben.  Offenbar  wird 
1 

77^  =00  fUr  X = 0. 

Yx 

Man  nimmt  daher: 

-4. 


r \-id.+r  -~*dz. 

J —a  ./  +. 

Wir  hatten  Abschnitt  (4): 

Ja  *+l 

also,  wenn  s=— ^ gesetzt  wird: 

f ‘'x-i<fx=-2[(-<f)^-(-«)* 

•/  —a 

J 

Offenbar  aber  ist,  bei  unendlich  kleinem 
d und  s, 

(-d)i=.i=0, 


J'  x~^dx=J'  x~^dx+y’^x~ide  = — 

und  anf  dies  Integral  hat  folglich  die  Discontinnität  Ton  keinen  Einflnsa. 

V* 
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8ei  jetot 


Ein  Integral  von  der  Form 


über  einen  Theil  der  Abeissenexe  lu  wo  i)  und  t unendlich  klein  sind  , /"(A) 
cretrecken,  in  welchen  sich  der  Punkt  aber  discontinuirlich  ist,  hei»«t  nach  Cau- 
X chy  singuläres  Integral 

x=0  befindet,  für  den  — ebenfalls  un-  Würde  man  das  Integral 


endlich  wird. 
Man  hat: 


r+ß  dx 

J -a  **’ 


I r/  r\  r ß positire  reelle  Grossen  sind, 

* t / J»  nach  Abschnitt  4)  ohne  Weitares  be- 

rechnen, BO  erhielte  man: 


Q _g 

Es  werden  aber  § ^ und  ( — d)  für 
unendlich  kleines  t und  d unendlich  gross, 
mithin  der  Werth  des  Integrals  von  d und 
i abhängig.  Man  kann  also  bei  diesem 
Integral  nur  einen  Theil  der  Abscissen- 
axe  als  Integrationsweg  nehmen,  wenn 
der  Punht  x =:  0 auf  demselben  nicht 
liegt. 


also  einen  völlig  bestimmten  Werth. 
Derselbe  gibt  allerdings  einen  Ans- 
druck  Ihr  das  beseichncte  Integral,  nur 
darf  man  dasselbe  nicht  über  den  Punkt 
x=0  erstrecken.  Da  nämlich  die  Grösse 

~ nur  fUr  x = 0 diicontinnirlich  wird, 

X* 

so  kann  man  etwa  den  Integrationsweg 
derart  nehmen,  dass  man  (Fig.  22)  von 


Fig.  22. 


Funkt  — a auf  der  Abscissenaxe  bis  in 
die  Nähe  von  dem  Werthe  Null  fort- 
schreitet, dann  aber  eine  beliebige  Aus- 
weichung ced  von  der  Abscissenaxe 
macht,  so  dass  der  Funkt  Null  umgan- 
gen wird.  Der  Weg  aß  kann  dann  wie- 
der auf  dem  positiven  Theil  der  Abscis- 
senaxe fortgesetzt  werden.  Dieser  Aus- 
weg kann  eine  beliebige  Linie,  z.  B.  ein 
Halbkreis  oder  eine  gebrochene  Linie 
sein.  Dieser  Weg  nnd  Übrigens  auch 
jeder  andere,  der  von  — a nach  ß führt, 
mit  Ausnahme  eben  der  Abscissenaxe, 

gibt  A)  Anodrnck  für  un- 

•er  Integral.  Dieser  wichtige  Gegen- 
Stand  wird  sogleich  weiter  ausgefuhrt 
werden. 


11)  Aeaderung  des  Integra- 
tions  Weges. 

Wir  betrachten  jetot  das  Integral: 
rß 

u=l  {/[x,y)dx+fi(x,!i)dy). 
a 

Damit  dies  im  Allgemeinen  einen  Sinn 
gebe,  ist  unter  y irgend  eine  Function 
von  X,  also  7(x),  die  man  ganz  beliebig 
wählen  kann,  zu  verstehen;  für  jeden 
Werth  von  x,  also  auch  für 
x = a und  xziß 

wird  dann  auch  y und  mithin  das  ganze 
Integral  bestimmt  sein.  Wir  wollen  übri- 
gens a,  ß,  X und  y als  stets  reell  vor- 
aussetzen,  nnd  annchmen,  dass  immer 
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Fip.  23. 


y,=?(*p.  *.  = «.  *^=j> 

>ci.  Es  ist  dann: 

“=(*•-».) rt®i.»i)+(yi—y,)  A(*i.Vi) 

+(*i-*i)A»s.y.)+(yi-»i) 

y,,)- 

Die  Gleichung  y = y(x)  stellt  ganz  wie 
oben  jedenialls  eine  Linie  dar,  deren 
Anfangs  - und  Endponkt  bezüglich  die 
Coordinaten-Werthe 

*=«.  y = 1f(«)  und  x=fl,  y=r/(fi) 
haben. 

derjenige  Funkt  von  AC'B,  C 
Gleiehung  also  y=y(x)  ist.  Gehen  wir  welchem  dieselbe  Abscisse  als  C n- 
nun,  mdem  wir  die  Form  der  Funetion  kommt,  eine  Ordinate  y +*  haben, 
y (*)  andern,  zu  einer  zweiten,  der  ersten  » ' 

nnendlieh  nahen  Linie  AC'B  über,  die  CCf—h  setzt  Die  Orfisse 

jedoch  dieselben  Endpunkte  hat;  so  ist  A wird  unendlich  klein  sein,  und  sich 
das  Integral  noch  immer  ron  « nach  ß * ^ 

tu  erstrecken.  Wir  wollen  aber  sehen,  Punkt  in  Pnnkt  ändern;  ä,  nnd  h 
in  welcher  Weise  sich  der  Werth  des-  werden  gleich  NuU  sein,  da  die  Grenzen 
selben  ändert.  „ nnd  ß dieselben  bleiben. 

Sei  h'  das  Integral  anf  der  Linie  AC'B,  so  ist  also: 

“'=(*i~*»)/I*iiyi+*i)+(yi— y, +*,)/[*, ,y,-pA,] 
+(*.-*i)rt*..y.+*,]+(y,-y,+*,-A,)/,[x„y,+A,] 

fK'  y,l. 


Sei  £C=y  idie  Ordinate  von  C,  so 


und  da 


1 y ) 

/’K.y.+*]=/l*,,y;+-5^A^. 

>y ) 

Al*.. y,+*; = A(*,,  y.)+-c  • \ 


zu  setzen  ist,  so  hat  man: 

h‘ 


-u=(x,-x,fj^^h,  + (x,-x,)tß^^k,+  . 


+(Vl~V2^ 


'«V.'VA 


Vi 


+iy^,~y^P  äy  j i(*i.yi) 

+ (A.— Ai)^,(x.,y.)+(A.— A.) /(x,,y.)+  .... 

+ VP  »S-P+  *,-l  V’ 

wenn  man  Continuitat  voraassetzt,  die  Glieder  (k  — A )T^k  gegen  die  an- 

' I ® ** 

dem  Glieder  ln  n'— ii  rersch winden. 
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Han  hat  also : 


u’-u=^  ••• 

+ ^ •(', -1' P “*,-l  ^'<V  V' 

Die  Grösie  A unter  dem  Integralzeichen  bedeutet  den  in  der  Summe  jedesmal  zu 
X und  jf  gehörigen  Werth  A . 

Der  Ausdruck  ausserhalb  des  Integralzeichens  gibt  bei  andrer  Anordnung: 


V ^*1  %1 


dyi 

<‘9t 


dy 


also 


Das  Uebrige  hebt  sich  weg. 


Es  wurde  diese  Form  der  Entwicke- 
lung gewählt»  um  Betrachtungen  der 
Variationsrechnung»  welche  hier  aller- 
dings auf  kürzerem  Wege  zu  demselben 
Resultat  geführt  hätten » zu  vermeiden. 
Die  Grosse  A bedeutet  die  Zunahme 
von  y bei  der  Veränderung  des  Inte- 
grationsweges» und  ist  daher  uncndlicb 
klein»  im  Uebrigen  willkührlicfa. 

Wir  stellen  jetzt  die  Frage  : 

»»Wie  müssen  die  Functionen  /*(x»  y) 
und  f^(x,  y)  beschaffen  sein»  damit  der 
Werth  des  Integrales  u-f{fdx  -b  f^dy') 
von  dem  Integrationswcge  unabhängig 
ist»  Toransgesetzt,  dass  die  Grenzen  fest 
sind?“ 

Offenbar  ist  die  Bedingung  dafür: 

« = 0, 

oder 

y)  _ 

dy  dx  * 

da  wegen  des  willkürlichen  A nur  in 
dem  Falle  das  ganze  Integral  verschwin- 
den kann»  wenn  Jedes  Element  desselben 
verschwindet. 

Ist  also  diese  Bedingung»  welche  übri- 
gens vollständig  identisch  ist  mit  der 


bekannten  Bedingung»  dass  der  Aus- 
druck: 

du  = flx,  y)dx^f^{x,  y)  dy 
cia  vollständiges  Differenzial  sei,  erfüllt,  so 
ist  der  Werth  des  Integrals: 

ß 

[f{x,y)dx+f^{x,y)dy] 
tt 

völlig  unabhängig  von  der  Gleichung» 
welche  x mit  y verbindet»  vorausge- 
setzt» dass  die  Litegrationsgrenzen  die- 
selben bleiben.  Es  braucht  dann  die 
Entfernung  der  Curven  ACB  und  AC'B 
keine  unendlich  kleine  zu  sein»  sondern 
kann  beliebig  w’crdcn,  da  man  von  ABC 
immer  zu  einer  unendlich  nahen  Cnrve» 
und  so  weiter  auf  conünuirlicbem  Wege 
bis  ACB  fortschreiten  kann,  auf  dem 
ganzen  Wege  sich  aber  der  Werth  des 
Integrals  nicht  ändert»  vorausgesetzt» 
dass  f{xty)  und  fi{x,y)  überall  zwischen 
ACB  nnd  ACB  und  auf  diesen  Curven 
selbst  continairlicb  bleiben. 

„Dieser  ganze  Schluss  aber 
wird  falsch,  wenn  sich  zwischen 
ACB  und  ACB  ein  Punkt  befin- 
det, in  welchem  f{x,  y)  oder 
f^{x,  y)  discontinuirlich  wird.“ 
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£•  kann  dann,  selbst  wenn  die  obige  Setzen  wir  aber  + so  wird 

Bedingungsgloichung  für  den  ganzen  das  Integral: 
übrigen  Kaum  herrscht,  bei  Ueberschrei- 
ten  dieses  Punktes  sich  der  Werth  des  pß 

Integrals  hndem.  / -^2qx)dxis 

— “ ^ et 


Es  ist  nämlich  bei  allen  diesen  Be* 
trachtnngcn  Continnität  Toransgcsctzt. 
Bei  spiel.  Es  sei 

f{x,  jf,)=2xy,  f,(x,t/)  = x‘, 
so  Ist  offenbar 

2r, 

Oy  dx 

alfo  nnaere  Bedingung  erluUt. 

In  dem  Integral; 

r-y 

(2xy(il+x‘Jy) 


Damit  aber  die  Endwertbe  ron  y, 
welche  x — a und  *=/J  entsprechen,  in 
beiden  Integralen  fibereinstimmen,  i.t  an 
letzen: 

••ß=Pß'+1 


f 

fl 


setzen  wir  y = ax,  nnd  erhalten: 

^ß 


/ 
•/  a 


nnd 

aa=ptt*  + q, 

zwei  Gleichungen,  aus  deuen  sich  p und 
q ergeben,  nAmlich : 

a , aaS 
a+ß  * o+^ 

Diese  Werthe,  in  den  Ausdruck  für  das 
letzte  Integral  eingesetzt,  geben  aber: 


^ = aß> 

J a o*rP 


also  offenbar  denselben  Werth,  welcher 
unter  der  Annahme,  dass  y — ax  sei, 
^fanden  wnrde. 

12)  Anwendung  des  eben  ge- 
fundenen Batzes. 


Kig.  24. 


StxABCD  eine  beliebige  gc&chlossene 
Cvre,  bei  welcher  wir  jedoch  nicht 
etwa  Continnität  der  Krümmung  voraus- 
setzen,  so  dass  dieselbe  aus  beliebigen 
Cuirenstücken,  oder  auch  graden  Linien 
zusammengesetzt  sein  kann,  also  z.  B. 
irgend  ein  Polygon  bilden  kann. 

Tbeilen  wir  diese  Cnirc  in  zwei  Theilo 
ABC  und  ADCq  und  erstrecken  über  die- 
selben das  Integral: 

u=/(fdx  + f idy), 


WO  f nnd  Functionen  ron  x und  y 
sind,  welche  die  Bedingnngsgleichnng 

dy  dx 

erftUlen.  Befindet  sich  dann  innerhalb 
desUm/anges  ABCD  und  auf  demselben 
kein  Punkt,  wo  f oder  f^  discontinuir- 
lich  wird,  so  geben  na(^  vorigem  Ab- 
schnitte beide  Integrationsw'ege  dasselbe 
Bcsnltat. 

Es  ist  nun  aber  auf  irgend  einem 
Wege : 

11=  r^(fäx-^f^(ty)=:~r  (fdx-hfidy)q 

Ja  J ß 

wie  bereits  in  Abschnitt  (6)  dargethan 
wurde.  Das  auf  irgend  einem  Werthe 
ADC  berechnete  Integral  gibt  also  den 
entgegengesetzten  Werth  des  auf  dem 
umgekehrten  Wege  CDA  genommenen. 

Erstreckt  man  also  das  Integral  über 
den  Weg  ABC  nnd  dann  über  CDA 
(wo  die  Ordnung  der  Buchstaben  die 
Richtung  anzeigt),  d.  h.  Aber  den  gan- 
zen Umfang  ABCD,  so  wird  der  Werth 
des  Integrals  KnlL 

I.  „Wenn  die  Bediognngsgleichnng 

— = ^ erfoiu  ist,  so  ist  der  Ausdruck 
oy  ox 
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y^d!r+/‘,rfy)  über  eine  beliebige  geecblos* 
sene  Cnnre  erstreckt  immer  gleich  Knll, 
falls  sich  anf  dieser  Gurre  und  in  dem 
von  ihr  begrenzten  Ebenenstücke  keine 
Discontinait&t  ündet.^^ 

Es  kann  indess  ein  Fl&chcnstück  auch 
mehrfach  begrenzt  sein,  wie  z.  B.  das 
zwischen  den  geschlossenen  Cnrvcn 
EFGH,  A'LJtfiV  liegende.  Sind  auf  diesem 


Fig.  25. 


n.  |,Wenn  in  irgend  einem  mehrfach 
begrenzten  Raume,  und  anf  dessen  Be* 
grenzung,  f und  nicht  discontinairli<^ 
sind,  BO  ist  das  über  die  äussere  Be* 
grenzung  erstreckte  Integral 
gleich  der  Summe  der  auf  die  inneren 
Begrenzungen  erstreckten,  wenn  man  alle 
in  gleicher  Richtung  dnrehmisst.** 

Noch  wollen  wir  aber  bemerken,  dass 
wir  voransgesetzt  haben,  dass  f und 
als  eindeutige  Functionen  betrachtet  wer* 
den  können,  oder  wenigstens,  wenn  sie 
mehrdeutig  sind,  als  solche,  ^e  indenbe* 
trachteten  Räumen  nicht  von  einem  Werth 
in  den  andern  übergehen  können.  Wäre 
letzteres  der  Fall,  so  könnten  die  über 
HÄ  und  AH  erstreckten  Integrale  mög* 
lieber  Weise  verBchiedene  Wertho  von 
f unf  umfassen , und  sidi  folglich 
nicht  wegheben,  wodurcli  die  obigen 
Schlüsse  falsch  werden.  Es  wird  dieser 
Fall  sogleich  näher  zu  erwägen  sein. 

13)  Das  in  den  beiden  letzten  Abschniu 
ten  Gesagte  findet  sogleich  Anwendung  auf 


dreifach  begrenzten  Stücke  die  Functio* 
nen  f und  continuirlich,  so  kann  man, 
wenn  man  die  Linie  AH,  FN,  LC  zieht, 
das  Integral 

Über  den  Umfang  ABCLKNFEHA 
und 

über  den  Umfang  AHGFNMLCDA 


die  Integrale  von  der  Form 


pß 

I /•(»)*. 

<r 


wo  s=x+yi  eine  complexe  Grösse  ist, 
und  der  Intcgrationsweg  zwischen  den 
Grenzen  er  und  ß beliebig  genommen  ist. 

Die  Punkte,  wo  /(*)  discontinnirlich 
ist,  nennen  wir  Discontinuitätspnnkte. 

Wir  wollen  aber  zunächst  noch  das- 


erstrecken.  Beide  Integrationswcge  wer*  jenige,  was  die  mögliche  Mehrdeutigkeit 
den  einzeln  Null  geben,  selbst  dann,  von  f(i)  anbetrifft,  in  Betracht  ziehen, 
wenn  in  den  Flächenstücken  HEFG  und  " 

NKLM  sich  Punkte  finden,  wo  /“oder  Eine  Function  wie  Vx  hat  allerdings 
seine  Continuität  verliert,  denn  diese  ” Werthe.  Beim  Intcgriren  ist  jedodi 
Räume  werden  bei  jedem  einzelnen  der  Allgemeinen  nur  ein  bestimmter 
beiden  Integrationswoge  nicht  überschrit*  Werth  ins  Auge  zn  fassen.  Ist  auf  der 
ten.  Vereinigt  man  aber  beide  Resultate, 

so  heben  sich  die  in  entgegengesetzter  unteren  Grenze  a auch  ya  = il  gege- 
Richtung  durchschrittenen  strecken  t ben,  so  ist  der  Wurselwerth  völlig  be* 
HA  und  AH,  NF  und  FN,  CL  und  LC 

fort  E.  bleibt  da.  Ober  die  Wege:  Da^nimlich  im  AUgemeinen  die  »Werthe 

ABC,  LKN,  FEH,  HGF,  NHL,  CDA,  von  fBr  jeden  Punkt  des  Banmei 
d.  h.  über  die  ge.chlo8.enen  UmTange  «“'iliche  Unterschiede  von  einander  ha- 
ABCDA,  LKNML,  fEHCF  genommene  •>'“  *•  ^ Werthe  +» 

Integral  Obrig,  welche,  also  gleich  Null  ist.  und  — » von  Yx,  deren  Unterschied  = 2» 

Dnrchmi.rt  man  aber  die  beiden  letz-  ist),  eo  kann  man  anf  dem  ganzen  In- 
ten Umf&nge  LMNKL,  FHGBF  in  ent-  tegrationswege  nicht  von  einem  Werthe 
gegengesetzter  Richtung,  so  wird  die  zum  andern  fibergehen,  weil  sonst  Dis- 
Snrame  der  ihnen  entsprechenden  Inte-  continuität  cintreten  wfirde,  hei  welcher 
grelc  gleich  dem  über  ABCD  genomme-  die  Qesetze  des  Intcgrirons  im  Allgo- 
nen  sein.  meinen  keine  Qfiltigkeit  mehr  haben. 

Es  ist  klar,  dass  die  ganze  Schluss-  Es  ist  also,  wenn  der  Werth  von  /(<) 
weise  völlig  richtig  bleibt,  wenn  statt  der  mehrdentigen  Pnnction  auf  einer 
der  zwei  inneren  Begränznngen  deren  Orenze  gegeben  ist,  die  Fnnction  fflr 
mehrere  stattTänden.  Also:  das  Integriren  keine  mehrdentige  mehr. 
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Eine  Aninahmc  bilden  nur  xwei  Falle. 
Der  erste  findet  an  den  Punkten  statt, 
wo  f{i)  schon  an  sich  discontinnirlich  ist. 
Hier  unterliegt  die  Integration  überhaopt 
den  schon  erwagtcn  Schwierigkeiten. 

Der  iweite  wichtigere  Fall  aber  ist 
der,  wo  der  Unterschied  iwcicr  oder 
mehrerer  Werthe  von  f{x)  Noll  wird, 
dann  nämlich  kann  anbeschadet  der 
Continnitat  ein  Werth  der  Function  in 
den  andern  übergehen,  und  dies  ist  also 
auch  auf  dem  Integrationswege  möglich, 
wenn  sich  ein  solcher  Punkt  auf  dem- 
selben befindet.  Es  tritt  dann  eine  Mehr- 
dentigkeit  ein,  und  ist  dies  bei  Integra- 
len, die  Aber  solche  Punkte  gehen,  wohl 
an  beachten.  Wir  nennen  die  letateren 
mehrfache  Punkte  (doppelte,  dreifache 

n.  s.  w.).  Z.  B.  Yx  hat  für  *=0  einen 
Tierfachen  Punkt,  da  hier  alle  Wnrxetn 
gleich  nnd  gleich  Kall  werden.  Andere 
mehrfache  Punkte  hat  diese  Wurzel  nicht. 

Fig.  26. 


Befindet  sich  aber  innerhalb  des  gc- 
achlossencn  Kanmes  ABCD  (Fig.  26.) 
ein  solcher  mehrfacher  Punkt  0,  so  kann 
möglicher  Weise , wenn  man  den  Um- 
ümg  ABCD  dnrebsebreitet,  man  mit  einem 
andern  Werthe  Ton  f{x)  nach  A tnrück- 
kehren,  als  der  ist,  ron  dem  man  aus- 
PßJf. 

Eiü  Beispiel  wird  das  klar  machen. 
Sei 

Die  Fi^i  ABCD  bilde  einen  Kreis,  des- 
sen Mittelpunkt  der  Anfangspunkt  der 
Coordinateu,  also  der  doppelte  Funkt 
ist,  für  den  T=y=:0  ist.  Sei  r der  Ra- 
dius des  Kreues,  also  wenn  der  Cen- 
triwinkel 


xsrrcosy,  ysrsin^, 
s = x-l-yiire^  , 

f[t)  = Vr=rie^. 

Wir  gehen  von  dem  Punkte  A ans,  wo 
7=0  ist,  und  nehmen  den  positiven 
Werth  von  ^T;  derselbe  wird  also  sein; 

Y*  =r^. 

Um  den  Kreis  ABCDA  zu  durchlaufen, 
muss  man  7 von  0 bis  2.t  fortsebreiten 
lassen  Thut  man  dies,  so  kommt  man 
für  7 = 2/r  auf  Punkt  A zurück  und  hat 
also 


also  in  der  That  den  entgegengesetzten 
Werth  desjenigen,  mit  dem  man  begon- 
nen hat. 

Der  Grund  ist  leicht  e nzusehen.  Wenn 
man  von  Linie  ABC  durch  continnirlicben 
Uebergangzn  AOC  gelangen  will,  must 
man  dos  ganze  Innere  des  Flftchenstöcks, 
also  auch  den  mehrfachen  Punkt  über- 
schreiten, wobei  sich  der  Werth  von 
f{%)  &ndcm  kann. 

„Selbstverstündlich  ist  letzteres  eine 
Möglichkeit',  aber  keine  Kothwendig- 
koit.  “ 

Wir  machen  hieraus  aber  einen  wich- 
tigen Schloss  auf  das  im  vorig^en  Ab- 
schnitt Gesagte.  Befindet  sich  z.  B. 
innerhalb  NKLM  (siche  die  Figur  25.  in 
Abschnitt  12)  ein  mehrfacher  Pnnkt,  so 
wurde  einmal  die  Strecke  CL,  dann  nach- 
dem LKNM  dnrchschritten  war,  auch 
LC  znrückgclegt,  and  angenommen,  dass 
sich  die  Wege  LC  nnd  CL  wegfaoben. 
Es  ist  dies  aber  jetzt  nicht  richtig , weil 
Ja  bei  dem  Durchschreiten  von  LKNM 
die  Function  mit  einem  andern  Werthe 
nach  L inrückkehren  kann,  als  der  mit 
welchem  begonnen  wurde;  dann  ist  das 
über  CL  erstreckte  Integralen  nicht  mehr 
das  entgegengesetzte  von  dem  über  CL 
erstreckte.  Soll  also  der  in  12)  bewie- 
sene Satz  allgemeine  Gültigkeit  haben, 
so  ist  hinzuzaTägen,  das  sich  innerhalb 
des  ganzen  Raumes  ABCD^  also  des 
von  der  'äassem  Begrenzung  eingcschlos- 
senen,  kein  mehrfacher  Funkt  befinden 
darf. 


14)  Anwendung  anf  complexc  Grossen. 
Es  ist 

l'/  (*+y')*+*7 
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Damit  alio  daa  in  11  nnd  12  Gesagte 
Anwendung  finde,  muss  man: 

/■=?(*+»*)  und  ^=»^(■^+y•) 

setzen.  £s  wird  dann 
^ _ dy  (z+yi)  ^ _ idy(z+yi) 

djf  dy  dx  dx  • 

Es  müsste  also,  wenn  die  Bedingungs- 
gleichnng 

dy  dx 

erfüllt  sein  soll,  aoeh 

(»+y«)  _ tdy(x+yi) 
dy  ” dx 

sein. 

Diese  Gleichung  wire  ohne  Weiteres 
richtig,  wenn  i eine  reelle  Constantc 
wäre.  Für  i=y^l  bedarf  sie  einer 
nähern  Erwägung. 

Cauchy  hat  dargethan,  dass  diese  Be> 
dinguogsglcichung  erfUUt  sein  muss,  da- 
mit eine  Function  ^ (s)  sich  in  irgend 
einem  Gebiete  ron  Werthen  Ton  s nach 
ganzen  Potenzen  entwickeln  lasse.  Er 
nennt  die  Functionen,  die  sie  erfüllen, 
„monogena  Functionen.**  (Siehe  hierüber 
den  Artikel  Quantitäten  (imaginäre)). 

Da  aber  alle  Functionen  complexer 
Variablen,  die  ans  den  Elementen  und 
der  Integralrechnung  sich  ergeben,  den 
Character  roonogener  Functionen  ^ben, 
so  kann  man  diese  Gleichung  als  das 
Criterinm  der  Functionen  überhaupt  an- 
nehmen, und  sie  als  immer  gültig  be- 
trachten. Es  findet  dann  das  in  11  und 

12  Gesagte  in  Verbindung  mit  dem  in 

13  Gegebenen  ohne  Weiteres  Anwendung, 
und  r^rt  zu  folgenden  wichtigen  Sätzen 
über  Quadraturen  auf  verschiedenen  In- 
tegrationswegen, aber  zwischen  densel- 
ben Grenzen. 

pß 

I.  Sucht  man  das  Integral  I f{i)di 

a 

auf  zwei  verschiedenen  Wegen,  wo 
eindcniig  und  continnirlicb  ist,  so  kön- 
nen die  Resultate  nur  dann  verschieden 
sein,  wenn  sich  innerhalb  des  von  bei- 
den begrenzten  Flächenstückes  Disconti- 
Duitäts-  oder  mehrfache  Punkte  befinden. 

II.  Das  über  einen  geschlossenen  Um- 
fang erstreckte  Integral y/(s)  ds  ist  Noll, 
wenn  sich  innerhalb  desselben  nnd  auf 
demselben  kein  mehrdeutiger  oder  Dis- 
continuitätspunkt  findet. 

ni.  Ist  ein  mehrfach  begrenzter  Raum 
gegeben,  so  für  die  äussere 


Begrenzung  genommen  gleich  der  Summe 
der  Werthe  dieses  Integrals  für  die  in- 
nern  Begrenzungen.  Wenn  man  alle 
Wege  in  gleicher  Richtung  durchschrei- 
tet, und  sich  auf  dem  mehrfach  begrenz- 
ten Flächenstück  kein  Discontinnitäts- 
pnnkt,  innerhalb  der  ganzen  äussem 
Begrenzung  aber  auch  kein  mehrfacher 
Punkt  befindet. 

Es  ist  wichtig,  diese  letztere  Be- 
dingung noch  etwas  zu  modificiren. 
Mehrfache  Punkte,  die  sich  inner- 
halb derjenigen  geschlossenen  Curven 
befinden,  welche  die  inneren  Begrenzun- 
gen bilden,  kOnnen  den  Satz  darum  un- 
gültig machen,  weil  dann  nach  Zurück- 
legung  der  entsprechenden  Curve  die 
Function  zu  einem  andern  Werthe  ge- 
langen kann , als  sie  anfänglich  hatte. 
Ist  dies  also  bei  keiner  der  innem  Be- 
grenzungen der  Fall,  so  bleibt  der  Satz 
richtig.  Es  lässt  sich  also  derselbe  auch 
so  anssprechen: 

ni.  a.  Das  Integral  auf  die  äussere 
Begrenzung  erstreckt  ist  gleich  der  Summe 
der  auf  die  innem  Begrenzungen  zu  er- 
streckenden, wenn  A)  in  dem  mehrfach 
begrenzten  ^äcbenstück  sich  keine  mehr- 
fachen oder  Discontinuitätspnnkte  befin- 
den, B)  beim  Umkreisen  einer  der  in- 
nere Begrenzungen  der  Werth  der  Func- 
tion nicht  geändert  wird. 

Beispiel.  Die  Function  — hat  kei- 
s 

nen  mehrfachen  Punkt,  wohl  aber  einen 
Discontinuitätspnnkt,  s=:0,  also  den  An- 
fangspunkt der  Coordinaten. 


Fig.  27. 


II MP  ll 


Erstrecken  wir  das  Integral 

über  den  Halbkreis  ABC  (Fig. 
welcher  seinen  Mittelpunkt  im  Anfangs- 
punkt der  Coordinat^  hat,  auf  der  posi- 
tiven Seite  der  y Ijcgt,  nnd  dessen  Ra- 
dius gleich  r sei.  • 


Di-  '"'“j 
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£9  18t  dann  zu  setsen: 
x-rcosf,  yxrsiny,  8 = x4'yi  = re'^\ 
di  ~ dx  -f-idy  = 

r ist  n&mlich  coostaDt.  Die  Begreoiang 
eritreckt  sich  von 

y = 0 bis  y =:  n ; 
man  bat  also: 


Erstreckt  man  dasselbe  Integral  eben* 
falls  von  A nach  C,  aber  ai^  dem  auf 
der  negativen  Seite  der  y liegenden 
Halbkreise,  so  ist  von  7=0  bis  y = — ;v 
SU  gehen,  und  man  hat: 


d*  = i /*  1/7  = — »ff, 

J 0 


also  den  entgegengesetsten  Werth  des 
Vorigen. 

Auf  allen  Wegen,  die  von  A nach  C 
auf  der  positiven  Seite  der  y fuhren, 
s.  B.  AB* Cf  erhält  man  das  erste  Re- 
sultat «ff,  dagegen  anf  allen  Wegen 
AjyCf  die  anf  der  negativen  Seite  der 
y liegen,  das  letztere  — »ff,  da  zwischen 
ABC  und  AB'Cy  ADC  und  AD*C  sich 
kein  Discontinnitäts-Pankt  befindet. 

Erstreckt  man  also  das  Integral  über 
den  ganzen  geschlossenen  Raum  AB'Ciy, 
so  erhält  man: 


/ff  y»  “ff 

ä<f  — = 

0 J 0 


DnrehmUst  man  alao  den  Raum  2, 3 • • • a 
mal,  ao  wird  der  Werth  dea  Intcgrnla 


2ni,  Int  • • • 2tni, 


/T 

— 

r » 


endlich  viel  Wertbe  hat,  nämlich  2#ni, 
wo  s jede  ganze  Zahl  sein  kann,  positiv 
oder  negativ,  je  nachdem  man  den  Um- 
fang ABCD  in  einer  oder  der  andern 
Richtung  durchschreitet. 


Anm«  Das  bezeichneto  Integral 


gibt,  wie  wir  bald  sehen  werden,  den 
Logarithmus  von  o und  ist  dieser  in  der 
Thal  vieldeutig. 


15)  Unbestimmte  Integrale. 

Da  jedes  unbestimmte  Integral  sich 
nach  Bestimmung  der  Constanten  als 
ein  bestimmtes  betrachten  lässt,  so  er- 
streckt sich  die  Anwendbarkeit  des  in 
den  vorigen  Abschnitten  Gesagten  auf 
alle  Quadraturen. 

Zu  genauen  Untersnehungen  ist  das- 
selbe unentbehrlich;  es  war  deshalb  no- 
thig  mit  den  GrundzOgen  der  Theorie 
der  bestimmten  Integrale  zu  beginnen« 

Wir  verlassen  dieselbe  jetzt  auf  einige 
Zeit,  um  uns  zu  den  nnbestimmteu  In- 
tegralen zu  wenden. 

D,  J'({z)dx=C+f^  f{r)dx  ist,  so 

kann  man  ans  einem  bestimmten  Inte- 
grale leicht  das  unbestimmte  finden,  wenn 
man  eine  willkürliche  Constante  binzu- 
zählt  Enthält  das  bestimmte  Integral 
ein  Glied,  das  nur  von  der  untern  Grenze 
a abhängt,  so  kann  man  dies  in  der 
Constante  mit  inbegrififen  denken,  und 
also  weglassen.  Wir  fanden  s.  B.  in 
Abschnitt  IV.: 


X dx= 


# + l s+i 

C —tt 

s + 1 


Es  ist  also: 


r * 


Selbstverständlich  kann  man  die  Con- 
stante C immer  wcglosscn,  da  dieselbe 
sich  immer  wieder  ergänzen  lässt.  Nach 
dem  eben  Gesagten  gestalten  sich  die 
in  Abschnitt  8 bewiesenen  Formeln  jetzt 
folgendermasscn : 

f({x)dx=ff(x)^iy. 

Das  durch  sie  gegebene  Integrations- 
Verfahren  heisst:  „ElDrühmng  einer  neuen 
Variable.“ 

fydx  = xy—fxdy, 

wo  das  von  der  unteren  Grenze  abhän- 
gige Glied  in  der  Constante  mit  einbe- 
griffen, nnd  wcggelasscn  ist. 

ff(x)  \f^x)  dx  = f{x)fy,(x)  dx 

n^)dx. 

Dieses  Integrationsverfahren  wird  auch 
„theilweises  Intcgrircn“  genannt. 

Bei  der  wirklichen  Berechnnng  von 
Integralen  werden  wir  uns  der  unbe- 
stimmten Integrale  bedienen.  Hat  man 
ein  unbestimmtes  Integral 

f f[x)dx  = C+q{x), 

12 
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80  lft88t  sich  angcnblicklich  das  be-  der  Integrale  dnrch  die  Aendemng  der 

Integratiunswege  Berücksichtigung  finden 
muss,  ist  selbstverständlich. 

Wir  batten  bereits  folgende  Integrale: 
fdx  = x, 

**+‘ 

/x'dx=-^- 

Das  letztere  Integral  gilt  für  Jeden  Werth 
von  tf  mit  Ansnahme  von  wo 

cs  gleich  ^ wird,  also  seine  Bedeutung 
verliert 


pß 

I Mdx 

« 

ist  n&inlich: 

//■(r)  dx  = ^+J' ^ = C+  7 W. 

vo  k ganz  beliebig,  also: 

f{x)dx=C+<l(a), 


finden.  Es  ist  n&inlich: 


also  durch  Snbtraction: 


Ks  lässt  sich  das  Integral 
f X dx  — f*~dx 

/X  g\x  j J X 

f(x)dx  — I f{x)dx^l  • i . .in-  r 

' Jfg  jedoch  ganz  wie  das  allgemeinere  auf 

=vW-9("). 

d.  h. 

pß 

j f{x)dx  = ff{ß)-(f{n). 

rt 

Dass  hierbei  die  Aendernng  der  Werthe  so  kommt : 

/ß  dx  ^ rx^—x, 

X ~ rjr« 

n • 


directem  Wege  finden. 

■ßdx 


„ . . dx  . , 

Setzen  wir  in  # — wieder: 


r'x.  — rx. 


r f-l 
r x,—r  X 


also 


= + + ... 

r r r f 

men 

/P  dx  1 

n l“  ~ l“ 


iat  ft  unendlich  klein  annehmen.  Dann  wftro 

a-,  = r’’x„  oder  pß  rfj 

lg^}-lg„_  J ~ 1“ 

Igr  nnd  der  letztere  Ansdmck  gibt  bekannt- 

Da  aber  r der  Einheit  unendlich  nahe  ^ Qrenzwerth 
ist,  kann  man  Ig^^Iga 

r=il4-K,  \gr=zy  oben. 

setzen,  wo  y verschwindend  klein  ist;  cs  . Selbstverständlich  kann  man  auch  folg- 


wird  dann ; 


ß dx  . Igd  — Igo 

py,  and  p~— — 

o ■' 


also 


nnd 


/P 

« * “ 

/ß  dx 

^=lg/9-lg« 

o * 

/^  = lgx. 


lieh  BUS  der  Formel 

<flgx  _ 1 


dx 


ableiten: 

Da  man  für 
''ß  dx 


'«*=/'?• 


/P  dx  , f”  dx  pß  dx 
— auch  / h / — 

o*  ./o* 


sein. 

Man  konnte  statt  dessen  auch  in 


/; 


schreiben  kann,  aber 
'“dx 


/“  dx 

— = 2m 
a * 

war  (siehe  Abschnitt  13),  so  folgt  hier- 
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to<  «ogicich  die  Mehrdeutigkeit  der  Lo-  ches  wird  die  Form  haben: 
garithmen.  I»t  Log  (x)  der  allgemeine,  p rr 

lg(x)  ein  einzelner  Werth  einei  solchen,  / — ; '«fx, 

J ./  (x) 

wo  f{x)  und  f (x)  ganze  Fnnctioncn  von 
X sind. 


so  hat  man: 


16)  Integration  der  rationalen 
F nnction  en. 


Wie  auch  der  Ansdmck  — bcscliaf- 

Suchen  wir  jetzt  die  Integrale  der  ra-  fen  sei,  so  lässt  er  sich  durch  Dirision 
tionalcn  Functionen  überhaupt.  Ein  sol*  io  einen  andern  von  der  Gestalt: 


+ A 


+ A 


verwandeln,  wo  die  höchste  in  /',(x)  enthaltene  Potenz  von  x niedriger  ist,  als 
die  höchste  in  y(x)  enthaltene.  Bezeichnen  wir  den  entwickelten  Theil  mit 
BO  ist: 


nnd 


/t!- =/*<-)- 


/ 


/ \ J 


-I  " Ah— 2 

- + + 


+ ^x>  + ^,x. 


wo  die  willkürliche  Constante  fortgclassen  ist. 

Was  den  Ansdrnck  anbetrifft,  so  lässt  sich  der  Nenner  in  Factoren 

V(^) 

lerlegen  (siebe  den  Artikel:  quadratische  Factoren),  so  dass  man  hat: 

^(x)  = (x-B,)’'  (x-o,)**  (x-ir,)**  ....  (x-«^)*)>, 
wo  s^,  Sg,  Sg  • • • s^  ganze  positive  Zahlen,  aj,  a,,  «tg  • • • Constanten  sind, 
die  jedoch  onch  imaginär  werden  können. 

Sind  jedoch  die  Coefficienten  von  r/(x)  alle  reell,  so  kann  dies  Product  nur 
reelle  ir,  und  solche  imaginäre  haben,  die  sicii  za  zweien  derart  entsprechen,  dass 
wenn  der  eine  die  Form  a +ö  i hat,  der  andre  die  Form  a i haben  mnss, 

n « n » 

nnd  die  entsprechenden  Exponenten  t bei  beiden  gleich  sind.  (Siehe  den  Artikel: 
quadratische  Factoren.)  Man  wird  dann  auch  haben: 

(x— ö —b  t)*"(x  — a 4-&  i)*"  = [(x— « )*4*ft  *]*"• 

Ein  quadratischer  Ansdmck,  der  nichts  Imaginäres  mehr  enthält. 

Es  ist  nnn  (siehe  den  Artikel:  Zcrlegang  der  Brüche): 

Bm, 


c,. 


(x  — o,)*’  (x-o,) 


Bs,-a 

■+  • ' 

T ^ j 

(x-o,)  ' 

x-o, 

C3..-1 

Ct.  — i 

•+  ■ ■ 

x-o. 

+ 

+ • 


llt 


■ + 


H$  -1 

P 


llt  -i 
p 

(x-o  ) p 

F 


(x— o)‘r  (x— o )*f 
Die  Ausdrücke 

H.»  B|  • . . Äs,,  C,  . • . Cs,,  ff,  . 
sind  ConsUnten,  die  sich  leicht  bestimmen  lassen. 


-+ 


W. 


Hl. 
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Das  Integral  unaera  Aoadntcka  besteht  also  ans  einer  Summe  von  Gliedern, 
welche  alle  die  Form  haben: 

J (jr  — a)  J (x  — c) 

Fuhrt  man  die  nene  Variable 


y = x— tr 
dyzzdxy 

1- 


ein,  so  ist 
also 

f _ y (j:  — g)  ~ _ 

./  (i-n)'  j y* 

Nur  wenn  * = 1 ist,  erhalt  man: 

/'^  = igy  = lg  (*-«)■ 

•/  y 

Es  wird  also  sein: 


1-s 


“j^(*  - «.)•-%  V - «,)‘- 

j VW  . = 2^  f = 2 


+ •..+2’  *+ß.lg(*-«i)+C,lg(*-«,) 

+ •••  +W.  Ig(*— 


Nehmen  wir  jetzt  an,  y(z)  enthielte  lauter  reelle  Coeflicientea,  so  muss  jedem 
Gllede,  wo  « und  daher  auch  B imagin&r  ist: 


ein  andres  ron  der  Form 


entsprechen,  und  jedem  Gliede: 

(P,  + 0.i)lg(*-o-M) 

ein  andres: 

(P,-0,t)lg(*-a+ii). 

Wir  wollen  zunächst  das  erste  Gliederpaar  rereinigen. 

Wir  setzen: 

a = rcosB,  i=rsina, 

P=ßcosü,  ^=Asinil. 

Es  wird  dann; 

(P+  Oi)  (x-B-6i)-"= (x-re")-”Ae^'=  Re^'  — 

(x-rc  ) (x-re  ) 

= «e^‘  

(x* —2rx  cos  a+r*)" 


und 


(p-pi)  (x-o+w)~"=««~^‘  rö- 


(x*  — 2rx  cos  o + r •)’* 
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alio,  wenn  man  unter 


Tcriteht : 


» . . . die  BinomialcocfBcienten  n,  ^**  . . . 

’ 1-2  ’ 1.2-3 


(P-t-W  (4T-a-W)-"= 


(x* — 2rxcoga+r>)" 


(P-Qi)  (X  _ o+M)-»=" (i-o)  J 

(x*  — 2r  X cos  a + r>)" 


also  auch: 


+ »,x"  2o)t_  _ _ _ (_l)"r"e— 


(P+(?i)(x-a-4i)~"+(P-0i)(x-fl+W)-"= 5 [x"(e“+e~^^ 

(x>— 2rxcoBn  + r’)’* 

-«.rx"-l  (e(^-“)‘+  e~<^~")‘)+»,r« x"~2  (.(^-2«)i+  ,-(^-20)1^ 


V«  , —VI  ra 

e +6  =2cobu 
ist: 

Ij  (P+g«)(»-«-M)^~*+(f-W(^-a+M)^~*_ R 

^ * (1  — »)(x* — 2rx  cos  o + r*)* 

[x*~^coel — B,rx*~^coe(l— «)+ »,r>x‘  ®cos(l— 2«)— n,r*x’~^cos(A — 3«)+  ••• 

+(-l)‘“^  r*“lcos(A-(.-l)«)]. 
£■  Uisen  sich  sontch  diese  Gliederpaare  immer  reell  darstellen. 

Was  jetzt  die  Glieder 

(P+(?i)lg(*-fl-M),  (P-0t)lg(»-«-fM) 
anbetrifFt,  so  gibt  deren  Summe  offenbar  den  Werth: 

PlgKx-n-W)  (*_B+W)]+ei|g(^5f^  = P lg  [(x-o)«+6>] 

r.  « t 


Das  erste  Glied  hat  reelle  Formen.  Ftlr  das  zweite  berücksichtige  man  die 
Gleichung ; 


— 2oi  _ cosg — t sing  _ 1 — i tg g 
~ cos  g + i sin  g ” 1 + i tg  g’ 


woraus  sich  ergibt: 


setzen  wir  hierin: 


-2gi  = lg- 


1 — itgg. 
1 + «tgg  ’ 
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cr  = arc  tg- 


fl-— 


da  übrigens,  wenn 


ist»  so  ist: 


V X— a. 


Qi  lg|  ^ > = +2(?  arc  tg — 


« = tg  a auch  - = cot  a 


arctg  B = arc  cot^i^  ZI  arctg^i). 

Man  kann  daher  auch  schreiben : 

indem  man  ~ in  die  willkürliche  Constante  mit  inbegriffen  denkti  und  also 
wcglasscn  kann.  Es  Ist  also  der  Werth  des  Gliederpaares: 

2)  {/'+(?!)  lg(x-a-W)  + (P-t?i)lg(-<;-fl+«)=/*lg[(^-o)*+**] 

-2(»arctg(^-y^). 

Ist  die  zu  integrirende  Function,  welche  diesen  Ausdruck  gibt,  also: 

P+gi  P-Qi 

X — a — in  z — o + Äi* 

nicht  unter  dieser  Form,  sondern  gleich  mit  quadratischem  Nenner  unter  der  Form: 

Mz  + N 
(*  - a)>  + 4> 

gegeben,  so  ist  offenbar,  wie  man  erhUt,  wenn  man  die  beiden  ersten  Brflche 
mit  linearen  Nennern  vereinigt: 

Mx+ N=(P+  Qi)  (x—a+ii)+(  P — ß»)  (x—a— ki), 

also 

J/x+JV  = 2f>(x-o)-26ß, 

also 

M=2P,  N=-i{aP+kQ), 


woraus  sich  ergibt: 


» (N+alU) 

2'  2i  ’ 


Mx+N  . M,  N+aM  x-a 

+ + + — j—  “«'g— • 

Man  kann  aber  auch  unmittelbar  den  Werth  des  Integrals 

fJ!f±^äx, 

J X*  + «X  + /J 

wo  der  Nenner  zwei  reelle  Factoren  hat,  bestimmen.  Dieser  Nenner  l&sst  sich 
nämlich  auf  die  Form: 


oder  kürzer  auf  die  Form : 


/ a» 

('+2)  +'»-4 

(x— «)*— A" 
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bringen,  wo  du  letzte  Glied  immer  letzt: 

negztiT  sein  mnti,  damit  zwei  reelle  _ M(a—b)+ IV 

Wnrzeln  Vorkommen.  “ — gj  i 


Setzt  man  nnn 

Mi+N  _ n fl  , 

(i— a)>— i*  ~ 1—0+6  ^ z— 0—6 
•0  ergibt  sich,  wenn  man  mit  x — o+6 
mnltiplicirt,  nnd  dann 

*—0+6=0 


and,  wenn  man  mit  x—a—b 
and  dann 


letzt. 


and  es  ist: 


* — 0—6  = 0 

_»(o+6)J-JV 

26 


mnltiplicirt 


d.  h. 


f (xr^^»  + 6»  = 

/6f*+iV  . ilfa+iV,  (*-0-6)  Mb,  „ „ , , 


Beispiel  Es  ist  za  bilden  das  Integral: 

r—jf— 

J X*— X** 


•+x» 

ei  ist  also 

/(*)=(i(*)  = l.  y(*)  = ®*+*'-**-** 

in  setzen. 

Man  findet  nnn  leicht: 

y(*)  = **[*‘(*+l)-(*+l)]  = **(*+l)(x‘-l)  = **(*+l)(*«  + l)(*«-l) 

= *•(*+!)■  (*>  + !)(*-!). 

Es  wird  also 


B 


7 (*)  *•  "^  *•  '*'  * ^ (x+1) 


E F Gx+H 
; + r + - 


*+l  *-l  *»+l 

Um  die  Constanten  A,B,C,  D,  B,  F,  G,  H zn  bestimmen , verfUirt  man  folgender- 
masacn  (siehe  den  Artikel:  Zerlcgnng  der  Brüche).  Man  mnltiplicirt  mit  *',  wo- 
darch  man  erhält: 

*«  1 ^ Dx'  _ Ex»  _ Fx‘ 

» (x)  ■ (x+1)*  (x’  + l)  (*-l)  ■*■(*+1)’*  *+l  x-1 

, (C*+If>* 


also,  wenn  man  * gleich  Noll  setzt: 


*»+l 


B 


A = —l. 
D 


Man  hsU  sonach 

-i-  + ^ 

'/ (*)  ■* 

aber,  wenn  man  iiir  7(*)  seinen  Werth  schreibt,  wird: 


_ - - E F Gx+H 

“*>■*■  * ■'■  (*+!)•  ■*■*+!  ■*■*-1'^  *«+!’ 


1 } n\..  (x‘ +*♦-*)  _ *»+*‘-1 

7^)  ■*■  *•  ~ *•  \(x+lXx‘-l)  x»(x+l)(x»-l{  - *»(*+lXx‘-l)’ 


also: 


**+**—1  _ B C D E F Gx+h 

r«(*+l)(*‘-l)  “*«■*■  T (*+!)•  ■^*+1  *-l  *>  + l' 


Wir  mnltipliciren  nnn  mit  **,  and  setzen  dann  z=0,  so  ergibt  sich: 

fi=+l; 

nnd  da 

**+*•  — 1 1 _ —*»+*•+*  _ — (**-*’  — !) 

*>(*+I)(»‘— 1)  " ~ **(*+l)(*‘-l)  " *(*+l)(*‘-l) 


Digitized  by  Google 


Qaadrator  (analytische).  184  Quadratur  (analytische). 


iat,  iO  hat  nun: 

1)  _ C D E F Ox+k 
i(i+l)(x‘-l)  ~ X x+1  x-i  x>+l  ' 

alio  wieder  mit  x muUiplidrend,  und  dann  x = 0 setzend,  erhalt  man: 

C=+l, 

-(x‘-x»-l)  1 _ x*  + x*-x  x*+x-l 

x(x+l)  (x‘— 1)  I “ x(x+l)  (x‘-l)  - (x-|-l)>(i_lXx>+l)’ 

also: 

(x.+x-l)  _ D ,_E  F Gx+k 

(x+l)«(x— l)(x>+l)  (x+l)>  ■*'x+l  ■*'x— 1 x*+l' 

Wir  multiplieiren  nun  mit  (x-f-1)*,  und  setzen  dann  x = — 1,  so  ergibt  sich: 

oder  C8  ist: 

(x*+x— 1)  1 1 _ 4x*— 3 

(x+l)>(x-l)(z>  + l)  4 ■ (x+l)i  - 4(X+1)*^ (x-1)  (x*+l) 

4x>(^+l)— 5x>(x+l)+6x(x+l)— 3(x+l)  _ (4x‘— 5x>+6x— 3) 
4(x+l)«(x— l)(x>  + l - 4(x  + l)(x_l)(x*  + l)’ 

also 

4x*-5x>t-6x— 3 _ E F Gx+H 

4(x  + l)(x-l)(x>  + l)~x  + l‘'‘x-l'''  x«  + l‘ 

Abermals  mit  x+1  maltiplicircnd,  und  dann  x=-~l  seUend,  erhält  mau: 

e-4 

Moltiplicirt  man  dagegen  mit  x—1  und  setzt  dann  x=+li  so  kommt: 

Es  ist  aber: 

_4x>-5x*+6j-3  9 1 11  _ 4x»-&x’+6x— 3 5x— 4 

4(x+l)(x— l)(x»  + l)  8 ’x+l  8 ’x— 1 “ 4(x»— l)(x>  + l)  4(x»-l) 

__xl_xr*+x  + l (x  + 1)  _ Cx+ff 

4(x»-l)(x’+l)  “ 4(x»+l)  ~ x*+l’ 

woraus  sich  dann  G = — ^ ^ ergibt.  Es  ist  also : 

4 4 

1^1,11.  1 , 9 ,1  1 x+1 

./(x)  X*  "^x*  x"^  4(x+l)>  8(x+l)  ■*'8(x— 1)  4‘»’+r 

/x+1 

dx  ergibt  sich  ans  der  Formel  3,  wenn  man 
M=I\'=1,  a = 0,  4 = 1 

setzt,  n&mlich: 

f = ilg(x*+l)+arctg(x). 

Es  ist  also: 

./'x'  + x’-x‘-x»~  ^ — — lg»— ^(x^j)  + 8>8(x  + l)  + 8 

— ^>g(»‘  + l)  — I aretgx. 


d.  h.  wenn  man  die  Brüche  und  Logarithmen  vereinigt: 


/rfx  2 — 2x — 5x*  1 , — 1 , , x+1  1 . , 

xM.x-.-xr-Il=  -4J-(i+x)  + 8 -4 
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17)  Integration  irrationaler  nnd 
Functionen, 
bt  das  Integral 

/f{x,y)dx,  also: 

wo  f(x,  y)  eine  rationale  Function  von 
X nnd  y ist,  an  finden,  unter  der  Be- 


dx  = 


y»*  *ds 


dingung,  dass 


Es  war  ferner 


y = (a+ix) 

sei,  so  lässt  sich  dies  Integral  immer  y=(a+ijr)' = s^, 

bestimmen,  mag  n eine  ganze  Zahl  oder  also: 

ein  Bruch  sein.  /•  / * \ 

Zarörderst  kann  i»  immer  als  positiv  / »^)  •-s*“^<fs. 

• trachtet  werden.  Denn  ist  es  neeativ.  ’ >ß  ^ b * ' b 


betrachtet  werden.  Denn  ist  es  negativ, 
so  ist  immer: 

1 


(a+bx)  = ■ 


(a+  4*) 


Hier  steht  unter  dem  Integralzeichen  eine 
Function 


Setzt  man  daher  in  diesem  Falle  y = -,  Potenzen  der  Varia- 

2 bl«n  I entb&lt,  tind  die  eich  aleo  nach 

so  ist  rationale  dem  Torigen  Abschnitte  immer  bestim- 

Fnnction  von  x und  u.  Iftsst. 

Beispiel.  Es  sei  an  bestimmen  das 
Integral : 

• = ?..  - Hx 


Sei  daher 


wo  p nnd  q ganze  positive  Zahlen  sind. 

Man  führt  dann  die  nene  Variable:  ^l^o 

£ 

(a+6x)ff  =i 
eiOy  nnd  erhält: 


+ bx)* 


/■(*.y)=- 


X*  . y~ 

Es  ist  in  unsere  Formel  zu  setzen  p^2t 
9 = 3)  wodurch  man  erhält: 


i 


a+6x  = s 


/ =/l  -/..-‘y  , ii-V. 


ein  Ausdruck)  der  sich  nach  den  Regeln  dos  vorigen  Abschnittes  ergibt. 
Sei  ferner  gesucht: 

f-r. 


Hx 


*y{o+4x) 

wo  zn  setzen  ist:  f(x,  y)  = — , p = l,  y = 8,  also: 
xy 


f-Jf—  /*— 1—  . ? .•<£.= 

J • ./  s*-o  b J s*— «• 

x}/{a+bx)  — j—  • » 


Sei 
io  ist 


a=f. 


Wir  setzen  also: 


s>-**  “ (s-I)(s>+*z-i-t*)  ■ 
z A Fs-f-  C 


s*-**“z-*^  t*+h+k* 
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Durch  Multiplication  mit  t—k  ergibt  eich,  wenn  man  dann  setzt: 

1 


A = 


3k 


und 


also 


(»-*)’ 


(»-*) 


s>— t*  3k(i~k)  ~ 3i(»*— *•)  “ aK‘’  + *»  + s*)’ 


and  es  ist 

r .*  _ 1 rdi  \ r i—k  i /**  i r %—t  j 

J 3kJ  t—k  3kJ  i'+ki+k'  3kJ  i—x  3kJ(  ky  ^ 

V+2/  4 

Setzt  man  in  der  Formel  3)  des  vorigen  Abschnittes: 

»=1,  N=-k,  a = -t,  bx~V3, 

so  kommt 

=-Jlg(z.+  *z+t.)-V'3  arctg(^*) 


and 


= l[lg  --*„+l/3arctg(g£±i)]. 
3*L  y^z*  + Az  + *>  '‘tj^3''-' 


Es  war 


also: 


a+6x  = z*,  j = /(rt+6x), 

«=*•,  k = yä. 


/dx  „r  zdt  1 {]/a  + bx — }/ a)^y a + bx — Vo 

.Vs  . ( 2/^+Äi+V^^'\ 

d-i-arctgl  --i  . I 

V a V 1^0  v^3  J 

3 /yä+bi—Yä  1^3  r2l’ö+4l+V'^  \ , 

= -r-lg—  +f-arctgl  — — 

‘iyä  \hx  Ya  V 1^3  Vo  y 


18)  Integrale  der  Ausdrücke, 
welche  Quadratwurzeln  cnthal* 
tcn. 

Ist  dagegen  das  Integral 

//■(•r.  y)* 

gegeben,  wo  y eine  Wurzel  einer  gan- 
zen algebraiscnen  Function  von  höherem 
Grade  ist,  so  gelingt  nur  in  wenigen 


F&llcn  die  AuslUhrung  der  Quadratur  in 
der  Form  bereits  bekannter  Functionen. 

Der  einzige  allgemeinere  Fall  dieser 
Art  ist  der,  wo  y eine  Quadratwurzel 
eines  ganzen  rationalen  Ausdruckes  vom 
zweiten  Grade  ist.  In  diesem  Falle  kann 
durch  die  Einführung  einer  neuen  Va- 
riablen der  Ausdruck  unter  dem  Inte- 
gralzeichen rational  gemacht  werden. 
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bdx  — 2udu + 2uedx + 2xedw, 


2(«+«r)dM 
6-2e»  * 


b — e*x=«*x+2ii/', 


Sei  demnach  oder 

//(x,y)  dx  +2«ex, 

gegeben ) wo  eine  rationale  Function 

Ton  X and  y,  6dx=2tu<u+2u«dx+2x«/w, 

y = /a+Ax+cx’  »Iso! 

ist.  üm  imaginäre  Bnbstitntionen  su  ^ _ 2(n+fx)rfu 

renneiden,  unterscheiden  wir  aber  zwei  6— 2<h  ’ 

Fälle,  je  nachdem  c positiv  oder  negativ,  ^ 

also  je  nachdem : x = ; — = — . 

4— 2«tt 

y-')/ a + bx  + t'z*  „ , , . . , . , 

* ' Setzt  man  m dx  und  in  y=«i-j  ex 

— y j- j diesen  Werth  von  x ein,  so  hat  man 

. y_ru  + 4x  c X offenbar  rationale  Functionen  von  u, 

n&nilich : 

I.  Finde  das  erstere  statt,  so  setzen  2(u4 eu'  — ae) 

wir:  dx  ■=  — ___ — ^d%, 

y = u+«,  (6-2»)' 

wo  w die  neue  Variable  vorstellt.  Es  „ _ "b—eu’  — ta 

ist  dann:  ' 4 — 2»  ’ 

o+6x+e*x*  = («+ex)*  also: 

/•r./'  /’2(uA— eu»— oe)  „r  tt*— o ii6— »•— eol 

hier  steht  eine  vollständig  rationale  d.  h. 

Function  von  u unter  dem  Integral*  5 e*x=«*x+2i»/', 

seichen. 

also: 

II.  Ist  aber  6-2u^ 

y = }^(i  + 6x — e*x*y  u*  + e» 

so  lüast  sich  die  ganze  Rechnung  noch  —e^dx=iu^dx’^^uxdu+2fduy 

durchlähren  wie  in  I.,  wenn  man  statt  ^ 

e die  Grösse  c V — 1 nimmt.  Um  jedoch  j —2(/‘+Mx)d« 

einigermassen  langwierige  Rechnungen  zu  * 

vermeiden,  schl&gt  man  ein  andres  Ver-  , ^ 

fahren  ein.  wenn  man  für  x seinen  m u aus- 

, , , , gedrückten  Werth  einsetst: 

Wir  unterscheiden  hoch  die  F&llc,  wo  /«*  + /e*+iifc)du 

a positiv  und  a negativ  sei.  dx= 

A. .  Sei  Setzt  man  in 

y = !//»+ Ax-s»x*,  y=«x+/' 

SO  kan"  man  setzen:  ebenfalls  für  x ein,  so  kommt  noch: 

y = wx-f-f,  w6  — nV+eY 

es  wird  dann:  ^ w®+«* 

f*-\-bx — e*x*  = (iix+/*)*,  also; 

Av,  /*2(— /«*+/e*+wi)w,r*-2a/‘  wA— MV+e*r]j.. 

/f(x,y)rfx=-y  P“* 

B.  Ist  aber  a negativ,  also  Die  Gleichung 

y = y— /■'  + 6x-e*xV  e'x«— Ax+r*  = 0, 

so  würde  dieser  Ausdruck  Imaginäres  wo  e,  A und  f reelle  Zahlen  sind,  hat 
enthalten.  Dies  vermeidet  man  durch  zwei  reelle  Wurzeln  (siehe  den  Artikel: 
folgende  Betrachtungen,  quadratische-  Gleichungen),  denn  wäre 
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diel  nicht  der  Fall,  nnd  wären 

«+^i,  n— 

die  Wurzeln  dieicr  Gleichung,  so  mUsite 

— f'  + bx — e>i’  = — e*(jr — « — ßi) 

(x— «+,«)=— «*[(jr—«)’  +^;i 

8cin;  es  würde  also,  wenn  man  auch  x 
reell  bestimmt,  dieser  Ausdruck  negativ, 
und  y = ]/  — C(^  — «)  + /**]  imaginär 

sein.  Es  müsste  also  wäbrend  der  gan> 
zen  Integration  x imaginär  genommen 
werden , ein  Fall , den  wir  hier  aus- 
schlicssen,  da  er  jedenfalls  zu  imaginären 
Substitutionen  führen,  und  wenn  man 
denselben  anstellen  will,  das  in  I.  an* 
gegebene  Intcgrationsverfahren  Anwen« 
dang  finden  konnte. 

Nehmen  wir  also  an,  cs  seien  X und 
y die  Wurzeln  unserer  Gleichung,  und 
somit: 

y=V'«’(x— 

Die  Substitution,  welche  wir  dann  ein- 
fUhren,  ist: 

y = cu(j:— 1). 


Han  erhält: 

e»(i— A)  (•'—*)  = A)>, 

d.  h. 

y—x  = u'(x—k), 

v+lu’ 

*“  1+«*  ’ 


— dx  = u'dx+iu  (x — 1)  du. 


d.  h. 


. 2ii(l — x). 

oder  wenn  man  für  x einsetzt: 
und  wegen 

y = eu(x—l), 


y= 


also: 


«j  (v — 1) 
l + u~' 


/•./  riu{k~y)  Xy  + ix^  w(y— A)1  , 


19)  Abkürzung  des  obigen  Ver* 
fab  re  n 8. 

Von  Vortheil  für  die  Ausrührung  der 
Integration  in  dem  eben  betrachteten 
Falle  ist  die  Bemerkung,  dass  sich  jedes 
Integral  von  der  angenommenen  Form 
in  eins  oder  mehrere  andere  von  der 
Form ; 

y 


ß 


oder  wenn  man  will 

fyi{x)dx 

verwandeln  lässt,  wo  tf{x)  eine  rationale 
Function  von  x allein  ist.  Diese  Be> 
merkung  verliert  ihre  Gültigkeit  selbst 
dann  nicht,  wenn  y eine  Quadrat-Wur> 
zet  einer  ganzen  algebraischen  Function 
von  höherer  Ordnung  ist. 

Denn  wie  anch  f(xt  y)  beschaffen  sei, 
so  wird  immer  sein: 


fß>y) 


/V) 

. Ti  9 


p J»,  , p *«+l, 

xy  )+Z(C  xy  ), 

? P%9 


WO  p and  q ganze  positive  Zahlen  sind, 
A t B ^ C coDstante  Coefficienten 
Ti  ff  f , ff  #»i  y 

Torstellen,  nnd  die  Snmmcn  beliebig  viel 
Glieder  mit  wechselndem  p und  q ent> 
halten. 

Der  Nenner  ist  in  zwei  Glieder  ge- 
thcilt,  deren  eines  die  graden  Potenzen 
von  y,  das  andre  die  ungraden  enthält. 
Im  Zähler  wurde  eine  solche  Trennung 


fix,  y)  = + 

[.J(Äx'’y’')]'-y’[.r(Cx'’y’')]’ 

Im  Zähler  ist  hier  der  Theil,  welcher 
grade  Potenzen  von  y enthält  von  dem 
getrennt,  welcher  die  ungraden  hat.  Der 
Nenner  enthält  nur  grade  Potenzen  von 
y,  und  da  y^  eine  ganze  Function  von 
X ist,  so  wird  der  Nenner  eine  ganze 


nicht  für  nOthig  erachtet.  Multipliciren  rationale  Function  x sein.  Dieselbe 
wir  Zähler  and  Nenner  des  Braches  mit  Eigenschaft  hat  das  erste  Glied  des 

Zählers , das  zweite  bat  die  Gestalt 


10  wird  num  erhalten: 


p 2»+l 


). 


gZ  (ßx  y ),  enthält  also  y nur  all  Fac- 
tor, der  andre  Factor  ist  eine  rationale 
Fnnction  Ton  x. 
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Der  Broch  zerfftlit  also  in  Glieder  von 
der  Form: 

7(x)  und  yV'(a-), 

wo  y(x)  und  ^<(x)  rational  sind,  also: 
ff{x,  y)dx  = 2{f  ii(x)dx)-{-lfy<lix)dx. 


Denn  es  ist  jedenfalls: 


V<«)  = 


indem  wir  wieder  wie  Torhin  im  Nenner 
TV.  . />!•  j f 11  • !•  riM.  pTiden  Potenzen  von  u von  den 

Die  ersten  Glieder  f«'len  in  die  Theone  „ennen.  Mnltipliciren  wir  Zih- 

der  Integrale  rationa  er  Functionen  , die  ]„  „„j 
zweiten  haben  dio  letztere  der  vorhin 
Auf  die  erstere 


angegebenen  Formen,  

werden  sie  gebracht,  wenn  man  dio  ra-  j i %r  ' 

tionale  Funetion  y’V'(*)=/W  scUt,  wo  N"“" 

^ J'  /Wdj 


dann  die  Form 


wird. 


Denkt  man  sich  die  Integrale  immer 


nur  grade  Potenzen  von  u enthalten. 
Den  Zftbler  theilcn  wir  dann  in  zwei 


auf  die  letztere  Form  gebracht,  und  ist  Glieder,  deren  Eins  die  graden,  das 


y =]/«+6x  — e*x*, 

■o  kann  man  immer  schreiben : 

f i^dx =-  r yw  ^ 

wodurch  ds,  Integral  auf  dio  in  II  a.  be- 
trachtete Form  snrdclcgeiuhrt  wird,  und 
der  Ausdruck  ]/ — 1 nur  den  Nenner  di- 
Tidirt. 

Diese  Bemerkung  ist  wichtig  für  den 
Fall,  wo  die  Variable  * imaginär  zu 
denken  ist,  also  die  Integration  in  ima- 
ginären Grenzen  stattfindet. 

Es  lässt  sich  aber  y auch  auf  die 
Form  bringen: 

-/7  Tv  ä" 

y = ey(x+^)_5^+- 

wenn  der  Coefficient  von  x*  positiv  ist, 
and  auf  die  Form: 


Andre  die  nngraden  Potenzen  von  u 
enthält,  so  dass  man  hat; 

X>  Xi  ® •>nd  hier  ganze  nationale 
Functionen  ron  u’. 

Betrachten  wir  nun; 
p y,(u)  du  _ 

J y;FTa  ~J 

I rxx(y')  «Ju 

J »(“’)  y'iJT'o 

nnd  snbstituircn  im  letztem  Thcile : 


also 
nnd 

so  wird  dieser: 


\u*-\-a^Vy 


udu  = 


»(“■)  y^a~J  ’ 

wenn  der  Coefficient  von  negatir  ist.  »l*o  ein  vSllig  rationaler  Ausdmek.  Der 
Setzt  man  im  ersten  Falle  irrationale  Theil  hat  also  nur  die  Form 


*4- 


im  letztem 


2s  ■ 


wenn  man: 


J yu'  + a 

^=ffun 

^(k*)  ^ 


SO  wird  y(x)  eine  ganze  rationale  Fnnc-  schreibt,  wo  unter  f eine  rationale  Func- 
tion von  ••  bleiben,  und  das  Integral  tion  von  verstanden  ist,  ebenso  fuhrt 
eine  der  beiden  Gestalten  haben;  das  zweite  Integral  auf: 


/ 


Vin+7.'~“J  yä-u‘ 


oder 


ya — M*' 


j 


„Es  lässt  sich  aber  dieser  Ausdruck  Diese  Ausdrücke  lassen  sich  sogar  noch 
in  einen  ohne  alle  Irrationalität,  nnd  in  etwas  Tereinfachen.  In  dem  ersteren 
einen  andern,  der  nur  grade  Potenzen  setzen  wir,  jo  nachdem  a positir  oder 
Ton  u enthält,  verwandeln.“  negativ  ist. 
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V'a  V-« 

in  dem  zweiten 


Va 


f /(-Tt  y,  ») 

auffinden ) wo  /‘(jr,  y,  »)  eine  rationale 
Function  der  drei  Variablen^  und 

y —Ya  + bxy  z = Yd-{-ex 
ist,  die  also  zwei  Wurzeln  lineftrer  Aus- 
, , II  1 1 t ^ drücke  entlillt, 

da,  wenn  die  WuraclgrOsse  reell  bleilien  nämlich  y als  neue  Varia- 

soll, « hier  nicht  negativ  werden  kann. 

Man  kommt  dann  auf  eme  der  drei 
Formen: 

/ /■(!)’)  dv  rf(ti')dv  dv 

VZ^l'J  1^1— e’’ 


also: 


2y</y  = bdxy 


dx-  ^ , 


Wendet  man  auf  die  ersten  beiden  Aus- 
drücke die  Substitution  I.  von  Abschnitt 
(18)  an,  60  ist  zu  setzen: 


dv^ 


y=V‘’’±l  =“+''> 

a = -j-1,  b — Ot  e = 1» 

^ (u-}-v)dH  _ — 

~ M ~ 2k’  ’ 

2k  ’ 

«•4-1 


also ; 


y,*)dx= 


und 

I, 


..  ^jdb-ea-^-ey^ 

j h ’ 6 ’ i b ’ 

ein  Ausdruck,  der  nur  eine  Wurzel  einer 
ganzen  Function  zweiten  Grades  enthält, 
und  ganz  wie  oben  zu  behandeln  ist. 

20)  Beispiele  zur  Integration 
irrationaler  Functionen. 


■ J yrrn  J d'\  4»'  ; 

Wendet  man  dagegen  auf  den  letzten 
Ausdruck  die  Substitution  II.  A.  von  wo  also 
Abschnitt  18)  an,  so  wird: 

/ ist 

y=  /!-»’- 

y=i,  6=0,  «=i, 

Vl— 0«=«1.4-1, 

— ll  = B’o-|-2tt, 

—2k 


Es  sei  gesucht: 


p da 

/•(-’) =1 


Indem  man 

yüi+i=«-t-i<, 

seist,  nimmt  Formel  I.  des  vorigen  Ab- 


— 2(l-H«i»)dK  _ —2(1 


Schnittes  die  Gestalt  an: 
dv  fdu 


’)du 


also: 


«•-fl  “ (14-«’)’ 

1-«’ 

’'“14-«’’ 


und  da 
ist: 


«=/u’4:l-t. 


w(g’)rf«_  pdt,  -r  4«’_1 

J f ■ y 1+«’ ' I(i4-«’)*J 


Diese  Formeln  in  Verbindung  mit  denen  mnltiplicirt  man  Zähler  und  Nenner  un- 
lör  die  IntegraUon  rationaler  Differcn-  tcr  dem  logarithmischen  Zeichen  mit 
xiale  reichen  also  immer  lür  unsern  + so  wird  der  Nenner  4-1, 

Zweck  ans.  ilsof 

Mit  Hülfe  des  in  diesen  Abschnitten  ‘ 

anseinandcrgesetilen  Integrationsverfah-  I— lg(n-|-f ,,».f  1) 

rens  löast  sich  auch  das  Integral:  ./  K»’+l 
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Ware  in  der  criten  Formel  v negatir,  ao 
1 r /..  1 i/Ti — i\i  könnte  man  lg(—l)  dazu  addiren,  da 

1 ” oL  V Tf  -i^j«  jede  Constanto  zu  einem  Integral  hinzu- 

r»  J . A 1 11  • gefügt  werden  kann.  Man  hat  also  je- 

Da  der  letztere  Ausdruck  nur  reell  ist^  denfalls:  ^ 

wenn  v negativ  ist,  so  muss  man^  da 

ig(-«)=ig«+ig(-i)  r.iL^=ig+(„+y^7+T), 

ist,  lg(— 1)  aber  als  in  der  Integrations-  ^*^*+1 

constanto  enthalten  gcdaehtwerdcu  kann,  . 

im  Falle  e positiv  ist,  schreiben:  fl — — ip i/  t |\ 

r dv  , JVv*-i 

Sei  jeu.  ge,«ch.: 

n dz p dr 

^f~rr 


yi 

1 

1 e*  4e* 

+1; 


ü t * 

wenn  — algebraisch  grösser  als  ^ ist,  gebraucht  man  diese  Form.  Dagegen 

6* 

wenn  ^ grOs.er  ala  a ist,  setit  man: 

/I r it 

VT+bT+l^*  j IT‘  tt  ■ 


■y^]/i 


Im  ersten  Falle  ist  zu  setzen: 


l/— -- 

r4c*  e* 


-1. 


x + 


2e* 


•o  dass  man  erhält: 


fyi+bx+e'ß  ~ 


^o,  wenn  man  fhr  v wieder  seinen  Werth  setzt,  und  eine  Constnnle  vemach- 
lissjgt: 

/ = ^8[2«>*+i+2e]/i^x>+6*+.]. 

Im  letztem  Falle  hat  man: 

I !> 

'+277 


l/H-iL 

r 4e«  «• 

dx  \ r dv  1 

Vr+ix  + eix^  - + 
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wenn  man  in  v wieder  eeinen  Werth  in  x einsetst: 

/-,***  =-lg(2eJ+i+2«y«’x*+tJr  — «)• 

Ya  + tx+e'x'  « 

El  ist  bei  beiden  Formeln  in  den  Lo-  eo  i»t:  ^1— =co«y , 

garithmen  immer  das  positive  Zeichen  . , 

1— yi— = l — cos7=2sin^^j  , 

siny  =2sm^  ^^^2' 

yi— „s— 1 

y*  dl»  y'  d«  ^ 

= E.i.tabcr: 

Seut  man  in  Formel  3 des  Abschnit-  »rc  tg(-tg|j  = -arctg^tg|j= 
tes  16) 


genommen  worden 

Setsen  wir  in  Formel  II.  des  vorigen 
Abschmuea 

= »>»0 

so  erhallen  wir: 


-tg|. 


u = x,  M=0,  ff=h  a=0,  4 = 1, 

BO  erhalt  man: 


aber,  da 


/'du 

yr^-1 


ist, 


/v 


du  „ . yi-B>-i 

= — 2 arc  tgi 


yi~ 

Setzt  man  hierin 

tissin^, 

Es  ist  gegeben 


and 

/7fe=(-=)(-5)- 

da  t'  = siny,  ^ = orcsintr 

ist,  so  ergibt  skb: 

/*  dl» 

,y- = arc  sin  (t*). 

Kl— y* 

Es  bedarf  kaum  der  Erwähnnng,  dass 
sich  dies  Keeuhat  auch  dnreh  Differen* 
ziircn  der  Function  aro  sin(v)  herleiten 
lasst. 

Indessen  sind  hier,  wie  schon  im  Vo* 
rigeo,  die  Quadraturen  möglichst  nnab* 
hängig  von  den  Ergebnissen  der  Diffe* 
renzifdrechnnng  bingestellt  worden. 


1 

4 

t 

1-. 

' 2e* 

V e»"''4e‘ 

Man  setzt: 


so  dass  man  bat: 


2e’ 


/ 


a , 4* 
e'  4e* 


/•  dx  1 r d«  . , , 

, - --==  = - I , =arcsin(vl 

Va+4x-e’a’  cJ^l—u' 

und,  wenn  man  für  ti  wieder  seinen  Werth  einsetst: 

y»  dx . / 2e*j— 4 \ 

JVa+ix~e’x'  ^ "”Wb+4«/’ 
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21)  Integration  transcendcnter 
Fnncttonen. 


Offenbar  iet,  wenn  man  eich  tc  ver- 
änderlich denkt: 


In  dem  Gegebenen  ist  das  Allgemeine, 
was  sich  über  die  AasführaDg  der  Intc-> 
grationen  algebraischer  Functionen  sagen 
lässt,  erschöpft,  insofern  sie  durch  die 
vor  Entdeckung  der  Integralrechnung  be« 
kannten  Functionen  geschehen  kann.  Je- 
doch können  in  einzelnen  Fällen  noch 
Integrale  von  irrationalen  Ausdrücken 
complicirtercr  Art  gefunden  werden. 

Wir  werden  daher  auf  diesen  Gegen- 
stand zurückkommen  müssen.  Zunächst 
wollen  wir  jedoch  dos  Allgemeinere,  was 
sich  über  die  Integration  transcendcnter 
Functionen  sagen  lasst,  hier  geben.  Die 
vor  der  Entdeckung  der  Integralrechnung 
bekannten  Transcendenten  beschränken 
sich  auf  Exponentialgrösscn  und  Loga- 
rithmen, trigonometrische  Functionen,  und 
die  zu  letztem  gehörigen  Bogen. 

Von  diesen  stehen  Je<loch  die  Expo- 
nential-  und  logarithmischen  Grössen  in 
der  durch  die  Gleichung 

.'8^  = x 


gegebenen  Vorbindnng. 

Die  Verbindung  zwischen  trigonome- 
trischen und  Exponentialfunctionen  wird 
vermittelt  durch  die  Gleichungen: 


e**  = C08X+»  •»nx 

oder 

2x1  _ 1 t^ 

* ~ 1— itgl 

und  die  zwischen  Bogen  und  Logarith- 
men mithin,  wenn  man  x=arctgw  setzt, 
durch  die  Gleichung: 


'g  “ = >g 


l+«tgx 
1— itgx 


und,  wenn  man  x=arc6in(ti)  setzt,  durch 
die  Gleichung: 


arcsin  II  = ^Igfl^l — M’+i«] 


de  ax 

T«  =”  ’ 


da" 


Man  kann  also  auch  schreiben: 
rfo" 

In  Abschnitt  6)  wurde  nun  die  For- 
mel abgeleitet: 

aus  der  bei  Wiederholung  des  Differen- 
ziirens  nach  c sich  leicht  folgern  lässt 


A(x,  c) 


rfx, 


Je" 


^(//•(x,c)dx)=/ 
also  in  unserm  Falle : 

Kann  man  also  den  Ausdruck 

dx  finden,  also  für  den  Fall, 

wo  n = 0 ist,  so  ist  die  Quadratur  für 
Beliebiges  n auf  die  Differenzialrech- 
nung, nämlich  auf  BestimmuDg  des 

J"u 

Ausdrucks  — zarückgeführt. 

Jit" 

Wir  setzen: 


also 


oder,  wenn  x = arc  cos  ti  gesetzt  wird, 
durch  die  Gleichung: 

orc cos«  = i lg[«  + — u’j. 

Es  kann  daher  bei  den  entspreefaenden 
Functionen  ein  gemeinschaftliches  Ver- 
fahren eingeschlagctt  werden. 

Sei  zunächst  zu  bestimmen 

/n  aXj 
X e ox, 

wo  a eine  beliebige  Constante  ist,  n 
aber  eine  positive  ganze  Zahl. 


also 


dy  = fie^^Jx~<tydxt 

dx-^. 


Es  ist  also: 


18 
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Ist  das  Integral 


lu  bestimmen,  so  muss  e"'  für  geschrieben,  und  erst  nach  ausgefohrter 
Differeiisiation  o gleich  1 gesetit  werden. 

Beispiele: 


- — I nx 

^ . 

I xe  axz: — t = TT 

,/  dit  « « 

arj(— ) -!  «X  ^ <nx  2/^ 

/ 2 ttx,  V « 7 \ ^ ^ - A.  if , tt.  8.  W. 

= — rfii ir--  a ^ 

Auf  diesem  Wege  kommt  man  auch  leicht  *u  der  allgemeinen  Formel: 

J « \ ft  «* 

die  sich  aus  dem  Ausdrucke  für: 

ergibt,  wenn  man 

7W  = « 


seUt. 


Offenbar  n&mlich  ist: 


da 
da* 

d‘(«~V(a))  _ „-1  /■"(„)+ 3 • 2<r~^  (e)  - 3 • 2 . 1 A«), 

da* 

allgemein : 

d”(n~^ /•(")}  _ „-1  „-2  1)(„) +n(,i-l)a~®  («) 

+«(«_!) (n_2)  . . . 2- !((«), 

woraus  sich  der  oben  angeführte  Ansdmck  für  ergibt. 

dx 

22)  Anwendungen  der  oben  ge-  <tr  = — , 

fundenen  Formel  y 

Das  Besultat  des  vorigen  Abschnitts  «1«» 
ist  ein  sehr  reichhaltiges,  ans  dem  sich  Cx" e"^dxrz  r(\ev)*v”  ^da 

viele  Formeln  ablciten  lassen.  J J 

Setzt  man  und  man  hat:  j"|SL| 

e-*=y,  /*«— 1„  ,n,  \<‘l 

so  wird 

■r  = lgy. 


fy"  ^(>8y)“«'y=-^ 
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oder,  wenn  man  lieh  der  Reihenentwicklung  dci  vorigen  Abechnittea  bedienen 


— . . . _i_>« («— 1) (m— 2)  2-1' 


E»  ist  hierin  <r  eine  ganz  beliebige  Zahl,  n nms«  ie.tnr.h  , 

tion  in  endlicher  Form  gelingen  soll,  eine  ganze  positive ^Z^’l  sein 

Setzt  man  a + /Si  für  «t,  so  hat  man ; 

!' .%(« + = {L 

fe’ren.iir,*”“''’  ob  ">•»  nach  „ oder  nach  (a+m)  dif- 

Also  bat  man  ganz  wie  oben: 


/eCo  + /»>t 

•/  a+ßi  )■ 


/.V*  co./l.rfr+/,«e«  .in^ad.  = ^{j^."-(eos;,,+i.i„^,)} 


Setzt  man  Air 

' Zeinen  Werth  coe  sin^x« 

io  erhält  man : 

d„"  >«’+/»■ 

oder,  wenn  man  Reelles  und  ImaginSres  trennen  will: 

/i"e"*  <x,aßxdx  ^ — /l'’^("00»/».r  + /»sin;>x)| 

’ «*+/»'  )' 

Cx^c”^  sin  ßxdx  = \‘‘^{«<noßx-ß  cosjij:)! 

J *."1  «*+/»•  /■ 

”*”  7^«x  ““  ‘'®’'  Beihenentwicklnng 

von  X e rfx  fttr  ß zchreibt  a+^,  und  den  reellen  Theil  gleich 

, J*X^  CKi9  ßxdx  t 

den  imaginären  gleich 

sin  ßxdx 


setzt 

Für  n gleich  Null  bat  man  anmittelbar: 

/»  ßX/  . 

e“*  oosÄxdx  = ® («<^<»ßx  + ß,XTißx) 
a'Tp  ’ 

/’s"  a~l>  - ß=^-ß  00«  fa) 

•'  o’+/9« 


fx'coaßxix  nnd  A"sin^x<tr; 


18* 
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BUtt  dessen  aber  kann  man  auch  in  der  Formel  für  fe”'dx  nnmiltclbar  für  « 
seueD,  nnd  hat: 


oder: 


J i"+^  <//»"'■  ' 

/•_  1 <l"  /cos  + • »in,9*\ 

, {co^ßx+iB\nß^)dx=—^  — \^  I 

Will  man  Reelles  und  Imngin&rea  trennen,  so  sind  hier  die  Fftlle  ku  unter 
scheiden,  wo  n grade  and  wo  es  ungrade  ist. 

Man  hat : 

fx‘”  cos  fixdx  =(-!)"  ^ 
fx”  Bin  ßxdx  = (-1)"'^  ' ^ 


d.  h. 


dß- 


oder : 


und 

Auch  kann  man  sich  statt  dieser  Formeln  der  Beihencntwickelungen  für 
bedienen,  und  darin  ö = ^i  setzen. 


23)  Andere  Ausführungen  von  also  eine  algebraische  Function,  welche 
Quadraturen.  immer  integrirt  werden  kann. 

Allgemein  l&sst  sicli  der  Ausdruck 

//•(.“*  dx 

bestimmen,  wenn  f{u)  eine  rationale 
Function  ist,  oder  eine  solche,  welche 
ausser  einem  rationalen  Theil  nur  eine 
Quadraturwnrzcl  eines  ganzen  Polynoms 
von  höchstens  zweitem  Grade  enthält. 

Setzt  man  nämlich 


sin  (t(X)  = ^ 


cos  (er)  = - 


also 
oder 

so  hat  man 


CU 

e —u, 


dx  — 


du 


rationale  Functionen  von  sind,  so 

lässt  sich  hiemacli  auch 

y'/(8in  rx,  cos  ex)  dx 

finden,  wenn  f eine  rationale  Function 
zweier  Variablen  bedeutet;  auch  können 
unter  dem  Fnnctionszcichen  die  andern 
trigonometrischen  Linien  von  ox  enthal- 
ten sein,  welche  sich  auf  rationalem 
Wege  aus  den  sinus  nnd  cosinns  dnreh 
die  Formeln: 
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_Bin  JT  gleichen  Sabstitutionen , wo  es  sich  um 

*®’‘*^~cöTx’  ^^lüTx*  Aendcrung  des  Intcgrationswcgcs  han- 

delt, immer  gestattet,  so  lange  das  ln- 
a0cx  = — — coflccj=  ^ tegral  ein  unbestimmtes  ist.  Bei  be- 

cosjr*  sinx  stimmten  Integralen  dagegen  ist  die  Bc- 

ergeben.  rücksichtigang  der  Grenzwerthe  nötbig. 

Da  aber  hier  die  Sabstitntion  Was  unser  Integral 

e^^=zu  cos  ax)dx 

gemacht  wird,  so  muss  u nnd  du  ima-  anbetrifft,  so  führt  jedoch  auch  eine 
gin&r  werden.  £s  ändert  sich  also  der  andre  Sabstitntion  znm  Ziele,  wobei  der 
Intcgrationsweg.  Jedoch  tritt  hierbei  Integrationsweg  nicht  TcrÄndert  wird, 
keine  Zweideutigkeit  des  Resultats  ein,  Mau  setze: 
wenn  der  Ausdruck  /‘(o)  nicht  während  sinaj:=y, 

der  Integration,  oder  beim  ücbergang 
Ton  einem  Wege  zom  andern  unendlich 


Es  ist  also  die  untere  Grenze  immer 
so  zu  wählen,  dass  dies  nicht  statthndet, 
und  kann  man  dies  immer  annehmon, 
so  lange  das  Integral  unbestimmt  ist. 
Diese  Bemerkung  ist  für  die  ganze  In- 
tegralrechnung wichtig.  Es  sind  der-  und 


a cos  axdx  ~ <fy, 
cos  = ~y’, 

dx  = — ■ ■ — 

«V'l-y' 


00.«.)*  = -1 

«J 

ein  Ausdruck,  der  ausser  einer  rationa-  über  die  sogleich  gesprochen  werden 
len  Function  nur  noch  eine  Wurzel  zwei-  soll. 


/(yyi-y/)rfy 


ten  Grades  enthalt.  Vorläufig  bemerken  wir  jedoch,  dass 

Von  gleicher  Allgemcmheit  ist  ubri-  allgemeineren  Falle  des  Integrals: 
gens  das  Integral  . 

//•(.inx,  co.x)*,  //■(»!“'.  00.x)* 

da  man  für  ox  immer  eine  neue  Varia-  ««  »'>'•>  e'“«  , SBb.titntion  gibt, 


ble  nehmen  kann. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  der 
Fall,  wo  die  Function  f nur  ein  Glied 
enthält.  Es  führt  dieser  Fall  zn  den 
Integralen : 

f sin  I*"  cos  z**  de, 
j cosz** 

r ^ 

«ifi  ^ üln  cotar** 


welche  keine  irrationale  GrÜsse  gibt. 
Es  ist  dies  die  Snbstitation 
tg  \x=u. 

Da 

j rfz 


i.t,  .0  hat  man: 


(co.  r)’’ 

* 

2(co.^x). 


1 

(co.^x)’" 


(.ec  Jx)’ = l-l-(tg  ix)*  = !+«• 


3 1—«’ 

co.x=2(co«ix)*  = = 

■inx=|/l-(i^.)  =n^.> 

fn>iox,  eo.x)*  = 2/|f(j|^, 
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Beiapiel.  E«  lei  ganicht: 

f-. 


dx 


<x+&  cos  x+c  sin  jr  * 

Es  verwandelt  sich  dies  Integral  durch  die  letzte  Snbstitation  in: 

_ ^ du 

1 — *i>  /lO-A-i-Q/’ 

fl  + i 


1 - 2 /: 

z/l+«>  , .l-«>  .2«  ~.ßa 


'1+K»  i+« 


fl4-6+2c«  + (fl  — ft)“*, 


ein  Ausdruck,  der  sich  unmittelbar  aus  Formel  3 des  Abschnittes  16)  ergibt, 
wenn  der  Könner  2 imagin&re  Factoren  hat.  d.  b.  wenn 


c*  ^ o+A 


(ö  —by  fl~A 

ist  (siehe  den  Artikel:  quadratische  Gleichnngen).  Man  setze  dann  in  die  ange> 
führte  Formel: 


Äf=rO,  JV= 


a—A’ 


nnd  es  ist: 

2 


a= r,  A 

A 


du 


/fl+A  c*  l'o*— Ä*— c* 

■ } (T-~  by  ~ (a-b) 


a+»+2cu  + (a-i)u>  y/nV_4V_c.  *'''  *® ^oi_ 


»■(« — 6)  +e 


Ist  aber  *“  8'*’*  '*'®  Formel  (4)  des  Abschnittes  (16),  wenn 

man  füi  M,  N,  a dieselben  Änsdrücke  wie  oben,  fttr  b jedoch 


I c*  _ a+4  _ Vc*  — o*+4’ 

,(0—6)*  0—6  0—6 


einsetzl : 

2 


?/v 


du 


: lg 


(a— A)u+c — V^c*  — rt*4-A* 


da 


«+Ä+2c«4-(fl  - A)«*  A*  (a— A)u+c+|/c>— a> -f  A*' 

Auf  dieses  Integral  lässt  sich  auch  das  folgende  zurückfQhren : 

r ^ 

J a+A  co8X*  + c sin  x** 

, 1+  cos  2x  . 1 — cos  2x 

C08x*=: , smx*  = - 


2 * 2 

ist.  Man  erhält,  wenn  man  y für  2x  schreibt: 

/dx  ^ P dy 

«+A  cosx*  + ciinx*  ~/  2a4*A+c+  (A — c)  cosy* 

Setzt  man  in  den  zuerst  entwickelten  Werth  des  vorigen  Integrales: 
2a+A+c  für  #i,  A — c fdr  A,  0 f&r  c, 

so  kommt: 


fz 


dx 


0+6  coe**+csm*>  + + 

Hier  ist  zn  setzen; 

u = tg|=tg  I. 
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£«  Ibot  sich  noch  boitimmen  dM  Fnnctionen  aofhOrten,  gnnxe  Functionen 
Integral:  ExponentialgrÖBsen  zu  sein. 

r ax  8x  yx  v , Wae  noch  die  Logarithmen  und  die 

J ^ **V  “»  1.  . 1 X 

T-M  nnri  Afcufl  anbctrifft,  so  kann  man  e =y 
wenn  m eine  ganze  positive  Zahl^  und 

feine  ganze  Function  ist,  denn  dicaer  Ausdruck. 




Ausdruck  besteht  aus  Gliedern  von  der 
Form : 


setzen ; man  erb&lt  dann  das  Integral : 


deren  Integration  bereiu  gegeben  wurde. 

Auch  kann  man  sutt  der  Exponential-  " 

grössen  die  trigonometrischen  Functionen  . 

sin  ox,  sin /9x,  cos  ox,  cos /9x  nehmen,  dx  = -^ 

welche  ganze  rationale  Functionen  von  y 


",  und  sind. 


ist.  Es  l&sst  sich  also  dies  Integral  immer 
bestimmen,  wenn  a und  /9  ganz  will- 
Es  gelingt  also  immer  die  Integration  kürlich  sind,  vorausgesetzt,  dass  n eine 
Ton  ganze  positive  Zahl,  f eine  ganze  Func* 

tion  sei. 

/,  /-(.ino,*,  CO.C*,  ..n^*,C08/ri-)«ir;  Ebeaio  li.8t  .ich  in 
jedoch  darf  aich  unter  dem  Function.- 

.eichen  im  Allgemeinen  keine  Tangente  J x ((.ini,  coex)äx 

oder  Cotangente  heflnden,  weil  eonet  die  aetzen : 

du 

sinx:=N,  co8xdx=dw,  dx  = -y- x = arcsmM, 


Yl-a 


also 


du 


fx”f{Knx,  coix)dx=  /(arc  sin  «)"*((«,  V'l - «• ) 


Setzt  man 
so  kommt: 


endlich,  wenn 
ist: 


CO.  x-u, 


-piuc  CO.  h)' 


m/(Vl— «».  »)<iu 


y'i-a 


tg*  = u 
x = arc  tgw, 

, du 

u 

lin  xr:  -y-  — 

1 

108  X= -7^= 

yi+n* 


also: 


f*  mm  /*  m du  ^ I u 1\. 

jx  fifimx,  co.i)d*=^(arctgu)  j- 

AutgefÜhrt  werden  können  also  die  Integrale: 

p (arc«inii)"‘/'(»,  yi-"*)  y== 

(arccoBuj^^Ci«,  yi-«*) 


/" 
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wo  f eine  rationale  Fnnction  iweier  Va*  za  bestimmen,  wenn  man  alle  Integra* 

riablcn,  m eine  ganze  poiitivo  Constante  tionen,  die  zu 

bedeutet. 

Ist  z.  B. 

r/-  führen,  vollziehen  kann. 

# y/  — * y » « . . 1 

. r,  , , , Sei  wieder 

wo  p eine  positive  ganze  Zahl,  so  hat 

man  aus  den  beiden  letzten  Formeln:  /'(e  ; = 

y*(arc  8in«)”*«Pc/u 

..  i(w) 

/(arc  cosM)’"u'’rf«;  — 

ist  dagegen  f(x,y)  = xa,  so  gibt  die  erste  , 

Formel:  » » aUo: 

f m »du  f (u'i  ~ P 

Wir  anterlasscn  die  wirkliche  Ansfüh*  und  ebenso 
mng  dieser  Quadraturen,  da  wir  zu  bo-  . r \ 

quemeren  Methoden  für  dieselben  ge-  'n— 2^“^“/  — ^ 

langen.  u * 


• * u 

/•(«)  =/a(«)7. 


24)  Spociel  1er  Fa  1 ] des  Vorigen. 

Das  Integral 

/x”'f(e'^)  dx 

als  ein  specicllcr  Fall  des  bereits  ange* 
führten:  , , 

schliesslich: 

fx”'f{z”\  ^ ...)dx  rr(x"^)dx-i 

kann  immer  bestimmt  werden,  wenn  f J w 

eine  ganze  rationale  Function  ist.  t » t>  ^ 

c„.  . , . . Ist  z.  ü.  f(«)  eine  rationale  gebrochene 

Setzen  wir  jetzt  voraus,  dass  f keine  " 

solche  sei,  und  suchen  die  Fälle,  wo  w.  ®ud  fuhrt  keine  der 

dennoch  die  Bestimmung  möglich  ist.  ^“^^Jn’^^onen  auf  logarithmischc  Functio- 
Man  hat:  * <^der  Bogen,  so  werden  auch  die 


da 


: xe*'^  f* 


wo 


ist.  Wir  seUcn: 

»/’(«)=/•,(«), 

man  hat  dann: 
jn.xttx,, 

da"  " 

Ks  gelingt  also  immer  das  Integral: 
da  ^ 


Werthe 

• • • /■.(>•)./(“) 

rational  sein , und  die  Integration  g^* 
lingt. 

Es  sei  z.  B. 

» 


/■.«= 


(!  + «)*’ 

so  ist: 

= 1 — \ — . 

•'(!  + «)* 

■ ü'**  __  _ 1 /’  du 

Diese  Integration  ist  stets  ausznführcn, 
Wenn  s eine  ganze  Zahl  ist. 

Sei 
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so  wird,  da  n = l war: 


r xe'^dx  _ 1 d /I  , cx,  \ 

•■'  (!  + ««*)'  /■ 


’«=/.;äT7)=A«--if> 

also 

''W  = 'g(r^). 

ittitbin: 

r_ff!!^=_iiiig-LlL  4'g(i+«"^)L  ig(i 

(l+e“)’  •'"r  1+eH  ^ O J"  «•  «ü+*"*) 

Eine  ähnliche  Betrachtung  lässt  sich  in  Bezug  auf  die  trigonometrischen  Fnnctio* 
nen  anstellen. 

Sei  zu  bestimmen  der  Ansdruck  man  die  Wurzel  Jedesmal  mit  dem  ne- 

r fl  - / X , gativen  Vorzeichen  yersehen  denken. 

/■„W'/x. 

wo  unter  u eine  der  Functionen  sin  na*,  « = tgx, 

cos  <ta;  oder  tg  (nar)  verstanden  werden  so  hat  man : 
soll.  , 


Im  ersten  Falle  ist 
und  man  kann 

r(u)Vr^>=f,(u) 

setzen;  ist  ebenso 


cs  ist  also  zu  setzen: 


r(u)(i+u^)=r,(u), 

r'.w(i+»’)=A(«) 


/"„-iWV'l —>=/■„(«), 


ao  hat  man: 


(f(u)dx) 


also: 

'«  = AWiTb- 

wahrend  die  Formel: 

in  Gültigkeit  bleibt. 

Es  wird  erfordert,  dass  alle  diese 
Integrationen  in  der  Tbat  auslUhrbar 
sind. 


«rrcosox.  Bei.piel  Sei  gesucht 

segelten  dieselben  Formeln,  nnr  muss  /x(tg«x)’"  (1+ tgox’)dx. 
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Wir  scUcD 


und  in  die  betreffenden  Formeln 

«'”(l+u*)  = /‘i(«).  tla  » = 1 ist- 

m + 1 


Es  wird: 


f(u) 


m + 1 


also : 


y»  Wf  » 1 -1"  1 j 

/x(igax) 

Dies  letztere  Integral 

cos  ax  ' 

gehört  unter  die  im  vorigen  Abschnitte  betrachteten,  und  ist  stets  zu  integriron. 
Sei  z.  B.  m = l,  so  hat  man: 

r j 1 , 

fx  tgM(l+tg«  )rfjr  = 2rf^./ 

Setzt  man 

tgrtxrrt», 

so  wird 

ndx  , 

. M - — aif 

(cosfrx)* 

also 

(cosfrx)'rfw  _ dv 
a 

und 


«(l  + t**) 


also: 


fx  >S  «(!+«« «*’)<'*  (^)  = -2^  •g(''^)  + 

Setzt  man  ansserdem  noch,  je  nachdem 


2a  (cos  «x)’ 


w=.t  , « = sin  «X,  M = cos  «X,  u = tg  ax 


war,  in  die  Formel: 


fxy^(u)dx=^Jf{u)dx 


für  dx  und  x den  entsprechenden  Werth  ein,  wobei  sich  ergibt: 
du  = ae^^dx  = (rudz, 

duzza  cos  «rx(/x  = «V  l — 
rf«  = — a sin  trx<tc  = — «yi — v^dx^ 


also: 


und 


. rfu  da  J du  du_ 
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Igw  arcbiUH  arccosw  arctg« 

x = , x = , xn  — , x= 

a a a a 

so  wird  also,  je  nachdem  der  eine  oder  andre  der  vier  F&lle  itattfindet: 

r,  . Jm  n+1^  (\  r /■(«)  \ 

/(.rcs.nw)  = „ 

A.rc  cos«)V  = ^L(i  f-J^) 

J (.reg  «)  r„w  1+,.  =«  + -(-/ 

and  M werden  in  J|mm  Falle  die  Ansdracke: 

* ‘ * A(w).  f («) 

durch  die  Formeln  gefunden: 

wo  für  /(u)  entsprechend  die  Werthe: 

II,  -Vl-B«,  1+H» 

ZU  seuen  sind.  » 

Wohl  zu  merken  ist  hierbei,  dass  in  dem  Ansdnicke  rechts 

,n+i^i(  rn«) rf«\ 

nach  der  Integration,  aber  vor  der  Differentiatiun  nach  a für  h sein  in  x ansge- 
drückter Werth  wieder  herzustellen  ist.  Es  enthalt  nämlich  diese  Grösse  u ja 
die  Veränderliche  a selbst,  was  beim  Differenziiren  natürlich  wohl  zu  berücksich- 
tigen ist. 

Beispiel.  In  der  vorher  entwickelten  Formel: 

/rtg(a*)”(l+tg(a»)‘>ie=jj^^(y' (tg 
«Men  wir  \j-tr; 

rnill  AvttAWMl« 


nnd  erh.lteii: 


I>t  hierin  a = l,  ao  hnt  man  wieder; 

r , a'  d /tg«*\  1 «X  1 arctgii,,  , ,, 

/.arctg«*.=^_(— )=_2  tg„x+2^^3;^  = -2«+— (1+-  )• 

lat  m=2,  ao  ergibt  aich: 

= TS  G/rfS)- 

Setat  man  a*  = e,  ao  wird: 

f»**»  _ X / r/i L.\a  «' 

J !+«•  “ 2J  1+»  ~ iJ  vT+Hjl  2 2 
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oder,  wenn  man 
cinsetzt: 

und  Cf  wird: 


1 =(igaj)» 


woraus  sich  ergibt,  wenn  man  wieder  tg«a:.-:ii  setzt: 

t 1 11 

J «’  arctg(u)  = nje  tgM  — lg  (!+«*)• 


25)  Tbeilweiscs  Intcgrircn. 

In  dem  Gesagten  sind  im  Wesentli- 
chen die  allgemeinen  Fälle  enrhßltcn,  in 
denen  sich  ein  Integral  auf  bereits  be- 
kannte Functionen  zurückfuhren  lässt, 
indess  lassen  sich  noch  in  einzelnen 
Fällen  coroplicirterc  Integrale  auf  ein- 
fachere zurückfübren.  Diese  Aufgabe 
wird  die  Beduction  der  Integrale  genannt. 
Zum  Thcil  iiihrt  auch  diese  Ucduction 
auf  in  der  Ausführung  leichteren  als  den 
bereits  gegebenen  Wegen  zu  Integralen, 
deren  Möglichkeit  der  Berechnung  nach 
dem  Vorigen  bekannt  ist 

Wir  haben  uns  also  hier  noch  mit  den 
sogenannten  Rcdnctions-Formeln  zn  be- 
schäftigen. 


Dergleichen  sind  schon  die  in  den 
vorigen  Abschnitten  entwickelten,  wo  ein 

complicirtcres  Integral  f x^f^{u)dj:  sich 

aus  einem  einfacheren  ff{v)dx  durch 
DifTerenziiren  nach  einer  Coostonte  er- 
gab. 

Indess  leistet  hier  anch  namentlich 
dasjenige  Verfahren  gute  Dienste,  wel- 
ches wir  als  „theilweises  Integriren*^  be- 
zeichnet haben. 

Es  war  dies  Verfahren  in  der  Formel 
dargestcllt: 

fyJx  = iy-fxdy 

oder,  wenn  man  will: 


/K^)  7 (•>■)  *=/'(*)/V  (*)  W dx)  f\x)  dx ; 

jedoch  reicht  die  erstere  einfachere  Formel  immer  aus. 


Es  ist  z.  B. 

aber  da 
ist: 


fnvd  (lg  !►)  =/ ~—~Judv^ 

f udv  ^uv^f  vdu —uu^f  uvd  (lg  u), 
/ uvd  (lg  n)  =:  uv  — y* uvd  (lg  u). 


In  dieser  Formel  machen  wir  folgende  drei  Snbstitutionen: 


I)  « = («  + *)"  v = (ex+n” 

III)  «=(„+n“ 


Es  ergibt  sich : 

D f (,ax  + hr(ex+n’‘-^dx=  ■ 

^ t\c 
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m(af—eb)r,  , ,,m  — 1 , , „n  — b* — 1, 

— 1 {«X  + b)  (fJ  4-D  Jx, 

ne  •/ 

•/  n{af — eo) 

««  r,  , ,.m  — « — 1,  , 


Diese  Formeln  wertlcn  etwas  cinfocbcr,  wenn  man  für  eine  der  Grossen 
ax-\-b  oder  ex-\-f  die  Grösse  x selbst 

setst.  An  ihrer  Allgemeinheit  verlieren  sie  hierbei  nichts,  da  man  ja  immer  die 
Snbstitution: 

ax-^b  oder  ex-f*/*=y 

machen  kann. 


Bei  demgem&ss: 
so  hat  man: 


a = l,  6 = 0, 

U)  Jz(x.+f)  äx=-±^--Jz  {ex+n  dz, 

S r 1 J *’"(«+/)"”"*  mf  r m— 1,  1 . 

Vx)  J X (ex+f)  dx  = («+Q  *x, 


¥iT  \ r I x"{ex  + f)”  " me  r H — 1. 

lila)  Jx  iex+f)  <fx  = — i — ^ (xx+f)  dx. 

Setzt  man  dagegen 

c=l,  /-=0, 

so  werden  diese  Formeln: 


ib) 

llb) 

nib) 


r «"(ajr+i)"*  IM«  r II,  ..Ml  — 1 . 

I I (ajt+i)  dx= — i— — fT  f dx, 

P n—m—\,  , n»ij  x"~"'(aj:4-Ä)”  mb  p 

Jx  {ax  + b)  dx  = L + -J, 


n-m-1,  ..»1—1  . 

(ax+4)  dx. 


/' m — »— 1,  , i,"  — 1 . x”‘  "(«x  + i)"  Ml  P Ml  — « — 1,  , n 

X (ox  + i)  dxz. X («x  + i)  dx. 


Die  Anwendung  dieser  Formeln  ist 
leicht  ersichtlich.  Das  gegebene  Integral 
wird  immer  anf  ein  anderes  znrückge> 
fbhrt,  welches  dieselbe  Form  bat.  Nnr 
dass  in  Fall  I der  Exponent  des  einen 
Factors  nm  die  Einheit  vermindert  wird, 
wahrend  der  des  zweiten  am  die  Einheit 
znnimmt.  Man  wird  also  Falls  der  erste 
Factor  einen  positiven,  der  zweite  einen 
negativen  Exponenten  hat,  diese  Formel 
mit  Vortbeil  zor  möglichsten  Verminde- 
mng  der  Exponenten  anw  enden,  und  dicr 
selben  sogar  znm  Verschwinden  bringen 
können,  falls  sie  ganze  Zahlen  sind. 


In  Fall  II  wird  nur  der  Exponent 
des  einen  Factors  vermindert,  in  Fall  III 
vermehrt.  Die  Formeln  finden  Anwen- 
dung, wenn  beide  Factoren  positive,  ent- 
sprechend negative  Exponenten  haben, 
w’obei  dann  nach  nnd  nach  der  eine  und 
der  andre  vermindert  werden  können. 

Uebrigens  werden  diese  Formeln  für 
den  Fall  unbranchbar,  wenn  die  con- 
stanten  Nenner  der  rechten  Seite  ver- 
schwinden. Es  tritt  dies  ein,  wenn 

f«  gleich  0 
ist. 
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Man  hat  aber  in  diesem  Falle  die  latente : 

f {ax+h'f'dx,  f /(ex+/-)’"~\ax  + 4)“^dj. 

Setit  man  im  ersten  ox+i=y,  so  hat  man: 

nax+irdx=r^y- 

j Ja  fl(m+l) 

Wird  im  zweiten  Falle 

' nx+i 


also 

gesetzt,  woraus  sieh; 


«*+/■ 
x = fc-‘ 

a — ey 

j (/a-e4)dy 

(n-ey)> 


ergibt,  so  hat  man; 

f\ax  + hf(tx+rT”~'^dx=ry^^^M!i^ 

J (a-ey)* 

Dieses  Integral  kann  immer  bestimmt  ein  ebenfalls  stets  zu  bestimmendes  In- 
werden, selbst  wenn  m ein  Bmeh  ist, 

denn  sei  tegral.  Denn  ist  m=",  so  kann 

» 


so  kann  man 


«=£, 

V 


f 

y =s 


s 

» =*. 


/ 


9- 


-dt. 


letzteDy  und  hat  dafUr: 

,z>’  + V-Va-e4)^ 

* 

WO  y und  9 ganze  Zahlen  sind. 
Im  dritten  Falle  aber  setzt  man 
«+/‘=y, 


v=t". 


d% 


nnd  hat 


fy'—Jy- 

«(y —/*)+«* 


gesetzt  werden. 

Die  Formeln  la»  Ila,  lila,  Ib,  Uh, 
III  b gewinnen  noch  an  Anwendbarkeit, 
wenn  man  für 

X eine  Potenz  y* 

snbstitnirt.  Man  erhält  dann,  wenn  man 
andre  Exponenten  einführt,  und  diesel- 
ben der  beabsichtigten  Anwendung  ge- 
mäss positiv  oder  negativ  annimmt: 


Ic) 


^ a(p— l)e 

w-Hl— a f*  m— «.  « — M_i_l 


IIc)  Jx”'(ex’'+ffdx  = 


r'"  + l-V"+n'’  + ^ 


lUc) 


f(oi  + l-t-ny) 

f 


. <»^+"-"»  + 1)  r -m-l-n,  n . „p  . 
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Id) 


+ 4)'’  rfx= 

•/  m — 1 

./  m+np+1 

/»*/*•■»  \ — P+  1 


Illd) 


In  diesen  sechs  Formeln  kann  man  im-  Jedoch  lasst  sich  leicht  eine  allgeroei- 
mer  aiinehmen  y dass  m und  n ganze  nerc  Bedingung  dafür  geben,  in  welchem 
Zahlen  sind.  Falle  sich  dieser  Ansdruck  anf  eine  ganze 

^ „ V r . . Zahl  znrückführen  lasse. 

Denn  wäre  so  führte 


V 

man  die  Sabstitution 

J_ 

e« 

X =:y 

ein,  wodurch 

* —ST  f * — y 
würde,  während 

dx-nqsy*^*  ^dy 

•ein  müsste. 

Das  Integral  nimmt  dann  eine  der 
nrsprünglichen  ganz  ähnliche  Form  an, 
nur  dass  statt  m und  n ganze  Exponen- 
ten erscheinen. 

Die  Grösse  p wird  im  Allgemeinen 
ein  Bruch  sein.  also  : 


Setzt  man  nämlich  in 

f x*”(ajr**+6)^dx, 


also 


so  wird : 


ox  -f  6=y, 


_ l(y-^A)  " dy 

1 


</x  = — 


»-fl 


/'x”(ax"  + 4)^</x  = — ^ /V*(y-i)  rfy, 


ein  dem  gegebenen  ganz  ähnlicher  Aus-  eine  Bedingung,  nnter  welcher  die  Ex- 
dmek,  in  welchem  der  Exponent  von  ponenten  in  ganzzahlige  verwandelt  wor- 
y— 6 eine  ganze  Zahl  ist,  wenn  m-f  1 den  können.  * 

durch  n theilbar  ist;  dies  ist  also  Man  kann  aber  auch  schreiben: 


/x"(«x’‘+4)Prfx  = /. 

und  da  dieser  Ausdruck  dem  gegebenen 
ganz  analog  ist,  wenn  man  n mit  — n, 
a»  mit  m -f  ap  vertauscht , so  ist  eine 
•weite  Bedingung,  unter  welcher  dicF.x- 
ponenten  ganzzahlig  werden,  die,  dass: 
M-fnp-l-1  durch  n theilbar  wird. 

Die  erste  Bedingung  zeigt,  dass  alle 
Integrale  von  der  Form : 


”*  + "P(Äx-"+<i)P<Ix 

/x^-^CoxV  ifdx 
sich  bestimmen  lassen,  p mag  eine  ganze 
Zahl  oder  ein  Brach  sein,  die  zweite, 
dass  gleiches  bei  den  Integtalen  von  der 
Form: 

stattündet. 
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26)  Betrachten  wir  bcispiclaweiee  die  1 


beiden  Integrale 

r x^dx 

•f  ~ yr 

wo  m eine  positive  ganze  Zahl  ist. 


nnd 


r x~”*dx 


fw-f-np-f  1 = «. 

Da  m eine  ganze  Zahl  ist,  so  wird  sie 
immer  durch  2 theilbsr  sein,  wenn  m + 1 
nicht  durch  2 theilbar  ist;  also  eine  an« 
^ , sercr  Bedingungen  ist  stets  erfüllt. 

Dass  die  Integration  ausführbar  ist, 

wissen  wir  schon,  sonst  ergäbe  sich  dies  . ^ Falle  des  ersten  Integrals  6ndet 
auch  aus  dem  Schlüsse  des  vorigen  Ab-  Formel  IIc.  Anwendung. 

Schnittes.  Es  ist  nämlich  hier  n = 2,  Dieselbe  gibt: 


/ 


X dr 

V'l-T' 


1 


-irx”‘~^dx 


Es  wird  der  Exponent  m um  zwei  Einheiten  vermindert.  Durch  fortgesetzte 
Anwendung  dieser  Formel  wird  man  also,  je  nachdem  m grade  oder  ungrade 
ist,  auf  eins  der  Integrale 

p ilx 

oder  auf 


geführt. 

Sonach  erhält  man: 

A.  wenn  m nngradc  ist: 


rx”dx  _ r m-l  ; I (”-l)("-3)  M-.»i 

./  yx—x*  L »1—2  (m— 2)(m— 4) 


(m-l)(m-3)  21 

-2)(m-4)  ...  iJ’ 


(«-2)(m-4) 

B.  wenn  m grade  ist : 


[x«-l  m-3 

./  ^ — 2 (m— 2)(m— 4)‘ 


(„-1)(„_3)  ...  31 

■^{m-2)(m-4)  ...  2J 


(m-l)  (m-3) 


3 


~m  (m— 2)  (m— 4)  • • • 2 
Im  zweiten  Falle  findet  die  Beductionsformel  III  c.  Anwendnng.  Dieaelbe  gibt : 


/i 


x^dx  x~”  + '^yi-x'  m-2 


yi- 


«-1 


2 fx~”'^^dx 

iJ 


Bei  wiederholter  Anwendung  gelangt  Im  letztem  Falle  setzen  wir: 

1 


man  zuletzt  entweder  auf 
fix 


/i 


yi-^ 


r = arc  siiix, 


wenn  m grade  ist,  oder  auf: 

/dx 

xYl—x^' 

wenn  cs  ungrade  ist. 


und  cs  w’ird : 

/; r rfy 

xf  l— x’  J Yy*—! 
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27)  Die  io  Abftchoitt  25  ji^cgcbcno  Formel: 

y«tM/ lg  iP  =r  IIP— rf  lg  M 

fuhrt  auch  zu  bequemen  Rcductionsformcln  Ihr  die  Integrale  der  trigonometri- 
schen Functionen,  deren  Berechnung  wir  als  ausführbar  schon  erkannt  haben. 

Wir  untersebeiden  dabei  6 FiHe  und  setzen: 


I) 

vrrsin  X*** , 

V = cos  X** 

II) 

«=  tgx*", 

vx:co8  X** 

m) 

m 

wricoBX  , 

tt=  tg  x" 

IV) 

M = cos  X***  , 

» = sin  X* 

V) 

A ffi 

tirrcotx  , 

t;  = 8in  X** 

VI) 

u = sin  X* , 

V X cot  x" 

Es  ergibt  sich  in  jedem  der  6 Fülle  bozfiglioh: 


T\  /*•  « + 1 — 1,  sinx”*c08x”  m /* 

I)  Ismx  cosx  dxzz +-  fs 

a/  n nj 

li\  f\\n  ** — ” — sinx™oo8x”  m /*. 

II^Binx  cosx  dx- Igi, 

fii’v  ^ sinx^cosx***  **  m /* 

lU;  fsmx  cosx  rfx  = — — j-^/g 

IV)  + ^ +”  /Ii„x"+^ 

n nJ 

V)/. 

IV)  /si 


m— 1 n-f>l 
smx  cosx  </x, 


m — 1 fl— m— 1 , 

sin  X cos  X tfx, 


«+1 


smx  cosx 


m — 1 , 
cosx  dxt 


m— II— 1 


’dXf 


. m— 1 m-fl  sinx**  ^’^cosx*" 

smx  cosx  dxzi 


, n — « — 1 m— 1 , 

sfnx  cosx  dxy 


AM  A.  1 1 m fl  fl 

w— « — 1 H-^1,  smx  cosx 

smx  cosx  dx  — ~ ■ — 


n— 1 n+1. 

cosx  dx* 


Man  sieht  leicht,  wie  diese  Formeln  zur  Bednetion  der  Integrale: 
/.in  x”*  cos  x**rfx, 


/ 

/; 


cosx 
cos  x” 


smx 

dx 


dx, 


sin  X cosx 


zu  Yerwenden  sind,  wo  m nnd  n ganze  positive  Zahlen  bedeuten.  Wir  wollen 
daher  den  6 Formeln  dnreh  Verftndorung  der  Exponenten  eine  ihrer  Anwendung 
gemüsse  Gestalt  geben. 

14 
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la) 

Ila) 
lila) 

IVa)  f 

V.)  / 


sin  X 


• — 1 


r^Jl^dxzz— r — - 

/ w / -SV  ti“l  n 

^ C08X  (« — 1)C08* 


m — 1 


1 

~1  f . m 

— Isinx 
nj 


/• 

/ 


T7I  n , 

sinx  C08X  ax=  — 


m— 1„_  fi+1 
sinx  C08X 


m+ii 


«+1 


- rfx= 


m— « — 2 r I 

^.1 


(m--l)8inx' 

^n— 1 

dxn  ^ 

sinx*^  (m— l)sinx 


-1 


*^co8x  <ur, 


cos  X n — 1 / 

TT"!  wT-l  m—lj 

(m— Dsinx 


11-2 


sin  X 


»—2 


m n,  «in *"■'■^005*"  fi-1  T.!«  ,*"nn«^"“2 

Binx  C08X  <fx  = ; 4.  — f Sin  X C08X  »*, 

m+n  m— n*' 


/sinx”  . einx”*"^^  . fl — w — 2/’B'n3: 


dx 


2 

Wir  wollen  uns  noch  in  Via.  m negativ  denken , ao  dass  sich  die  Formel 
verwandelt  in: 


Vlla) 


cosx**  (n — l)sinx”*  ^cosx 


1 m+fl— 2 r 

fl — 1 ^ ./  ui 

cosx  •'  8* 


<fx 


sinx  cosx 


n-2 


Ebenso  kann  in  lila,  n negativ  sein,  und  man  hat: 


^ dx  m+fl— 2x_ 

./  .ina;’"co.*""(n.-l).inx”-lco«x“-l  «-l  7 ai 


<ix 


m— 2_-  fl 
smx  cosx 


Ila.  aber  gibt,  wenn  man  m negativ  denkt: 


^ . m 
/’sinx  , 

7— v'**=- 

r»rtB  y 


_m — 1 


m — 1 


(m — n)cosx 


n — 1 ~ m- 


/ 


ainz 


.1« — 2 


-dz. 


Die  Anwendung  diceer  Formeln  geschieht  führt  IVa  eine  gleichieitigo  Venmnde- 
nnn  in  folgender  Weise.  mng  der  Exponenten  herbei,  die  man 

jjt  anwendet,  nachdem  man  mittels  lUa 

f . m n,  den  Exponenten  des  Sinns  gleich  dem 

Jtinx  coBZ  ax  Cosius  oder  nur  um  eine  Einheit 

gegeben,  so  werden  mittels  Ila  und  Va,  ^on  ihm  verschieden  gestaltet  hat. 
die  man  abaechselnd  anwendot,  die  Ex-  Endlich  dient  zur  Bednetion  von 
ponenten  von  sinz  und  cosz  vermindert.  ^ 


Wird 


/sin  X™ 
— 


>/  Sinx 


■dx 


sinx'"  cosx 

die  abwechselnde  Anwendung  der  For- 
mein  Vlla  und  VUIa. 
gesucht,  so  wird  mittels  la  zugleich  der  Immer  gelangt  man  bei  diesen  Vor- 
Exponent  beider  Functionen  vermindert;  fahren  zuletzt  anf  eines  der  9 Integrale: 
die  Function,  welche  den  grössern  Ex-  f dx  — x 

ponenten  hat,  dann  in  Bezug  auf  den  - •'  . _*• 

letztem  weiter  zu  vermindern,  kann  man  * dx— sinx, 

sich  bezöglich  der  Formeln  Via  oder  y sinx  dx= —cosx, 

IXa  bedienen.  welche  beiden  letztem  augenblicklich  aus 

Für  jißji  Formeln : 


/ 


'cosx 

fl 

sm  X 


.dx 


d sinx  =: cosx  dx,  dcosx=  — sinxdx 
sich  ergeben. 
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J* sin  xcosxdx  = i J\in2xäx  ~ — icos  2r, 

/sinx,  rd(co%x)  , 

dx^—l  — ^ i=— igcosx, 

C08X  tß  COtX 

/C08X  , /*d(sinx)  , 

— </x  = I = lg  sm X, 

sinx  «/  Binx) 

f =/'-^ . ^ =r~^  = 1« tg., 

./ sin*  cosj:  ./  cos*’  tg  * ./  tg* 

./  sm  X ^ . 


sm-  cosg 


= lg‘g2- 


= lg‘8ß+|)- 


Erwähnen  wir  schliesslich  noch  «1er  Integration  der  Functionen : 

ysiniix^  cos^x^dr,  f sinax^  sin  jSx^dx,  y cosftx^  cos;9x^«tx, 
wo  p nnd  q ganxe  positive  Zahlen  sind. 

Auf  die  bequemste  Weise  geschieht  diese  Quadratur,  indem  man  nach  be- 
kannten Sätzen  die  Grossen 

sinax^,  sin^x^,  cosnx^,  coaßx^ 
einzeln  in  Reihen  verwandelt  von  der  Form: 

A-^B  sinax+C  sin2nx+I>  sin  3«x+  • • ■ 

A+B  cosffx+C  coß2ffX+D  cos3ax4-  • • •» 
welche  bekannte  Coefficienten  haben,  und  immer  abbrechen,  wenn  p und  q ganze 
positive  Zahlen  sind.  In  dieser  Weise  werden  die  Integrale  auf  Formen  gebracht, 
worin  sie  ans  Gliedern  folgender  Art  znsamroengesetzt  sind: 

ysin  Ax  sin/ix«ix,  ysin  Axcos^xrfx,  ycos  Ax  cos^xdx. 


Es  ist  aber: 

sin  Ax  sin^x  = i cos  (A — ^)x— gcos  (A +/i)x, 
sinAx  co8^x  = i8in(A+/<)*+^*>c(I — 

cos  Ax  cos  //X  = icos  (A — ^)  X -I-  i cos  (A  -J-  p)x , 

nnd  durch  Einsetsen  dieser  Werthe  erhält  man  nur  noch  Ausdrücke  von  der 
Form : 


/• 

/• 


sinaxdx  = — — cos  «x, 
a 


COB  axdxx:  — sinox, 
a 
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28)  Kcductionsformeln  erleichtern  nur 
bisweilen  die  Rechnnng,  wenn  es  sich 
um  Darstellung  eines  gegebenen  Inte* 
grnls  handelt. 

Da  dieselben  nämlich  das  letztere  durch 
ein  gleichartiges  darstellen,  welches  wei- 
ter zu  redneiren  ist,  so  wird  sich  dieses 
Verfahren  möglicher  Weise  sehr  oft  wie- 
derholen können. 

Im  Allgemeinen  würde  also  der  di- 
recten  Darstellung  der  Integrale  in  sol- 
chen Fällen  der  Vorzug  zu  geben  sein. 


Anders  ist  es  aber,  wenn  cs  sich  um 
die  Berechnung  von  Integralverzeichnis- 
sen  bandelt,  bei  welchen  die  gegcbeucn 
und  andere  Reductionsformcln  sehr  gute 
Dienste  tbun. 

Dergleichen  Intcgralverzcichnissc  oder 
Intogriütafeln  sind  unter  andern  von 
Meier  Hirsch  und  von  Minding  berechnet. 

Wir  können  hier  nur  eine  solche  im 
beschränkten  Umfange  geben,  bei  wel- 
cher namentlich  die  zuerst  angeführte 
benutzt  ist 


Tafel  ^Mdratoren« 

I.  Integrale  rationaler  Functionen. 
m 


■>/ 


dx 


Sei  a-f6«=-Y. 


ilg.V 


^ **  1 V 


az* 


n 

/'-f 

f-, 

r-> 

.n 


*dx 

X ' 
^dx 

IT' 

*dx 

X~~ 

”dx 


a^x  s* 

34  24> 


4i' 

X* 

w 


ax*  n*x 


26  ■ 

»i* 


“ * L 1 V 

6‘ 


ttx*  <l*X 
46*  "3M 

- «-1 


6* 

rt*x* 

« »n 
o*x 


a*x  a* , 

‘6l‘  - 6^  ® ' 

“2  _i  m — 1 


X ~ mb  (m-l)6*  (m-2)6*  (»1-3)6*'^'"^ 


Wl—  1 « 


+(-ir 


.m  + l 


IgX 


-dx 

A> 

^xdx 


bX 


x dx 


+6x)» 


Sei  a+6x  = A*. 


6-.A+6t'«-’^ 


2n , y 

■TlUV 


/ 

/ 

r x*d!x_  /x*  2«*\  1 

./  U “ 6^/Ä 

/*x*dx  /x*  3tfx’  3o“\  1 äa* 

~X^~  Vl6  “ l6>~  F“/A  "F 

/x'dx  _ /*•  2ax* 

~X^  ~ V34  “ 3F 

/x'dx _ _ 5ox‘ 

Ti~“  \i4  “ 


2«>x* 

1 

IS 

6“ 

4>  / 

X 4» 

5a*x* 

5o*i 

■+^u+ 

64* 

- ~W 

^ 6«  / 
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X‘ 


1 

~2bX' 


t*  x^dx 


/ 

fw 

fx'dx_  /2nx  3«n  11 

r 9a*\  1 3a 
./  .V>  “ \T  “4^  - w)  ~ 4* 
rz‘dx_(x*  2o*»  12o»*  , 9o‘\  1 6«>, 

./  A*  - V.24  ~ 4*  ■*■  + F'/Ä^  F" 

/x‘ttr_  F‘  5ax‘  , lOa’i*  20a‘x  1 lOo»  . .. 

A*  \34  64»  34*  "F  W)  F “ '' 


«/ 


X dx 
(a  + 4ir)‘‘ 


Sei  a+4i  = A. 


i_ 

J A*  “ 34  A* 

A‘  “ 124"^  64^/ A* 

fx^ix_ 

./  A* 

/'^=( 

/'^-( 

r 5ax*  30o*jc*  4Jba^x  55n*\  1 10a*. 

7 ir-  W " 2ät  + + “ÄT-  + -^)xi  "p- 

6)/- 


ax 

a'  \ 1 

+ F + 

34*/ A* 

9a  >x 

, lla*\ 

W' 

64*' ) 

12a>x* 

18a*x 

b* 

~ F~ 

5ax* 

30b>*> 

■ 2F 

6‘ 

Sci  o+4x  = A. 


x"‘(«+4*) 


II 

1 , * 
a^X 

1 , A 

rdx 

1 , 

4 , A 

./  »*A  ~ 

+ 

ax 

f‘«t 

r •'* 

1 

4 

4*  A 

./  F5  = 

~2ax* 

+ Fi~ 

F*«T 

r^= 

7 x*A 

1 

3ox* 

+-^ 
^ 2a*x« 

a*x 

4*  A 

F*«r 

r dx 
J x‘A  “ 

1 

4«x* 

4 

3a>x* 

6* 

2a*x* 

+ 

a‘x 

r - 

1 

4 

a/  m V 

X A 

(m— 1 

IN  m — 1 

l)rtx 

(in-2)a>i'"~2 

4*.  A 


(-) 


»— 1 4 


m— 2 

»-1» 
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6)  f- — Sei  a+bx  = X. 

x’"(a  + 4r)> 

Adx  J_  _ 1,  £. 

r dx  /I  24\  1 , 26,  .Y 

./  r’Y»  ~ V ax  oVY"^o*®i 

rj±_  _ / 1_  , ^ . 3M\  Jl_  3^  X 

J x«Y*  ~ \ 2ax>  2a»x  a»  / Y a*  x 

/dx  _ / 1 24  26»  46«\  1 I 4** . £ 

x‘Y*  V 3ax*'^3a>x»  a*x  a‘/Y'^a‘  ®x 

/dx  _ / 1 56  56«  .ß*!  , * 

x*X*  \ 4ax*  12a’x*  6«*x*  2a*x  a*  / X o*  ^ x 


'».A 


dx 


Sei  a+4x  = X. 


x**(a  + 6x)* 

/_dx  /A  4. ‘f'l  _L  _ i 1 * 

xX*  “ ba  a>;  X*  a*  * x 
r dx  _ / 1 96  36'x\  1 ,36,  X 

Jx'X‘~\  ax  2a*  a*  / X*  ''' a*  ® x 


1 , 

2*-  + 

94*  , e4>x\  1 

66», 

2ax*  ^ 

a*x 

«•  o* 

--^r'8 

1 

56 

_106» 

156» 

104‘x\ 

3ax>  ^ 

6a*x* 

3a*x 

a* 

a*  / . 

1 , 

4 

56» 

56*  , 

456*  . 

4ax* 

2a*x* 

4a*x* 

2^i-  + 

8)  A 

fix 

Sei  a+6x=ü 

x"*(a  + 6x)* 

, 54x 

6*i*' 

VI  1 

l'^2a* 

) X*  a* 

'«T 

r dx  _ ( l 226  106*x  46»x’'\  1 , 46,  X 

./  i’X*~  V ax  3a*  a*  a*  / X*  a*  ^ x 

/dx  ( 1 , 54  , 564*  , 254*x  , 104‘x*^  1 104’,_X 

x*jE*"\  2ax*  2a*x  3a*  "*■  o*  a*  / X*  a*  ®x 

r dx  t 1_  , _4 54»  1106‘  504‘x  204»x*\  1 206»  X 

./  X*  X*  \ 3ax*  a*x*  a*x  3a*  a*  a*  / X*  a*  x 

J-  + 

./  x*X*  \ 4«x‘ 


U _ _76J_  ^ 1756*x  36^*x»\ 

12a’x*  4a*x*  ^ 4a*x  6a*  2a*  a’  /X* 

356* , X 


<fx 


Sei  a+6x* 


(a+  6x*)" 

Es  ist  dann: 

a)  wenn  a und  6 positiv  sind: 


f 


dx 

a+6i* 


= U. 
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b)  wenn  i positir,  a negativ  ist: 

„ _ 1 , y'-a-xyT  1 

®y~ a-ti’  "y^  * 


c)  ist  h negativ  nnd  a positiv,  so  gilt  die  Formel  b), 


dx 

X 


f 

n 

/r 

/dx 
X‘ 

f— 

J X* 


<1)  sind  a und  b negativ,  so  gilt  die  Formel  a): 

: U 

■ * 4-  —U 

a.x^2« 

( 1 I 5 . 5 \ , 5 „ 

' \6«X*  24a>X*  16o*X.^  ^ 16a> 

/ 1_,  7 §5_  . 'l  I 35 

\8oX‘  48a«X>  192a‘X>  128a* X/"'  128o‘ 

9 


\10oX‘ 


35 

192  a* 
21 


21 


80a*X‘  160o*X*  128o*X*  266a 


63 


' l 63  ,, 
•X/*‘''256a*^ 


Sei  o+6x* 


/x'dx  _ j o 

"X"  ~ b i 
r x'dx  **  a „ 

.1  X ~ 2b  2b'  ‘6 

/**4t  _ X*  ox  g* 

~X  ~Ü 

/x*dx  ^ _ ox>  j „ 

rx"ir  _ fll)  _ ax”~^  g’x"*-* 

%ß  ^ ~ mb  (m— 2)6*  (m— 4)Ä‘ 

wenn  m gratlc  ist. 


=^-  L 


dx 

Ö+ÄX* 


:U, 


»—4 


1—2 


/ms  'm  m — £ .«i.-***“4 

X <lx_  X ax  , 

~ir~  ^~(m—2)b'  (m-4)i>~ 


wenn  m ungrade  ist. 


(-1)' 


. f-t 
j-*“! * 


(-1) 


rr- 


62 


•—3 
a~^  X* 

”ET 

26  2 


62 


+(-l)  * 


m-1 

••—1  — X— 

s il  * 


M-f  t 

26“!T 


IgX, 
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ii\  r o • 

r~  -—+!{' 

./  A*  ” 2aX^2« 

r xjx  __  1 

J - 2i 

Z'*’^  - - ' + i-t/ 

J X'  ~ 26X"^2» 

fx'dx  _ . A 1 V 

J X*  ~ 24*X‘''24»  ® 

^ _ ix*  3ax\  1 ^ |f 

J X^  ~ \T  ■*■  X~24* 

r x'Jx  /x*  n'\  1 “ , V 

./  X>  “ \26  4»/  X 4* 


Sei  fl  + ij-** 


= X,  = {'. 

' ./  n + 4x* 


"xdi  __  1 

X>  “ 24“^ 

+ it/ 

X*  “ 24X"^24 

'x^  _ o . 1 Y 

X*  ■ 24*X‘''24»  ® 


» m • 

X dx 

(fl  + 6x*)*' 


Sei 


='•  h 


ri±  . 5f)_L  , A,r 

J X*  \8a»  8a/X>  8o* 

/xrfx  ^ 

X'  “ 44X« 

J X»  V8a  84/  X'  ^ 8a4 

/x'dx  / x'  “ ^ ^ 

■X^"  ~ \ 24“5P/  X^ 

l'x^dx  _ / 5x*  3ax\  1 3 

./  "Xi"  “ \~  IT  ~ 84*/  X*  84i 

/x*dx  _ /ax’  3a'\  1 1 , „ 

X*  “\4*  44*/ X*  ■^24*  * 


r*  «1  I 

X ax 
(a  + ftx*)* 


Sei  a+6x’: 


:X, 

./  a+4x* 


_ /54»X»  54x»  llx\  1 5 ., 

./  X‘  \16a*  6a‘  16a/  X*  "^IBa* 

i'xdx  _ 1 

7 X ■ 64X" 

/x*dx  _ / 4x‘  X*  X \ 1 ^ i; 

X^  " ViGä*  Gä  ~ i^/  X 

/x‘dx  _ / x'  8 \ 1 

X^  " i4  “ i^/  X 

f .L  + -J-(/ 

J X‘  \16a  64  164*/  X'  ^ 16a4> 

C x*rfx  _ / X*  ax’  a*  \ 1 

./  X ~ V^~^~G4*/X 
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14)/- 


dx 


j (a  + bx') 

rdx  1 , a:’ 

J TU  ~ 2a'®  X 

J x' X ax  a 

/dx 1 ^ ^ 

x‘X~  2«>  2a*  ® X 

rj£_ L 

J x‘X“  3<u:*  ■^a'i'^a* 

f—  = 

/dx 


217  Quadratur  (analytische). 

Sei  a+iz'  = X,  r = V. 

J « + 


J_  6_  £ 

2a*  ^ X 


A» 


(m  — 1 (w— (m  — 5)a*Jr**—S 

•»»  - m 

2 i.i'  “ .r 

wenn  m grade  ist,  and 

dx  _ 1 6 Ä* 

ar*“X  (m  — l)«x*— 1 (in— («— 5)a“j;*~^ 

m— 3 I»- 1 


f-. 


m-i 


(-1)  * 


— ,+  (-1)  * 


-1 


“±1  ’®  X’ 


wenn  m nngrade  ist. 


2a 


dx 


dx 

«X* 


X (a+4z>)' 

2oX''‘2^  '®  X 


2a 


Sei  o+iz*  = X, 


f-. 


dx 


a-^bx 


• =U. 


f 

/rfx  _ / 1 34z\  1 36 

\ ax  2ä*/X  2o*‘' 

/<fa  / 1 

x»X*  “ \ 2ox*  o»/  X 

r dx  _(  1 56  , 56*x\  1 . 56»  „ 

Jx'X’~\  3ox*  ■^3a*x'^^/X 

_ / 1_  , _3^  , 36»\  1 36*  , X» 

J x‘X*  “ \ 4ax‘  4a'x*  2a*/  X 2o*  X' 


6 X’ 

V 


x"(a+6x*)» 


8eia+6x*=X, 
r dx  _ /8  6x*\  1 ^ 1 , I* 

J 7X'  + jp  + ^'«x 

r dx  _ / 1 264z  156*x*\  1 156„ 

J x*X*  ■ \ ox  8a»  8a*  / X*  8a* 


= U. 


14‘ 
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/dx  / 1 94  34>i>\  1 34  x’ 

x*X*  " V 2flx*  4n>  2a*  / X*  2a‘  * X 

/dx  _ J_  . , 1754*x  J_  354* 

/dx  i l 4 94*  34*x*\  1 3^  , 

x»X*  “ V 4ax*  a*x*  “''  2a*  a*  / X*  a*  * x' 


17)  /* 


dx 


Sei 


i a + 4x*  = X,  J'- 


X (a+4x*)* 

/dx  _ / n_  ^ 4*x»\  J_  , J_  , 
xX*  ~ \12a'^  4a*  2a*/  X*  ^2a*  ^X 


J x»X*  \ 


dz 

«•fix' 


= f/. 


1 

774x 

354*x* 

ax 

16  a* 

6a* 

16a* 

/ X*  16a* 

1 

114 

54’x* 

24*x‘\ 

1 24  X* 

2ax* 

3a' ■ 

a* 

a*  / 

X*  n*  ®X 

1 

34 

2314*1 

, 354*x 

* 1054*x*\  1 

3ax* 

+ L 

16a» 

+ 2a* 

l&i*  / X* 

1 

1 54 

554* 

254*x’ 

' 54*x*\  J_ 

4ax* 

4a*x‘ 

' 6a* 

+ '2a'7“ 

Alle  diese  Formeln  1 — 17  ergeben  sich  leicht  aus  den  Reduclionsformeln 
Ic.|  llc.,  IIIc.,  Id , lld.,  lUd.  des  Abschnittes  25* 


18)/ 


dx 


(a+Äx+cx* )" 


Sei  a-f-Ax+cx’  = X und  4«c  — = 


/t="- 


a)  Ist  k positir,  so  hat  man: 

2 2cx-fÄ 

U z:  —j=  arc  te  — r= — , 

Va  ^ v^a 


b)  ist  k negativ,  so  ist; 


/# 

/dx 
X'  ' 

f- 

J X* 

X*  ' 


,,  2 , 2cx+4-V'-A 

^ ~ - r ^ lg 

V-A  2/cX 


■U 

2cx+4  . 2c,, 
AX  A 


(äk^  + 3Ä^  + (2<*+*)+^17 

= (ö^  + 6Ä^  + 
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m j 

X dx 


a-^bx  + cj:’* 


Sei  a+A^*f*cx 


-■  fi- 


V. 


xix  _ 1 „ b .. 


f 

/x^dx  x‘  bx'  n*  a\  /4*  «6\,  „ , / 6*  2a6>  a*\,, 

'.V'“3c  2c*'*'(c»  cV*  \2c‘  c*)*^'^(2c‘  c*  + c 

.A ^ (^-2.4»c+«>c’)  lg  X 

\2c*  c*  c*  / 


»"dx 


(a+Ax+cx')“' 
2cx+A  , 2c„ 

t.x  ■*■  * 


Sei  a+Ax+cx’  = X,  4ae— 6’  = ib,  J' 


29)/ 

/if. 

X'  ~ 

/xrfx  _ 1 * /* 

3F  ~~^~2cJx* 

/x*dx  X a P dx 

lö"  “ ~CX  ■*■  77  x^ 

P x*dx  Ibx  “ \ jL  4.  -1-  I Y ob  P dx  b 

J ~ \c^'''2c*/x'l'^  * jn~2^* 

r x*dx  __  **  2b  r x*dx  ^ P r’rfx 

./  'x^~7x~'TJ  1c>  TJ  ~X^ 

/x*rfx  _ /x*  3Ax»\  1 /3A*  2a\  f ^ P 

X*  ~ \2c  2c»/X  ‘*'Vc^  cA/  X*  “^2c»a/ 


x’rfx 

ir*  * 


21)/, 


x"rfX 
(a-f  Ax+tfx')** 


/<fx 

— =:  (/. 


(2AX*  ■*■ 

3c 

k’X 

;)(2cx+6)+^l^ 

^ xrfx  _ 

J ir* 

1 

”4cX>“ 

b Pdx 

'2cJ  X* 

P x'*dx  __ 

J ~x^  ■ 

+ 

«IcS 

1 

b 

12c* 

^ \6c* 

+i)f^ 

/ x*dlx 

a 

\ 1 . 

-—  i 

(— 

J Ic^  ~ 

V 2o 

‘ie*. 

/ X’ 

2c>  J 

' X» 

f^- 

(-¥- 

fcr* 

2c’ 

_ 

c*J 

(^  + 

a'  Pdx 
c*7  X* 

f x*dx  _ 

J X^  “ 

1 / x*dx 

Ca/  It* 

:-/ 

x*dx 

’xT’  ~ 

b Px'dx 

e J X*  ■ 
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rdx  _ 

J X'  ~ 

{ 1 
\3*X« 

5c  10c>\ 

3t'X’  4’xJ^^" 

rxdx 

J X* 

^ 

GrX* 

-*'kJ 

^ dx 

X‘ 

/ ar*dx 

J “ 

— 
\ 5c 

4 \ 
15c>/ 

+ 

(^+ 

-)  f- 

bc/J  X* 

rx'dx  _ 
J X‘  ~ 

F-- 

L 4c 

+ — ■ 
^ 20e’ 

1'  *’  -4.  “ M 1 C **  4. 

\6Öc>  “'■l2c’/J  X*  V20r*''' 

P x*‘dx 

J "jF  “ 

V 3c 

5c*  ^ 

«A  \ 
15^/ 

3^  +' 

/ «&■*  , « ‘ \ r dx 

J Y* 

fx'dx  _ 

J X*  ~ 

\ 2c 

6c  ^ 

«X* 

&)• 

1 ^ (/x 

X*  ~ 2^  J X*’ 

23)  C . Sei  o+4x+cx’  = X, 

x”'(a+4x+c*>) 

f ±L 

J xX  2«  * X 2a 
f dx  _ 1 * 1 I '"li/ 

J i*X  “ ax  2o>  *x'*'\2a>  är 

x*X“  2ax’ o'x"'‘\2a*  2oV  *X  \2o*  2nV 
x‘X  ~ 3«x*'^2o’x’  \o*  oVx  \2a‘  o*/‘®X 

/dx  _ _ 1 * Cdx  _ c rdx 

x*X  “ 4«x*  a ./  i*x  a J **X' 

24)  / ^ . Sei  a+4x4-cx’  = X,  f 

* x"(o+4x+rx’)>  ■* 

r_^L.  - 1 4.  A 1 fi_  *- 

J xX»  ~ 2nx'''2rt’  *X  2a./  X>  2a> 

/rfx  / 1 4\1  4,  x^j  /4*  äc\  rdx  , 4',, 

x'X’“\  ax  oV  X o*’®x'*’la‘  a)  J 

/dx  _3*_  4-  ?*!  _ f-M  4-  /'E!  _ i-\  1 f! 

I*x>  “ \ 2ax»  2a’x  2a>  oV  X \2a‘  oV  * X 

_ /3^  _ ii4c\ 

\2a»  2a’  / J X’  \2a‘  a*/  ^ 

/ dx  ._  r 1 24  /24’  5c\l  24»  1_ 

./  i‘X’  L 3ax*'''3a’x’  Va»  3a/ x a‘  a*  J X 

/24*  34r\  , x’  , /24‘  94’c  5c’\  rdx  . /24*  34»c\..^ 

/dx  _ 1 54  r dx  3e  r dx 

x’X’ “ 4ax‘X  4aJx‘X’  2aJx*X’’ 
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25)/- 


Sei 


o+Ajr+cx*  = X,  J'^=V, 


X (a+bx+cx')‘ 

/dx  _ 1 1 J_  , fl  _ pdx  _ _ * f; 

xX>  4aX>  2o»X 2o»  ®X  2aJ  X«  ia'J  X>  20**^ 

r dx  _ 1 3b  r dx  5c  rrfx 

./  x*X*  ~ r»xX>  aJ  xX‘  aj  X* 

r dx  _/  1 , 2t  \ 1 /6A»  3c\  r dx  loftc  rdx 

J x‘X'~\  2ax'  a'xf  X'  \ a'  a/./xX*'*'  a'J  X> 

/dx  _r 56 /106»  7c\11  1 /106»  12br\  P dx 

x‘X»”L  3«i*  6a>x>  \3a*  3a»/xJx»  \ «•  a'jJxX» 

_ /506'c  85c»\  rd^ 

\ 3o*  3o«  )J  X* 

/dx  _ 1 3b  r dx  2c  f dx 

x*X»  ~ ~4ax‘X*  ~ 2a  J x^‘  ~ ~ä  J x*X*' 


26)  /*- 


dx 


/dx 

— = r. 

r-i-  ^ 


X (a+64r+cjr*)* 

r</x_i  i i i x*  6 rdx  6 rdx 

J xX»  6«X>  4a>X»  2a*X  2a* 2aJ  X*  2a*./  X» 

*-  r*  - A-f; 

2a*  J X*  2a* 

/dx  1 « r dx  1c 

x’X*  ~ axX*  aJ  xX*  a J X* 

/3x  _ / ^ 66  \ j_ , r^L 

x*X*  “ \ 2ai>  2o»x/  X'  ^ \ a»  ajJ  xX*  "2a*  ./  X* 

/dx  _ r ^ _6 _ 3£\  1 ■]  i_  _ /'2061  _ 206c\  r 

x‘X*  L 3ax*  a'x’  \a*  a’/xjx*  \ a*  o‘  )J  xX* 

/366»c  21c*\  ^ dx 

V o*  a«  )J  xX* 

/dx  _ 1 u r dx  3c  r dx 

x*X*  ~ 4ax‘X*  4a  J x‘X*  2a  J x*X*' 

Die  Tafeln  18  bis  26  lassen  sich  anch  ans  den  Rednetionsfonneln  des  Ab- 
schnitts 25  herleiten,  wenn  man  vorher: 


/ 6\>  6*  6’ 
.-t-6x  + cx*  = c(x+-)  +«-_=cj,-+a-^ 


seut,  wo 


> = " + 2i' 


2c’ 


dx^dy 


za  setien  ist. 
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Man  erhält  aber  auch  direct  aus  der  Formel: 

J'%ulo-uv — J'v4u 

durch  cnteprechende  Wahl  der  Grössen  u und  r,  und  wenn  man 
a+ftx**+cx^=X 

setzt: 

*J  tn  m J 

_2_^c  + 

m ./ 

./  (m  + 2/^n)c  (m+2pn)c./ 

(m — «+p«)ö  P w— n— 1 

(m  + 2^n)c  J * 

f x”-^  rfxxP  = dxxP-i 

^ m4*2pa  m+2pa«/ 


dxX* 


pMÖ 

W+  2p\ 


- /'x’"+"-^rfxx'’-^ 


/~x"~^rfxX>^  = (>"  + "+P"l*  r,’"+’^lrfxxP 

«/  ma  ma  ^7 

(m4-2n+2pn)c  Pm-^2n — 

ma  J 


r m-l  p _ (2ac— t*)x”*— tex”*'*'**  P+1 

J ~ (n  + l)(6’— 4ac)na 


m-1 


(p  + l)(6>— 4ac)ii 

^ ^[{fi(p+l)(4’  — 4ac)— m(2ac  — 6’)}  X 

+"-llrfxxP+l. 


(p  + 1)  ' — 4oc)  na . 


+ 6c(2pn + 3« + m)x 


Aus  welchen  Formeln  sich  leicht  die  hier  entwickelten  ergeben,  wenn  man  n=:l 
setzt. 


fix  1 (x+t)*  xv'ä'v 

J X ~ 36lkl*'®x>-xiH-]k>  ®2*-x/ 

/x’rfx  _ X a r ix 

IT  ~ b~bJ  X 

/x'dx  _ x’  a f xdx 

~X'  ~Ü~bJ  ~lT 

/x'dx  X*  ® 1 ir 

X " 34  34'  '*  *• 
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‘ dx 

X* 


"'xdx 

Xi 


xjdx  _ _ 1 „ 
X*  ~ 3i 


/ 

/ 

/ 

/x‘dx  _ 

X»  ~ 

/ 

/ 


T 2 Pdx 

3^  ^55./  X 


aiX"''  3o 


1 ^ xrfx 

iö.y  ~x 


34X 


x*dx 


.^  + 1 

36  X ^ 36 


i 

36./  X 


x*rf»  _ n J.  1 V 

X>  “ 36*X'''36>  ^ 


z"'(a  + 6r*) 


Sei  o+6x*  = X. 


/dx  lg  X _ lg  X _ 1 , 

iX  “ o 3a  ~3i  *.t 

/dx  rzrfx 

z’X  ~ ox  a J X 

x*X  ~ 2ax’  0.7  X 


dx  1_  ^ X 

r*r~  3ox* 3a* 


/ 

/dx  ^ i_ 

~ 4«**  a*x  0*4/  X 


30)  /- — . Sei  o+6x*  = X. 

»"(a+6x*)> 


dx 

ijT* 


j ^ X 

3ax  3o’'®x* 


/; 

/Jx  _ / 1 46x*\  1 46 

X’ J*  “ V ox  3o*/X  3a*  J X 

/dx  _ / 1 r^f 

x*X*  “ \ 2ox*  6a>/  X 3o*  J X 

/_di^  _ /_  J 26  X 

i‘X»  ~ \ 3ox*  3a*/X"*'§^‘*x* 

/dx  _ I 1 76  76*x»)  1 , 76*  fxdx 

x*X>~\,  4ox*  ■^da'x'*'  3o*  >^X  ■^3o*J  X’ 
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»■>/-- 


Ea  iat  X ein  Product  von  einfachen  oder  quadratischen  Factoren. 


/«fj  _ 1 j r + rt 

(a:+«)(a+jS)  “ ß—a  ^x  + ß 

f f >g(*  + /»)-«l8 (*  + «)] 

J {x+u){x+ß)  ß-a 

/dx  _ 1 I _ 1 * + " 

(x  + o)(x+/9)>  “ (ß-a){x  + ß)  + (ß-tt)'  ^x+ß 

r - -ß + " igi+j* 

J {x  + «){x+ßy  - OJ— rr)(*+«)  OJ-«)’  -r-i-yä 

/x:'<lx  —ß'  n’  , , . X . ß*-2aß  , , , ,, 

= 0»-o)(x+ö)  + (7^ 


J (x  + a){x+ßY  ~ {ß  — i>)(x+«)  {ß  — ny,  (.ß  — “)' 

r dx  _ -1  / 1 1 \ 2 x + « 

J (x4-a)*(x+^)>  (ß  — «)•  \x  + « X+;!/  ß — «)*  x-^ß 

f 1 + _ "+^  lgf±f 

J (x+a)’  (x+^)>  “ (/J— «)’  \x+o^  x-^-ßJ^  (ß—a)'  '’x+ß 

■r  x’dx ^ x+« 

J (l+o)*  (x+ßY  " (/S  — n)>  Vr+a  x+^/  (tf  — «)*  '*x+/9 

r + JLU  lg  (*+«) 

J (i+o)‘ (x+^)>  (/»  — «)•  \x-|-o^  x+^/ ^ (ß  — a)' 


f (x+a)  (x+/>)  (x+y)  = 0S_«)(y_„)'e  ('+«)+(„_^)(y_j,)  ’«  <*+'’> 


•/*  (x+a 


(sH-,,)  (x+^)  (x+y)  - (ß-a)(y-ß)  (« -ß)(Y~ß) 

(a—r)(ß—y) 


r ^ 1 r,,  (x+ü)»  ,n  1 

J (x4-i)(x»+ax+6)“  i’-ol+iL*  ^x’+ux+A"^^  x'+ox+aJ 

r 1 r (x+i)’  , ,i  ,.n  r “i*  1 

7 (x4-A)(x‘i-ax+A)~  A’-o;+aL  ®x>+ox+A‘''^  J i* +ox+aJ 

y (“x+t)(xinx+Al  = IgCx+il+KA-aillgCxHox+A) 


+ l(an-nA-2Ai)/;,^J 


r dx  _ j_r  r dx  r dx  -i 

7 (x’.f-u)(x*+A)  A— uLt/x^+o  ./x^+aJ 

r xdx  1 , x’+o 

7 (x’+a)(x»+A)  ” 2(A  — a)  ®x’  + A 
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' x’dx 

= rr6[“X 

(x’  + o)(x’  + 6) 

rfj 

- ^ Ti 

(x  + l)*(x’  + o) 

Xd/x 

1 

(x  + l)’(x>  + «) 

(i’  + n)*L 

x’dx 

1 r 

(x+l)’(x»  + a) 

(!’+«)>  L 

x*rfx 

_ i’(l’  + 3a). 

I (t’  + o)(j-  + i) 

+ i 

^(i«  + o)(x  + A) 

dx  j 

*+aJ 

X* 


• + a)  - ■(iiTa)’."'  't-'  ('+ ^ ) - { lg  (^  * + ") 


/dx  1 

rx”dz  x” 

A’  mA 


(X>  + «) 

Allgemeinere  Formeln. 

32)  a+Aj-=A. 


(X>  + fl)(x  + A) 

_ ‘2n»X  /!*_  

(k-‘  + ayj  x'+a~^  (iü 


i* 


*+rt  (i’+a)(x+l) 


m — I 


A'  mi  (m  — 1)6’ “^(m— 2)4*  (»i  — 3)6* 

,n—  I m — n + I 


+ 


(-1) 


nrt 


/ 


(w  — »+1)A" 


1 I X.**  ^«•*~** 


^ - n '1  X 

— 'A,4T  “|-d4,a: 


m— n+2 


(-D-'a, 

Es  ist  hier  la  setzen: 


wi-m+A  1 


_ m-«+l  . , . 1 

»j  — “ — ^ — A ^1—1  QDd  77-, 

m— j— 1 * ' • (m— 1)6 


f~  = [a.x»-A.x”-'+A.x’"-’_A.x"-V  • ■ ■ 

-»+2  (_!)«-. 

(-1)"  (*»-"+1)«  / 


(-1)"--  (-1)"-  A,_^x— "+‘]^ 


Ä ”>—f  + la  . . 1 

*-  m_,_26"^»-'’  "**“(m-2)6‘ 


--Ti.,”'  4 A .«»—2  A . 

ß j^’4  — I A4X  A^x  + AjX  —A^x  + 


(-l)"A^_,(m-H+i)« f- 

15 


"dx 


A* 
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wo  A. 


m— »+la  . 


* m — * — 3 Ä 


Quadratur  (analytische). 
A L_ 


/x"*  dx  r m ,n  — I , . m — 2 . m — 5 , 

= \ A,x  —A,x  + A^x  —A,x  +••■ 

xP  •- 


(-1) 


.»—2 


m — n + 1.  1 . m — B+ll 1 

'^«—1^  Ja''“' 

(-1)  A (m  — » + l)<i  I , 

■’  X? 

. m— i + l 1 

WO  y4,  = = v --7. 

^ in — » — p-fl  (m — ^^  + 1)6 


r 


dx 


A» 


riv  / •t\  wi — 1 / o\  - «• — / o\  3 m — J / * •» 

X (m  — l)ax  (ffi — 2)a  r (w  - o)a  x (w— 4)a  x 


■ (-1)’ 


t» 

1 — 1 6 


(-1)" 


1 

•l&*r 


r = r_ii dä_+  _di di_+  . . . 

J x'"X-  Ix”-'  x"-*  x”*- " x”-' 

( _ 1)"  ■ --~i-  (-1)’*+ '-^1  \ (-1)"+ ' ^„(w  - « + 1)4  r — , 

— a+1  ' — nj  A ' n'  ' J 


. m — «+2  b . . 1 

* ® — ~z. T~  r < ’ " ■ “ 


_ r ^ i_ 

x"X^  Lx"-' 


1 , -^1 


(m  - 1)0' 


m— 3 in — 1 


j _m  — «+34  j _ 1 

WO  iS«  •—  — — iS*^_  1 1 iS|  — . ■ -V 

' m— I fl  ‘ ‘ (m— l)fl 

/<'*  _ r ^1 _ _di_  , 

x-X'  U"- ' x”- » x"- ^ *”•- * 

( -1)"  — (-1)"+  ‘-^1  4i  (-1)'*'^  * i (m  - n + 3)  4 r , 

m — n+1  ' m — nJ  X*  »*  J m — fi  v* 

* X 4T  A 

. m — »+4 i . . 1 

* m—t  Ö • * * (m— l)a 

= + di_4. . . . 

J x”xP  Lx"“'  x"-^  x"-*  x"—‘ 

(_i)"  JjLiL(_i)"+ ' („_„+;i_i)A  r_j^, 

' •' ^m— B+l''  ' nj^p— r » ' J 

, m-t+pb  ^ j _ 1 
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33)  a l 4x’  = X. 


J xP  LxP~*  xP~‘ 


XP-"'^'  xP 

j _ j _ 1 

(j»-.)2a  *"(p-i)2a' 


f x.x"-'  -X.x”— V . . . 

(_1>- -X_.,_3x’»-=»+-'(_.l)— ■ ="^-• 

2»+l)  . 

. _ (m  — 2i  +3)  a 1 


wo  Xj,_i  = 


• 

.m-S«43(_i)«-l^^^_ 

m—  2»  411 1 
1*  Jx 

(-1)"  - 2«+l)“ 

’ 1 1 - ^ 

/m 

* _ I j m — I , ..m  -3  . , m — 5 ^ m — 7 . 

—^-\^A^x  —A,x  +X,x  — X,x  + 


(-1)»-  - X,^_3X"*-  (-D-'x"*  -="+*  ]^, 

(-1)"  ^7a- 1(»*  - »»+ ' )«  / 


_ »—2*43  . . _ 1 

wo  J — Oa-Ld  O**  ^'-1— .1»  ^1“ 


m— 2s43-2/> 

/_^^_  _ -dl  ^ -dl  _ -d,  ■ 

m V m— I m — J m— 5 m*— 7 

X A X X X X 

n-3  2>i  — 3 


(m+l-2p)4 


(-1)"“' . (-1)"^,«  .(,m-2h  \ V)bf— , 

' ^in— 2»43  ' ' ^m  — 2»-r*^  ' Sa— !'■  J — Snj^’ 


. m — 2»43  h j 1 

wo  Xo„_,  - „_2„+iJ^s»-3>  ^‘=~- 


‘ (m— l)a 
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r ^ _ r -<*1 j 

I V»  " I »•— 1 »n— 3 w — 

•/  X A*  Lx  X X 


5 m — 7 
X 


VV-^1  ^ 

— 2n-rJ  — 7w4-i  J X 

(-1)"  ^ ,(«  - 2«+3)  4 f ^ 


dx 
• 2«  , 


WO  Al 


tu  — 2«l5  4j  1 


(m  — l)rt 


dx  _ f A , A,  A^  j4, 

m — J m — 5 m — 7"^ 


p <1*  _ r I 

/ *"*jp 


— -1^1.  (-1)"- '— L 1 ,1 
^ ^m-2n+ljx  = 

(_l)V_2n+5)4  r~^  ■ 


^ . w-2f+76  ^ ^ -1 

m — 2s  + lo  •’  ^ ‘ («I  — l)n 


r <'*  _ r_d!___di_  4. _dj -i—+ 

J x”'xf  Lx™-‘  x”— * 

i4 


— :2L~»  ' „--»-J-l  _L 


m— 2s+14-^6  . « - _Zll_ 

wo  A 'ic^_  t “ ^ ^ ” A ^ i ” * 

‘ m— 2«-rl  o (m— l)rt 


Auch  diese  Formeln  sind  durch  die  Rcductionsformcln  des  Abschnitts  25)  gegeben. 


II.  Integrale  irrationaler  Functionen. 

/x^^dx  V 

Vjf  ■,  y Sei  a-\-hx=X. 

]/{a  + bx) 

fn  => 

In 

fw  = 

fyP  =(*-’**-  »'•-V«  + i«>.V’-ia«X  1 

/x*dx  2VV 

yr  =(T'7■v‘-}«A■•+^«fl^x‘-2«^v>+ 
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2)  f — . Sei  o+tx  = X. 

^ x^Y(a  + bz) 
r dx  1 , y(rt  + 6x)-Va 

J Jyx  = )^'gK«+tx)-i  Va’ 

/dx  2 V(«+tx)  . . 

iyT  ~ . wenn  a negatir  ist. 

Wir  setzen:  C = U. 

r dx  _ yx  i 

J x*J^X  az  2a 

/dx  _/  1 7i  366*  , 356* , 354*  „ 

x»KX  V 4ix*  24a>x*  96o»*>  G4a‘x/  ^ '^128a* 


/d^  _ 
f.Vi^  " 

/xdx  _ 

VA*  " 

/x'dx  _ 
V.V»  “ 

/x'dx  _ 
VA*  “ 

/x'dx 

yx'  ~ 

/x'dx  _ 

VA* 


' X**  dx 

fVi-iiT* 


Sei  o+4x  = A. 


(A+a)^ 

(iX’-2oX-a*).j 


(iX*-«X*+3«’X  + a*)^ 
()X*-|a.V*+2a*X»-4o*A-a‘)j^ 
(iX*-4aX‘+2a>.Y*-Vo*X*+5a‘X+a*)pp^ 


x"*V(a+6x) 


Sei  a+6i=X,  /* 

, J xV.t 


= 

J xVX* 

Lt; 

1 

/.- 

dz 

“ 

(-i- 

3i\  1 

'a'/yx 

2a* 

r 

dx 

/ 1 

. 5* 

154’\  1 

156 

1 

J-. 

«VA»  “ 

V 2ax* 

+ 4^G  + 

4a»  Jyx 

8a* 

' ^ 

r_ 

dx 

_ 356» 

354>\ 

1 356* 

J X 

^yx» " 

\ 3ax* 

4. 

12a*x* 

24a*x 

8a*  ) 

VX  IGa* 

r 

dx 

( 1 

3i 

216» 

1056* 

, 3156‘\  1 , 

J X 

•yx»" 

\ 4ax* 

■^■Sa'x» 

' !f2a>x» 

G4n*x 

G4a*  / VX 

Digitized  by  Google 


Quadratur  (analytische).  230  Quadratur  (analytische). 


5) 


V(o+6x)‘ 


Sei  a+bx  = X. 


<Lc 

fx 

xdx 


f 
f 
f 
f 
f 

fyx 


34a  VA 


;-^1=(X-+2aX-^.)^-^ 

;-^=ax*-3«X.-3a.X  + *«.)^-2_ 

^^=(iX‘-laX*  + 6«'X*4-4«*X-*a‘)^j^ 

X * Hx 

(jx*-«x*  + V«’X*-10o*X*-5o*.V  + ia») 


2 

4*XVX' 


«/. 


Hx 


Sc)  a + 6x 


r-. 


Hx 

Wx 


= u. 


x’"V(a+4x)* 

r ^ . i V 

J xVX*  “ \3a  a*  / X l'X  a* 

/rfx  _ / 1 204  54*x\  1 54 

x’VX*  “ V ax  3a*  a*  / XyX  2a* 

/dx  _ / 1 74  354*  ^»x\  1 354* 

x*VA*  “ \ 2ax*  ■^4a*x  3a*  4a*  /Xf  X 8a* 


*Vx* 


1 

1 3^ 

2U* 

354* 

1054 *x) 

1 1 

1054* 

3ax*  ■ 

4a’x* 

8a*x 

2a*  ■ 

8a*  J 

'X)X 

16a* 

= (-  — + 
J x*VX*  \ 4ax* 


114  334’  2314*  3854*  11554*x\  1 

24a*x*  32a*x*  G4a*x  16a*  64a*‘/XVX 

+ Ü^17. 

^ 128a* 


J*  x”*  Sei  a+6x=J1f, 

/yx. 

f xVXdx  =(iX-ia)?^ 
y x’VXrfx  = Ox«-jaX  + la>)?^ 
f x*VXdx  = (iX*-4aX’  + }a*X-la»)^^y2L 

y'  x‘Vxdx  = (,VX*-JaX»  + fa»X’-ia>X  + Jo‘)^^^ 

y X > V X </x  = (*  X > — 1»^  B X * + V n ’ X * - S" « ’ X • + a * X - ja  * ) 
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f~=u 

•/  m ./  x\X 


/I2^.2vx+«i; 


\Xdx_  \X  h 
~ X 2 


f 

J X*  2<tr*  4ax  8a 

( (-  J-  + -L.)xvx-Al^  + 1/ 

./  X*  V 3<IX* 8n»x^l6a« 

f v^i!f  ^ ( L + 54  _ 56*  vx 

J x>  \ iax>  ^ 2ia'x’  32o>xV  ’ 64«’x  128a» 

9)  J'x”y{a+ixydx.  Sei  a+4x  = A. 

f xyx'dx  =(|x-i«)^^ 
f x»VX»</x  = (iX»-^«X4-ia»)?^^ 
f x»yx»dx=  (tI,X»  - JaX’  + fa’X  - J«»)  —^7^ 

y’x‘yx»dr  = (*X*-*«X»  + J«»X*-f«»X  + ifl‘)^-j’  — 

J'  x»Vx*«lx  = (.,'jX»— A8X*  + jfa»X»— V«*X*+lo*X-ia*)?^^7^ 

/•V(«+4x)»dx  „ . . , _ /»dr 

10)/— ^ÜT— 

= (iX+a)2VX+a»  1/ 

/yx»dx  _ x»yx  34  fdxyx' 

o*  2aJ  X 

J X»  "V  2ax»  4a»x/^  -8i^J 

ni^={ + j- + _i_ + x»vx— ^ 

f YHjt  = ( i- + _* U-vxt 

J X*  \ 4«x‘  8fl»x>  32a*x>  64a‘x/  ' ^128a‘./  x 
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\V)  jz”' \{a+bxy  dx.  Sei  o + ix  = X. 

/yx..x 

fzYX'dz 

r .2x*vx 

I =(tIiX»  — jaX+)o>)- 


4* 


/2X'VX 
i>VX‘<ir  =(,<,X»-^nX’  i Jo’X-jo*)-y.^ 

/,2X»VX 
x‘VX‘rfx  :t(VjX‘  - ,‘,«X* 4 ,V’X’  - }«*X  i t«‘)-4r- 

5X*VX 

I x‘VX‘rfx  =(,'tX‘— lflX‘+iS'i’X’— 1?0*X’4  J«‘X  — 

«/  X 

y = (iX»+iaX+a>)2VX+o*l/ 

fY^'dx  x»yx  5t  rjxV^» 
rvx^dz_/  1 Sb  pxyx» 

rvx»dx  _ / 1 t *i'ix.vx4  — r~y^ 

J z^  V 3ax*  12o’x’  8a*x/  16a'"/  x 

ryx'dx  / 1 t I 4-  ‘‘‘  ( 

J “V  4ax*  24a’x*  96a*x’ ^ 64«*x/  ''  128a*./ 

13)  f «+tx  = X. 

V(a4-tx) 

J f'x 


' 

Kx 

’*xdx 


= (*X-ia) 


f 


= (AX»-i«X’+ |a  X-ya*)?^^ 

1’^  = (*X‘-AoX*  + la’X>-i«'X+ia‘)5|^ 

' I 

= (TVX‘-AaX‘4-Ha*X'-J«»X>4-a‘X-ia‘)2^ 


’dxVX* 
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14)/ 


tlx 


_ afx 


Sei  a+^jrrX. 


= (ix— ) 


sf'x 


(iX’-|«X  + «*)  ^ 


/)^x* 

JW' 

/x*dx 
g*x^dx 

.1  W‘ 

x*x^dx 

J T^,~  (A*‘-A»X*  + a*X*-Va*X«  + |«*X 


= (T’«X'-foX*  + la»X 


(7‘»X‘-J«X*  + }o>X*-a»X+«‘)?^ 

o* 


’ 4* 


15) 


^ ^ 


K(«  + ij:) 


•.  Sei  a+4x=X. 


=f[*  '«^^“+V3«cg  %y^“] 
V»,  K*  /SKa  J 

-— r ^ 

ax  3aJ 


/ix 

x^X 

/ix 

.fi 

/.t 

/>  de 

JWk 


x\X 


( ^ ,6*  364»  . 354»  \ j/^.  . 364»  Pix 

\ 4a*‘  18a'**  lOSa**’  ■*■  81a‘x/  ' ^ 


16) 


Sei  a+4z=X. 


/-#- 

/-f- 

/dx 

x'f'X» 

/d!x 

x'fx* 

/* 

J x'f'X* 


f'c«  + 4x) 

fx  KSV'a  J 

_ _rX_24  r-  ix 
" 3aJ 

= /" L + r*^ 

\ 2ax’  ^ 6a’x/  + 9a>  J 

_ ( ^ 44  204»  \ »/  404»  /»  dx 

\ 3ax*  ^ 9a*x*  27a*x/  ^ Slay 

_ ^ 1 , 114  114'  , 554»  ) . 1104*  /.  dx 

V 4«x‘  36a*x*  27a*x»  ■*■  81a*x/  ' 2i8? 
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17)  / y{a-\-bx)  dr  S^i  rt  + 6T=X. 

/■('«.  =2* 

f ifxdx  = (IX-1-,)^^ 

f x’V'xdx=(,-.X'-?«x+ 

/x>v'xdx  = (,>,x*-,».«X*  + ?«>X-l«>)--jP^ 
yx‘f'x</.r  = (V,X‘  - AoXM  j«“X'  - |«’X+ 

y’x‘i^X</.r  = (,‘4X‘-A«X‘+n«’-X>-fl»X»  + |«*X-Ja‘)^H 


X'dx  = 


18)  J' x'"  \\a  + bx)'  dt.  Sei  a+bxz 

3xVx« 


fxh^dx  =«X_,a)?^ 
y'x’V'x>dx  = (,SX*— *oX+ 1«’)^^^!^’ 
y x*f'X’dlr=(,«jX’-TVaX«+i«'X-Ja’)?^^^ 

y x‘^X*<lx=:(*X‘-?oX>+*«>X*-)a*X  + i«‘)^^T^ 
y x‘|/x><tr  = (,'.X‘-TVaX‘+fa‘X'-<»««X'+J«‘X-i<i‘)~||^ 


19)  y 


/(«  + 4r) 


dx.  Sei  a+ix=X. 


/¥=3^X./^ 

f\xdx_  X^X  _ ^ r^Xdz 

J X*  ax  ^ *6a**  x 

rhdt  /_  J_  , 6*  54^  \ 5£  r^Xrfx 

J I*  “ \ 3«x>‘^18a'x»  27a*X/  ' ■'■sia'J  x 


KXdx 


rl^Xdx  ./  1 24  D4’  104’ \ {/  104*  r\xdx 

J X*  “ \ 4ax*"''9B’i’  27a’x*"''81a‘x/  ' 243a‘J  x 
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/ + ^ f 

J x"*  ~~  ax  3a»/  X 


-.  Sei  a+kx=X. 


rh^dx  / j_  , JL.__2^\  rVx’Ar 

J *•  - V 3«x>  9a’*>  27a*x/  ~ 

/f'x’rfx,/  1 7ft  W , 74»  7t>  rh'dx 

J X*  4ox*'^36o’x*  54a*x*  162o‘x/  243«‘./  x 


wenn  A poeitir, 
wenn  b negati.  ist. 

/Ä  = " 

/dx  _ X 

fx*  " ^ 


21)  f-—^ . Seia+6x>=X. 

•'  V(«  + ix*)" 

fn^)  = ^4 ( V~^)’ 


Sei 


/dx 

V(«  + 


ix») 


= t;. 


f ^ 

_/  1 

2 \ X 

J yx* 

“ \3<»X 

8a*/ yx 

/ — 

J yx* 

V5oX* 

^ 15a*X  ^ 15a»/  yx 

A <lx 

/ 1 

i 8 

./  yx» 

“ V7bX» 

■*■  35«’x»  ■''aea'x 

22) 

r x"*rfx 
7y(a+ix*)- 

r ''' 

— IT 

./  yx 

_ 1/ 

C xäx 

yx 

J y3t" 

” i 

fx^dx 

_ xyx 

« r- 

./  yx 

~ 2i 

2i 

'yx 


*=x.  y 


dx 

jTx 


= {/. 
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x'dx 

VX  “ 

V3t 

‘x*rfx 

/i* 

Tx - 

V44 

x'rfx  _ 

/x* 

iax'  8a’ \ , 

Tx  “ 

\56 

“154^  i5**/ 

• 

23)  r . Sei  a+tx’  = jr. 

x"V(«  + 4j’) 

trenn  a positiv, 


wenn  a negativ  ist. 


fjL-  - 1 V(g+t«’)-ya 

./  t\X  2Va  *V(o+4x»)+yo’ 


’ x”*dx 
V(a+6x«)»* 


■ ifx  + ? 
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25)  f 


dx 


— -^+i  V 

tyx»  - a\X  ^ a 


/ 

/d»  _ / 1 2te\  1 

i>KJC*“\  ax  a*/pX 

F—  -i-  1-_3L'U_  3*  „ 

J x‘YX*~\  2ax’  2aVV'X  20»*^ 

r_*  _ / 14*  8A^x\  1 

J x‘Y^  V 3ax*  3a>x  3a*  / K-r 

/■<»_(  1,5*.  15*»\  1 

x»yX>  V 4ax‘ 8a’x>  8a*  / yx 


+ D_.  1 yjf  + 


26)  /■ 


x”  dx 
y(a+Ax^‘ 


Sei  a 


dx  _ /2tx»  x\  1 
yx*  “ \3a*  ■‘■^/jtyx 

xdx  _ 1 

fx*  ~ Sixyx 

x*dx  _ X* 

yx*  ~3axyx 


/ 

/ 

/ 

/x»dx  _ / :t»  2a\  1 

yx*  ~ \ 6 36*/  X yx 

/'**'*?  - + it/ 

jyx»“\  36  6*/Xyx^6*'^ 

P x*dx  _ (x‘  , 4ax*  , 8a*^  1 

./  yx*  ~ \ 6 "6^  36*/  3Tyx 

27)  f — — — . Sei  a+6x*  = x,  f -^=U. 

x"y(a+6x*)*  *yX 

J xyx*  \3a^  a’/xyx  ^ a> 

/dx  _ 1 46  r<*x 

X*yx*  axxyx  ajyx* 

/dx  1 46  rdx 

x*yx*  ~''2ax’xyx  aJyx* 

/dx  _/  1 26  \ 1 r dx 

x‘  yx*  ~ \ SajT*  a*x/  X yx  a>  J fx» 

/dx  _ / 1 76  \ 1 , 366*  rdx 

X*yx*  V 4ax*  "^Sa'x’/xyx  8a’ Jxyx* 
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28)  Sei  o+4j:*  = .Y, 

/‘•‘‘'"‘As-Sl)’"’-'  * Bß"' 


J'\^_  yx  + oV 

ry^=^Y^+ku 

./  i’  X 

ryxAr 

J “ 2x’  2 


/•yxdx  _xja 
J X‘  ~ 3<«* 


ryxdx  _ ^ 

./  X*  4flx*  8ax*  8a 


30)  yx"V(o-ri4r>)*.  Sei  a+tx’ = X,  f/. 

/yx.^  =(|  + |)xyx+?f  (/ 

.A 


t'rfr 


x’yx 


/x.yx..-_«-^-^/yx.dx 
/x.yx.dx=  (f!- J^)x»yx 
/ x.yx.dx=(|!-j^)x7x+^./yx*-x 

r x'\x'dx=  — + ®“J_^x*yx 

./  ' \9i  634'  3154»/  ' 
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./  <rz  aJ  ’ 

ryx^dx  _ _ X'Vx  34  ryx'dx 

./  I*  ~ 2ojt>  2aJ  X 

/VX*At  /I  24  \ 84*  r 

--  = (-3SP  -3«..) 

/ 1 34*  ryxUx 

J x>  V 4ar‘  aa‘x>/ ^ ~r~ 

32)  j'x"  y(a+lx'Y  dx.  Sei  o+4j:’  = X,  J' ^=t/. 

/VX... 

/.rx-*  =s;h 

/.•H.d.  = (|!-j|;)x.KX 

/j^H.i,=(^-^)x.|x+^/ „.i, 

/..R.j.=(i-g;+^)x.vx 


r 


,r-^'= ff +#+■■)►»■•» 

j. 

J z‘  ~ 2ax’  fSi/  ~ir~ 

hjl±  -i 1 3L'i  T.vx +16*’  rKX'rf*  * 

J X«  - V 4xx‘  8««x*;  ^ SSJ’J  ~7“ 
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dx 


Quadratar  (analytische). 

dx 


Y(a  + bx-^cx 


— . Sei  Ä+fcx+ex*  = X,  4ac— 6*  = A*,  /- 

./  y 


= v. 


y(fl+Ajr  + cx*) 


t/=j;-lg[2cx4- 6-|-2ycyx],  woDn  r poiitiy, 
f® 

fr  2ox  + 6 . 

U-r. — arcsin  — 5 — :t  wenn  c negatiy  ist» 

Y—c  Y(^ — 


dx 


= U 


J yx 

ydx  2(2c*  + b) 

yx*  “ 

r dx  / 1 8c  \ 2(2cx  + i) 

./  Kx*  “ \3*x  3t'/  yx 

/dx  / 1 4«c  2-4*c«\2(2cjr  + 4)- 

Kx»  - \5tx*  I5t>x  15**  / yx 

/<tc  _ / 1 G*4'C  2-4*c*  4‘c*^  2(2c*  + A) 

yx*  ~ \7*x*  35**x  äW‘) 


yx 


85)  Jy(a+bx+cx')".  Sei  a+4*+cx»  = X,  4«c-4*  = t,  J'^=V. 

fyx'dx  = (I  + -^)  (2cx+4)yx+ j|l  u 
/yx.dx  = (g  + j^  + ggl)(2c*+4)yx-  <'**  - 


1024c* 


, 74X*  , 36t*.Y  . m'\,„  , 364*  „ 

J ^ ~ VlGc  G-4*c*  G-4‘c*  4'c‘/  (2"+W*  +2-4»c.  ^ 

/vv.j  ^ . 21*>X*  ,21t*X  . 634*  V„  .l^vv.684•,; 

+ 1Ö:4^7*  + öTi^TT  + -4^  ■*■  2^4-175)^^”+*^^*  + 4^^ 


8«)  /, 


x”*dx 


dx 

w 

xdx 


f 

fyr 

/x'dx 

yx 

/ 

/ 


y(«+4x+c*>)' 


Sei 


o+4x+c**=X, 


= U 


e 2c 


x*dx 

W' 

x'dx 

Kx 


/x*  54»  , 64»  2a\  / 64»  8a4\ 

V3c  12c»  + 8c»  3c»/'  ViGc»  4c»/*' 


/364» 

3a' 

Ix  856» 

56.41 

\96c»  ■ 

8c»j 

' G4c* 

■*■  48e’J 

yx'dx  _ »*yx  r *'dx  _ 3^  Px'dx 

yx  " 6c  6cJ  yx  lOcJ  yx" 


/354»  _ 15«4»  3afV  fj 
\128c*  16c>  8c»/ 
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f ^V(a  + b.  + cx-‘\  + J^x  = V- 


,,  1 , 2fl4-Äx-2VaVX 

= — , wenn  a positiv, 

,,  1 2/I+&X  , . , 

< arc  tg  * negativ  ist. 


•^l§- 

II 

V 

r dx 

ff 

J X*  yx  “ 

nx  2a 

v 

r dx 

J i»  yx  ~ 

Xl 

II 

5t 

12o*x* 

r~= 

J x*yx 

t 4rtx* 

76  _ 

24«  ®x* 

“>/i 

/dx  _ 

VX*  ~ 


X dx 


K(rt+ii+M*)> 


/35t»  _ 15f  c 3c’\  , 
■*■  \128a*  16a»  8a’/ 

i a+tx+n’  = X,  iac—b‘‘  = k,  J' 


dx 

yt* 

xdx 

yx* 


2(2cz  + i) 

tyx 

2(2a  + bx) 

kyx 

_ (4oc— 2t*)x— 2at  ^ 1 


/ 

/x'‘dx 

yx» ' 
yx* ' 

yx*  “ \2c  4c’/yx'^2c’J  ■yx*'*'\8c’  2c/J  yx* 

/z‘dx 

yx» 


diyx 

x’  2a  Cxdx  3t  C x*dx 

'cyx~tJw~^J  y^ 


Tx*  7tx* 

/35t» 

4« ')  , ■ 

1 

/35at’ 

8a  *\ 

Lai  i2c> 

\24c' 

3cV  . 

yx 

Vl2c* 

3c’/. 

yx» 


f? 


dx 


Sei 


\Uc>  4c^A/yx* 

• Pdx 
« + tx  + „’  = X, 


f J^^J^-LfJfL  + lu 

J xyx*  ayx  2aJ  yx»  ^ a 

r dx  /3^  _ 2c\  r dx  _ ^ J. 

./x’yX'“\  «X 2o’/ yx  \4a»  a/7  yx»  2a* 


16 
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/•  dx  _ /_  j_  5L  + ^5^:!  _ ±.'1  J_  _ /i®*’  _ r 

./i>yX’“V  2«r«  4«’*’’'  8a’  2aV  VX  U6a’  4a' A/  VX’ 

3c\ 

^ V8a’  2aV 

/dj  _ r /35t«  4c  \ 1 35A»  lbhc-[  1 

**VX>  L 3«J->  12a«j:>  \24a*  3a>/  * löa*  4a*  J VX 

/35t‘  115i*<-  8c>\  r Hx  /35t»  _ 15tc\ 

\32a‘  24a«  ■*"  3a»A/  KX»  \16a‘  4a»  / 

/dr  _ _ 1 _ 9t  r Hx  _ 5c  f Hx 

a»VX’  4ax‘VX  HaJ  x‘YX‘  4aJ  i»KX» 


40)/ 


X dx 


Sei  a-f-Ax+cx*  s A,  4flc— 6*rÄ*. 


(^+ 

8c  \ 2(2cx  + t) 

J VX»  ■ 

\3kX^ 

3*»/ 

yx 

P xHx 

1 

t 

pHx 

J 

' 3cx  yx 

2c., 

/ yx» 

p x'Hx 

J VX/  " 

+ 

»< 

1 

12c'/ 

xyx 

(-■ 

\8c» 

2c) J yx* 

px'Hx 

/ I» 

bx 

t» 

2o\ 

1 / i» 

J vX/  = 

4c* 

24c» 

3cv  xyx'^  \itic» 

P x^dx 

1 P x*dx  a 

! x'Hx 

* / 

"x‘Hx 

J yx^~ 

c J yx 

■ c , 

J Jx‘ 

-c./ 

yx» 

II 

X* 

■ cx  yx 

?./ 

’x'Hx 
V X» 

5t  p 

2iJ 

x*Hz 

yx» 

rdx 

ic*)J 


dx 

y (a+ß^+cx*)* 


Sei  a+hx+cx''  = X,  J'-^^  = U. 


p Hx 

J xyx*  ~ 

\3ax  ^ a«/ 

1 b p Hx 

yx  iaJ  yx' 

> 2a»./  yx»  ^ a» 

V 

r ^ - 

1 

bb  p Hx 

4c  p Hx 

J x»yx» 

axXyX 

2aJ  xyx» 

~äJ  yx* 

II 

( 2ax»  ^ 

ifl'x)  xyx  ^ ' 

'35t»  5c\  p Hx 

v8a'  2a/ J xyx» 

7bc 

a» 

fJl. 

J yx» 

II 

[“3ÖI» 

3t  /21i» 

4a»x»  \8a» 

_2£U1^ 

a»/xJ  xyx 

/105t» 

35tc\  p Hx  /! 

21i«c 

8c»\  pHx 

\16a* 

'4a»/./ xyx»  V 

2a» 

~ a»/jyx» 

P Hx  _ 

1 

__llt  r Hx 

7c  p Hx 

./  x»yx»  ~ 

4ax‘xyx  8a./x»yx 

» 4aJ  x»yx» 
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**  <lxy(a+tx+cx'').  Sei  a+ix+cx'  = X, 
j yxdx  = ?£^yx+-^*'  V 

/'W" 

j = (j-  - X yx  + yVx* 

/'•'"'^=[S  -I? + (iiS  - sji)'  nS] 

y,.yxx,=i^-f;/,.yx.-!l!/..yx^ 


y(«+Äx  + cj:*)  rfjr 


8«i 


o+4x+cx>  = .V,  f^=U,  fJ^=V. 

J}X  ' J xVK 


«)/ 

/Eiif.yxy.ry*., 

rH£-i !_  + _-“-Uyx-ri— -ii  ' 

J x>  ~\  iax‘^2ia'x‘}  ' LV82a>  8«/ x* 

+ _ AM  n yx_  _ 3^  . -’W 

yi"y(fl+*i+tx’)'iir.  S.i  g4.»i+.I>  = X,  ioc—i'  = k,  f ^ = V. 

/.yx-x.  =i^--i/Vx'y« 

/g.yx.y.=(i-g^)x.yx  + J)/yx.y, 

/..yx.y.= (ü  - - y - - x.yx  - (|1  - i)/yx. X. 

- Hfc’-  (S.  - 

/..yx.g.=S;i£_g/g.yx.x,-l|/,.yx.g, 
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/•V(«+4x  + cx’)’rfi:  . , , . „ 

45J  / ix ' . bei  a+h+cx'  = X, 

•I  x” 

•/  X*  ax  zaJ  X aj 

r-:.^  - ^ &:  - - s/>  x.. 

/'VX*rfx_r  _j^  J_  ^ äiUlvxvx 

J X*  " L 3«x>'^  i2a’x’  '.24o>  3«’/*J  ^ 


r L_ 

b 

r’  H 

h--U- 

.Sic  \ 1 1 

L 4dx* 

'^«o’x» 

\32a* 

^ 8aVx> 

\64a* 

IGo'/iJ 

/ 3A«  c 3cn  /-yxxrfx  , (t»c  r 

Vl28o*  x \16a‘ 


46)  V(a-i  Ax+cj*)*  rfx.  Sei  d + Ax+cx*  = X,  4rtc  — 6"  = A, 

fh--"- 

=(S*mh  ' " 

ßy.: 

/•■V-- i’iis  ^ -a;^  -IS)/'-- 


/ 1436’ 

14.36* 

4.31«A  1 

V2880c* 

HOcV 

44«Oc* 

lÖOSOr'J 
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/•V'(<»  + 4x  1 

47)  / Sei  n + ix+M*=X, 

•'  x”* 


/ 

* dx 

— ~-V 

yx  ' 

r^=y. 

J xyx 

r^: 

dx  ^ 

V 5 3 

1 o»y 

l'X^n't’ 

(yx'dx 

rvx» 

J X» 

dx 

x*yx^ 

ax 

54  r 

'2a. 1 

VXJrfx 
- — -] 
X 

i^fyx^dx 

/•»»; 

f__L_ 

^ 2ox» 

34  ^ 

|x»vx  ) 

/156»  , 5c\ 

\8ff*  ^ 2a), ß X 

dx 

- - + 

r-¥ 

^ ~ 

r__L._ 

L 3ax* 

h 

12«»x 

r-{^ 

-ii);-]-'’' 

H 

/54‘ 

\16a 

• 154e 

> 4a» 

+ i-;)/yx»dx 

ryx‘ 

J X» 

dx 

_ x»yx 

4rtX* 

-Li 

^yX»rfx 

X* 

3c  ryx‘dx 

^ 4a  J X* 

(«+/tx)  )'(a+»x) 


Sei  a+ßjc  = V,  a+bx=V,  iei— ajS  = i, 


C— 

./  t/VK 


t/yK 

”'=±Ä*"'= 


wenn  /)  und  A gleiche  Vorzeichen  haben»  wo  das  obere  Zeichen  su  nehmen  ist, 
wenn  sie  positiv,  das  untere,  wenn  sic  negativ  sind; 

iir_  1 [6n— 2o^— 4|»x+2y(-/Jtii)] 

-y(-M)®  U 

wenn  ß und  A ungleiche  Voraeichen  haben. 

/dx 
V\V 

rjf__n 

J i/’yy 


= w 


= h —W 

kU  ^ 2t 


r^  = (^+-^)vr+^-^^y 
J u‘yy  v2tt.  > ^ 8t‘ 

rj^=(±-+  -^+  ^L)vi'. 

J v‘\v  Vatr*  ^ i2t’i'<  ^ 8t» t// ' 

r Jx  _ / 1 U 35A»  35A»  35A» 

J V>yy  - \4At  ‘ 24t»t  * mk'V‘  + + i28f  ‘ 


54» 


Die  in  Abaebniu  25  gegebenen  Rednctionsformcln  liegen  diesen  Entwicke- 
lungen n.  1 bis  48  stt  Grunde. 
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Allgemeinere  Formeln. 

49)  a-\-b3}-=  X. 

_m(m — 1)  m(w— l)(m— 2) 

172^3 


1.2  ’ 
m—  i 


***  j / V»»  v*a— i ,v 

nx  dx  _ { \ mjöA  m,n’A 

J f.  ~ — r+9  9"* — P ^ 


m,a*X 


m — 3 


X9 

»fi_  .. 
vlH  — 3 »•— J 


P — 9 im—p—Sf 

m — I , 


..  ...  A’  \ 

( 1)  _(p_3,)  ( -(p-2,)  ( 

J \jm  + /»+?  ?>»+/'  qtn+p—q  qm+p — 2? 


(-1) 


p+3g 


• V-  Wl— I V i , , 

m — 2 , .,m — I ***>« — I ° X m — I a | qX  » ^ 


p+q'  *"•+' 


r ^ = / ^1  _ ^1  , 
I !•  l m— 1 m— 1 ''' 
' x”  Xi  * 


A , .4 


ffl — ly'  Ar 
xXl, 


X 1 


_ {qm+r-tq)k  ^ \ 

(m—i)qa  * •’  ‘ (m— l)o" 


r X idx  _ / il[  A,  ^ A, 


' ' a**  ar 


0' 


,7 


/ 


WO 

9 


, _ (qm-p-tq)b  ^ ^ _ 1 

- (m-.)j«  (m-l)a 


(;»— 9)aA'9  (p~2g)a^X^  (p — 89)«’ 

^ ? 4.  i r—— 

r - t I r ‘ 

,»  V,  J xXi  ‘ 


(p  — sq)a  Xi 


n ^ S-  -f-i  --3 

I Xi^  _ qX  1 ^ qaXi  qa^Xl ^ T«*  X , 

•'  X ~ p p — q p — 2q  P — 3? 


p — 2q  P — 3? 

/X  Vxdx  ,,  m j m — 1 , i m— 2 . « — 3, 

— -■  - —AjX  + i4,x  — Aj4t  -f  . . • 

yH 

;^(-i)"‘— 2 

(2m  — »)a  ^ j 1 


(_i)— * A^_,x-  (-i)"“'  r-jfif, 

“ x" 


wo  A,  = 


(2m— 2»—»)  4 


— If  =: 


(2m — 2n+3)4 
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/ 


dx 


x>’y(«  + ßx)  \xP-'  xP~'^  xP-^ 

ir  = — hu. 


AV(rt  + ^ 


r'f-i 

xz 


ßO)  Sei  a+ij»  = x. 

jä  #w— -3  , j m — j 

— >lgX  + — • • 


■]  A-  -ä"^‘ 


"•-’Prf* 


A'5 


— ’—  + _di_. 

a— 3 ^ m— 5 


-S+< 


(_i)P-....  -I  x-i 

- -.-p  + a ' - ->p+ 1 J 

(-lf~\>n  + n-2p  + l)bA  f — ^—, 

. m + a— 2«-l)i  . . 1 

•*+'“  (»-2i-l)a 

f ^’'X^Jx=[A,x”-'-A,x”—^-i  A.x”-^ 

(_1)P (»,  _ 2p  + 1)  A^^  _ , f^m-7p 
wo  A . 1 - («»-gt+l)  a 1 ■ 

*"•  Lx"-'  X«-» 

(_i)P-’_l:!£i:i_(_i)P-i_jSzl_l  x^i^* 

+ ^ ^m- Jp+.j  ^ 

» 

X'^dx 


wo  il 


(-lf-\m-n-2p-i)hA.^^_^f  ^ 

(in — B — 2» — l)i 


‘3»+l=  (*— 2»-l)a  -^i-- 


(m— 1)b' 
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j ^ L\”  — * X” — ' ^ "J  V 

pxdx  _ 1 

•/  x"  {«-1)26A"  — ' 

r *"+<  . - -I 

J X i dx^(A.\’'i  A,X’'  '+^,A"  ’+ 

^ rx’ 

, (2n-2s  + 3)a.  . _ 1 

^'"2Hf2- 


/ 


xdxX^zz 


2«4l 


Y**+  * 

(^+1)26* 


f X~i~dx_l  X"  aX"~'  a^x"  • 
X ~ V2a+1  2n-l  ■*■  2»— 3 


= r l 

f xx  ’i~  ‘-(2«-l)«A’— ' 


a«-^x’  «"-'X  «")  «+.  rj^ 

— 5 — +— 3— Jxyx 


(2«-3)a'x"“-  (2«-5)a*X"  ^ 

1 1 ■!  1 1 f* 

?J 


51)  ax+bx'  = X. 

J'  x^  dx  ={A^x”'~^  —A,x^  ' ■\A,x”‘  *+  • • ■ • 

x"-P+  ' (-l)P-*  ' 

( - W J- P+D-^p/*""'’ 

(2m+n— 2»+4)a  . . _ 1 

(m+n-.+2)24 

n 

f = r ^ _i_  _ . . . 

./  m I »H  m — I m — i 

X ^ X X X 

(_i)P-2_ViL  (-i)P-' 

n 

(-i)P-'{«-"-P-i)Mp_ 

, (m-n-.-l)24  , , _ 2 _ 

“ (2»-n -2«— 2)a  ’ • - (2m-n— 2)a  ’ 
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m j _ 

/■-f=[ 

■'  x't 


( — 1)P  (IH  — Y - P+V«^j,  f 


. _ (2m— a— 2»+4)a  , 1 

~ (m  »—»+2)24  ‘ ~ (m— 

f"  * A I Ai  fj  £ 


^ » 

X» 


m — J 

X 

A 


•+ 


y*  _ F— ^ ^ * 4- 

x”-<  x“  - 

(-i)P-^->-l  (-i)P-<— A-r" 

^m  — p + 2 _i.m  — p+lj 


- rjl* 

/ ~ “ 

•f  V*  Li 


_ (m+w— »— 1)24 
* (im+n— 2»-2)o 


wo  il  . 


J»+l  - 


, (■»  -2»+2)44 


(n-2f+l)a 


- -dji— ii  d,  - — 


(a  — 2)o>’ 


y=«+24x. 

52)  Sei  o+4i+ci*  = X,  4ac — 6’=k. 


f AP-'rfx— /’x”+-xP-'rfx. 

m+1  m+1./  m + iJ 

/’*"  APdr-?*~'  fj^-^xVdx 

J ("+2>»+l)c  (m+2p+l)c./ 

- \ (m+2;»  + l)<-.y  ^ “• 

_ x'*~‘ (w— l)a  rs”'~-Jx 

•I  vP  M — ■ (m — 2p-H)c./  p 


XP»  («-2p+l)cXP~‘  (■»— xP 

’xPrfx 


/^=- 


X^ 

(m  — l)x" 

\P 


+ 


(m  — 2p+  l)c, 
xP"'dx  2pr  /•xP~' 


(« ~-p)A  Px  dx 

I ~y~' 


pt  rxP~  dx  2pc  ^ 

n—la/  m — I m — ij  m — j 


Z' -»  vP  j- - I 2/>a  f m vP— * 

J * * ■''-1^+2^+;;;+^./  ' 


dx 

P* /'x’"+'xP“'j* 

ia+2p-*-lJ 

16 
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7-  Xf^dx  2pa r 

m ~ IM  — I m—2p — ij 

X (»I— 2/1— l)i 


xP-'dx 


ph  p xJ^ 
m — 2p— ij  — 1 

/XPdx  _ XP+'  _ (iw-p-2)t  pXPdx  _ («-2p  - 3)c/-  X** 

.«  ““(„.-Oaz"'-'  


-2)brxPdx  (m-2p-3)cf  X** 

1)«  .7  m-l  (m— i)n  J m—i 


f 


dx 


xP 


'XP-' 


b p dx 

/ m—  I 
•/  jr 


(m+p— 2)Ä^  </x 

3)c  ^ ^ 

(ni  — l)n  X^^^xP 


(m+2/>  — 3)c/ 


dx 


/ox  _ 2rx4-ft  — ö;'xc  X-  ax 

xP  “ (p-l)*xP-‘  (P-l>*  ./  xP-'' 

r—  - -X— -^■-+-di-4. 

I . ~ I .-3  ^ .-5  ^ .-7  ^ 

j xi  'y'2  V 5 X 2 


’xs  X5  XS 
^ . -<  ■ 


, ip-\  ■ ip  v\  \ 2C2<-x  + 6i  , . _ ,,,  , r 

+ — -2„1T  + — ^:2^~r ) — + (n-2p-l)4c^2»+l  / 

V — 9 X 2 / ' ' T2  ^ 

. _ (ti  - 2i  rl)4x  ^ J _ 

' - (n-2l) 


X «■ 
wo  xl  1 


1 


dx  _ / x.,  •■■i  I 

- I »-3  »-b  "P  »-7  "P 


J xf  'X2 


A± 

n— 

XT^ 


A, 


s+l 


X^ 

^M-2\2(2cx  + i) 
+ X>  + Y 

_ (ii-2«+l)4c 


X / vx 


+ 8c.d, 


r dx 
\—'iJ  Si 
xä" 


(n-2»)* 
«—1  • «—3  m—5 


‘^2*—  I»  — 


(rt-2)  ** 


1^2^43 

X 2 


/«  «—I  • «—3  *— 5 

Xidx  = {A,x~ + + 

i 4,p_,  X~4~)(2cx4  b)\X+—  X*'~Pdx, 

. _ (ii  — 2f+4)*  j j _ 1 

wo  - („_2,+3)4<.^.i«-3’  ^>-(„+i)2c‘ 

r M » 3 »-5 

./  XiTdx=(.4.X^  +i4.X^  +^.XT  + 

3* -4  ^ 

+ ^„_iX*  + i4„_,X)  (2rx+i)  VX  + pnj  yXdx, 


....  . _.  ("-2«+4)i  ^ ^ . 

wo  A.2i—l  - TZ  5.x'i.7:'^2»— 3’ 


xdx 


g%  *“•* 

./  TF 


X«  (fl-2)rX2 


(it-  2s+3)4r 

b ^ dx 
-i  2c 


('<+l)2c 


p «X 

./  Y? 


Xä' 
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'>  (a+2)c  2c-^  ^ 

/4r_  1 l . dz  u 

• ~ a j 2a j » ‘ 

(n-2)oX‘är  xXi  \i 


b „dz 


J 

f 


xtdx  X«  r Xi  dz  b r 

_ r 1 , 1 

^1 
zX  2~ 


L(2n-l)ox"  ' (2«-3)a*x"~-  (2»-5)o*x"~“ 

+ 'rlj  , + — ' 1.,  + 

5o"  ^X-  3a"  'x 


-1  — 

„"J  Vx 


b ^ dz  b ^ dz  b ^ dz 

2a  / 2"+l  2a*  / 2«-l  2o*  / ^-;:3 

X~^  X i X 2 

b „dz  b „dz  . 1 „dz 


t»+t 


2a"-'f  2a"  f J:  ^ a"ßy^ 

r X^ dz  r x“  , aA"~'  , a*x"~-  , a*x"~’  . 

* *-2«+l  ■*■  2(1-1  ■*■  2«-3  2n-5  + •••• 

»"]  VX 


«—3  .^2  fl— 1 V 
a X a X „ 

+ ~5— + - 3 ■+“ 


+ ■ 


. „ 2.-1  . 2«-3  2»-5 

^y^X  2 ^X  2 dz  + ^ j"  X 2 dx+  . • • 

- + •"+'/  ■" 


2 ^ 2 ./  KX 

III.  Integrale  transcendenter  Functionen. 


jVX 


1)  J'%m'f'"d'f. 

J'  sin  ifdif,  = — cos  7. 

J'  sin  7 *d7  = — ^ ein  7 cos  7 

J'  sin7*d7  = ( — }sin7* — |)coS7 

sin7*rf7  — ( — J sin  7 • — { sin  7)  cos  7+I7 
J"  sin  7 *(<7  = {— i sin  7 * — sin  7’—,^)  cos  7 . 

2)  j'cosi^dif. 

J'  cos  7 d(f  — sin  7 
J'  cos7*<t7  =^sin  7 C0S7-|-J7> 

J“  C0S7*  <i7  = (^  cos  7’-{-J)sin7 
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J co6</  *dy  =(j  co«y  •+{  C08</)  Bin  y-f-Jy 
P coa  y *dy  = (^  cos  y * +,‘,  coa  y • +,*5)  ain  y . 


Quadratur  (analytische). 


3)  J\in  (fP  coa 

J'  Bin  y,  COB  y "dy  = - coa  y " ' 

f*  *•  , 1 

I COS  y Bin  y.  »‘"y 

j*  sin  ff- • cos  <fd(f^^  sin  ff  • 

yainy»co8y>d.,=isiny  • cos  y — I sin  y cos  y +iiy 
y ainy  > cosy  •dy.  = isin  y • coay  ’+^yin  •f  * COS 
y Bin  y ’ COB  y » dy  = ( > COB  y • +,<i  coa  y > , I ,)  sin  y » 
y siny* cosydy  “iainy* 

y ainy  • cosy  »dy  =(isiny  *— Vjsiny  >— ^)coay 
y Biny  *cosy*dy  =(^  cosy  « +,4) ainy  • 
y ainy  * coay ‘dy  :r|  ainy  ‘ cosy  *— ^yiny  • coay ’dy 
y ainy*  coay  dy  =jainy* 

y siny‘C0By>dy  = (isiny‘  — sin  7 ^ - A sin  7 ) cos  7 +xV'/' 

^ sin  7 * cos  7 *^7  = (I  cos  7 *-|-^5)  sin  7 * 
j*  sin  7 * cos  7 <^7-  — I sin  7 • 

J*  sin7  * cos7  ^rf7  sin7  *cos7  + 
y Bin  y • cos  y*dy  = Q cosy.'  +jr)siny‘. 


Biny, 

cot  if 


4)  rJ!f- 

sin  y." 


f Jl-  = 

J Bin  If. 

r df  ^ 

J Biny’~ 

r dy  _ , f. 

J ainy*”  2aln y’"^ ^ 

/'i^=  (-nir;7 -81^7^)'°*» 
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C06f 

A;$r=  «•(+l'S7' 


/ 

/sin//' 
cosy- 


/M 

COS  ff  ' 


siny 

COBff 


</y  = — Igcos// 


d-/  = -sin-/+lgtg(^  + l) 

*,  = ^ lg  cos  7. 

dy  = --3^-»m'/+lgtg(^  + |) 

sr.a.«  , sina*  sin//*  , 

^*/  = r 2^-Igcos,,. 


/ 

/siny^ 

COS// 

/ 


/ 

/ 

/ 

/ 

/ 


/ti 

Bin//) 


cos«)  . , 

^ ö//  = lg  81  n fl 

im//'  f 0 / 

cos  0 * , ,7 

— i — rf//  = cos  g +lg  tg^ 
sin  y ' f-rn  6 2 

cosg*  , cosg*  , . 

d-f  = -^+lg»nr 

cosa*  , cosg*  , « 

-^*,  = _ + cosy+lg,g| 

cosg*  , coso*  cos  7*  , 

-üirj-'»=-r-+T^+'s”»- 


/ 

/ 


8) 

a/  COS//.* 


Sin « , 1 

■ ■ ' , da  = ‘ rscctf) 
cos^’  cos  7 ^ 

•in  «*  , 
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' sin  7*  _ 


— = cos  1/ + scc  7. 


d?  = (-i.in7‘  -4  sin  ?’+4)~. 

9) 

./  Bin  f/  * ^ 

r i2ii.d.,= — 

«/  SID«/-'*  sin 

/COBtf-’  - 

^*,=  -coty-7 

= (i  cos  7 • - 4 CO.  7)  - }7 

r dif- = (4  cos  7 * + 4 cos  7 »—  j)  -7^ — . 

./  5107’  ' > » T a/  jiu 


10)  /'"iiiVr- 

./  cos  7*  ’ 


-{Igtgß  + l) 


11) 

' ./  Bin  a • ' 


* cos  f$‘  . ^ 1 

sin//^  28in</-* 


2;^ 
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12)  r±\ä^. 

/“°?  j 1 

C08?p*  ^ 3c08^' 

/Binu^  . 

r *'"?  dy  = (siny»  - D— i — 

4/  C08^*  T V Y 8/  C08C&* 

/sin®*  - 

■J3^‘'?  = *‘gT*-tg?+c? 

/siu?’  . , . . 1 

- ■ dif  = (-  sin®*  l-48ino»  — l)_ 

CO»?*  ^ ’'co»?* 


/ 

/ 


13) 

4/  Sine*  ‘ 


cos  7 
8in<p* 


1 

Sein 


CO8©»  , 

= - icotlf* 


sin^' 


y 


CO«?*  , 

^5^d?=-Jcot?*+cot?  + ,f 


*/  C08!p*  • 4c08  tp* 

J C08?p* 

sin®*  , 

— -d?=i.g^. 


14)  /'•-iüi^d?. 

J cos^*  ‘ 


■'?  = «.io?*  + i.in®)^  *,g.gg  + |) 

/ 

f « »'■”  'f + 1 'B  ‘e  ß + I) 

r «in  3»  _ 


/ 

/ 


'“>  / : 


COSf 

sin  ^ 


-rf?. 


«in?*  ^ 4 »in?* 

COS®*  1 ff. 

^j^d?=(-ico.?*-*co.?)_ -*lgtg|. 
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■ df  = — Jcot!f‘ 
amtp*  * 


/ 
/ 


coBcp_  . - —1  cot»  • +^001©*  + lg  sin  (j>. 
8iii';p* 


■«/— ? 


8in©  008 


cos  ^ 


= lg  tg  'f 


sincp  cos  cp*  2 cos  cp 

dcp  1 

sin  cp  cos  cp 

1 


- 4-  lg  tg  ^ 

1 


J 9\n  cp 

f — = — + igtg| 

J sin©  cos  cp*  cos  cp  4 

r A 

J si 

/ 

j 1 — +lg  tg  cp 

sin  cp  cos  cp*  4 cos  2 cos  cp* 

f— — = ■*■"!) 

,/  smcp*  cos^  smcp  \4  d/ 

f —. — i =— 2cot2'f 

J «in»’  coso’ 


8co»,»  + 7^+’«‘®¥ 


/ 


(icp 


smcp*  cos  cp* 

r ■<? 

J «in 'fl*  coaip 

^ * cos  ^ • 


- — Jcot2y 


3 sin  f cosip 

= — ä~^ — ;+'g<g? 
2 am  o’ 


r_*p_  ^ _i_+3  ri^ 

J sin^*  cos^*  sin  cp*  cos  9 ./  sincp* 

f ^ =_^™2?^21gtg,p 

J sincp*  cos©*  sin  2 cp* 

r ’<?■_-  ^+ig,g('jL+i.') 

J sin^*  cos  cp  3 sin  cp*  sincp  *’\4  2/ 

f = r — |cot2cp 

J sin©*  •'^•"*  ftin«» 


•p  * cos  cp 

Jcp 

sincp*  cos  cp* 
cp*  cos  cp 


3 cos©  sincp 

1 * 1 


r,+’g‘g? 


r <>? 

J ain<j>’  coatf  4 sin  2 sin  ip’ 

r d<f  _ l 1 __5_  , y\ J_.  ylgtgl.. 

J sinif*  CüBif.*  \ 4 sin  if*  8 sin  tf>  ‘ /costf  .2 

Diesen  Kntwicklnngen  liegen  die  Reductionsfonneln  dea  Abachnittes  27)  sa 
Grande. 
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17)  J <p*  iin  <pdiy. 

y* 8in9+B(«-l)<p"~-  coi({> 

-n(it-l)(«-2)^"“'’,in;p-«(«-l)(»-2)(i.-3)®"“^coi<p+... 
= — cpcoB  ^p+iin  f 

J\'  nn<fd<f—  — if’coxf -)-2<p>Iii  f +2coa  f 

J<f*  tin^f  = — cot  * iin  f +6;pcot  f — 6 tini)> 

— if'cot'f +4!p*8in'^4-12!p’coatp— 24;ptinip— 24coiip 

y if  ‘ tin  i(>dif  = - (p » cot  f * ain  if +20f  * cot  f -60ip  ’ ain  <p  - 120f  cot  ^ + 120  ain  (p 

18)  COB  fdf. 

J f " coa  <pd<p  = tp"  ain  9 + a<5>"  ~ ' cot  <j)  — B (n  — 1)  o"~*ain  o 

— b(b  — 1)  (b — 2)p*’~*cof<p+  • i • 

yfootfdtp  =^ain9+cot^ 

y^a  coa  <pdf  = ip«  ain  tp+2p>  cot  (p— 2 tin<p 

y<p  • cot  = <p*  tin  p. +3?  ’ coa  ip  — 6p  ain  ^ — G cot  (p 

y?*  coa  pdp  = <p‘  ain  p +4p*  coa  p — 12p » ain  p — 24p  cot  p +24  ain  p 

y^a  cot  pdp  = p»  ain  p+6p‘coa  p - 20p*  ainp — 60p*  coap+120pcoap+120ainp 

19)  J’x’fdx. 

X itt  eine  beliebig  algebraische  Fonction,  ^ irgeDd  ein  Arcus  TOn  x. 

Jx  areain  »dr=  «rc  «nzf  td* 

J X arccos xd!x~  arccos 

J'xixctgxdx  = arctgz  J'xdx—J 

J'x  arc  cot  xix  = arc  ealxj'xdx 

Einzelne  FUIet 


arc  tin  xdx  - — arc  ain  x 

■t+1  B«+] 
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/zarcsinx  . 

— rfx  = — arcsinx-V(l-a:  )+x 

V(l-x') 


20)  J X\g  7*dx. 

X and  Z sind  algebraische  Functionen  Ton  x. 
f X\gZdx  = \gzf  Xdx-f—'f^^  - 

J'x\gx"dx  = Xi\gx”  — nX,\gx"  ' +n(«-l)X,lgx"  ’ 

+«(n-l)(«-2)X.lg*' 

J X 

/'•'« 


rt— 3_, 


, 1 , n+l 


m-f-l 


Kx’dx^- 


m-|-l 

y m+t  , 


2 

m-i-1 

3 

m + 1 ' 


3-2  . 3-2-1  \ 

(m+l)V 

r Xx X'x 

7lgx"*"  (n-l)lgx"-'  («-l)(«-2)lg*"~' 


X"x 


XMx 


(n-l)(n-2)(»-3)lgi" 


(n— 1)(«-2)  •••(>!— »—1)  lg*"  ' 
1 


d(Xx)  ,_d(X'x)  „,„_d(x;^)  ... 
-*  - i;r’  dx'  dx  ’ 


rx"”  dx  _ 

J Igx"“  ( 


m+1 


(.«  + l)x"+' 


>— l)lgx"  ' («  — l)(n  — 2)lgx"  ‘ 


(■”  + 1) 


2 ^m+  I 


(«-l)(n-2)(«-3)lgx 


n— 1 


■(h-1)(h-2)— 2-1  Igx 

.fl— 1 /'-"‘dx 


■^(fl-l)(fl-2)--2-l./  lg 
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»dx_  ;r"+'  («4-l)x"’+'  (m+D- 


x”*dx_  x"+'  (>o4-l)x"’+'  , (m+iy 

Igx»  21gx 

» 2-1  Igx  ^ 2-1 

*x*  dx  / dy 

Igx  Igy’ 

wenn  y = x“"*"*  iet. 

21)  Ja^Xdx. 

o*Xrfx  = ^-^-  — 

fl®A'  o®X"  o®X"' 

Igo 

Iga*  Iga*  Iga* 

wo  X'  = -;-,  X" 
dx 


'dx'  ~ dx 


X.  xa  a 

xa  dx  = — - 

Igo  Igo» 


yo*j:<ii  = o*Xi-o*X,lga+o*X,lga’—  .... 

wo  X,=/Xdx,  X,  = /X,<lr,  X,=/X,dx  ■ 

fa^dx  =,=1 

J lg  o 

/X  X 

X.  xa  a 

***  ~lgo  Igo» 

r , X,  »**’  2x0®  , 2o® 

J Igo  Igo»  Igo» 

/,  *.  x»o*  3x^0*  3-2xo*  3-2-0® 

Iga  Iga»  ^ Iga»  Iga* 

/o*rfx  a*  Pa^dx 

- = --+igaJ  — 

ya^dx_  o*  o*  lg  a lg«*  P a^ dx 

2-u  '^'^J  ^ir 


22)  J*  a^sin  *"dbc.  a*^*coix”rfx. 

/«X.  n.  «“*«inx"~V««inx  — Mcosx)  . «(n— 1)  A 

e“  iinx  dx  = ^ ( / ( 

o»+«’  «’  + n»./ 

/KI  B,  «“®co»x"'~*(nco«x  + Büinx)  o(n  — 1)  P 

t cosx  rfx  = rr—i + 4-; — i / < 

«■+»’  «’  + n’J 


o»+«’ 

■^  «»  + n». 

a*'‘*^C08  X**  cos  X + n sin  x) 

. "("-1) 

«■•+»» 

' «’  + n». 

ttXf  \ 

e (a  sin  X — cosx) 

' >»*+i 

e®^*8inx(«ainx  — 2cosx) 

1 * 2 ax 

e“co«"  -xdx 


/ax  . ,j  _e“®»in**(osinx— 3cosx)  , 2*3«‘'®(«»lnx— co»x) 
e «inx  Ox=  -g  + + 
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J e^^cosxdx  — 
e*^C08  x*dx~ 
J e**^co8  x*dx  — 


e®*(«coix-f  iin  x) 

«’  + l 

008  j(«co8ar -1-2810  J-)  , 1«2  ax 

«*  + 4 «(«*+4) 

cos  X*  («coix  Ssinx)  , 2*3e*^^'*'(«co8x-f-8inx) 

r;»T9  ö^+T)(«*T9)“ 


23) 


J (a 


(a-|-^co8^)d^ 


(«  + 


/ + ^C08  ^)d'f 
(a+b  co8'^)" 
(o^  — 6a)  810  ^ 


6co8tp)"  (n  — l)(a*  — 6*)(a-(-6co8^)" 

1 /‘I  (»— 1)  (gg  — bfi)  + («  — 2)  (a^  — 6n)  cob  y]  </y 


J o+ico»o  Vfo* — t«) 


/ 

/ 


6-f-acoso 

• L ~ — i77~5 ITT  C08  j- , 

s+6cos^  r(®* — ^*)  a+6cof^ 

weun  6 kleiner  alt  Oj 

rfy  _ 1 , 6+acoBy4-V(6>— a*)siny 

a + 6 C08<p  K{6’ — a*)  ^ a + 6cOBo  * 


wenn  6 grOcser  als  a ist. 


a+aco>9  a "“a 

/dy  cos  y _ 2 a /*  dy 
a*f6cosy  6 64/  a-(-6€ 

j 
f 


i cosy 
d;p 


cos^ 


(a-f-d  cosy)' 


__  1 /— tiiny 

• a* — 6*\a+6cosy  ./  a + 6cosy. 


cos  y dy  _ 1 / asiny 

(a-f-6cosy)*  ~ a’ — 6*  \a-|-6  cosy 


■/ 

0+6  cosy. 


dy 


29)  Integration  durch  Reihen,  sten  nicht  in  dieser  Weise  darstelibar. 

Die  Darstellung  eines  IntegralB  in  der  Torkommenden  Inta- 

Qestalt  schon  bekannter  algebraischer  oder  * 

transcendentcr  Functionen  gelingt  natür*  C dx  P — 

lieh  nicht  in  allen  Fallen,  und  was  na-  J J ^ ~x*  J ^ “ 

mentlich  die  Quadraturen  algebraischer  . _ , 

Fnnctionen  anbetrifft,  so  lassen  sich  die-  dieses  der  Fall, 
selben  im  Allgemeinen  nnr  dann  in  der  Man  kann  aber  in  jedem  Falle  die 
angegebenen  Form  darstellen,  wenn  darin  Function  unter  dem  Integralaeichen  in 
nur  eine  Wurzel  rorhanden  ist,  die  den  eine  unendliche  Reihe  entwickeln,  und 
zweiten  Grad  nicht  überschreitet,  und  eine  die  letztere  integriren,  wodnrdi  man  das 
ganze  Function  der  Unbekannten  ron  Integral  ebenfalls  in  Form  einer  nnend- 
einem  ebenfalls  nicht  hOhonn  Grade  als  liehen  Reihe  erh&lt,  die  auch  im  AUge- 
dem  zweiten  enthält.  Von  transceuden-  meinen  dann  convergiren'Wird,  wenn  die 
ten  Functionen  sind  ebenfalls  die  mei-  erste  Reibe  conrergirt. 
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lat  ntmlich: 

A'(*)='/'iW+7i(-')+'/iW+  • • • +y.W  + v-.W 

eine  aolcho  convergirende  Entwicklung  ron  f{x)  und  der  Beat,  der  aich 

alao  mit  wichaendem  n der  Null  nkhert,  ao  wird  auch  aein : 


f = f\^(x)dx+r^<f,(x)dx+r^f,(i)dx+ 

a **  a 

a 


Dnd  der  Reet  I ^^(x)dx  wird  mitwach« 

ft 

eendem  n verechwiaden,  wenn  das  Ar- 
gnment  V'^(x)  innerhalb  der  Grenzen  der 
Integration,  also  «wischen  a nnd  /f  ver- 
schwindet, „somit  wird  die  Entwicklnng 
für  y*^(jr)  also  convcrgiren,  wenn  die 
Entwicklung  von  /"(x)  fSr  alle  Werthe 
▼on  X twischen  a und  fi  convergirt” 
Es  ist  hier  Toransgesetst,  dass  u und  ß 
reell  sind,  und  der  Weg  der  Integration 
andi  nur  durch  reelle  Werthe  von  x 
geht.  „Ist  dies  aber  nicht  der  Fall,  so 
muss  die  Entwicklung  von  f{x)  fUr  alle 
Werthe  von  x convergiren , denen  man 


auf  dem  Intcg^rationswege  begegnet,'*  da« 
mit  die  Reihenentwieklnng  f&r  das  In- 
tegral einen  Sinn  gebe. 

In  einem  gewissen  Falle  kann  aber 
die  Reihenentwieklnng  für  das  Integral 
noch  dann  statthnden,  wenn  die  für  das 
Ai^ment  schon  aufgebÜrt  hat  zu  con- 
vergiren. 

Ist  nimlicfa 

/■W= 'fl  (*)+?»(*)+  • ■ • +?,(*)+  • • • 
conrergent  ISr  alle  Werthe  Ton  z=« 
bis  x = fi,  jedoch  die  Orenie  ß nicht  ein- 
gescblossen,  ao  daaa  die  Entwicklnng  Ihr 
f(ß)  alao  nicht  mehr  atattfindet;  iataber 
die  Entwicklung: 


^ ß*  /*ß^  ß* 

f f{x)dx-r  y,(i)dx+/  ^j{x)dx+f  ,f,{x)dx+ 
'X  a ‘Xu  ‘Xu  ‘Xu 


r?' 

+/  v.(*y*+ 

‘X  tt 


noch  conrergent  ilir  ß'  = ß,  so  bleibt 
dieae  Reihenentwicklung  Ihr  dieaen  Fall 
noch  richtig,  roranageaetxt,  daaa 


pP 

I f{x)dx  nnd  die  Reihenentwicklung 

‘X  n 

rechte  nicht  diacontinnirlich  werden. 


Beiaplele. 
Sei  gegeben 


Die  untere  Orenie  dieaea  Integrali  möge 
Null  Min.  Setien  wir 


Denn  beide  Anadrflcke  rechta  nnd  linka 
aind  continuirlich,  nnd  atimmen  für  alle 
Werthe  ron  ß'  awiachen  u und  ß mit- 
einander überein,  können  alao  für  ß'-ß 
am  keine  endliche  Oröaae  ron  einander 
abweichen.  Die  am  häufigaten  rorkom- 
mende  Reihenentwicklung  iat  die  nach 
Fotenxreihen. 

Sei 

fix)  = 

und  conrergire  dicM  Entwicklnng  zwi- 
achen  x = a nnd  x = ß,  ao  iat: 


IO  wird 


nnd 


y=-ig*. 


für 

wird 


dx=  — xdy  = — e ^dg, 
z=0 


y=+eo, 

alao: 

lJji 

./  .ig*“j  +*  , 


Dieae  beiden  in  bereite  bekawten  For- 
men nicht  daratellbare  Integrale  lauen 
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sich  also  durch  einander  ansdrflcken.  Das  fiiry  = so  anch  Igy  ins  Unendliche  wichst; 
erstere  wird  auch  „Integrallogaritbmus“  jedoch  lisst  sich  icigen,  dass  nichts 
genannt.  desto  weniger  fDr  diesen  Werth 

Wie  die  Tafeln  des  vorigen  Abschnittes  endlich  bleibt, 
zeigen,  lasst  sich  jedes  Integral  von  der  Nimmt  man  nSmlich  die  untere  Grenze 


Form) 


^ ^ rationale  Fnnc-  „ __ 

J , den  Zahl  a an,  so  ist 

Igx 

tion  von  x ist,  anf  einen  entwickelbaren 
Theil  nnd  einen  Integrallogarithmus  zn- 
r&ckihbren. 

Die  Beibe: 


des  Integrals  gleich  einer  zu  bestimmen* 
a an,  so 


f - 

a 


= f(y)-tf(u). 


Wir  setzen  ferner 


* ’'=i-»+ft-r2:3  + 

(-I)'rr2t.± 

conrergirt  immer)  also  aoeh: 

e-y 


f(,)=l(.  “-e  »), 


woraus  sich  ergibt 


?'(y)=— - 
r(y)l— . 


nnd  es  ist  f(y)  das  Integral  von  ^(y)dy 
in  denselben  Grenzen  a nnd  y wie  das 
eben  betrachtete  genommen. 


y “y  ^^1-2  l-2-3^ 

s— I 

wenn  y nicht  gleich  Noll  ist,  und  man  t*®**  y grösser  als  u,  so  wird  der 

Ausdmck  f'(y)  immer  grösser  als  <f'(y) 
sein , und  beide  Ansdröckc  sind  immer 
I e~~^dy  y*  y*  positiv,  es  wird  also  sowohl  ^(y)  — ^(o) 

J — r^-344  immer  zunehmen,  wenn 

* y wachst,  der  erstere  Ausdruck  aber 

, y , . ^ . wird  langsamer  wachsen  als  der  zweit«. 

l'-2---.-.  ±-+Const. 

Es  ist  noch  die  ConstantQ  zu  bcstim«  . 
men  aus  der  Bedingung,  dass  füry  = co 
das  Integral  Null  werden  soll. 

Sei 

9(y)-igy-y+I^:2-r^-"- 

SO  ist 


y=co, 


A®)=- 


/: 


und 

also: 


■»du 

- — =<p(y)+c 


?(co)+C=0, 


/ 


y e yrfy  , ^ ^ 

00  y 


Die  Entwicklnng  des  Werthes  von  <z(x ) 
ist  deshalb  nicht  ohne  Schwierigkeit)  weil  Torgirt. 


?(«)-?(«)<—■ 

ae^ 

Setzt  man  also  für  a eine  hinreichend 
grosse  Zahl,  so  wird  dieser  Werth  sich 
nur  nm  eine  GrOsse,  die  kleiner  als 

— ist,  von  t^(x)  unterscheiden  können, 
as® 

also  zur  Berechnung  von  ^(x)  dienen 
kennen,  da  nach  Noll  hin  con- 


Es  ist  z.  B.  für  a=:10 


—<0,0001, 

ae^ 


also 


<p(«)_lga  “+,.2.2  1.2.3-3'*' 

ip(oo) =0,5772  • • •, 


= 0,57721, 
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da  eine  Abweichung  erst  in  der  fünften  Bruchstelle  stattfinden  kann.  Mithin 


/ 


»e-yd,  , 

00-7-^  = '8y- 


— y+r-JL^ 


JLL 


■ -0,6772 


1-2-2  1.2-3-3  ^ 1-2-3-4-4 

jedoch  nnr  unter  der  Bedingung,  dass  y positir  sei. 

Da 

» =— lg* 

war,  so  seutdas  vorans,  dass  lg*  negatirj  also  * kleiner  als  1 ist,  nndmanbat: 


f 


^ = lg(-lgx)+lg»+M 


+ r 


Qg*)‘ 


1-2-3-3 


•+C, 


wenn  x kleiner  als  Eins  ist. 

Ist  X grösser  als  Eins,  so  setzt  man 

s=  + lgx, 

und  erhUt: 


./a’8*-/lgo“  * ^ ^1-2-2  + 1-2-3-3+ 


+C 


und  wenn  men  die  Reihe 

lgs+s+ 

setit,  so  ist 
und 


r 


l-2-2^1-2-3-3 

C=  — V'Og«) 

Gg*)* 


= vW 


Gg*)‘ 


„lg(*)  1-2-3-3  ■'■l-'2"3'4.4 


-V-Gg«)- 


Wir  beben  hier  die  nntoro  Grenze  vor  der  Hand  willkürlich  angenommen. 

Nimmt  man  dieselbe  gleich  1 oder  den«  wo  yr; — Igx  gelotst  wurde, 
kleiner  als  ly  so  wird  das  Argnmont  px 
unendlich,  wenn  man  sich  die  Quadratur  / — = ^(lgjc)  — 

auf  dem  gradlinigten  Wege  ausgeilihrt  ^ 

Nähern  sich  aber  tf  und  s der  Null,  lO 
Es  ist  nämlich  lg  1 = 0.  Es  dnden  also  verschwinden  in  den  Reihen  fUr 
die  Betrachtungen  des  Abschnitts  10) 

Anwendung.  Sei  l kleiner  als  1,  so  ist:  und 

, . V'Pg(l+*)] 

/I — o jx  Glieder  bis  auf  die  ersten,  und  es 

.-^  = <p[— lg(l— <f)]— <f(— Igi).  wird: 

i V'llg(l+.)]  = lglga+0, 

Es  ist  nkmlich,  wenn  <f  positiv  ist,  die  ?(  '8  (1- ~ <^)]  = *8  [ lg(l  — <^)]t 

zuerst  gegebene  Entwicklung  ansnwen-  so  dass  man  hat: 

A Ä -/r  iS  iS = 

Da  aber  die  untere  Grenze  a grösser  als  Eins 

^ nehmen,  wenn  die  obere  grösser  ale 

“ j /<  I \ “ ““  Eins  ist. 

igti't*;  f Macht  man  jedoch  um  den  Punkt  «=1 

mit  abnehmenden  und  « wird,  so  ist  hemm  eine  Ansbiegung,  lässt  also  die 
das  Integral  völlig  unbestimmt,  und  man  Variable  imaginär  werden,  so  nimmt  das 
muss  daher,  falls  man  die  Integration  Integral  jo  nach  der  Wahl  des  Weges 
auf  einer  graden  Linie  fortfuhren  will,  eine  ganz  bestimmte  Bedeutung  an. 
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Wenn  mnn  z.  B.  einen  unendlich  klei* 
nen  Halbkreis  mit  Radius  r unter  der 
Absdssenaxe  (d.  h.  auf  der  Seite,  wo 
die  Ordinalen  ne^^ativ  sind)  wählt,  so  hat 
man  ftlr  diesen  Weg; 

rf(re^^ 


f—:z  - r* 
J lg*  J . 


lg(l-r«»') 


*=1— re^* 

geaetet  worden  iat*).  Aber  fSr  nnend* 
lieh  kleine!  r ist: 


also 


lga-r«»')  = -re»‘. 


f”  = r” 

• lg(l-r.»’)  •'  • rel' 

Soll  der  Halbkreis  über  der  Abscis- 
seU'Axe  (d.  b.  da,  wo  die  Ordinalen 
positir  sind)  liegen , so  werden  die  In* 
tegrationsgrenzen  dieses  Weges  0 und 


y; 


und  man  bat  den  Werth  des  In- 
tegrals ^trr.  Es  ist  aber: 

/*  — = —A.  C— 

I 'B*  •!  1.  *8*  lg* 

dx 

l + r>8*’ 

wo  das  mittlere  Integral  das  Uber  den 
Halbkreis  erstreckte  ist.  In  der  Formel 

igq-«f)_  J 
lg(I+.)~7 

ist  also  rf  = i=r  sn  setsen,  nnd  es  er- 
gibt sich 


/ 


dx 


^ iji  =i''08»)-?(-igi)±ii, 

je  nachdem  man  den  Uber  oder  unter 
der  Absdssenaxe  liegenden  Halbkreis 
nimmt. 


Fig.  118. 


Imgersten  Falle  ist  (Fig.  2a)  das  In- 
tegral Ober  den  Weg  BDFEC,  im  awei- 


Dies  Integral  aber  ist  gleich; 


/ 


ten  über  BDGEC  erstreckt,  wo  Punkt 
A den  Abscissenwerth  1 hat.  und 
ADzzAE=r  ist. 

Man  kann  aber  auch  den  Weg  von 
B bis  D nehmen,  dann  den  ganzen  Kreis  gl<><di : 
DGEF  beliebig  viele  Male  in  einer  oder 
der  andern  Bichtnng  entlang,  und  dann 
von  D auf  dem  ersten  oder  dem  zweiten 
Wege  weiter  nach  C gehen.  Es  wird 
dann  nnser  Ausdruck  bei  der  Umkrei- 
sung noch  um  das  über  DGEFD  er- 

/dx 

— vermehrt. 

lg* 

•)  Setzt  man  nämlich  xzzp+qi,  und 
denkt  sich  unter  p nnd  q Coordinaten, 
so  ist 

p=I-rcosg,  ,=  -reiny, 
also  * = 1— re^‘. 


-2u 


dy  = — 2at, 


je  nachdem  man  die  Bichtang  DGEFD 
oder  DFEGD  wählt. 

Denkt  man  sich  also  dieses  Umkrei- 
sen eine  beliebige  Anzahl  von  Malen 
fortgesetzt,  so  kommt 

J'l  ip+V<*8*)-»(-lgi)+(2s+I)», 

WO  $ eine  beliebige  poeitiTe  oder  nega- 
tire  ganze  *Zahl  izt. 


)dx 
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Du  Integral  hat  alio  nnendlich  riel  Mehrdendgkeit  findet  bei  dieeemlnte- 
Werthe,  die  sich  nm  nngrade  VieUachs  . -**  , , 

Ton  7t  Ton  einander  unterscheiden.  statt,  da  e stets  eonti> 

_ , _ nujrlich  ist,  so  lange  x nicht  unendlich 

Da  übrigens  nnr  »r  x = 1 die  Dis-  wird. 

continniut  von  i stattfindet,  so  kann  o«,  «...  v v v. 

Igx  80)  Nicht  immer  aber  braucht  man 

nach  dem  Abschnitt  13,  I.  Gesagten  kein  die  ganse  unter  dam  Integralseichen  be- 
andrer  IntegraUonsweg  neue  Werthe  für  findliche  Fnncdon  in  eine  Reihe  an  ent- 
nnser  Integral  ergeben.  wickeln.  Ist  a.  B. 

Denn  da  sieh  a.  B.  awischen  BMC  A/r,i  „/.i. 

und  BDQEC  kein  Discontinnitktspnnkt  J ''  ' ' 

befindet,  so  geben  beide  Wege  gleiche  gegeben,  nnd 
Werthe  fUr  unser  Integral.  „ 

f{x)  = Sa  x** 

II.  Bestimmen  wir  noch  du  Integral  P 

/<  _2<  conreigirende  Entwicklnng,  so  ist: 

e dl,  welches  in  der  Methode  /•  /> „ 

• //(*)?(*)  d*  = JT» 

der  kleinsten  Quadrate  (siehe  den  ent- 

sprechenden  Artikel)  eine  wichtige  Rolle  mOgUch , dus  sieh  du 

der  Wahr-  Integral  />«(x)dx  bestimmen  Hut. 

ichmnlichkAitarArhnunfp  ^ 

Diese  Methode  findet  s.  B.  Anwen- 
dung, wenn  y(x)  eine  ExponentialgrOsse 
oder  eine  trigonometrische  Rnnction,  oder 
eine  Qnadratwurael  einer  ganaen  alge- 
braischen Function  xweiter  Ordanng  ton 
stellt. 

Ein  Beispiel  bietet  du  Integral  des 
elliptischen  Bogens: 


scheinlichkeitsrechnung. 
Man  hat: 


1 ^1-2  1-2-3 


/: 


_*S  . X*  Ix* 

' 3+JT2B 


1-2-8  7 


eine  Beihe,  welche  immer  conrergitt, 
und  ftlso  zur  Berechniiog  diesea  lotegrali  bei  welchem  wir  annehmen,  daaa  e klel- 
gcbrincht  werden  kann,  waa  aneh  x sei.  ner  alt  1 ist.  Man  hat 


>'(1  — e*x*)=l  — ls»x>  — -L  — e‘x* — 

' * 1-22*  1-2-3  2* 


e*x*— 


1-3-5 

1-2-3-4-2*' 


dx  «yi-3-5-(2*-3).:..  x"*dx 
J % r 1 y • V(i— X»)  1.2.3... f. 2* 

= arc  sin  X **)  — arc  sin  x)  +^(**  -|-*x)V(l— »»)— }mrc  sin  x] 

+ §e  [(**  + i**+|75*)V(l— *•)— |7^"csinx]-i- 

Diese  ^ihe  eonvergirt  sehr  stark,  wenn  e ein  sehr  kleiner  Brueh  ist.  Ist  leta- 
teres  nicht  der  Fall,  so  kann  man  setsen: 


V(l- 

und  C8  wird : 


•**)=y(l_**-H.  (1-,.)] =.V(i-x«)v/i+-J_-«* 

r s«(i  - X») 


y 1— X»  y^^e*(l  — X*)  ^V(I— X’)  *e*(l— X»)* 


■ (!-«■)• 

".*a— X*)* 
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= r [x  + lzf!  lg  - (±-J31  f-JL-  + •igLhf'l 

J I'  *■  ^ 4«’  *l-x  16e*  ^ ^1-x) 

(1  — C*)*/  X , » * .1  l+*\  . -I 

eine  Reihe,  welche  gnt  convergirt,  wenn  e der  Eins  sehr  nahe  liegt. 

Auch  dos  theilweiso  Intcgrircn  bietet  ein  Mittel  zur  Rcihcnentwicklang  dar. 
Man  hat: 

J'  f{'^)ix  = xf(x)-J' 

oder  in  der  Lagrangeschon  Bezeichnung; 

J'f{x)dx  = xf(x)~  j'xf'(x)dx 

y tf'(x)dx  = i x>r(x)  - ) f r Y"(r)  du; 

J t Y"(r)  dx=ixT(x)-iJ' cY"'(*)  dx 

^ fx*f^’'\x)dx, 

also : 

fax)dx=xf(x)-±xT(^)+:^r(x)-j£^^  • • • 

Also  wenn  man  als  die  Grenzen  des  Integrals  x nnd  tt  anniromt: 

fyix)dx=xf(x)-f^r(^Hj^rx^)-  • 

r(") 

r\-f(%)dx. 

1.2-3--n  J „ ' ' , 

/x”  ^^"\x)rfx  mit 
a 

(f(x)f[x)dxTf[n-hi(ß—a)]  f ^{x)dx, 

' ein  positiver  echter  Bruch  ist,  und  y(x)  zwischen  den  Grenzen  u und  ß sein 
[len  nicht  ändert. 

Wenden  wir  dies  auf  dos  Integral  P x”/‘^**\x)dx  an,  bei  welchem  wir 

^ « 

haben,  dann  wird 
nan  bat: 

-f  a = C ^"\«+ « (*  — «)]^ > 


+ 1.2.3 


Diese  Reihe  convergirt  also  immer,  wenn  der  Ausdruck 

wachsendem  n sich  der  Kuli  n&hert. 

In  Abschnitt  6)  wurde  die  Formel  bewiesen: 


voranssetzon,  dass  a und  x gleiche  Vorzeichen  haben,  dann  wird  auch  x «wi- 
schen a nnd  x seine  Zeichen  nicht  ftudem,  nnd  man  bat: 
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also: 


/ ixn  — I » ,(»• 1)/  X / ixH  »+l 

(—1)  X r '(x)  (—1)  * ^ ,l«r-  . 

1.2-3. [«+<(— 


-“W+i:2rw-^3 


/""(«)+ 


«)] 


1*2  *3*  »»fl— 1 


ein  Ansdnick,  von  dem  der  letzte  nach  Potenzen  von  a geordnete  Theil  ver- 
schwindet, wenn  man  die  untere  Integrationsgrenze  gleich  Null  nimmt. 

Selbstversülndlich  kann  anch  die  theilweise  Integration  In  andrer,  all  der  hier 
gegebenen  Weise  fortgesetzt  werden,  und  so  za  Beihenentwicklnngen  führen,  wo- 
von wir  hier  noch  ein  Beispiel  geben  wollen; 

J'  e ^ ix  = xe  * +ij  x’e  **di 
J'  x e *ifx  = Jx*e  * f *** 

y * x‘e~-'’dx=ix««~*’-|-| y’*x«e~*’«fx 

/*  2ti  —x\  _ 1 —X«  , 2 /•*  2«  4-1  — x'j 

.*  * * +ärpi./.*  ‘ 

Also  wenn  man  diese  Resultate  vereinigt: 

/*  yi  — > 2*  2* 

. • = « 3T5T7**  + • • • • 

2" 


3.5.7-..(2b4-1)' 


I.  2"+‘ 

■*■3-5-7. ••(2n-l-l)7  . 


2»-t-3 

wo  i ein  tchter  Brach  ist.  Da  non  der  Ansdmck: 

gw+l  r*  ,tB+3.— x’j,_  (2r')“'‘''x  e“'*’ 

3.5-7... as-i-lJ  0 “3-6-7 -.-2»+l  2»+3 

selbst  bei  wsehsendem  n über  alle  Qronzen  abnimmt,  da  die  waebseodeQ  Factoren 
des  Nenner,  die  sich  gleichbleibenden  des  Zihler 

(2x*)  . (2*»)  (2*0  • • • 

zuletzt  um  jede  beliebige  GrOsae  übertreffen  müssen,  so  conrergirt  die  Entwick- 
lung, und  man  hat: 
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31)  Mechanische  Quadratur.  Dagegen  ergibt  sich  zur  annähernden 
. . , . , Berechnung  der  Integrale  unmittelbar  aus 

Die  oben  gegebene  Integiutionsmclh^e  der  Grundform,  welche  wir  den  Integra- 
durch  Reihen  ist  an  die  Convergensbo-  gegeben  haben,  eine  allgemein  glU- 
dingnngen  gebunden,  also  nicht  aUge-  tige  Methode 
mein  anwendbar. 


Es  war  n&mlicb: 


WO  X,  • • • X ^ zwischen  JTg  und  eher  Punkt  nicht  befindet  (siehe  Ab- 
^ ^ schnitt  13).  Wir  werden  hier  annehmen, 

p liegende Zwischenwerthe  sind,  welche  dass  und  x reell,  und  also  der  In» 
durch  den  Integrationsweg  bestimmt  wer*  ?•  a u • ■ j 

den.  Hat  f(x)  keinen  mehrfachen  und  ‘«grationsweg  die  Abscissenaxe  sei,  da 
keinen  Discontinnitaispnnkt,  so  kann  im-  d-e  Betrachtungen  für  andre  FUle  keine 
mer  die  von  x,  und  begrenzte  grade  Schwierigkeiten  machen. 

Linie  genommen  werden,  wie  ja  stets  Nimmt  man  die  Unterschiede  x,, 
iwei  Wege  mit  einander  Tcrtauscht  wer-  x,— Xj  •••x  — x hinreichend  klein, 

den  können,  die  zwischen  x«  und  x 

* p 80  wird  der  enuprechende  Ausdruck,  der 

liegen»  und  zwischen  denen  sich  ein  sol-  sich  unter  dem  Zeichen  lim.  befindet: 

/Xp 

f{x  )dx  geben,  da,  wenn  diese  Differenzen  un- 

***• 

endlich  klein  sind,  das  bestimmte  Integral  selbst  erscheint.  Vorausgesetzt  ist 
natürlich,  dass  jedes  Glied  unsrer  Summe:  (x^ — x^ 

vergirt,  wenn  sich  x^  und  *f^_|  einander  nähern, 

Uebrigens  ist  auch : 

f *’/'(x)<fi:=Um[(x,-x.)/'(x,)-)-(x,-x,)/'(x,)+(x,-x,)/'(x,)-l-  • • • 

da  die  Grössen  (x^  — x^  __  f(x^)  und  (x^  — x^  _ f(x^  ^ i)  nur  einen  Tcrschwin- 

denden  Unterschied  haben.  Es  ist  also  auch 

B = (x,-x,)^(x,)-|-(x,-x,)/’(x,)+(x,-x,)/’(i,)+  . . . +(-Cp-'>'^_,)/'(*p_,) 
ein  AnnUiemngswarth  nuicrea  Integrala. 

Han  kann  aber  auch  atatt  eines  unserer  beiden  Wertbe,  die  arithmetiiche 
Mitte  beider  nehmen,  also: 


. ÜlJezJ}  [/(*jP+A'p_,)l=C=l±B 


und  dieser  Ansdmck  wird  jedenfalls  dem  nehmen  bleibe,  so  wird  offenbar  A au 
wahren  Werth  des  Integrals  näher  lie*  gross,  B zn  klein  sein,  während  das 
gen,  als  einer  der  beiden  zuerst  gege-  Gegentbcil  stattfindet,  wenn  f(z)  stets 
benen  A und  ff,  nämlich  als  derjenige,  abnimmt,  und  in  diesem  Falle  wird  also 
welcher  am  weitesten  yon  diesem  wahren  der  Ausdruck  Cats  Mitte  zwischen  einem 
Werthe  entfernt  ist.  zu  grossen  und  einem  zn  kleinen  Werth, 

Nimmt  man  noch  an,  dass  auf  dem  diesen  beiden  Tonuziehon  sein, 
ganzen  Integrationswege  f{x)  sein  Zet-  Die  Ausdrücke  A,  ff,  C sind  aber  auch 
eben  nicht  wechsele  nnd  stets  im  Zu-  einer  geometrischen  Deutung  fähig. 
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Sei  die  Cane  (Fig.  29.) 
derart  beetimmt,  daaa  ihre  Qleichnng  die 
Form 

y=n*) 

habe. 

Sei  a,  a,  ein  Stück  der  Ababiasenaze 
und  mOgen  den  Punkten 
o,  o,  a,  a,  «, 
die  Abiciaaenwerthe 

X|  ^}X|  x^ 

entaprecben,  so  sind  die  Ordinalen 

“•*»>  <*t*n  “i*«i  “1*11  “tb, 

entsprechend  gleich 

n*.),  /•(*.).  /■(*.),  /•(*.)■  /■(*.). 


Fig.  29. 


und  e«  ist  klar,  dass  wenn  man  die  An* 
aahl  der  Tbeiipunkte  d,  <i|  a,  . • . gleidi 
p+1  annimmt,  die  Somme  der  Recht- 
ecke : 

a®  6,  a^  c,+d,  a,  0,  + «,  Ä,  a,  c , 

+ di  d«  c«-|- . e.  gleich  £, 
die  Summe  der  Rechtecke: 

a,e,tt,  6,+a,e,  «,6,  + a,e,a,4, 

+ o, «,  o,  4,  + ...  gleich  A, 
die  Summe  der  Trapeae: 

0,6«  a^Ai  + dg  a,  A«  + di6,aa^a 

+ af  gleich  C 

ist.  Alle  drei  AnsdrQcke  aber  nahem 

sich,  wenn  die  Pnnkte  ^4 

ander  n&her  rücken,  dem  Ton  der  Cnrve, 
der  Abscissenaxe  und  zwei  Ordinalen  be- 
grenzten Ebenenstttcke  a«  b^  b^  und 
dies  ist  also  der  wahre  Werth  des  In- 
tegrals. 

Es  bleibt  indess  noch  übrig,  den  Grad 
derAnnIhemng  der  AnsdrOcke  A,  B,  C zu 
bestimmen. 

Wir  setzen  wieder  den  gradlinigen 
Integrationsweg  Torans,  es  werden  dann 
die  Grössen  Xj—Xa,x, — x,  — *p | 

alle  dasselbe  Zeichen  haben.  Wir  neh- 
men dies  als  positiv  an. 

Run  ist: 


r ^ f{x)dx=  f f{x)dx+  r f{x)dx+  r f(x)äx  + ... 

/*D  a=p— I /.*S  + I 

^ f{x)dx^  Z I f(x)dx. 

*p— l * = ® *a 


Wir  setzen  hierin 


x=x^+u. 

Es  werden  dann  die  Grenzen  der  Integration 

«=0  für  *=*, 

nnd 


also: 


f ' f(z)ix=  2 f fix, +»)*>■ 

' X,  s = 0 ' • 

Es  ergibt  sich  aber  durch  thei|weises  Integriren: 

/^s+l~*s  /■*s  + l~*s  «/■'(*  4. n)*i, 


^f{x,  + x.)  6f(x+u) 

^'(*s+“)=-57— = — sr- 


gesetzt  wurde. 
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Durch  Summation  der  den  verscbiedcnen  Werthen  ron  t entsprechenden  In^ 
tegrale  erhalt  man  einen  Ausdruck » dessen  entwickelter  Theil  mit  dem  Werthe 
von  A Ubereinstimmty  und  es  ist  also: 


/Xp  1 g%. 

^ f{^)äx=A-  £ / 

1 = 0 


+w)d«. 


Da  aber  die  Grösse  u zwischen  0 und  — x^  ihr  Zeichen  nicht  ändert,  so 

hat  man  auch  (rergleichc  Abschnitt  6) 


WO  f ein  positiver  echter  Bruch  ist.  Man  hat  also; 

fiT)dx=A-i~S  '(*,  4.1 , -X). 

•’  X,  » = « ^ 

Der  unter  der  Summe  befindliche  Theil  aber  venchwindet , wenn  die  Differenz 
abnimmt,  und  f\x)  nicht  unendlich  wird.  A gibt  also  in  dieiem 

Falle  einen  Näherungewerth. 

Setzen  wir  in  den  Ausdruck 


so  wird: 


also; 


/ 


'•s+l 


f(x)äx, 


's+l‘ 


« = 0 für  x = x, 


s+l> 


/*i+i  r° 

f(x)dx  = — f f(x^_^^—v)d«=  j ^ f(.x^^^—u)d» 

und 

0 • 

Es  wird  also  wieder,  wenn  man  die  den  verschiedenen  Werthen  von  entspre- 
chenden Integrale  addirt: 


/•Xp  #=^l  /»X,J.|—X, 

/ V(z)c/jr  = B+  £ / uf’(x  , —M)d* 

?nn  9 ein  positiver  echter  Bruch  ist: 

/*''  f{x)dx=B+  / “ ' f'[x,  ^ 1 - 1 -*.)]K+, 


Ans  den  beiden  Formen  fQr  das  gesuchte  Integral  ergibt  sich  noch,  dass  falls 
f'(x)  während  der  Integration  sein  Zeichen  nicht  ändert,  einer  der  Werthe  A 
und  ß stets  zu  klein,  der  andere  aber  zu  gross  ist,  nnd  zwar  ist,  falls  f'(x)  po- 
sitiv ist,  also  der  Werth  von  f(x)  immer  wächst,  B zn  klein,  im  entgegengesetz- 
ten Falle  A zu  klein. 
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Darch  Addition  der  beiden  Werthe  unseres  Integrals  ergibt  sich  noch : 

y*'»’  f(x)  rfx = ^ +’  ■ ' i y"'*  ^ , -«)  -r(*. + «)]  i 


I — “)  + “))  *« 


r ’’  f(x)dx=iLLi+  I 

X,  **  s = 0 ' ' 

-*,))]. 

Es  scheint  in  allen  drei  Ausdrücken  statt,  wenn  f*(x)  unendlich  wird,  roraus- 
hier  die  Bedingung,  dass  A,  B und  C gesetst,  dass  f[x)  seine  Continuit&C  nicht 
Nfthemngswerthe  ^r  unser  Integral  ge>  verliert.  Es  sei  z.  B. 
ben,  davon  abzuhängen,  dass  f\x)  auf  ^ 

dem  Integrationswegc  nicht  unendlich  f (*  ) — 

wäre.  Jedoch  ist  dies  nicht  der  Fall.  “ 

Die  Annäherung  findet  auch  dann  noch  so  wird : 

f r ^ 

wenn  s und  ^ ins  Unendliche  abnehmen;  /'^p 

denn  da  f{x)  endlich  bleibt,  kann  der  Sei  wieder  das  Integral  j f{x)dx 
Fall  eines  singulären  Integrals,  wo  der 

Werth  von  ^ und  § abhängt,  nicht  ein-  gegeben,  wo  f(x)  innerhalb  der  Integra- 
treten.  tionsgrenzen  continnirlich  bleibt.  Der 

Entwickelt  man  nun  die  beiden  Theil-  Bequemlichkeit  wegen  bringen  wir  es 


Integrale 


mäx, 


jedoch  auf  die  Grenzen  Null  und  Eins, 
indem  wir  setzen: 

X = X.+(Xp-X,)u, 

für  x=x^  wird  in  der  That  «=0, 
ffir  wird  *1  = 1; 

ist  noch 

(•Tp-*.) /■[j^.+C-Tp-*.)«] =»(«*). 


ganz  nach  der  obigen  Weise,  so  wird  ^ P i • v p j r 

der  erste  Theil  der  Summe  beider  be-  hat  man  cs  mit  dem  Integral 
zQglich  mit  A,  C znsammcnfallen, 

wenn  a und  & verschwinden,  der  Best  / <f{u)du  zu  thuu. 
aber  den  Ausdruck  f\x  ) nicht  enthalten,  0 
. ^ L Seien  jetzt  d-  • . • Zw 

also  ersterer  ms  Unendliche  abnebmon, 


wenn  die  Differenz 
schwindet 


—X  ver-  werthe  zwischen  Null  und  Eins  ganz  wie 
* im  vorigen  Abschnitto.  Wir  wollen  aber 

jetzt  die  Function  ^(ti)  durch  eine  an- 


82)  Die  im  vorigen  Abschnitte  ent-  dere  ersetzen,  da  es  nicht  auf  den  all- 
wickelte  Theorie  gibt  eine  Art  der  me-  gemeinen  Werth  derselben,  sondern  nur 
chanischen  Quadratur.  Im  Allgemeinen  *uf  die  Werthe  7(0,), 
aber  bezeichnet  man  mit  diesem  Aus-  ankommt.  Wir  suchen  also  eine  ganze 
druck  jedes  annähernde  Intcgrationsver-  algebraische  Function  ^(«),  welche  für 
fahren,  wobei  statt  der  Differenziale  ond-  u— ^ ii=«  • • • « = a mit  7 (m)  zu- 
liebe, aber  kleine  Differenzen  genommen  i*  a n 

werden.  sammenfallen  soll. 

Es  sollen  hier  noch  einige  Arten  Es  ist  dies  die  bekannte  Aufgabe  der 
der  mechauischen  Quadratur  entwickelt  Interpolation,  deren  Lüsnug  darin  be- 
werden.  itchi,  dass  man  setzt: 


/•(x)  = (i-a,)(x-a,)(j;-o,)-.-  (x-aj. 


V'W  _ 
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Nimmt  man  an,  da« 

Vl.(o,)  = y(o,),  V(»i)  = »('»i)  • • • = 

itt,  80  wird  ffir; 

iT  = 0j,  x = a,  . . . 

dieae  Gleichang;  identiach,  alao: 

„..-ffrir  4.  »("«)  . y(«l)  I , . . 

£a  iat  alao  v>(ar)  eio  gansaa  Folyaotn  lat 
vom  fl  — Iten  Grade,  welchea  anare  Be* 


vom  w — Iten  urade,  weicnea  anare  ise*  ^ I p Y(x)dx 

üinnoR  erfüllt.  Man  eraetzt  dann  daa  ^*.=777 — T / ’ 

Integral  / ^(u)du  darcb  daa  immer  ao  erbftlt  man: 

r yix)dxzzK^A.  + K,A,-^K^A,-h 

^ 0 , _ 1 KT  A 


man: 
i 

KQ  berechnende  / V'(«)d«i,  wobei  man 

J 0 

einen  Fehler  begebt,  der  gleich  Ee  iat  aber 


+K  A . 
' n n 


J'  (vW-\K«)]** 


i — r*  f{x)dx 
-tu)  J 0 *—'■ 


^ J 0 *— l+'A* 


und 


ist,  oder  gleich : 

»(»)—(«•).  /•(l-<r)  = (l-i)(l-ju— *)(1  -2/<— *). .. 

wo  < ein  pocitirer  editer  Brach  ist,  wie 

sieh  ergibt,  wenn  man  du  in  Abschnitt  6 I 

Gesagte  hier  anwendet.  Da  nun  y (»)  , ,,  -,/u  ..  . 

nnd  y.(»)  oontinnirliche  Functionen  sind,  . • • yr  »A  — \ t;  / (,*j, 

die  it  imtl  gleich  werden,  so  wird  y (») — y/(*)  j,  . 
der  Null  sehr  nshe  konunen,  wenn  n ' , 

gross  wird. 

Sind  a.  B.  die  Differensen: 

alle 


gleich  und  gleich  fi, 

»1=0,  0^=1, 

ferner 

?(0)='d„  y(/.)  = ii„  y(2/<)  = i4, 

7(1)=««. 

so  ist 

1 


nnd 


— = II 
/* 

1 


nx-x)=(-\)ttr(x), 

t 

('(*)= (-i)^‘r(i-x). 

woraus  sich  ergibt: 

1 

Schreibt  man  ferner  1 — y für  x,  so 
kommt: 

J J o(l— »:“)-» 


aber: 


also: 


A1-»)  _(-l)>^rty) 

l-tft—y  ~ y—l+t/t 


1 /•*  f(x)dx_  1 f*  ny)<» 

ywx  o*~*A*  f'o^—*h)J  0»— 1+""’ 
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El  ist  ab«r  auch: 


+ A 1 + A',  + 


und 


+ I 1 , , 1 1 

■<^('(0)  (*-/4)/-'(u)  ^ {x~2/Ä)r(2f.) 

eine  bekannte  Formel,  die  sich  leicht  unendlich  klein  annehmen;  cs  wird  dann 

venndren  lässt.  Sie  wird  nämlich  iden-  das  Glied  links; 

tisch  Ihr  *=0,  x=/4,  x=2.u  . . . x = l 

and  anendlich  gross,  folglich  ist  der  1 

amgekehrte  Werth  des  Gliedes  links  mit  »/''(O)’ 

C(x)  hbereinstimmend  bis  auf  einen  con-  ... 

Staaten  Factor,  da  beides  ganze  alge-  übrigen  Theile  gegen  den  ersten 

braische  Functionen  n + 1 ter  Ordnung  w^chwinden.  Der  Ausdruck  recht«  aber 
sind,  welche  gleichzeitig  Null  werden. 

Was  nun  den  constanten  Factor  anbe-  I 

so  bestimmen  wir  denselben,  in* 
dem  wir  f(t) 

*=<  Nun  ist 

/l')=‘(‘-/')(‘-2/r)  . . . (i-»/.)  = (-l)"l.2-3--n/,"s, 

aber 


f'(ß)  bekanntlich  gleich  (-l)’*1.2-3. 


wonach  die  Ansdriieke  rechts  und  links  Tüllig 
Factor  links  gleich  der  Einheit  sein  muss. 


gleich  sind,  also  der  constante 


Es  ist  also: 

K.+K,+K,+  . . .+fr^=i. 

Der  Ansdmek 

K - -i_  /'/’W'*' 

* - 7^' 

wo 

f(x)=x(x-f,)(x-2^)  . . . {x-nfi) 
ist,  kann  leicht  berechnet  werden , woraus  sich  dann  der  Werth  von 


oder  der  Nähemngswerth  von 


/'/(x)dx  = K,A,+K,A^+K,A,+  . . . +K  A 

0 n n 

ergibt. 

JP*®.  folgende  Tafel  gibt  diese  Nähernngswerthe  für  jede  gegebene  Anzahl 
der  Ordinaten  A,,  A,,  A,  . , , von  2 bis  11,  wobei  bemerkt  wird,  dass  den 
Werth  von  ff(t/u)  vorstellt. 

18 
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Anzahl 

der 

Zwischen- 

werthe. 

N&herongswerthe. 

2 

2 

3 

6 

4 

» +34 1 + 34^ + 4 j 

5 

8 

7.1.+32il.+12/l,+32^,+7;4. 

6 

90 

19/1.+ 76X . + &0il,  +50A , + 75/4.  + 19/4, 

7 

288 

41/4. + 216/4 ,+ 27/4 ,+ 272/4 , + 27/4. +216/4 .+ 41.4 . 

8 

840 

751/4.+3577/4, +1323/4, +2989A, +2989/4.+  . . . 

9 

17280 

989/4, +5888/4, —928/4, +10496/4,— 4540/4.+10496/4, 

10 

2835 

2857/4,  +15741/4 . + 1060,4,  +19344/4,  +5778/4 . +5778/4,  + . . . 

11 

89600 

ie067,4.4.10630ax,-4»25/4,4-»2WO/l,-i6ae6OX. +424383,4, -aoonso/«,-)-  ... 

55875 

Bei  diesen  Ausdrücken  wurden  die  letz- 
ten Glieder  zum  Thcil  weg^laseen,  da 
ihre  Cocfücienten  sich  symmetrisch  an 
die  ersten  anschliessend  und  daher  leicht 
CU  ergänzen  sind. 

Man  sieht)  dass  dies  Integrationsrer« 
fahren  nur  dann  mit  dem  im  vorigen 
Abschnitt  gt^ebenen  übereinstimmt)  wenn 
die  Anzahl  der  Zwischenwerthe  2 ist. 

Uebrigens  haben  beide  mechanischen 
Quadraturen  den  Vortheil  gemein,  dass 
man  sie  auch  dann  noch  anwenden  kann, 
wenn  die  allgemeine  Form  von  f/(x)  gar 
nicht  gegeben,  sondern  dieser  Ausdruck 
nur  für  gewisse  Wertbe 

= x = a,  . . . 

bekannt  ist.  Dieser  Vortheil  ist  für  die 
Anwendung  in  der  Physik,  Astronomie 


n.  s.  w.  nicht  gering  anznsehlagen,  und 
maoht  auch  dann  noch  eine  ann&hemde 
Integration  möglich,  wenn  gewisse  Func- 
tionen nur  durch  die  Werthe  bekannt 
sind,  welche  sie  in  bestimmten  Fällen 
annebmen,  die  sich  durch  Beobachtun- 
gen bestimmen  lassen.  Z.  B.  ist  dies 
der  Fall,  wenn  die  Temperatur 

eines  gewissen  Tages  oder  Jahres  als 
Function  der  Zeit  ansdrückt,  wo  von 
einem  analytischen  Gesetze  nicht  füglich 
die  Bede  sein  kann. 

33)  Die  im  vorigen  Abschnitte  gege- 
bene Methode  der  Quadratur  rührt  wie 
die  folgende,  die  wir  schliesslich  nodi 
geben,  von  Gauss  her. 

Es  sei  wie  vorhin: 

f{x)  = {x-a,)(x-a{) . . . (x— a»). 


»(<«.) 


vC«») 


)(x— o,)  /’(o,)(x— a,)  r(a»)  (*—<«») 


+ „.  + 


/’(«.)(*• 


— 1 
-a.)J 


Sei  nun : 


,(x)=^(<x)+V/(x), 
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•o  wird  bei  der  Anwendang  des  im  vorigen  Abschnitte  gegebenen  Verfahrens 
der  Fehler  eein  gleich: 

f <f{x)ix—f  y^x)<h=  f Vf[x)dx. 
a/  0 *'0  ‘'0 

Sei  nnn  y(r}  in  eine  Reihe  nach  steigenden  Fotensen  von  x entwickelt, 

= C,-|-C,x+C,®’+ . . . + 


also 


so  ist; 


V(x) 


yW  _ , y. 

fix)  - f(x)  + 


aber  enthält  keine  gante  Function  von  es  ist  also  V der  Quotient  der 
Entwicklung  von  ’f'W  Divisionsrest.  ITm  V en  erhalten,  kann 

man  nnn  nach  fallenden  Potenzen  von  x entwickeln; 

n*)  • 

= + A_+...A 

a^)  *«+i  *»+■■!  ,»+« 

and  diese  Reihe  mit  r/{x)  mnltipliciren ; V ist  dann  der  Inbegriff  aller  Glieder, 
welche  positive  Exponenten  haben. 

Han  erhalt; 

F=BoC,  + B,C,^,  + Ä,C,^,+  ... 

+ ®n+i  + *3  *^»+3+  • • •)* 

+ («0‘^«  + 3+«.C»+3  + *3^4+ 


oder  wenn  man  nach  den  Coefficienten  C ordnet: 

‘'=c»«.+^«+.<V+*i)+WV’+V+«3)+  • • •! 

hiernach  wird  der  Fehler  sein; 

J'jf(x)äx=  /(*)dx+  ^J'\B,x+B,)f{x)dx 

+ ^(.B,*'+B,x+B^)/(x)ix+  ... 

Es  sollen  jetzt  die  Zwischenworthe  <i|,  «,  . . . nicht  willkürlich,  sondern 

so  bestimmt  werden,  dass  die  n ersten  QUeder  dieses  Fehlers  oder,  was  dasselbe 
ist,  die  Integrale: 

f r *AW<**.  r X*f{x)dx...  f x"~'f(x)dx 

«/  0 «y  0 *'  0 0 

verschwinden,  es  fallen  dann  die  Coeffldenten  C^,  ^„^2’  ' ’ ' ^2it— 1 

gswz  weg  nnd  der  Fehler  hängt  nnr  von  ^2,,^.  | . . ■ »b. 

Hnn  ist; 

y*"  f(x)  Jx = X*'* ff{x)ix — m/ (r**  ~ 'f[{x)dx\  dx  - x”‘/f(x)dx — **"*  “ ^J\/{x)dx 

+m(m—l)yx’*~^  [/ (JK>‘)dx)dx\  dx 

18* 
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und  indem  man  so  fortTabrt: 

yi”*  f(/)ilx  = x”'/flx)(lx-mx”~  '/[/K^)<Ix]  dx 

+m{m—\)x^~'^f[f(^ff{z)dx')dx'\dx--  . . . 
(-1)"  (m-1)  («-2)  . . . 2 . + ' . 

wenn  man  mit  f f{x)dx''''^*  das  m-f-lfache  Integral: 

/(/(/•  • • (/«J:)<fa)rfx)d*)  ...dx 

bezeichnen  will. 

Damit  aUo  die  Integrale: 

f Hx)dx,  f xf{x)dx...,f  x"  'f[x)dx 

•/  y *^0  *'0 

Tersebwinden,  ist  cs  nütliig,  dass  auch: 

/f[x)dx,ff[x)dx',f/lx)dx>  . . .,fRx)dx« 

gleich  Null  werden.  Setzt  man  nun: 

/f(x)dx"={x‘—x)*, 

BO  ist: 

ff{x)dx*-'  = ^.>"= n(x«-  (2»-l). 


9 dx^ 


Alle  Differcnzialcoefficienten  von  (x*— t)”  bis  inclusive  ziim  « — Iten  ent- 
halten aber  den  Factor  x’  — z;  setzt  man  Eins  für  x und  Null  für  x,  so  ver- 
schwindet derselbe  f also  werden  alle  diese  Integrale  in  den  Grenzen  Null  und 
Eins  genommen  verschwinden. 

Damit  nun 

f ^-c)<ir”  = (x*  — x)**,  /(x)  = ^^— ^ 


sei,  entwickelt  man  (z’~ x)"  nach  dem  binomischen  Satze.  Es  ergibt  sich: 

, , .»  2n  2n— I 1 _ Jin—i 

(** — X)  =*  — »,x  +*lX 

tind  durch  n maliges  Differenziiren : 


2n— 3 , 
-n,x  + 


«?  » fi.'n.'(2»-l).'  n-l  , H.'n.’(2n-2).'  _n-3 

äT'  * “l.'n-l.'n-l.'2i«.'®  ■*'2.'i.-2.'n-212al 

«lnl(2n— 3)!  n-3 

~ 3Tn^!n-3!2it!  ® ' 


CS  bedeuten  hier  tip  n,  . . . . die  Bi- 
nomialcoefticicnten,  n!  den  Ausdruck 

Dies  snletzt  entwickelte  Polynomen 
muss  für  f{x)  genommen  werden.  Der 

Factor  n&mlich  kann  ohne  die  ohi- 
2rf! 


r>  II 

gen  Schlassc  zu  kndem  zu  (i" — i)  hin- 
zngefQgt  werden.  Die  Wurzeln  der  Glei- 
chung 


d**(x’  — x) 

lüF~ 


=f{x)  = 0 


sind  dann  positive  nnd  angleiche  echte 
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Brüche,  welche  die  Werthe  Ton  äj  . . . geben,  zu  welchen  die  Am- 

drücke  ({<•,),  /(«,)  . . . f(a^  berechnet  werden  müesen  *). 


Ei  sei  wieder: 


K - 

* J -“J’ 


so  hat  man:  f <f{x)dx=K^f{a^)+K,f{a,)+  . . . K f(a  ). 

a/  S Ä ' fl 

Die  folgende  Tafel  enth&lt  die  Werthe  von  a nnd  K,  wenn  die  Aniahl  der 
Zwisebenwerthe  bekannt  ist. 


Ansibl  d«r 
Zwisob«Bw«rthe. 


2 

»,=0,21132487 

Ä,=i 

»,  = 0,78867513 

3 

»,=0,11270167 

»,=0,50000000 

»,=0,88729833 

4 

»,=0,06943184 

ff,  =0,17392742 

»,  = 0,33000948 

ff,  = 0,32607258 

»,=0,66999052 

K,-K, 

»4  = 0,93056816 

lf.=/f. 

5 

»,=0,04691008 

/f,  =0,11846344 

«,  = 0,23076534 

ff,  = 0,23931434 

«,  = 0,50000000 

/f,  = 0,28444444 

».=0,76923466 

A-.  = ff, 

»4  = 0,95308992 

K,  = h\ 

*)  Dass  die  Gleichung 
rfx** 

welche  offenbar  Tom  nten  Grade  ist, 
wirklich  n Terschiedeno  positive  Brüche 
zu  Wurzeln  habe,  ist  leicht  in  folgen- 
der Weise  einzuseben.  Der  Ausdruck 

(**— x)”  hat  zwei  n fache  Wurzeln  0 
nnd  1,  zwischen  beiden  also  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum,  welches  übrigens 

gleich  ^ ist,  da  — — j = 0 dic- 

dx 

•en  Werth  gibt.  Die  Gleichung 
ax 

hat  die  beiden  Wurzeln  Null  und  Eins 
noch,  diese  sind  aber  n^lfach,  aus- 
serdem ^ als  Wurzel ; da  diese  Glei- 
chung vom  2n— Iten  Grade  ist,  so  sind 
weiter  keine  Wnrzeln  vorhanden,  und 
^ ist  eine  einfache  Wurzel.  Es  müssen 
also  zwischen  0 und  ^ und  zwischen 
^ und  1 Maxima  bezüglich  Minima  von 

— hegen,  welche  die  Gleichung 
dx' 


erfüllen,  und  die  wir  mit  a nnd  ß be- 
zeichnen. Die  letzte  Gleichung  bat  also 
die  n—2fachen  Wurzeln  0 und  1,  aus- 
serdem die  einfachen  o und  ß,  also 
liegen  zwischen  0 und  «,  (t  nnd  ßy 
ß und  1 Maxima  oder  Minima  von 

rf»  (x*— x)** 

— deren  Werthe  «p  /?,,  y^ 

seien,  nnd  Gleichung 

<tr« 

hat  die  Wurzeln  «p  /?,,  y^,  Null  und 
Eins.  Die  beiden  letztem  8indn~2fach, 
die  übrigen  einfach.  Indem  man  so 
fortf&hrt,  stellen  sich  4,  5 . . . Wur- 
zeln zwischen  Null  nnd  Eins  für 
die  hohem  Differenzialquotienten  von 

(*’  — x)**  ein,  nnd  die  Wurzeln  Null 
und  Eins  werden  um  je  einen  Grad 

d**^x*—  "i** 

niedriger.  Bei  — ^ verschwin- 

rfx** 

den  die  letztem  ganz,  und  die  Anzahl 
der  einfachen  zwischen  Null  und  Eins 
liegenden  Wurzeln  ist  n.  Mohr  sind 
nicht  möglich,  da  dieser  Ausdruck  vom 
fiten  Grade  ist. 
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Dies  Integrationsverfahren  ist  dann  an* 
wendbar,  wenn  man  swar  die  Form  der 
Function  y(r)  nicht  kennt,  jedoch  die- 
selbe f&r  beliebige  gegebene  Werthe 
. . . zn  berechnen  im  Stande  ist; 
es  verliert  aber  seinen  Nutzen,  wenn  diese 
Werthe  «|,  a,  . . . selbst  gegeben  sind. 
Die  in  den  beiden  vorigen  Abschnitten 
gegebenen  Methoden  der  mechanischen 
Quadratur  bleiben  dann  noch  anwendbar. 

In  diesem  und  dem  vorigen  Abschnitte 
sind  wir  der  Darstellung  in  „Minding’s 
Jahrbuch  der  Differenzial-  und  Integral- 
rechnung“ gefolgt. 

und  folglich 


34)  Doppelte  und  vielfache  In- 
tegrale. 

Es  sei 

^/l*.y)*=7(y)- 

Bei  der  Berechnung  dieses  Integrales  ist 
y als  constant  betrachtet.  Wir  setsen 
Jedoch  zunächst  voraus,  dass  die  Gren- 
zen und  Xp  von  3^  unabhängig  sind. 
Es  ist  dann  nach  unserer  Bezeichnung: 

('1  -*.)/(-'i.y)+-  • • 


''  y.  y.  *. 


=(yi-y.)K*i-'"'o)/(*i.yi)+('>^j-*i)A»j>yi)+(*t 

+(yi-yi)[(*i-*.)/(*i.yi)+(*«-*i)rt*..y,)+(»i 

+(yi-yi)[(-^i-*.)/^(*i'yj)+('^i— *i)/l*»y»)+(*i 


-*i)/(»i-yi)+  • 
+ (x  — X 

p-' 

'■  P P-' 
-*.)/l*oy.)+  • 

(x  —X  . 

p-l 


)/'(*p.yi)] 

)V"(*p.y.)] 


+ (yr~yr-i)K''|-*.)A-'i.yr)+(-'>--'.)/'(-'.>yr)  + (**“*i)/t*i'yr)+  • • • 

+ ('*p-*p_, )/■(*,,.  y»-)]- 


Setzt  man  noch 


/Vr 

f{x,ti)dx=<f,(x), 

V. 


also: 


vK*)=(yi-y.)/(*.yi)+(y»-yi)/l*.y.)+  •••  +(yr~yr_|)A*.yr). 


so  ist  leicht  sn  sehen,  dass  der  Ausdruck  f ^ ^ (x)  dx  vCIIig  mit  dem  obigen 

»0 

abereinstimmt , wenn  man  die  vertical  unter  einander  stehenden  Glieder  snsam- 
menstellt,  und  man  hat  daher; 


oder; 


y *’v'(x)dx= y 


yr 

y. 


7(y)<'y 


y.*^  X.  y. 


Diese  Ausdrücke  heissen  Doppelintegrale.  Man  bat  fnr  dieselben  also  den  Satx; 

„Wenn  die  Grenzen  der  Doppelintegralc  constant  sind , so  kommt  es  auf  die 
Ordnung  des  Integrirens  nicht  an.“ 

Dieser  Satz  lasst  sich  angcnblicklich  anf  drei  nnd  mehrfache  Integrale  aus- 
dehnen. 
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f ‘ f(,z,y,i)dxdydi=  / * f ^ f(x,y,z)tlydxdi 

= f ^ f * 

*.•'  »0-^  Vt 

wie  sich  durch  wiederholte  Anwendung  des  eben  gegebenen  Satzes  sogleich  zeigt. 

Bei  diesem  Satze  ist  jedoch  die  ron  Zunichst  wollen  wir  diesen  Fall  an 
Canchj  gemachte  Bemerkung  von  gros-  einem  Beispiele  erliutem. 
ser  Wichtigkeit,  dass  er  möglicher  Weise  Es  sei  gesucht: 
seine  Anwendung  verlieren  kann,  wenn  , ^ ^ 

flir  einen  awischen  den  gegebenen  Gren*  C P y*—x'  ^ 

zen  liegenden  Werth  von  jr,  y u.  s.  w.  J ^xJ  (y  * + *’)*  ^ 
das  Argument  f{Xy  y,  z)  discontinuirlich 

wird  Die  Möglichkeit  dieser  Ausnahme  ß„  Argument  wird  nnend- 

ist  ihr  die  ganze  Integralrechnung  be>  (y*+x’)< 

reits  erwiesen,  und  es  kommt  nur  dar-  lieh  nur,  wenn  y und  x sich  der  Null 

auf  an,  zu  finden,  in  welchen  Fällen  sie  nahem;  offenbar  ist  nämlich,  wenn 

•tattfindet,  und  wie  gross  der  Unter-  yrrs/igesetzt  wird,  wo  ^ unendlich  klein, 

adiied  zwischen  den  Integralen  wird,  i endlich  ist: 

wenn  wir  die  Grenzen  umkehren.  y»— z’  **  — 1 

Wir  beschränken  uns  auf  Doppel-  (y*"+T^  ””  (#’ 

Ä'£; 

Nun  ist; 

ä'’-l 

/y’-*‘  j.._p  * 1 r d, 

(,’+*’)’  * (1 + (1  + 1’)* 

wo  s=—  gesetzt  wurde.  Also: 

X 

-2/f^=-2«ctgx. 

~^f  -X  i+^  = -2arctg(+l)+2mxtg(-l) 


und  da 


aretg(+l)  = j,  arctg(-l)=-|- 

+ 1 /»+*  a 


Integriren  wir  nun  suerst  nach  4t,  so  kommt: 

1--  - 

r rsL.  4 = 

J (y*.+  *’)’  yJ  (i+iiy  9 9 1 t 
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/ + ‘ »«-X»  2 

_i(s’  +*')•  l+y*’ 

^ i^  = 2»«‘g(+l)-2arctg(-l), 
/»+  t /»+  I «*— X* 


60  daaSf  wenn  man  die  Grenzen  des  Wir  setzen: 

Integrals  nmkehrt,  sich  der  entgegen-  pif  pß 

gesetzte  Werth  -f  n statt  —n  ergibt,  ^“/  / 

also  der  Unterschied  beider  Integrale  y'  « 

2/1  beträgt.  d cf 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  man  bei  der  P t*  „n  j„ 

Berechnung  in  beiden  Fällen  nach  all-  J ^ 

gemeinen  Begcln,  also  ohne  Berücksich-  „ . . . J 

tigung  der  Discontinnität  verfahren  ist  ^ zwischen  « und  5 liegende 

Canchy  zeigt  aber  anch,  wie  man  im  Zahl,  f*  eine  solche,  die  zwischen  y nnd 
allgemeinen  Falle  den  Unterschied  bei-  ^ ®*^d  sei:  discontinnirlich. 

der  Integrale  ermitteln  kann.  Für  den  Finden  sich  mehrere  Disconlinnitlten  vor, 
Fall,  dass  derselbe  Null  ist,  kann  dann  jeut  zu  gebende  Verfahren 

die  Umkehrung  ohne  Bedenken  statt-  lediglich  zu  wiederholen, 
finden.  Sei  ferner: 

/«*  ,y)dx  = 'i{x,y),  J'f^r,y)dy-if,(x,y), 
s,  ^ zwei  unendlich  kleine,  aber  positiv  angenommene  Zahlen,  so  ist: 

P P f P Rx,y)<Udy=  P \r^  K^,y)äy 

+ J'  /■(*,,)<!»]  dx. 

In  diesen  Integralen  findet  sich  nämlich  keine  Discontinuität,  es  ist  mithin  die 
Umkehrung  der  Grenzen  gestattet.  Mit  Anwendung  der  oben  gegebenen  Bezeich- 
nung aber  erhält  man: 

P [70».»)-'/(«.y)l</y+  f ['i(ß<y)~y{«<y)]iy 

y */  ^-^9^ 

pß 
« 

Lässt  man  nun  sowohl  i als  nach  Null  hin  convergiren,  so  gibt  die  linke  Seite 
dieser  Gleichung: 

f l'f{ß<y)-'i(<‘.y)]‘‘y=  f fi^,y)ß^<iy- 

%ß  Y •/  y./  „ 

Dagegen  wird  die  rechte  Seite: 

pß  pß 

•*  a (( 

il.  h. 

fß  /•</  /•/• 

/ / A^.y)‘/y/»-  / / /(^.y)'/y</'*i 

y ./  U — t 
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ei  ist  also: 


gß 

B-A=  j I F(x,y)djfdx=.  I lip(x,ft+»)-i/{x,/t-i)]dx. 


In  dem  vorhin  berechneten  Beispiele  war: 


7 (*.S)  = = -J  -^-7. 

l+r7 


bIio: 


»=0, 


\Ux.  144-t^)  = '■ — , 

V\  ./«T-  ! J,l 


4.- )■'*=-/ 


p ^ 


+ 1 


arctg^  — arctg-  + arctg-  — arc 

V wr  S 


Da  5 nnd  i nnendlich  klein  sind,  so  ge- 
ben die  4 Bogen  alle  und  zwar 

den  positiven  Werth  dann,  wenn  der 
Z&hler  ß oder  a positiv,  den  negativen, 
wenn  er  negativ  ist.  In  unserm  Falle 
war  ß = lf  a = »l,  man  erhalt  also 
(n  , n w . n\  . 

~\2  2 2 2/ 

und: 

A—B=2n, 

«ie  dies  auch  sich  oben  ergeben  hat. 

35)  Doppel  integrale,  deren 
Grenzen  nicht  constant  sind. 

Im  Allgemeinen  sind  aber  die  Grenzen 
der  Doppelintegrale,  wie  überhaupt  der 
vielfachen,  nicht  als  constant  anznschen. 
Wir  wollen  nur  Doppelintegrale  betrach- 
ten, da  vielfache  sich  immer  dnreh  Wie- 
derholnng  des  bei  Doppelintegralen  ein- 
zuschlagenden Verfahrens  behandeln  las- 
sen; anch  setzen  wir  jetzt  voraus,  dass 

das  über  den  Theil  der  Ebene,  welcher 
von  nnserm  Umfange  begrenzt  wird,  er- 
streckte Uoppelintegral.  Es  ist  hier- 
bei der  ganze  Inhalt  in  nnendlich 
kleine  Rechtecke  getheilt,  deren  Inhalt 

ond 

jeder  dieser  unendlich  kleinen  Ebenen- 


die  Function  f{Xy  y)  während  des  Inte- 
grationsweges continuirlich  bleibt,  womit 
der  im  vorigen  Abschnitte  behandelte 
Ansnahmefall  wcgfkllt. 

Denken  wir  uns  in  der  Ebene  einen 
beliebigen  Umfang,  unter  x und  y recht- 
winklige Coordinaten.  Der  Umfang  kann 
beliebig  gekrümmt  sein,  anch  ganz  oder 
zum  Theil  aus  graden  Linien  bestehen. 
Wir  setzen  ihn  aber  stets  als  geschlossen 
voraus , schlicssen  jedoch  den  Fall  mit 
ein,  dass  einzelne  Theile  desselben  ins 
Unendliche  fallen,  in  welchem  Falle  wir 
die  Grenzlinie  uns  in  beliebiger  Weise 
ins  Unendliche  fortgesetzt  denken.  Z.  B. 
besteht  die  Begrenzung  nur  aus  zwei 
parallelen  Graden,  so  können  wMr  za 
ihnen  zwei  unendlich  entfernte  senkrechte 
Grade  nehmen,  also  ein  unendlich  gros- 
ses Rechteck  als  Umfang  betrachten. 

Sind  ...Zf  beliebige Absdssen, 

yii  * * *Fs  zugehörigen  Ordinalen, 
von  denen  jedoch  zwei  auf  einander  fol- 
gende einander  unenlich  nahe  gedacht 
werden,  so  ist: 

theile  mit  dem  entsprechenden  Werthe 
von  f(x,  y)  mnlUplicirt. 

Will  man  eine  Veranscbanlichung  ma- 
chen, BO  kann  man  nnter  f{x,y)  sich  die 
Dichtigkeit  des  Ebnentheils  denken,  nnd 
es  stellt  dann  das  Doppel  integral  die 
Masse  des  ganzen  begrenzten  Inhalte  vor. 
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Es  ist  augenblicklich  ersichtlich,  wie  diese 
ganze  Vcranschanlichong  auch  auf  drei- 
fache Integrale  Anwendung  findet,  wenn 
man  dem  geschlossenen  Umfange  eine 
Grcnzfl&che,  den  unendlich  kleinen  Recht- 
ecken aber  Parallelcpipeda  substituirt. 

Es  ist  nach  dieser  Definition  der  Dop- 
pclintegrale  völlig  klar,  dass 

//A(*iy)  “/y  =///■(*.»)  «'y 

ZU  setzen  ist,  da  die  unendlich  kleinen 
Farallclugramme  («i— , )(y,  — y,_  i ) 
and  (y,  — y,_,)  (*,  — »!_,)  identisch 

sind , auch  findet  diese  Umkehrung  für 
vielfache  Integrale  statt. 

EU  handelt  sich  aber  darum,  wie  in 
beiden  Gestalten  des  Integrals  die  Gren- 
zen von  X und  y bestimmt  werden 
mflssen,  damit  in  der  That  dasselbe  den 
gegebenen  Umfang  umfasse. 


Fig.  30. 


Mögen  die  Linien  (Fig.  30.)  OA  und 


OB  die  Richtung  der  positiven  Abscissen 
und  Ordinaten  angeben,  und  sei  EWFT 
der  gegebene  Umfang. 

Der  Ausdruck  f wo  x be- 

liebig ist,  stellt  dann  ein  Integral  vor, 
welches  sich  Über  die  dem  gegebenen  r 
entsprechende  Ordinate  GK  und  zwar  von 
IFbitf?  erstreckt.  Wir  haben  hier  vor- 
ausgesetzt, dass  der  Umfang  ein  einfadt 
begrenzender  ist,  und  jede  der  Abscissen- 
axe  oder  der  Ordinatenaxe  parallele  Li- 
nie denselben  höchstens  zweimal  schneide. 
Seien 

y.=r.w, 

die  beiden  Ordinatenwertho , welche  für 
gegebenes  x diesen  Schnittpnncten  W 
und  G der  Ordinate  entsprechen,  so  sind 

y..  y. 

die  Grenzen  unseres  Integrals.  Sei  dem- 
nach : 

y. 

f(x,y)dx  = ii{z), 

so  ist  das  Integral  J 7 (x)  ix  über  die 
Abscissenaxe  von  Funkt  n bis  L,  d.  b. 
von  der  kleinsten  bis  zur  grössten  Ab- 
cisse,  denen  Pnncte  des  Umfanges  ent- 
sprechen, zu  erstrecken,  und  setzt  man 
also): 

OL  = #F=:x„ 

so  sind  dies  die  Grenzen;  x,  und  X| 
sind  hier  gegebene  Constanten,  w&hrend 
y,,  F|  Functionen  von  x sind.  Der 
Werth  des  Integrals  ist  also: 


/: 


/:/ 


y. 


f{x,y)iydz 


/•.(*) 


y)  dy  dx. 


Wir  wollen  nun  aber  die  Integration  so  ist 
mit  X beginnen. 

r / 

y^(x,  y)dx  ist  dann  über  eine  der  */ 

Ab.ciMcn.«  p.rJlele  Lmie  FS  » ^ „ochmali 

.treckeo,  welche  emem  gcßebcuen  Wej^e  ^ j.  y 

Td^dlÄpun«"  “ Ordi«.en- 

gegebenen  Ordinaten^erth  .tattfinden,  «•■'‘h  entaprechen,  an  mtegnren.  Sei 
seien  deren  Abscissenwerthe  bezüglich;  — v.i  T/l  OÄ— 

X,  = y,(y).  X,  = y ,(y), 


VV=OÄ=y„  TH=OB=y„ 
also  y,  und  y,  Constanten,  so  hat  man: 

X, 


alao: 


/ <M>l)dy  = l f f{*yS)dxdy, 

' y,  y>  X, 

f Kx,y)dxdy  = f r n*,y)dydx. 

y,  y.(y) 
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Fig  31. 


Sollten  gewisse  der  Abscissenaxe  oder 
der  Ordinatenaxe  parallele  Linien  (Fig.  31) 
ABCD  den  Umfang  mehr  als  zweimal 
sehneiden,  so  ist  das  betreffende  Integral 
Ton  A nach  B und  Ton  C nach  D zu 
erstrecken,  während  der  über  i^Cerstrcckte 
Theil  ausfilllt.  Aehnliches  tritt  ein,  wenn 
die  Begrenznng  eine  Mehrfache  ist.  Geht 
sie  zum  Theil  ins  noendliche,  so  ist  der 
betreffende  Werth  Fj  oder  X,  gleich 
unendlich  zu  nehmen.  Es  setzt  dies 
aber  voraus,  dass  noch  der  Werth  des 
Integrales  ein  bestimmter  sei,  w as  eigen- 
th&mliche  Untersuchungen  erfordert,  die 
später  folgen  werden. 

Beispiel.  Der  gewöhnlichste  Fall 
ist  der,  wo  (Fig.  32)  der  Umfang  gebildet 
wird  1)  durch  einen  Theil  der  Abscissen- 
axe  AD,  2)  durch  zwei  parallele  Ordi- 
nalen AB  nnd  CD,  3)  durch  das  ent- 
weder immer  concav  oder  immer  convex 
gekrümmte  Cnrvenstfick  BC. 

Es  ist  leicht  ersichtlich,  dass  in  jedem 
Falle  ein  gegebenes  Doppelintegrnl  sich 
in  Stücke  zerlegen  lasse,  die  in  der  an- 
g^ebenen  Weise  begrenzt  sind. 


Fig.  32. 


Sei 

/■(*.y)=o 

die  Gleichung  der  Curve  BC,  nnd  möge 
sich  daraus  ergeben 
y = y(x), 

Ist  uixn /'J' f\x,y)dydx  auf  diesen  Inhalt 
zu  erstrecken,  so  ist  offenbar: 

y,=y(x),  y.=0, 
x,  = OA,  x,  = OD. 

Soll  dagegen  die  Integration  in  der 
Ordnung  ff  f{x,y)dxdy  vollzogen  wer- 
den, so  sicht  man  sogleich,  dass  für  alle 
Werthe  von  y,  die  kleiner  als  AB,  d.  h. 
kleiner  als  sind,  X,  =OD,  X^^OA, 
also  X|=X|,  so  nehmen  sind. 

Wird  aW  aber  y = 6'D  grösser  als  AB, 
so  ist  die  Integration  über  die  Strecke 
GF,  d.  b.  von  X,  = v(y)  = 
zu  erstrecken.  Die  Grenzen  von  y aber 
sind  y,=0,  da  das  kleinste  y auf  der 
Absdssenaxe  liegt,  undy  I = CD=y(:r|)ist. 
Man  hat  also: 


/ K*<»)dndx=  I j f[x,y)dxdf+l  I f{x,y)dxdy. 
X,'’  0 'f  0 ^ X„  .X  0 ./ 


Complidrler  noch  wOrde  der  Ansdrnck 
■ein,  wenn  die  Corve  BC  die  Krüm* 
mnngsrichtnng  änderte,  jedoch  liUet  eie 
■ich  in  diesem  Falle  immer  in  Theile 
mit  gleicher  Kr&mmnngarichtung  ler- 
legen. 

Zu  Beiipielen  fUr  dieae  Säue  werden 
die  folgenden  Ahachnitte  dieaea  Artikela 
noch  Gelegenheit  geben. 

86)  Trenaformation  mehrfacher 
Integrale. 

Die  Tranaformation  einfacher  Integrale 
war  durch  die  Formel 

/f{,x)dx  =//(x)^if«i 


gegeben,  wo  man  rorana  aetat,  daaa  x 
eine  Fonction  von  « aei. 

Sei  jetzt  gegeben 


n 


und  aetzen  wir 


wo  X und  M veränderlich  aein  aoUcn,  ao 
wird: 
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Ift  aUo  2.  B.  dx 
fio  ist  aach  du 


Kach  dem  in  Abschnitt  (11)  Gesagten  ches  Zeichen  haben 
ist  aber  fhr  den  Ausdruck  . 

poBitiT  und  -f-  ncgatiT, 

f [f{XfU)dz-\-f.(x,u)du]^  • ?**  j 

^ ' ' ri\  » / j negaUT  zu  nehmen,  wo  dann  u^  untere, 

welcher  in  irgend  welchen  Grenzen  gc-  at^r  obere  Grenze  sein  wurde.  Um 
nommen  ist,  der  Wc^  ganz  derselbe,  Vertauschung  der  Grenzen  zu  ver- 

welchcs  auch  die  Gleichung  zwischen  x meiden,  kann  man,  wie  hier  geschehen, 
und  1*  sei,  vorausgesetzt  (^ss  f und  f ^ positiv  denken  und  das  Integral 


continuirlich  sind  und  die  Gleichung 
du  dx 

erfflllen. 

Setzt  man  nun: 

dg  dx  ~ dx'  “ rfy  du  “ d«’ 
so  verwandelt  eich  offenbar  das  letzte 
Integral  in  das  uns  vorliegende,  und 
es  ist 

df  _ d*^  df^  ^ d*ff, 
du  ""  dxdw*  dx  dudx’ 
welche  Ansdiücke  in  der  That  identisch 
sind. 

Ist  also  F(y)  continuirlich,  so  kann 
man  z.B.  voraussetzen,  dass  x während 
der  Integration  constant  bleibe,  nnd  hat: 

.dtp 


py  /•‘i  d0 . 

/ l^(y)dy=/ 

Die  Grenzen  des  letzten  Integrals  müs> 
Bon  denen  des  ersten  entsprechen,  und 
ergeben  sich  aus  den  Glei<^ungen: 

V'<*>“o)=«. 

Sei  jeizt  gegeben: 

A = 

Jo 

wo  y^,  y,  im  Allgemeinen  Functionen 
von  X und  x^,  X|  Constanten  sind,  wie 
dies  im  vorigen  Abschnitte  sich  ergab. 

Machen  wir  nun  die  Substitution: 
y=i/.(i,li), 

so  ergibt  sieb  nach  dem  Obigen: 


mit  doppelten  Vorzeichen  versehen.  Durch 
Umkehrung  der  Grenzen  ergibt  sich  dann : 

wo  die  Grenzen  nach  dem  obigen  Ver> 
fahren  tu  bestimmen  sind.  Sei  jetzt: 

Z = (f{u,v), 

so  kann  man  ganz  wie  oben  setzen: 

■<=//>■  SS-*- 

wo  die  Grenzen  sich  ebenfalls  nach  dem 
vorigen  Abschnitte  ergeben,  u nnd  v 
sind  durch  die  Gleichungen: 
x = ,(«,ii),  y = v<i,u) 
vCllig  bestimmt.  Werde  aber  die  letz* 
tere  Gleichung  ersetzt  dnreh  die  folgende 

y=Vi(“.''). 

so  bandelt  es  sich  eben  nur  darum,  den 
dtp 
du 

drucken. 

^ Ut  nun  der  Differenzialqnotient  von 

y nach  u unter  der  Bedingung  genom* 
men,  dass  x constant  sei.  Unter  dieser 
Bedingung  hat  man  aber: 

dg  __  dtf  , dy.,  dv 
d«  ’ 


*•  ’*• 


nnd 


du 

dy 


4.  -iJ 

^ A..  A.. 


dv  du 
dtp  dv 


dv  du 


0. 


nnd  die  Grenzen  u ^ sind  durch  die 
Gleichungen  bestimmt: 

Es  ist  hier  aber  wohl  zu  berftcksichtigen, 
dtp 

dass  die  AusdrOckc  dx  und  — du  glei* 

du 


dx 

du  du 

Eliminirt  man  ans  diesen  beiden  Glci* 
du 

chungen:  so  kommt: 

dtp  ^ dg  ^ 1 /dif  y dtp  d(p  ^dv\ 

du  du  dtp  \ du  di;  dv  duJ* 

dv 

also : 

A = JJ'([x,y)äxdy=j'p  . c^du  d». 
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^ ayjy,  ilfdq, 
dy  ÖH  du  du 
oder,  wenn  man  will: 

__  dx  dy  dx  d^ 

du  dw  du  du 

nnd  ti,  V darch  die  Gleichnngcn : 

* = V(«,e),  y = y , («»,«>) 
gegeben  ifnd. 

Diese  Betrachtungen  lassen  sieh  leicht 
auf  ein  nfacbes  Integral  ausdehnco.  Es 
sei : 

wo/"  eine  Function  von  X,,  x„  ist. 


Setzen  wir  jetzt; 

*11  X,  • • • x^) 

*1  — V'»(“ii  *a»  **  ■ ■ ■ *^) 

= «1.  «it  **  • • • *„) 


. uj, 

SO  erhält  man  bei  wiederholter  Anwen- 
dung des  obigen  Verfahrens: 


^ ^ ^ 

' du^  du,  du. 


*‘«-1  **« 


dUf 


du_ 


Ersetsen  wir  jetet  die  obigen  Bedin- 
gongsgleichnngen  durch  die  folgenden, 
welche  aus  den  ersteren  durch  Elimina- 
tion der  Grössen  x in  den  Fnnctionen 
^ entstehen,  und  von  denen  nur  die 
leiste  in  der  Form  mit  den  obenstehen- 
den nbereinstimmt: 


*l=?’l(‘'ll  •*.,  ■ U|^) 

*.  = 7.(“i.  «1  • • • «,) 


der  Differentialquotient  von  x,  nach  u^  unter  der  Bedingung  ge- 
nommen, dass  Xj,  X,  • • • x^  constant  bleiben.  Es  ergibt  sich  also  durch  die 
Oleicbnngen : 


^ _ £ii  , ^ j. ^^4. ...  , 

du^  dwj  du,  dwj  du*  d«|  di»^  d«j 

0_^  dy,  *•« 

d«,  du,  d»,  du,  a« , ' ‘ ' "^lir  a«, 

0_^  , ...  I 

du,  a«,  a«,  au,  a«i  , ’^'aii^a«, 


duj  du,  du,  au,  au. 


Eliminirt  man  hieraas  die  Grossen 

^ . 

au,’  au,  ■ ■ 

SO  erh&lt  man  in  Determinantenform: 


du 

n 

d^* 


dw. 


dt*  du 

H 

dw  d« 
n n 
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d«f. 


*V» 

dttj  d«. 


*>i 

1 ^ 

^Vi ^yi 

d«i,  du, 


dti,  d«. 


286  Qaadratar  (analytische). 
Wir  wollen  Jetzt  allgemein  setzen : 


\ ^'s+l 

**« 

*v,  + , ^<r,  + i 

^•r$  + i 

^.= 

du  du  . . 

S 1+1 

" ' du 

n 

drr-  dtfi 

*H 

d<r„ 

1 

du  du 

S * + 1 

du  ’ 

fl 

so  dass  also 


du 


Der  Ausdruck  ist  nnn  der  Diffe- 

du, 

rcntialqnoticnt  ton  nach  v,  unter 
der  Bedingung  genommen,  dass  nicht 
allein  w,,  sondern  auch  ar,  . . . 

n.  s.  w.  als  constant  betrachtet  sind. 
Er  ist  also  gegeben  durch  die  Qlei- 
chungen : 

...  I ^7i 

d«,’’’  "^du^du. 


d«,  d«.+ 


*"  du,  du,  du* 


ans  welchen  sich  ergibt: 

d0, 

^•d^=^>- 

in  gleicher  Weise  erhtlt  man: 

also  durch  Vereinigung  dieser  AnsdrDckc: 

dd'i  I ^ ^ 

du,  du,  ■■  du^_,  du^  “ A,  A, 

dy^ 


du„  du. 


du  du,* 
n * 


\ du 
-n-2  n 
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Es  ist  also; 

JJJ'-~-fdx^dx^ax,  • • ■fA,  du,  d»,d«, 

Sind  Dar  drei  Variable  gegeben,  and  beeeichnot  man  die  Ansdrücke: 

^ ?5Li  ^Ix 

d«,  du,  du,  du,  duj  du,  du,  du,  du, 
besfiglich  mit  a b c a,  b,  c,  a,  b,  c,, 

so  ist 


A,  = ab,e,-ab,c,-a,bc,+a,cb,+a, 

Beispiele: 

I)  Sei  gegeben 

JjfU  dx  dy 

und  {Öhren  wir  die  zwei  nenen  Unbe- 
kannten r,  9 durch  die  Oleicbongen 
x=rcosd,  y = rsin9, 
ein,  eine  Transformation,  welche  der  Ver- 
wandlung rechtwinkliger  Coordinaten  in 
Polarcoordinaten  entspricht.  Man  hat 
dann: 

• o 

= cos.^,  -r^  = — rsin», 
dr  d» 


\-a,b,e=a(b,c,-b,c,)  + a,{b,e-be,) 
+ a,{bc,-b,e). 

also: 

A=rco8^’  + rsin^*  = r 

and 

ff  Vdxd^izff  rUdrd9, 

II)  Ist  gegeben 

* = r cos  5, 
y rrrsin^cos^, 
s:=r8in  ^ sin^ 

and  sei  das  za  transfonnirende  Integral : 


^ = sin  ^ 
dr  dd 


fff  V dxd^dzy 

BO  hat  man: 


a=cos^y  Ä=— rsin^,  c=0, 

a|  = sm^co87,  sreos  ^ cosy,  C|=:  — rsin^siny», 

a,- sm^siny^f  =rcos^  siny,  =r sin  cos 

6|C,--4,Cj  = r’  sin ^ cos a(6|C,— 5,Cj)=rr*  sin ^ cos 
i|C  — =:r*  sin^*  cosy,  =r*  sin  cosy  *, 

4c|  —b^c  z=r*  sin siny,  =r*  sin^*  siny  *. 

A = r*  sin  9 

fffUdxdydi  =fffUr^  imddrd&dr/. 

UI)  Transfomiiren  wir  noch  das  Integral: 


welches  den  Inhalt  einer  Oberfläche  angibt,  deren  Glcichang  in  rechtwinkligen 
Coordinaten  gegeben  ist,  ebenfalls  darch  Einfnhmng  der  Polarcoordinaten  wo 

x=:rcos.^,  yrzrzind  costf  f s^rsin^sin^ 
ist.  Es  ist  hier  r als  eine  Fanction  von  9 ond  t>  anfznfassen,  und  man  hat: 


dx  , .d9  «/dr  d9  dr  d(t\ 

^ dj+ Hd-?  ^ + d7 


Die  Ausdrücke  für  ^ and  ^ werden  gefanden,  wenn  man  die  Aasdrücke 

für  f and  s nach  y differenziirt,  wobei  der  erstere  1,  der  zweitere  0 zum  Diffe* 
rentialqaotienten  hat,  also: 

dr  dd  dr  dtr< 

1 =:  cos  7 (sin  ^ ^ + r cos  Ä)  + sin  ^ (cos  tf>  ^ — r sin  tf  ) 

dr  dd  dr  . d® 

0~  sin^  + *‘cos#)  -^  + 8mk>(siny 
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Ea  ergibt  sich  hieraus: 


ainy^+rcoay  ^ 

dr  * du 
r (r  cos  ^ ^ Bin  ^ 


und  wenn  man  diese  Werthe  in: 
dx  / 


dx  ds  / , dr\  , A ^ 

= äp:  l-- 5») + ^ 


sin^  cos5  cos^  — rsin^^*  cos/  — 


sin &\ r cos  5 + sin  9^-r 


Ferner  hat  man: 


öl  / 

äi  = 


sin  9 + cos  5 


dr\  ^ dr  d/ 

TT  1 + cos  v"  Ä" 

d9  / di  dtf  di 


und  indem  man  die  Ausdrücke  für  y and  s nach  s differenaiirt : 

- . . dr  , d,/  dr  , v d® 

0=coB/(sin;>  ^ + r cosÄ)^  + sin  » (cos  / ^ — rsiny) 

< . y . « dr  , dr  v d/ 

1 = sm / (sin » ^ + r cos  d)  + sm  » (sin / 5^  + 

woraus  sich  ergibt: 

r sin/- cos/ ^ 


r(sin^3-  + »"COS  9) 

v9 


d/  d/  cos  /> 

. * 57  rein  9 * 


dr  . aa«  . ^ 

sm  # cos  ^ sm  / ^ — r sm  sm  V-  + V ^ 

sin  9 (rcos  ^ + sin  ^ 

1+^ + ^ = 

^ ain**(rco8#+ain»|j^ 


Man  bat  ferner: 


^ = ^ii  - 

d^  d/  d^  d/ 

d«  dr 

^ = ^sin^cosy+rcosdcos/ 
du  dr 

d/  “ 5/  “****“ 


^ = ^sin^sinz  + rcoBj^sin/ 

ds  • , ■ * 

j-  = ^ sin^sin/  + rsm^cos/ 


A = r*  sin  9 cos  ^ sin 
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also; 


d(f.* 


^ dtp 


-fj'i 


Die  Bestimmung  der  Grenzen  bei  der 
Transformation  ist  nach  dem  Obigen 
leicht  anzustcllcn,  führt  indess  oft,  wie 
die  Transformation  selbst,  zu  langwieri- 
gen Bechnnngen. 

37)  üebcT  die  Berechnung  der 
bestimmten  Integrale. 

Oft  lassen  sich  Quadraturen  in  gewis- 
sen gegebenen  Grenzen,  z.  B.  0 und  co, 
— OD  und  CO  , 0 und  1,  0 und  n noch 
dann  ansführen,  wenn  sich  das  allge- 
meine Integral  der  Berechnung  entzieht. 

Diese  Berechnungen  bilden  die  so 
wichtige  Theorie  der  bestimmten  Inte- 
grale, welche  wir  jetzt  zu  geben  haben. 

Zunächst  aber  ist  eine  Bemerkung  über 
diejenigen  bestimmten  Integrale  zu  ma- 
chen, deren  eine  Grenze  nncndlich  wird. 

Es  kann  hier  derselbe  Fall  wie  bei 
den  Reihen  eintreten,  die  eine  unendliche 
Anzahl  Ton  Gliedern  haben,  dass  näm- 
lich der  Aasdruck  aufbört,  einen  be- 
Btimmten  Werth  zu  haben,  also  entweder 
nnbestimmt  o<ler  unendlich  gross  wird. 

Bei  das  Integral 


f K*)dx=tf(a) 

n 


gegeben,  so  verfährt  man,  nm  zu  nnter- 
snehen,  ob  dieser  Fall  eintrete,  ähnlich 
wie  bei  Reihen,  die  man  in  Bezug  auf 
ihre  Convergenz  oder  Divergenz  prüft. 
Man  setzt  nämlich 

»(«)=  r^f(x)dx+  r'^  f(z)dx, 

a J k 

wo  man  sich  k endlich,  aber  unbestimmt 
gross  denkt.  Wenn  der  zweite  Theil 

/OD 

f{x)dx  mit  wachsendem  k sich 
k 

der  Null  nähert,  so  hat  das  Integral 
einen  Orenzwertb,nnd  es  ist  derselbe  gleich 

J 0 

Aehnliche  Betrachtungen  lassen  sich 
machen,  wenn  die  untere  Grenze  — oo 
ist. 


Schliesslich  bemerken  wir  noch,  dass 
der  Integrationsweg  bei  bestimmten  In- 
tegralen angegeben  werden  muss.  Ge- 
schieht dies  nicht,  so  setzten  wir  immer 
den  gradlinigen  Weg  voraus , der  Übri- 
gens, wie  an  seiner  Stelle  gezeigt  wurde, 
der  einzige  Werth  ist,  wenn,  wie  dies 
sehr  häufig  der  Fall  ist,  die  Function 
unter  dem  Integralzeichen  nicht  discon- 
tinuirlich  wird  und  keine  Mehrdeutigkeit 
besitzt.  Noch  ist  zu  beachten,  dass  selbst 
Discominuitäts  • oder  mehrfache  Punkte 
eine  Mehrdeutigkeit  des  Integrals  zwar 
möglich  machen , aber  nicht  mit  Noth- 
Wendigkeit  bedingen. 

38)  Erste  Methode  der  Quadra- 
tur bestimmter  Integrale. 

Unter  den  Methoden,  welcher  man  sich 
zur  Aufdndung  bestimmter  Integrale  be- 
dient, ist  folgende  von  grosser  Wichtig- 
keit. Sei 


/ 
^ a 


f{x)dx  = U 


das  zn  bestimmende  Integral,  so  gelingt 
es  zuweilen,  den  Ansdruck  f{x)  unter 
der  Form  eines  andern  bestimmten  In- 
tegrals auszndrücken.  Ist  demnach 
p(f 

^ y 

SO  bat  man: 

pß  f ^ 

U z=  I I <f(u,x)dudxt 

oder  bei  Umkehrung  der  Grenzen: 

V = r r if(u,x)dxdu, 

J yJ  uj 

p? 

Gelingt  es  dann  # /(u,x)<fw  auazn- 

^ a 

drücken,  so  ist  znweilen  auch  die  noch 
übrige  Integration  ausführbar,  so  dass 
U in  der  That  bestimmt  ist.  Diese 
Methode  beruht  im  Wesentlichen  auf 
Umkehrung  der  Grenzen. 

19 
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Anwendungen.  I.  Sei  gesucht  das  Offenbar  hat  man: 
Integral; 


e 

- 

0 


-ax  —bx 
— e 


dXy 


— --f 


du, 


wie  sich  durch  Integration  Terißciren 
wo  ii  und  b positive  Zahlen  sein  sollen,  l&sst,  also: 


u=  f"  r r 

J 0 J a 0 


b ^00 


Da  nun 


—uz 

ß 

also  wenn  man  oo  und  0 lUr  « setzt,  und  die  Differenz  nimmt: 

r 

•/  c 


ist,  so  hat  man: 


also: 


>00 

0 


— UXj  I 
dj:  = - 


du 

— =lgi-Iga, 
a *• 


/»  /b\ 

dx  = lg4-Ig«  = lg(-). 


Setzt  man  in  diese  Qieichung  noch 


so  erhält  man: 


— ox  —bx  a b 
e -e  =y  -y  , 

y 

für  x = 0 wird  y=:l,  für  xnO  wird  y = 0, 


also: 


/CO  / —ax  —hx.  /*!»/  rt  — 1 o — f 1 

if — r (y  / 

0 « 1 igy  0 


0,  rt  — 1 Ä — 

-y 


■ 1 i— I 0—1 

y -y 


also: 


r 

•'  0 


I &— I 0—1 

y zL 


igy 


dy  = lgQ- 


igy 


II 


^y. 


II.  Die  Formel  I lässt  sich  auch  dann  noch  anwcoden,  wenn  a complex  ist, 
vorausgesetzt,  dass  der  reelle  Tbeil  positiv  bleibt. 

Denn  es  ist: 

r ^-^a+bi)x^^^  -{a+bi)x^ 

J rt+6i 

r“  + = 

/ 0 a + bt 

‘-^"^^^^äxdb 

./  0 ./  _„“  + ^ . O-OT 


also: 
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aber  auch; 


J qJ  J u 

worani  dann 

r 

^ 0 


Z*®  g— (ö  + <rt)j^_  (ö  — «)x 


dx, 


00  a + gj 

X i ® o — ai* 


Aus  den  Gleichnngen 


dasfl 


r 

j 0 


— orsinax  , 

« rfx 


eine  conti- 


2i 

_ 1+i  tg» 

oder,  wenn  man; 

a 

-=tg. 

setzt': 


2iarctg-  = lg 


a 4-m 
a — •« 


ergibt  sich: 

/*  _4^sin<rx 
0 * ^ 


dx=:arctg>.  III 
a 


nnirliche  Fnnction  Ton  a ist»  die  fflr 
a = 0 Terschwindet.  £s  mnss  also  för 

diesen  Falt  auch  arctg~  gleich  Noll 

werden»  was  nur  bei  dem  absolnt  klein- 
sten zugehörigen  Bogen  der  Fall»  so  dass» 
wie  in  der  Regel,  aoeh  hier  derselbe 

unter  arctg—  zn  verstehen  ist. 

Das  mit  III  bczeichnete  Integral  gilt 
für  jeden  positiven  Werth  von  a;  es 
fragt  sich»  ob  es  für  a = 0 noch  rich- 
tig ist. 

Offenbar  stellen  beide  Seiten  der  Glei- 
chuDg 


Es  könnte  hierbei  noch  ein  Zweifel 
entstehen,  welcher  der  arcus  tangens  zu 
nehmen  sei;  da»  wenn  m der  kleinste 
Werth  des  Arcus  tangens  ist,  der  all- 
gemeine Ausdruck  für  diese  Function 
m+spx  wird»  wo  < eine  positive  oder 
negative  ganze  Zahl  ist. 

Im  Integral  1 war  dieser  Zweifel  nicht 

/»  —ax^—bx 

— dx 

0 * 

ist  eine  reelle  Grösse»  folglich  kann  auch 
nur  der  reelle  Werth  von  lg  ^ dafür 
genommen  werden. 

In  nnserm  Falle  aber  löst  sich  auch 
der  Zweifel  leicht»  wenn  man  bedenkt, 


—oxrinrrx 
0 * — 


— ax  Sin  ttx  . a 

dx=:arctg- 

X rt 


Functionen  vor,  die  för  positives  a con- 
tinuirlich  sind,  wie  klein  auch  a sei. 
Es  fragt  sich , ob  diese  Continnit&t 
noch  Btattfindet»  wenn  a über  alle  Gren- 
zen hin  nach  Null  abnimmt»  in  welchem 
Falle  auch  dann  noch  beide  Seiten  der 
Gleichung  ihren  Werth  für  a:=0  beibe- 
hnltcn. 

Die  rechte  Seite  ist  in  der  Thal  eine 
continuirliche  Function  von  a»  welche 

für  verschwindendes  a die  Werthe 

und  — ^ aimimmt»  je  nachdem  a positiv 

oder  negativ  ist.  Was  die  linke  Seite 
anbetrifft»  so  schreiben  wir 


ß 0 ' J 0 ^ J k 


•dx. 


Continnit&t  findet  dann  statt,  wenn  mit  wachsendem  k das  letztere  Integral  ver- 
schwindet. Sei,  um  dies  zn  untersuchen 


2s« 

k — “”j 


so  haben  wir: 


19* 
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(it  + l)a  (.'I  + ‘!)i 

sin  C " s'mnXj  ” s'mnXj  ^ 

* J itn  ^ J (Js+l)n  * 


['*+("+  0]a 


“ 

(-■s+  n)?> 


-dx  + 


(-»  + l)a 

[ii  + (n+  i)  + >]n 
J [2»  + (n4-l)]n 


Bin  ffX  , 

dx. 

X 


Es  ist  hier  statt  der  obern  Grenze  oo  genommen: 

a 

wo  fl  eine  beliebig  grosse  ganze  Zahl,  t aber  ein  echter  positiver  Broch  sein  soll. 

Da  in  den  Grenzen  jedes  der  Theilintcgralc  sin  «rx  sein  Zeichen  nicht  Än- 
dert, so  kann  man  setzen,  wenn  & ein  positiver  echter  Brach  ist,  und  u eine 
ganze  Zahl : 

/W  sin  tyr  1 ® 


also: 


cosnt— cos(M-f  1)t  _ (— 1)**2 


/•  sinr 

k 


nx.  2 

4x= 


' /O-  I - . « N _ I 


21 


(2*  + «+.*#^)t  (2s+n+»^-f-0^* 


wo  k ebenfalls  ein  echter  Bruch  ist. 


Die  Summe  dieser  Reihe  ist  offenbar  kleiner,  als  die  der  folgenden,  welche 
entsteht,  wenn  man  in  den  positiven  Gliedern  • • • mit  Null,  in  den 

negativen  • • • mit  Eins  vertauscht,  und  das  letzte  oder  die  beiden  letzten 

Glieder,  die  jedenfalls  verschwinden,  weglasst. 

1 L+_i L_4.  ^-21 

n\2»  2>+2'^2«+2  2»+4  2*+4  2.+  6 ’ / ~ n 2i’ 

welche  mit  wachsendem  s offeubur  verschwindet. 


Sie  ist  ferner  grösser  als  die  ebenfalls  verschwindende  Reihe,  die  entsteht, 
wenn  man  in  den  positiven  Gliedern  1 für  und  in  den  negativen  dafür  Nnll 
setzt,  in  welchem  Falle  man: 


l(J: L_  + _i L. 

bV2i+1  2i+l  2«  + 3 2«+3 


erhält,  also  jedenfalls: 


dx  = 0. 


wie  auch  k*  wachse,  wenn  cs  nur  grösser  als  da«  ebenfalls  wachsende  k ist, 
worans  dann : 
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also: 


r 
^ 0 


folgt,  nnd  die  Continuität  unsere  Inte« 
grals  erwiesen  ist.  Man  hat  somit: 

sin«x,  . n 

^ — *=±2-  ai“ 

WO  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt, 
je  nachdem  n positiv  oder  negativ  ist. 
Für  fr  gleich  Null,  wird  der  Ausdruck 
dx 


r 

J 0 


Binrrx  cosrrjr.  n 

dx^-T. 

X 4 


Der  Ausdruck  IV  ist  wichtig  für  ge- 
wisse später  folgende  Untersuchungen. 
Dirichlet,  von  dem  dieselben  herrühren, 
nennt  das  Integral  den  „discontinuirli- 
chen  Factor**,  und  gibt  ihm  eine  Form, 
wo  a=:l  ist: 

2 /*®  sinxeosÄx,  ^ 

— I oder  =0.  IVa 

7»  J 0 * 

Der  erste  Werth  gilt,  wenn  ß positiv 
oder  negativ  kleiner  als  Eins  ist,  also 
zwischen  —1  und  +1  liegt,  der  zweite, 
III.  Ans  der  Formel  lila  ISsst  sich  wenn  ß irgendwie  ausserhalb  dieser 


dx 

I — =l«®->g(0), 

./  0 * 


also  discontinuirlich. 


Grenzen  fkUt.  Das  Zeichen  von  ß hat 
n&mlich  offenbar  keinen  Einfluss  auf  das 
Besultat. 

IV.  Die  Formel 

r*  1 

Jo  a +&• 

von  welcher  wir  bei  diesen  Bctracb- 
rangen  aasgingen,  ist  auch  an  sieb  wich- 
tig- 

, j.  .j  , Sie  aerfällt,  wenn  man  das  Ueelle 

Formeln  ^om  Imaginären  trennt,  nnd 

1 a— 6i 


noch  ein  andres  wichtiges  Resultat  her- 
leiten. Sei 

ct=a4-6, 

a und  h positiv,  und  a grösser  als  6, 
so  hat  man: 

I 

/®  sin  (d  + b)x  j _ w 
0 ^ ■'2 


/ 


sin(rt  — 6)x,  n 
- ' dx  X.  — — ■ 

0 * 2 


addiit  und  auch  snbtrahirt: 
sinax  cosÄx 


/ 


dx  — — 

2 


/ 

0 


sin  0 X cos  a x 


Jx  = 0, 


a+&i  c*4&* 
setzt,  in  die  beiden  andern: 


ein  Resultat,  dass  man  auch  folgender- 
massen  schreiben ‘kann: 


f 

^ CI 


sin  <tx  cos^x 


/ 

^ 0 

r 

J 0 


sin  hxdxx: 


0*4-6* 

5 

o*  + ö*» 


VI 


(ix=^  oder  0.  IV  wo  a positiv  sein  muss. 

Beide  Formeln  verlieren  ihre  Bedeu- 
Der  erste  Werth  gilt,  wenn  ff  grösser  tung,  wenn  a gleich  Null  wird,  ln  die- 
als  der  zweite,  wenn  a kleiner  als  ß gern  Falle  werden  nämlich  beide  Inte- 
ist,  vorausgesetzt,  dass  a nnd  ß positiv  grale  discontinuirlich. 
sind. 

Ist  /9=:fir,  so  hat  man:  V.  Multipliciren  wir  die  Formel  VI 

8in2c<x.  n mit ^ — und  mtegnren  in  den  Gren- 

-dx  = S-. 


f 

0 


2’ 


zen  b nnd  oo,  so  kommt: 


^00  Z’® 

J Q J 0 


6in6xco8& 


0 

aber  mit  Umkehrung ^der  Grenzen: 


■dx  db 


•/  0 0 


^ sin  hx  cos  & 


db 


/*  co>  hdb 
0 

coa  J dh 
a*  + b'’ 


dx  = f 

J 0 
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Es  ist  aber:  39)  Zweite  Methode  der  Qua- 

^ dratur  bestimmter  Integrale. 

/sin  Aar  coe  gleich  0,  Ein  öfter  angewandtes  Mittel  gewährt 

0 ^ ^ die  Einführnng  nener  Variablen  bei  Dop- 

, , , _ . pelintcgralen , auf  welche  Form  die  zu 

je  nachdem  as  posi  n x gr  . bestimmenden  Ausdrücke  in  irgend  einer 
k einer  ah  1 ist.  Da.  Integral  nimmt  8 

also  die  Gestalt  an:  , . . , , 

Ein  Beispiel  wird  dies  klar  machen. 
n Z*®  — 'öx,  coBbdb  das  zu  bestimmende  Integral: 

d . ' 0 


da  der  Ton  0 bis  1 gehende  Theil  des  ^ ~ J ^ **■*’ 

ersten  Integrals  verschwindet.  Berech- 
net man  den  Ausdruck  links,  so  kommt;  wo  a eine  positive  Grösse  oder  eine 

complexe,  deren  reeller  Theil  positiv  ist. 

/®  cos  b db  __  ne ® Dann  ist  offenbar: 

0 + 2 a CO  , ^cc  y 

. , ,,  e'^^^dx  f e-^9dy 

oder,  wenn  man  6 = ox  setzt:  J ^ J ^ ^ 


= f r 

./  0 *'0 


' cos  OX  rfx  TI  ^ — fl 


wo  a aber  positiv  sein  muss.  Es  kann  ^ J ^ J ^ 

a auch  Null  sein , wie  sich  unmittelbar 

verificiren  lässt;  wäre  a negativ,  so  wäre  Wir  machen  nun  die  Substitution 
der  absolute  Werth  von  a rechts  in  den  y = »»x, 

Eaponenten  an  »etaen. 

Differcnaiirt  man  noch  a unter  dem  . , j. 

Integraheichen,  so  kommt;  ~ y—  > 


i^Mnerciiaiirv  ui»u  uwvm  «»  uwa«  i — 0 für  i/“0 

Integralzeichen,  so  kommt:  ~ V—  » 

s = oo  für  y = QO 

/>^xsinaxdx  -g  VIII  wird. 

J Q 1 + x Nach  den  in  Abschnitt  36  enthaltenen 

Integrirt  man  VII  nach  a in  den  Prinzipien  ist  dann: 

Grenzen  «=0  nnd  o=o,  ao  kommt: 

•/  0 Ordnung  der  Integration  ver- 

immer  positives  a vorausgesetzt.  tauscht  ist,  aber: 

und  im  Falle  a seinem  reellen  Thcile  nach  positiv  ist: 

r*  e-“‘('+*’W- - . 

Jo  ‘ 

also: 

_ 1 rfs  _ arctgoD  — arc  IgO  _ ^ 

' ~T«)  0 1+*’  “ 2«  “ 4«' 

Es  ist  somit  _ 
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Für  den  Fall,  wo  a ==  1 ist,  ei^bt  sich  hieraus: 

/e"*^  dx^^Yn . Za 
0 

Differensiirt  man  den  Ansdmck  Z nmal  nach  a,  so  ergibt  sich  noch : 

r"  _WL_,  XI 

•/  n r o an  , n 

^ ' 4 nl  a 

wo  unter  n!  das  bekannte  Product  l*2*3***n  rerstanden  ist. 

Sei  jetzt 

» = a+^ 

und  a immer  positir,  so  sind  die  Ausdrücke  Z und  ZI  noch  einiger  Transfor- 
mationen  ikhig. 

Setzt  man 

x'=u, 

BO  kommt: 

2xdx—du^  dxx-^^ 

2Yu 

/OO  . — (tUj  r- 

Xb 

0 r « 

Setze  man  ferner: 


dx  = - 


dz 


2‘l/iei 


fttr 

für 


1 = 0 wird  » = 1, 


jr=ao  wird  »=0. 

Die  Glcichangea  X and  XI  geben  alao: 

.«—1. 


j 0 ^ 

Jo  ' I"4"n!«" 


Ea  iat  ferner: 

.»0 


Xc 


Xlb 


r r~^  a-“*’d*=  r"  e-^'dy, 

'f  — cn  Ja  Jo 

ebenao 

r e-"v-d*=  r 

J _co  j 0 


wie  man  erhilt,  wenn  man  setzt,  und  ebenso 

• 0 
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Diese  Resultate,  besflglicb  zu  den  Ausdrücken  X und  XI  addirend,  erhült  man : 

Xd 

^ — rn  ' 

• +00 


/; 


XI, 

1 “ 4"nla" 


In  dem  Integral  Xd  ist  die  Fanction  e stets  continnirlich  und  einden* 

tig,  also  der  Werth  rom  Intcgrationsweg  anabb&ngig,  voransgC6et2t,  dass  die 
Grenzen  — oo  und  + oo  bleiben.  Setzen  wir  jetzt 

x=y-\-hit 

wo  h reell  ist,  so  werden  — s — hi  nnd  +s  — A»  die  Grenzen  von  y,  wo  s eine 
unendlich  grosse,  aber  wesentlich  reelle  und  positive  Grßsse  bedeutet.  Nach  dem 
eben  Gesagten  ist  im  übrigen  der  Integrationsweg  gleichgültig.  Aber: 

r+‘““e-«(y+*i)*rfy=  r~‘  + r^‘+r‘~'^, 

J — s — Ai  — t — Ai  J — s J +t 

■wo  in  jedem  der  Theilintegrale  rechts  'dieselbe  Function,  welche  links  steht,  au 
ergänzen  ist. 

Offenbar  aber  verschwindet  mit  wachsendem  s im  ersten  nnd  dritten  Theil 
die  Function  ganz,  und  man  hat  also: 

Trennt  man  den  reellen  nnd  imaginlren  Theil,  so  ergibt  sich: 


J 


+ 00 


ny’ 


cos(2«A)yrfy  = y- 


ah* 


nnd  der  mit  dem  sinus  behaftete  Theil  wird  Null,  wie  sich  übrigens  von  selbst 
versteht.  Wir  setzen 

2aA  = ß 


—OB*  j -,/»  4” 

J e •»  cos^ydy  =y— s 

/ + 00  /.oo  /.o 

e “5*  cotßydg=  / e cos/5ydy+  / 
—00  0 .r  _ 


Es  ist  aber  auch: 


XII 


e ^ cosjSydy 


nnd 


/ « COS  j9yd'y=  / e ^ cos/Jydy, 

«/  a/  0 

wenn  — y für  y gesetzt  wird. 

Es  ergibt  sich  hieraus: 

ß* 

— oy*  , 4«  Xlla 

e^^  cosft/rfy  = jy— e 


Bei  dem  Ausdrucke  X kann  ein  Zweifel  entstehen, 
gemeint  sei,  wenn  a eine  complexe  Zahl  ist. 


welcher  Werth  von 
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Sei  « = «0  ißt 


Es  ist  dies,  so  wie  das  Integral  links, 
eine  continuirlichc  Fanction  von  </,  wel- 
che für 

,,=0 

Vn 

in  — _ übergebt,  somit  ist  also  das 

+ Vr 

positive  Zeichen  tn  nehmen. 

Da  alle  in  diesem  Abschnitte  gege- 
benen Besnltate  auf  den  Werth  des  In- 


tegrals : 


sich  zarückfuhren  Hessen,  so  wäre  noch 
zu  beweisen,  dass  dieser  Ausdruck  auch 
wirklich  gegen  einen  bestimmten  Werth 
convergirt,  da  im  entgegengesetzten  Falle 
die  gegebenen  Schlüsse  ungenan  wären. 

yco  , 

e dx  ißt  die  Function 

k 

stets  positiv,  ausserdem  aber 

^ — nx*  ^ — az 
t < « 

und  da: 


ist,  ein  Ausdruck,  der  mit  wachsendem 
k verschwindet,  so  ist  unsere  Voraus- 
setzung erwiesen. 

40)  Dritte  Methode  zur  Be- 
rechnung bestimmter  Integrale. 

Ein  Mittel  zur  Berechnung  bestimm- 
ter Integrale  gewährt  oft  die  Auflösung 
von  Differenzialgleichungen.  Wir  führen 
ein  Beispiel  davon  an , wobei  das  der 
Theorie  der  Differenzialgleichungen  An- 
gehörige, welches  vorkommt,  keinerlei 
Schwierigkeiten  macht. 

Sei  gegeben: 


differenzHrt  man  nach  a,  so  kommt: 


setzt  man  rechts  ~ für  x,  so  kommt: 


Es  ist  also  die  Differenzialgleicbnng: 


oder 


wo  (t  eine  Constante  ist.  Man  bestimmt 
dieselbe,  indem  man  a gleich  Kuli  setzt. 
Es  wird  dann 

w=«, 

aber  ancb: 


Der  Weg,  der  zn  diesem  Resultat  fuhrt, 
setzt  also  die  Kenntniss  eines  speciellcn 
Falles  vorans,  wo  a gleich  Kuli  ist. 
Bei  der  eben  angeführten  Methode  ist 
dies  durchgehends  der  Fall  und  ist  sie 
daher  besonders  für  Fälle  geeignet,  wo 
das  Integral  eine  reelle  Constante  ent- 
hält and  der  Werth  desselben  gesucht 
werden  soll,  im  Falle,  wo  diese  Con- 
stantc  complex  wird  Da  cs  für  diese 
Betrachtungen  aber  eine  allgemeine  Me- 
thode gibt,  von  der  sogleich  die  Rede 
sein  soll,  nnterlassen  wir,  von  der  hier 
behandelten  weitere  Anwendungen  zu 
machen,  und  zeigen  nur  noch,  dass  sich 
auch  das  in  XIII  gegebene  Resultat  auf 
dem  Wege  einfacher  Substitution  ergibt. 

Es  ist  nämlich: 


aoItalOseu,  welche  die  Gestalt  aimimmt: 


also  integrirt: 

]g«=~2a  + coD8t. 


/ + 0O  1,1  ^ 


wir  setzen 
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Da  fcraer  sich 


denken,  so  ist 

z=0  für  y = — 00, 
x=4-oo  füry=:+co, 

also; 


ergibt,  ein  Ausdruck,  dessen  Radikal  wir 
uns  mit  dem  positiven  Zeichen  versehen  oder: 





,1 


Führt  man  die  Substitution  in  Fartialbrüche  zerlegen.«*  Ist  nämlich 

^ a eine  der  Wurzeln,  so  bat  man: 

M = ^+..., 

ein,  so  verwandelt  sich,  ganz  wie  oben,  ^ ® 

das  zweite  Integral  in  ein  dem  ersten  wo  die  andern  Glieder  rechts  x^a  nicht 


völlig  identisches,  woraus  sich: 
, fl* 

O-  y»*  ^ _i 


als  Kenner  haben.  (Siehe  den  Artikel: 
Unbestimmte  Coefficienten.)  MuUiplicirt 
man  also  beide  Seiten  der  Gleichung  mit 
x — Uf  so  ist: 

(x— «)/(x)_  „ 

für  den  Fall,  wo 

a-=0 


also  das  Resultat  XIII  ergibt.  f^(x) 

‘ ,,  , , füf  den  Fall,  wo 

41)  Vierte  Methode.  . 

rt- 0 

Diese  Methode  ist  von  allen  die  ein-  dann  alle  andern  Glieder  ver- 

faebste.  Sie  besteht  eben  nur  dann,  das  gchwinden.  ln  diesem  Falle  werden  aber 

unbestimmte  Integral  zu  berechnen,  nncl  ^eide  gleich 

die  lllle  anhuauchen,  wo  die  Spenali-  ^^hält  durch  Dififeren- 

airnng  der  Grenxen  das  Kcsnltat  bceon-  Zählers  und  Nenners : 

ders  vereinfacht, 

Beispiel.  Es  sollen  f{x)  und  y(x)  A — - rz-y 

ganze  rationale  Functionen  sein,  jedoch  V W 

^jr)  vom  niederen  Grade  als  y(x)  und  Seien  nun  zwei  conjugirte  Wurzeln  un- 

habe  die  Gleichung  screr  Gleichung  y(x)=0: 


V(x)  = 0 


«=p-f9i  und  9», 


nur  imaginäre  und  ungleiche  Wurzeln,  und  die  Zähler  der  zugehörigen  Fartial- 
...  ...  a , , M ■ brOche: 

so  lasst  sich  der  Ansdrnck  immer  . » . Af  n /i* 

y(x)  A = r4*vA, 

A ^ P^Qi  ^ P-Qi  ^ 

X — (t~*~  X — o'  X — p—qi  X — P^qi~  (x — p)*  + 9*  * 

und  integrirt  man  diesen  Ausdruck  in  den  Grenzen  --r  und  rA,  so  kommt: 

— 2 P [arc  tg  (r  A — p) + arc  tg  (r +p)J 
oder  wenn  man  r gleich  oo  setzt,  wird  dies  Besoltat: 

2Plgh—2Qji. 

Es  wird  also: 


J _r  vW 


Jx  = 21gA^P— 2itip, 


Digitized  by  GocJgle 


Qaadratar  (analytische).  299  Quadratur  (analytische). 


wo  die  Summen  auf  alle  den  Wurael« 
paaren  entiprechenden  Wertbe  von  P und 
Q sich  beziehen. 

Wohl  zu  bemerken  ist,  dass  dies  Re- 
sultat von  dem  Verhältniss  h der  obern 
und  untern  Grenze  abh&Dgt^  also  ganz 
unbestimmt  ist. 

Nur  in  dem  Falle,  wo  —XP  ver- 
schwindet, bat  dies  Integral  in  den  Gren- 
zen — 00  und  -{-X  einen  bestimmten 
und  eindeutigen  Werth. 

Sei  z.  B. 

y(j:)  = l+x'",  f{x)=x'”' 

und  m kleiner  als  n.  Dann  ist: 

i 2m— 3n+l. 

7'W  2» 

Die  Wnnccln  a der  Gleicbong 


dem  mittlern  Werth 

n — 1 

’-'lT 

entspricht. 

ln  den  Ausdruck  iur  Q setsen  wir; 
(2m  + l)s 
2n  ““ 

und  mnitipliriren  und  diridiren  mit  sinaj 
es  kommt  dann: 


(»  = - 


2 sin  (2i  + l)  n sin  a 


in  sin  a 
1 


aber  sind: 


l+x-"  = 0 


n=p  + ,1  = 008 


2s  + l 

2<i 


n + i sin- 


2s  + l 
2n  " 


■n-1 


wo  s jeden  der  Werthe  0,  1,  2 • 
annehmen  kann. 

In  dem  Ausdrucke 

(-’i+  >)''• 

M-l.“ 

y '(n)  2« 

ist  der  reelle  Theil  mit  der  imagi- 
naire  mit  Q zu  bezeichnen,  alsa: 


- — , — . — (cos  2sr<— cos  2 (s  1)  a), 

woraus  sich,  wenn  man  für  s die  Wertbe 
0,  1,  2 • • • 2n— 1 setzt,  ergibt: 
1-cob2«« 

” 4a  sin  er 

oder,  da 

cos2«rt  = co8  (2«+l)  nz=  —1 

ist : 

. (2m  + l)n. 

2«  Bin  2 jr — 

2n 

In  diesem  Falle  fallt  also  der  logaritb- 
mischo  Theil,  welcher  anbestimmt  war, 
ganz  weg , und  man  hat , wie  auch  das 
reelle  Vcrb&Uniss  der  obern  zur  nniern 
Grenze  beschaffen  sei: 


/^  = i cos?^^(2»*— 2h+1)-i, 

2»  2n 

Q =i8in?^Ü(2m— 2«4-l)^ 

oder 

„ 1 (2s  + l)(2m  + l)rr 

2;. 

^ 1 _,.(2s  + l)(2m+l)n 

2«  2» 

Es  ist  aber  angenblicklich  zu  sehen,  dass 
fdr  sna— 1 und  s = n— n die  Werthe 
von  P derart  sich  entsprechen,  dass  der 
eine  der  entgcgenge.setzte  des  andern  ist, 
wenn  also  die  Zahl  n grade  ist,  so  wird 
£P=0. 

Dies  findet  andi  statt,  wenn  n ungrade 
ist,  da 

_ 1 2m  -1-1  - 

+ « 


/ 


+ ® 


~dx:z^ 


1 + *’ 


XV 


Bei  diesem  Integral  ist  jedoch  der  Inte* 
grationsweg  keineswegs  beliebig. 

Nimmt  man  denselben  auf  der  Ab- 
scissenaxe,  so  bleibt  x stets  reell  and  es 
tritt  keine  Disconlinultät  ein,  da  nur  für 
0« 

imaginäres  x der  Nenner  l-\-x  ver- 
schwinden kann.  ' Wählt  man  einen  an- 
dern Weg,  so  darf  in  dem  von  demsel- 
ben und  der  Abscissenaxe  begrenzten 
Fläcbentheil  keine  Wurzel  der  Gleichung 

l+x'**  enthalten  sein,  weil  sonst  nach 
dem  früher  (Abschnitt  13)  Gesagten  das 
Resultat  ein  andres  werden  muss. 

In  dem  Ausdrucke  XV  kOnnen  auch 
die  Integrationsgrenzen  von  Null  bis  un- 
endlich genommen  werden.  Es  ist  näm- 
lich: 


f f 

-00 1+*-"  •' 


-dlr-f- 


/ 


i+x 
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wenn  man  in  dem  ersten  Integral  der  erhalten: 
rechten  Seite  die  Grenzen  vertauscht,  und  ^ 

— X für  X setzt,  so  wird  dasselbe  dem 
zweiten  Integrale  völlig  gleich,  also: 


f 


dx  . 


/ 


x'  dx  _ 

2nsin 


2m+l 


2n 


Dies  schon  Öfter  angewandte  Verfahren 
l&sst  sich  anch  in  dem  allgemein  gülti- 
gen Satze  ansdrOcken: 

/*+oo 

/ f{x)dx  = 2l  f{x)dT, 

•9  —00  a/  n 


also  f{x)  eine  grade  Function  ist. 
fugen  auch  hinzu,  dass  immer: 


/ 


+ 0O 


f(x)dx  = 0, 


■dxzz  - 


q sm 


XVb 


XV  a 


wo  jetzt  p und  q beliebige  reelle  Zahlen 
sein  können,  vorausgesetzt,  dass  p<q 
ist.  Untersuchen  wir  noch  das  Integral: 

+ 2m 

^ j 


/ 


so  enthalt  die  Function  x*”— 1 im  Nen- 
ner zunächst  zwei  reelle  Factoren  x 4- 1 
und  X— 1,  ein  Fall,  den  wir  in  unserer 
allgemeinen  Betrachtung  ansgescblossen 
batten.  Setzen  wir  daher: 


Wir 


•-1 


_üL  4.  -A- j.  £M 

*-l  X+l  , (X)’ 


n-x)=-n^), 

also  f(x)  eine  ungrade  Function  ist.  Es 
wird  dann,  wenn  man  das  Integral  in 
zwei  andre  theilt,  deren  Grenzen  — co 
und  0,  so  wie  0 und  4-00  sind,  im 
erstem  — x für  x setzt,  das  erste  Inte^ 
gral  der  entgegengesetzte  Werth  des 
2weiten. 

In  XV a setzten  wir  noch: 

x=:z^,  2«(m4-l)  = p,  2(<n-q, 
wo  also  p immer  kleiner  als  q ist,  und 

4-00 


so  hat  die  Function  y(x)  keinen  reellen 
Factor  mehr. 

Uebrigens  ergibt  sich  rr  nnd  fl  ans  der 
Formel: 


d(x‘"-l) 


2_  2m  — 2n4-i 

2/ 


dx 


für  den  Fall,  wo  x bezüglich  gleich  4-I 
oder  gleich  —1  ist,  ganz  wie  dies  oben 
gezeigt  wurde.  Also : 

“"2«’  2»’ 
es  ist  also: 


r X-”*  ^ dx  j_  dx  r/W. 

J 2nJ  _oo  *+l  ■ 

— nrs  ■*  * 


Wir  beschäftigen  uns  zunächst  mit  dem  wo  s jeden  der  Werthe  1,  2,  3«-«n— 1 
dritten  Integral,  welches  ein  specieller  annimrot,  die  übrigen  Wurzeln  gibt  der 
Fall  des  Ausdrucks  XIV  ist,  man  hat  Ausdruck  p — yi,  wo  p und  q immer 
nämlich,  da  p4-yi  eine  imaginäre  War-  einem  der  obigen  Werthe  entsprechen, 
zel  der  Gleichung  Werthe  s r=  0 und  s = n sind  hier 

^ ausgeschlossen,  weil  sie  zu  den  reellen 

X*”— 1=0  Wurzeln  führen.  Es  ist  nun: 


ist : 


2»*_  ^ 
P + J»  =J^l  = e 


M -1. 

V'(x)  " 2« 


2m  — 2n4-  * 


also 


(’m— 2rt4-l)  — 

F^Qi  = l, 


1 

2n‘ 


(2m +1) 
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da  man  diesen  Aasdruck  erh&lt,  indem 
man  in  den  vorigen 

x = p + ^i 

setzt,  also: 

(?=i.m(2m+l)  ‘A 

combinirt  man  immer  je  zwei  Werthe, 
denen  s = <i,  und  s = n— ct  entspricht,  so 
ist  die  Summe  beider  zugehörigen  P 
gleich  Null,  also 

denn  ganz  wie  oben  erwiesen  ergibt  sich, 


dass  anch,  wenn  «— 1 ungrade  ist,  dem 
mittleren  Werth 


n 


welcher  allein  stehen  würdet 

P=^  CO«  (2« + 1)^=0 
entspricht. 

Um  SQ  zu  berechnen,  setzten  wir 
wieder: 

(2m  + l)— = of, 

cs  ist  dann: 


also : 


__2sins«sin«  _ cos(s  — 1)« *cos(<  + l) a 
4nsina  4a  sin  er  * 


4nsina  ' ' ' v / j insina  ’ 


aber 


und 


also 


co8na  = cos(2m+l)n  = 


cos(n—  1)  a = cos  (nn—a)  = cos  [(2«  + l)  n — «]  = — cos  rr, 


1 , 

2n  sin  a “ « 

2a  sin^ 

also  nach  Formel  XIV : 


2a 


J -oeVW  (2>»  + l)>i 

^ 2a 

Was  den  noch  fehlenden  Theil  des  deren  Radius  r sei,  und  die  Integrale 
gesochten  Integrals  anbeiriifc,  so  erhal-  längs  derselben  im  übrigen  aber  auf  der 
1 \ Ahscissenaxe  nehmen.  Es  sind  dann 

ten  beide  Ausdrücke  und  eine  aber  4 Imegrationswcge  möglich,  welche 
. ' ^ verschiedene  Resultate  geben  können,  je 

anf  der  Abscissenaxe  liegende  Discon-  nachdem  wir  nämlich  den  einen  oder 
tinuität,  welche  den  Punkten  x = l und  andern  dieser  Halbkreise  auf  der  Seite 
bezfiglich  x=:— 1 entspricht.  Wir  elimi-  nehmen,  wo  die  Ordinaten  positiv,  oder 
niren  dieselbe , indem  wir  um  diese  wo  sio  negativ  sind. 

Punkte  beruiD  kleine  Halbkreise  ziehen,  Man  setzt  demnach: 


_ r'-’-  dx 

•/  — X J j * — I 


dx 

X—  ! 


dx 

X— r 


wo  s and  t unendlich  gross  sind. 

Das  erste  und  dritte  Integral  emhiUt 
keine  Discontiouitfit,  es  ergeben  sich  für 
dieselben  die  Werthe: 

lg  7 + lg  |r  = lg  p 


Das  zweite  Integral  ist  auf  einem 
Halbkreise  zu  nehmen,  d.  h.  zn  setzen: 

X = 1 — r (cos  y -p»  sin  ^ ) =:  1 — re ” 

wo  die  Integratlonsgrenzen  0 and  n oder 
0 und  sind,  also: 
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./■ 


1 +r 


dx 


=/■ 


-\~Tt 


. — tfi 
—rxe  ^ 


-r 


-f  ;i 


%dtf  =:  -f-f/r, 


ferner  ist: 


setzt; 


Jx  _ r—'  -’’  dx  dx  r'  ix 

J _oo  x+1  ~ J _1  ./  _,_r»+lTj  _i4-r*+l’ 

Die  Summe  des  ersten  und  dritten  Integrals  ist: 

igL+igL=igi. 

Das  mittlere  gibt,  wenn  man 

X — — 1 4 r (cos  7 + i sin  </)  = — 1 — re  ’f' 


— l+r 


/ Ä-/' 


— rtc  — . 

1-=  4- ITT. 

re-'/* 


Es  nimmt  also  der  Ausdruck,  von  dem 
wir  sprechen 

L r—^  _ \ _^L 

2",/  _ ao  *— 1 2»  J _aj,  1+ 1’ 


da 


- QO 
der  TOD 


Und  hier  ist  nur  eine  Ausbiegung  vor- 
handen , die  aber  auf  einer  ganz  belie- 
bigen Seite  der  Axe  liegt. 

Wie  oben  erh&lt  man  noch,  wenn  p 
kleiner  als  q ist: 


herrührende  Theil;  lg— 


den  unendlichen  Grenzen 

' t * • 

lg  — immer  ver- 


n 3^  *</x  TT 

‘ 0 l--*’  9 '8?« 


XVI  b 


schwindet,  folgende  Werthe  an:  Null 
wenn  beide  Ausweichungen  auf  derselben  wo  aber  immer  eine  Ausbiegung  stAtt- 
Seite  der  Abscissenaxe  liegen, —2i;7  wenn  findet.  Diese  wichtige  Betrachtung  fehlt 
dos  erste  auf  der  positiven  Seite,  das  zweite  gewöhnlich  bei  der  Entwicklung  dieses 
auf  der  negativen  Seite  liegt,  -f  2in  Integrals  in  den  Lehrbüchern.  Sie  ist 
wenn  das  Entgegengesetzte  der  Fall  aber  unerlässlich,  da  sonst  lediglich  ein 
ist,  und  man  hat,  wenn  man  schliess-  falsches  Resultat  sich  ergibt. 

lieh  noch  den  Nenner  — 1 mit  ent- 
gegengesetztem Vorzeichen  nimmt: 

+»  :m. 

X dx  71 


/ 


2m  + l 


42)  Fünfte  Methode. 

Die  hier  zu  gebende  Methode  der  Dar- 
stellung bosiimmtcr  Integrale  ist  die 
+ XVI  fichonsto  und  allgemeinste  aller  vorhan- 
^ ’ denen,  sic  rührt  von  Cauchy  her,  und 
stützt  sich  auf  die  Theorie  der  Mchrdeu- 
wo  Q eine  der  Zahlen  — I , -1-  1 oder  tigkeit  der  Integrale,  welche  wir  in  Ab- 
Null  bedeutet.  In  keinem  Falle  darf  das  schnitt  XIII  gegeben  haben. 

Integral  nur  über  der  Abseissenaxe  er-  Während  alle  bis  jetzt  gegebenen  Me- 
streckt werden,  sondern  cs  tioden  immer  tUoden  indircct  sind,  lehrt  diese  un^r 
zwei  Ausbiegungen  nach  der  positiven  gewissen  Bedingungen  auf  dirccte  Weise 
oder  negativen  Seile  statt,  welche  bclic-  den  Werth  der  bestimmten  Integrale  aufxu- 
big  sind,  aber  so  klein,  dass  sic  keine  finden,  zunächst  für  solche  Integrale,  deren 
zweite  Wurzel  der  Gleichung 


Grenzen  — x und  4"  ® oder  0 und  2/r 
sind ; indess  lassen  sich  durchzweckmässige 
Transformation  diese  Grenzen  leicht  bei 


umfassen.  Nimmt  man  q gleich  Null,  bestimmten  Integralen  heratellcn. 

also  beide  Ausbiegungen  nach  derselben  g^j  pjjig  Function,  die  innerhalb 
Seite,  so  lässt  sich  unser  Integral  in  2 ^jues  gewissen  geschlossenen  Umfanges 

anilnro  (r1n:/.ka  tkAHnn  Ha  AR  OlTIA  OmdA  _ _t 


andere  gleiche  theilcn,  da  es  eine  grade 
Function  enthält,  und  man  hat: 


/ 


'ix 


. .n  - 2in+l 
1-x  2ntg-^-» 


eindeutig,  aber  nicht  Immer  continnirlich 
ist.  Umgeben  wir  dann  jeden  der  Dis- 
continuitätspunktc  mit  einer  beliebig  klei- 
XVI  a nen  geschlossenen  Curve,  etwa  mit  einem 
Kreis,  dessen  Radios  ins  Unendliche  ab- 
iiimmt,  so  ist  nach  dem  Abschnitt  13 
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Sats  III  Gesag^n  das  über  den  äasseren 
Umfang  aasgedehnte  Integral  f f{x)  rfjr, 
gleich  der  Somme  derjenigen  Integrale 
derselben  Function,  welche  über  die  in- 
ncm  die  Discontinuitätspunctc  nmgcben- 
den  Umringe  in  gleicher  Hichtung  als 
der  äossere  sich  erstrecken.  Es  istnäm* 
lieh  in  dem  rwischen  allen  diesen  Um- 
fängen befindlichen  Raum  keine  weitere 
Discontinuität  der  Function  f{x)  vorhan- 
den. VorausgeseUt  ist  hier,  dass  auf 
dem  ftussem  Umfang  selbst  keine  Dis- 
continnitftt  eintritt. 


Sind  = •••x=:a  •••x  = «r 

p n 

die  Discoutinuitatspunkte  und  setzen  wir 
unendlich  kleine  Kreise  mit  Radius  r als 


Umfänge  derselben  voraus,  so  ist: 


Für  jeden  solcher  Umringe,  also  wenn 
sich  /'  auf  den  ftussem  Umring  be- 
zieht: 


p = n 

/ f{x)dx=in  £ r f{a 

p = I 0 ^ 

wo  r eine  in«  Unendliche  abnehmende  der  Modul  von  a +«  kleiner  als  jeder 
Constante  ist.  P 

Nach  einem  bekannten  Satze  lasst  sich  ‘•«''Jen’g'n  Moduln  ist,  für  welchen  eine 
derAnsdruek  /•(«.  +»),  welcher  fttr  u=0  ^'»««“‘'»"'fät  eintritt. 

discontinuirlich  udrd,  so  lange  in  eine  „ '““erhalb  unseres,  den 

nach  ganzen  positiven  und  negativen  Po-  % ““8'bendcn  kleinen  ümrings 

tenien  geordnete  Reihe  entwickeln,  als  and  auf  demselben  jedenfalls: 

« = 00  n— 00 

-T  A^+  S B^u~" 

und 


0 P n=o  0 ^ 


Boi  der  Integration  werden  alle  Inte- 
grale Kuli,  da  die  Werthe  der  Integrale 

für  die  Grenzen  0 und  gleich 
werden. 

Eine  Ausnahme  macht  nur  das  mit 
multiplicirte  Glied: 


/ln 

* 

0 


dff  =2niB,. 


Es  ist  aber  nichts  anders  als  der 
Coeiificient  von  -i  in  der  Entwicklung 
von  + M )•  Diesen  Coefficienten 

nennt  man  nach  Caueby  das  Residuum 
von  /"(ffp).  Wir  bezeichnen  denselben 
durch : 

ß,=  Ues/-(«^) 

und  haben  also  den  höchst  wichtigen 
Satz: 


/' 


nx)dx 


2ii  2 
V- 


Vs/-(«^), 


« = oo  f‘in  ,,  , . 

+ iri  Bf  r-"e('-")7*g 
n=l  0 


d.  h,  „das  Integral  einer  eindeutigen 
über  einen  gewissen  Umfang  erstreckten 
Function  ist  gleich  der  Rcsiduumsumme 
aller  innerhalb  dieses  Umfanges  befind- 
lichen Discontinuit&tcn  moltiplicirt  mit 

2TI. 

Befindet  sich  auf  dem  Umfange  selbst 
eine  Discuntinuitftt,  so  ist  für  diesen 
Punkt  eine  Ausbiegung  zu  machen.  Ge- 
schieht dieselbe  nach  innen , so  fällt 
diese  Discontinuitüt  ganz  ans  der  Be- 
trachtung weg,  geschieht  sie  aber  nach 
aussen,  so  ist  das  zugehörige  Residuum 
in  die  Summe  rechts  mit  aufzunehroen. 

Unterwerfen  wir  jetzt  die  Function 
f{x)  noch  folgender  Bedingung:  Sie  soll 
verschwinden,  wenn  man  den  reellen 
Thcil  von  X positiv  oder  negativ  nnend- 
lich,  und  wenn  man  den  mit  i raultipli- 
cirten  Thcil  positiv  unendlich  setzt 

Solche  Function  ist  z.  B.  x"”*,  wo  $ 
eine  beliebige  positive  Zahl  ist. 

Als  Umfang  betrmebten  wir  dann  ein 
Rechteck,  dessen  eine  Seite  ein  Stück 
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2a  der  Abscifisenaxo  bildet,  in  dessen  ist  dann,  wenn  man 
Mitte  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten 

liegt,  und  wo  die  beiden  nicht  parallelen  setzt,  das  Integral  in  4 andre  zu  tbei* 
Seiten  sich  auf  der  Seite  der  positiven  len,  welche  den  4 Seilen  des  Rechtecks 
Ordinate  bis  zur  Höhe  6 erstrecken.  Es  enuprcchen,  also : 


f'f{x)dx=f  f(j))<lp+r  f(>‘  + <li)idq  + f f{p  + bi)dp 

J J —a  0 +« 

/O 

/•(-o  + fi)Wf. 


Im  ersten  und  dritten  Integral  ist  nfim- 
lich  offenb.ir  die  Ordinate  q constant  und 
bezüglich  gleich  0 und  Ä,  im  zweiten  und 
vierten  ist  die  Abscisse  constant  und  be- 
züglich gleich  -j-rt  und  —a. 

Lässt  man  nun  die  positiven  Grössen 
a und  b ins  Unendliche  wachsen,  so  ver- 
schwinden nach  unserer  Annahme  die 
Functionen  unter  den  drei  letzten  Inte- 
gralzeichen für  jeden  Werth,  den  sic 
während  der  Integration  annehmen,  also: 

/(co  +?0  = /‘(f^  + »0  = A(-<»  +90  = 0. 


Es  ist  also  ^ /■(j-)dx  lediglich  gleich 

/ + CO 
— OD 


Beispiel.  Sei 


ein  Ausdruck,  der  in  der  Tbat  für 
x=+oo  und  x=r+coi 
verschwindet.  Discontinnität  tritt  nur  für 
den  Fall  ein,  wo: 

x=  +• 

ist;  setzen  wir  also 

j = j+w, 

so  wird ; 

^oi(u  + i)  ^—a^aui 

“ "<27+10 

nnd 


wo  a auf  alle  Discontinnitätspunkte  geht 

P * 

deren  imaginircr  Thcil  positiv  ist.  Die 
Residuen  beziehen  sich  also  auf  alle  Werthe 
von  « , deren  mit  i multiplicirtcr  Thcil 

positiv  ist.  Das  Integral  links  erstreckt 
sieh  über  die  ganze  Abscissenaxe,  die 
Function  f{x)  ist  also  immer  reell.  Eine 
Ausnahme  bildet  nur  der  Fall,  wo  f{x) 
reelle  DiscontinuitÄtspunklc  hat,  die  also 
auf  der  Abscissenaxe  liegen.  In  diesem 
Falle  ist  eine  Ausbiegung  auf  die  ne- 
gative oder  positive  Ordinatcn-Scitc  zu 
machen,  und  im  erstem  Falle  tritt  das 
Residuum  der  bezcichneten  Discontinuit&t 
zur  Summe  rechts  hinzu ; das  Resultat 
verliert  also  seine  Eindeutigkeit. 


/: 


Bcs/(t)  = 
+ 00  axi 


2i  * 


1+x 


’</x  = ne 


also  wenn  man  Reelles  und  Imaginäres 
trennt: 


j 

f 


oosnxrfx 

-00 


sinaxtfx 

1+^ 


— ne 


= 0. 


a 


Das  erste  Resultat  haben  wir  schon  frü- 
her erhalten.  Die  meisten  schon  gefun- 
denen Werthe  bestimmter  Integrale  wür- 
den sich  aber  anf  dieselbe  Weise  ablei- 
tcD  lassen. 


43)  Weitere  Anwendungen  der  vorigen  Methode. 
Die  Formel  A nimmt  auch  noch  eine  andre  Form  an;  es  ist: 

/+00  /»+CO 

f{x)dx=l  f{x)dx+l  f{x)dx 
—00  ^ —CO  0 

und  wenn  wir  im  ersten  Integral  rechts  x mit  — x vertanseben : 

/ + 00  / +CO 

f{x)dx=l  [f(x)+n-x)]dx, 

— 00  ^ 0 
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alto : 

/*  /■(*)+/■(-*)  j 

die  S^an^^tV’  *"  «I»o'/-(*)=A-x)  i.t, 


/«  p=n 

^ f{x)ix=ni  X Kes/'(«p) 


(C) 


-d*=0. 


(D) 


lat  f{z)  eine  ungrade  Function,  alao 
ao  wird  dagegen:  ((  *)i 

nz^äx^rfmn-^). 

**  —X)  0 ^ 

Beispiele.  Sei  ^]en  Character  einer  ganzen  Function  in 

i ^ diesem  Gebiete  hat,  dann  ist  die  einzige 

j-fS’  Betracht  kommende  Discontinnität  die 

w.  :-a  ...  « Wurzel  Ton 

r ist  eine  positive  Grosse  und  F{x)  eine  , * /\ 

Function  von  x,  die  für  einen  Werth  x +r  =0 

*»  dessen  mit  • multiplicirter  Theil  ar’rri 

positiv  ist,  nicht  unendlich  wird»  die  also  entsprechende. 

£s  ist  also: 


da  för  « = ri 


/'*  F(.)+F(-x)  rdx  n 

J 0 ■ 2 


xvn 


Ebenso  erhalt  man,  wenn 


ist, 


also 


1 

Vx'  + rV  2ri 

F(z)-F{-z)  zdx  ni 

J 0 2 Ji+TJ  = -2 

Ist  aber  gegeben: 

F(x)-F{^x)  r*dx 
2 x(x*  +.  *^*) 


XVIII 


/ 


ao  ko^t  daa  auf  * = 0 bexOgliche  Bcaidnnm  hinan,  wenn  man  eine  Anabieennic 
nach  der  negatiren  Ordinaten-Seite  hin  nimmt,  nnd  da 


wird : 


oder 


Bea^^=l  ftr  x=0 

F(x)~F{-z)  r*dz  _ jn 
f 0 2 x(x‘  + r>)~  2 


XIX 


20 
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wo  der  erste  oder  der  letzte  Werth  gilt,  je 
nachdem  die  Ausbiegung  in  positiver  oder 
negativer  Kichtung  geschieht. 

Aus  der  Formel  A des  Abschnitts  42 
aber  folgt : 


/ 


+® 


F(x) 


;rf*=2/iF(ri),  XX 


d.  X = —ri  die  einzige  Discontinait&t 
ist,  und 


Re> 


\r  4-  JO/  » 


für  diesen  Werth  von  t wird. 
Ist  aber  gegeben 

'+»  F(x) 


/: 


-dXf 


-00  (r  + «)* 

WO  m eine  ganze  positive  Zahl  ist,  so 
ist,  wenn 

x = ri+a 


gesetzt  wird 

l^j)  __  F(n+«) 

(r  + xi)^~  (ui)” 

Entwickelt  man  F(ri  + u)  nach  dem 
Taylorschen  Satze  nach  Potensen  von  w, 
was  immer  möglich  ist,  da  bei  dieser 
Function  keine  Discontinuit&ten  vorkoni' 

men,  so  ist  das  mit  «”*  * multiplicirte 

Glied  des  Z&hlers: 

^ u t 

1.2-3-«-! 


wo  die  m— Ito  Ableitung  be- 

zeichnet. Da  der  Nenner  .**  i"  ist,  so 
erhalt  man  also  das  mit  — multipli- 
cirto  Glied  oder  das  Kesldinm,  also: 


1 

Res  — = 

(r-l-xi)"  (i)" 

und  nach  der  Formel  A 


f(*“0  (ri) 


/ 


+ QO 


F(x)  . F^" 


-00 


(r+xi)” 


XXV 


Offenbar  ist  auch: 
+ 00 


keine,  wo  der  Cocfficient  von  t posi- 
tiv ist 


p f?/^\  Sei  wieder  F{z)  eine  Function,  welche 

/ ...  ^ ■dxsiO,  XXII  keine  Discontinuitäten  enthkl^  wenn  der 

^ (r— xi)”  mit  i multiplicirte  Theil  positiv  ist,  und 

^ y(x)  eine  eindeutige  Fnnction,  welche  für 

tz:a 


^ j multiplicirte  Theil  positiv  ist,  i 

weil  dieser  Ausdruck  nur  eine  dem  Wertbc 

discontinuirlich  wird,  so  ist  im  AIlge> 
entsprechende  Discontinuitftt  hat,  also  meinen: 


m- GO  « = 00 

'/(«+•*)=  ^ ^ ®m* 

m = 0 m= 1 


— m 


Ist  aber  die  Uiscontinuität  der  Art,  dass 

9(<t)  = 00 

ist,  ebenso  wie  <f(n+r)  und  7(0  — r), 
WO  r nnendlich  klein  ist,  jedoch  für  einen 
dieser  Werthe  auch  — oo,  oder  ooi  ein- 
treten  kann,  so  ist  die  zweite  Summe 
immer  so  beschaffen,  dass  sie  aus  einer 
endlichen  Anzahl  Glieder  besteht.  Es  ist 
Dämlich 


und  die  Function  — . . ist  im  Pnnct  a 
9W 


conUnnirlicb,  also  in  der  Nähe  von  a ist: 


y(«+w) 


= a|U+fl,u»+*«*+apU^  + 


Das  constante  Glied  fehlt,  weil  — ^ — ; — r 
V(ft+u) 

fOr  u=0  verschwindet;  es  können  aber 
auch  gewisse  Cocfficienten  fl|,  ^ 


verschwinden,  und  wir  nehmen  der 
Allgemeinheit  wegen  an,  dass  in  der 
That  der  erste  Cocfficient  ist,  wel- 
cher erscheint,  wo  s also  andi  gleich  1 
sein  kann.  Dann  ist; 
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»(“+»)= :: i 


« \ fl.  a ; 


Der  Aiudruck: 


der  fQr  « = 0 Eins  wird,  Iftait  sich  aber  immer  nach  ganzen  positiven  Potenzen 
von  « entwickeln  and  man  hat: 

y(rt+«)  = ^ (l  + 4^«+J.«>+  . . .) 


V(^)  = B.«  * + B,„  '+».+  ,«,  + 3-+«.+3“’+  ••  • 

Es  ist  also  die  Zahl  der  mit  negativen  Potenzen  von  u mnltiplicirten  Glieder  in 
der  That  endlich;  man  nennt  den  Ansdmck  7(<t)  eine  DiscontinnitAt  vom  iten 
Grade,  wenn  — i der  algebraisch  kleinste  Exponent  von  « in  dieser  Reibe  ist.  Die 
Coefficienten  der  Reihe  lassen  sich  auch  anders  atisdrücken : cs  ist 

und  da  «*  also  in  der  Gegend  von  « continnirlich  ist,  auch: 

»V  («+«)=. . . . 

oo  l*2dt;* 

ftr  den  Fall,  wo  v versdiwindet,  wie  der  Mac  Laurinsche  Satz  lehrt.  Es  ist  also: 

Sachen  wir  jeut  dos  Beaidnam  von  P(x)  y(j).  Es  ist: 
F(«+a)=F«+«ü’«+^  F"(fl)+ . . . 

= • • • 

Sei 

*>*7  (“+*')  = V'(») 

für  den  Fall,  wo  v verschwindet,  so  ist: 

P~l-2~p—l 

*’(”+»)  7(«+«)  = (-:*,+^,a+i4,a'+  .. 

' M*  n*  * / 

Das  mit  — mnltiplicirte  Glied  wird  dann: 

Res(/^o)y(«)]  = [ß^  + . F AJ 

oder 

F=» 

1.2...;,— 1.1-2. -s—p’ 
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/ 


+ 00 


also: 

f(x),(x)dx  = 2aiZ*’^*  ■ xxni 

_ao  «p=l  1*2  •••/>— 1 ’ 1*2"*  *—/? 

Das  erste  Samrocnteichcn  gebt  auf  alle  Unendlichkeiten  n,  deren  mit  i moltipli- 
cirter  Theil  positiv  ist. 

Sei  t.  B. 

c*/  \ _ Äjts 
F{x)  = e , 

wo  b positiv  ist,  so  erh&lt  man 

FW(x)  = »"i"  .*”  = *" 

Ist  a = I+^i  eine  der  Discontinuitaten,  so  hat  man  also: 

I e tf(x)dx  = 2nJ  J 

^ —30  p=l 

Oder  wenn  man 


+K 1 

l'2*”p— 1 p p 


setzt: 


— Ä,sra  [4i+(«-p+l)^  +ilf,cos  (6i+(i— P+I)|l 

+iH,.in[64+(f-p+l)^|.  XXIV 

Die  erste  Somme  geht  anf  alle  Werthe  von  I,  //,  A',  welche  Discondnoitäten 
entsprechen.  Dies  Resultat  gibt  noch,  wenn  man  Reelles  und  Imagin&res  trennt: 


/ 


•i®  p=i4»— F,— 

cos6xy(r)rfr  = JT  S ^ 

— —OO  p — 1 S“P 


|ff,co8[41+t.-p+i)|]-X,8in  [4I+(.-p+i)^  I ' XXrVa 


J 


TCO  p=S 

H\xibxtf{x)dxzz  £ £ ■ 
—00  p=  I 


1-2"  •»— p 


'k,cos  [44+(.-p+i)2]+tf,8m  [4H-(.-p+l)|]|. 


XXIVb 


Hat  7 (x)  nur  DiscontinoitAten  ersten 
Grades,  so  bestehen  die  sweiten  Sum- 
men nur  ans  einem  Glicde , welches 
1 = 1 und  p = l entspricht,  w'o  also  die 

Potenz  b*  ^ wegf&llt. 

Sei  ferner 

F(x)  = x<‘-\ 

WO  a eine  positiTe  Zahl  ist«  In  dem 
Ausdrucke 


/ + Q0 

X*  y(x)dx 

— 00 

wird  dann  nur  im  Falle,  wo  a ein  ädi- 

ter  Bruch,  x®  ^ fdr  x=0  unendlich. 

Es  wäre  also  (Abschnitt  42)  Hir  die- 
sen Fall  ausser  dem  Residuum  von  ^(x) 
noch  ein  Glied 
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vo  JT  z:  re  * SQ  setzen,  und  das  Integral  nach  der  negatiren.  Seite  der  Ordinaten 
in  den  Grenzen  1 = 0,  kz:2n  za  nehmen  nimmt  Es  ist  aber  unter  der  Vorans- 
ist,  r aber  ins  Unendliche  abnimmt,  dann  Setzung,  dass  y(x)  für  x = 0 nicht  nn- 
hinzuzufügen,  wenn  man  die  Ausbiegung  endlich  wird: 

n — I , K a — I , a , «4  i , 

X </(x)  = <i,x  4-öjX  +fl,x  '4-...  ^ . 


/ 


rt— 1 / ******  , 


und  r und  re  ^ für  x setzend,  und  die  Differenz  beider  Werthe  nehmend  er> 
h&lt  man: 

ein  Anedrnck , der  mit  abnehmendem  r Abaciesenaxe  erstrecken.  Letzteres  w&rde 
immer  verschwindet ; es  hat  also  die  Art  sich  anch  ans  den  Betrachtangen  des 
der  Ausbiegung  keinen  Einfluss,  und  man  Abschnitts  10  ergeben,  wenn  man  das 
kann  das  Integral  auch  Aber  die  ganze  Integral: 

• -«r 


J'  x“~\(x)dx-J^  x“  'f{x)dx+J' 


+ 00 
+t 


X**  ^!f{x)dx 


zetat,  und  ä,  i ins  Unendliche  abnehmen  I&sst,  wo  dann  keine  DiscontinnitAt 
ertcheint. 

Ee  ist  alzo  in  Formel  XXni; 

— =n(o-l)...(a-f+p+l)«““'‘^'’ 

da‘~P 

zu  fetzen.  Alzo : 

'v(xy*=2nii  • “(‘»-D  • • • («-+P+1) 

J «P=i  l-2-(p-l)  . 1.2-8...(-p) 

oder  wenn  man  ganz  wie  oben  setzt: 

_ «=i+/it 

/,(y-‘)(i+^i) . 


und  anszerdem 


BO  kommt: 


~^r+^p' 
!+/<•  = ps^* 

_ o(a— l)-**(o-s-|-p  — 1) 
* -P  ~ 1.2.--S-P  ’ 


/.+00  . , P=S  a— 1+»  XXV 

r x“  \{x)dx  = '2nS  X i)?“  *+''«  ^ • 

•'  — 00  p=\  r r r 

Soll  hier  das  Beeile  vom  Imaginären  getrennt  werden,  so  bemerke  man,  dass 
,(z)  für  reelles  z anch  reell  bleibt,  wenn  diese  Function  immer  eindeutig  ist 
(also  anch  keine  mehrdeutige  Constante  entbUt).  *)  Was  z‘*~  * anbetrifft,  so  ist 


*)  Wäre  ntmlich  z.  B.  7(<)  = A+fii,  wo  ( reell  izt,  so  müsste  anch  sein: 
f (l)=A  — Bi,  es  konnte  also  <f  keine  eindeutige  Function  sein. 
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für  positives  x dieser  Ausdruck  ebeufaUs  reell.  Für  negatives  x aber  ist: 


, ,a — I «—I  ma 
(-y)  =— y e . 

wenn 

gesetzt  wird.  Es  zerfällt  also  unser  Integral  in: 

■•-i*®  _ , _ , /»"ioo 


q{x)dx=z  I X®  y(x)dx—  # y (f{^^)Jycosna 
— 00  ‘'0  ^ 0 

1 

— •/  y y (— Jf)  dy  sin  na. 

0 


Nehmen  wir  nur  den  letzten  Theil  und  schreiben  darin 


'!,(»)  V(-H) 

60  kommt: 


H|l). 


+A^eos  [(«— s47«)»+q 


XXV  a 


Sei  noch  gegeben: 

ein  Ausdruck,  der  ebenfalls  für  reelles 
z nicht  unendlich  wird,  ausser  für 
x=;^®.  Wir  (lenken  uns  aber  7 (x) 
so  beschaffen,  dass  für  diese  Werthe 
dennoch  F(x)»(/{x)  verschwindet.  Setzen 
wir  der  Einfachheit  wegen  voraus:  die 

Gleichung:  -4-^  = 0 hätte  nur  einfache 


Wurzeln,  also  7(x)  nur  Unendlichkeiten 
ersten  Grades,  eine  Voraussetzung,  die 
übrigens  nicht  nothwendig  ist,  jedodt 
das  Resultat  vereinfacht. 

Es  wird  dann  s =:  /»  = 1.  Die  zweite 
Summe  besteht  ans  einem  Gliede,  und 
man  hat,  wenn 

o = 

7^i+jut)=/f+/fl 

gesetat  wird: 


lg  (1-Ari)  7 (x)  rfx=  ~ 2a  -T(A  - Hi)  lg  (l+^uA+Ui). 


XXVI 


Die  Allgemeinheit  der  hier  gegebenen 
Formeln  ist  ohne  Weitere«  ersichtlich, 
und  können  aus  ihrer  Spccialisirung  viele 
Resultate  abgeleitet  werden. 

44)  Fortsetzung  des  Obigen. 

In  Abschnitt  42)  gingen  wir  von  einem 
Umfange  ans,  der  ein  unendlich  grosses 
Rechteck  bildete.  Beziehen  wir  statt 
dessen  in  der  Formel: 


p = n 

dir  = 2ni  X Be8/*(K  ) 
p=\  p 


das  erste  Integral  anf  einen  Kreis  mit 
beliebigem  Radius.  Dia  rechte  Seite  um* 
fasst  dann  alle  Discontinnitäten  ti  der 

P 

Function  f{x)  innerhalb  dieses  Kreises. 
Vorausgesetzt  wird  noch,  dass  auf  der 
Peripherie  selbst  keine  Discontinuität 
Btat^nde.  Es  ist  nun,  wenn  der  An* 
fangspunkt  der  Coordinatan  zugleich  der 


Mittelpunkt  des  Kreises,  r sein  Radius, 
und  allgemein  ist. 

p = rco87,  7 = rsm7, 


und  die  Integration  findet  in  den  Gren- 
zen 7=0  und  7=  2a  statt,  also: 


/: 


ri((r«’*)  t* 'df,  =2ni£ Eee/-(«p 


oder  wenn  man 


setzt: 


uf{u)  = ^{u) 


2'i.S^Kes 


.(£) 


Ist  ^/(w)  eine  im  ganzen  Kreise  conti- 
nnirliche  Function,  so  findet  nur  eine 
Discontlnuit&t  für  rr  = 0 statt,  wo  der 
Nenner  verschwindet;  dann  ist  wegen; 
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Be»  [^]  = VK0), 

alao  in  dieiem  Falle: 
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0 1— 2rco»?-fr*-”’ 

WO  jedoch  r kleiner  *1b  1 sein  muss. 
Sei  ferner: 


f'  V'("''Vv=2.n;<0).  (F)  = ») 

J 0 


Setzt  man  hierin  noch: 

y’(»)=A»+«*). 

•o  kommt: 


und  der  Modul  von  s kleiner  als  1 , so 
findet  ebenfalls  Continuitkt  statt;  es  ist: 


V(0)  = 0, 


also : 


/ (G)  lg(l  — rc’V'f-O. 

•'0  ./  0 


wo  f{x)  eine  eindeutige  und  continuirliche 


Function  fftr  jeden  Werth  ron 

ist,  wo  Q kleiner  als  r sein  muss. 
Beispiele.  Sei  in  Fonnel  F: 

tK»)  = ^ 


= llg(l— 2rco87+r>). 


lg  {l—re'*)=p+qi, 

so  wird 

lg  {l—re~f‘)=p—ii 

sein,  also 

1— s ;>  = Jlg(l— re'^Vl— re~’') 

V(0)=1. 

Ein  Ausdruck,  der  so  lange  continuirlich  . 

bleibt,  als  in  z-=rt^'  die  Grosse  r klei- 

ner  als  1 ist  (d.  h.  wo  der  analytische  Mo-  / - q 

du]  von  s kleiner  als  1 ist).  Es  ist  also:  ./  o 

-J3L_=2.  XXVIl  II  ““  = 

•/  0 l-re?‘  r ''ig(i_2rcosy-|-r’)dv  = 0,  XXVUI 

oder  wenn  man  Beelles  und  Imaginäres  J o 

*^*°“**  80  lange  r kleiner  als  1 ist. 


'ln  1— rcos^ 

cosy+»‘ 


-d./=in 


Sei  jetzt  r grösser  als  1,  so  ist 
jedenfiüls : 

-■?7I  o 1 

)rfy. 


/"•  1—1 
„ l-2r 

/ln  g*'in  ^in  g j 

lg(l— 2rcosy-|-r’)d</=  / lgr>rfi/+f  Ig(l— -CO»  1 +-?)*/ 

0 •'  0 ./  0 

Das  letzte  Integral  aber  verschwindet  nach  dem  Obigen , weil  j kleiner  als  1 ist, 

und  man  hat: 

/in 

Igr*  =4n  lg  r, 

0 

also:  f lg(l— 2rcosi|t-)  r’)if,  =4.1  Igr.  XXVIII a 

Die  Formeln  XXVIH  und  XXVIII a gelten,  je  nachdem  r grösser  oder  kleiner 
als  1 ist;  für  r = l ergibt  sich  noch  immer  der  Werth  Bull,  denn  beide  Formeln 
gehn  in  diesen  für  diesen  Fall  über,  die  Function  hört  also  nicht  auf  continuirlich 
ZU  sein. 

Es  ist  noch: 

/ln  /*^ 

lg(l— 2r  cos7>+r*)d<y  = / +/ 

0 0 7t  ■ 
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wo  die  Function  in  beiden  Integralen 
rechts  zo  erg&nzcn  ist  Setzt  man  im 
letzten  Integral 

9 =2,7  — 

80  wird  dasselbe: 


/ lg(l-2rcüsfl-}-r’)d.'>, 

J 0 

also  gleich  dem  ersten^  und 

/2  1t  f%  7f 

= 2 f , 

0 ' 0 


also: 


r 

0 


lg(l— 2r  c06»/+r*)d»/  =0 


oder  =2ilgr,  XXVinb 
je  nachdem  r nicht  grosser  oder  grösser 
als  Eins  ist. 

Sei  endlich  noch: 


ein  Ausdrnck,  der  für  endliches  s nicht 
discontinuirlich  wird,  so  hat  man , wenn 
ar  = ö 


gesetzt  wird: 


7 + -2», 


XXIX 


also: 


***  'fcot  (6  sin  y)  da  = 2a, 

XXIX  a 

'°"'''sin(»8iny)d/=0.  XXIXb 


45)  Sechste  Methode,  (lieber* 
gang  Tom  Reellen  zum  Imagi* 
n&ren.) 

Diese  Methode}  welche  ebenfalls  eine 
leichte  Anwendung  der  in  Abschnitt  11 
und  12  enthaltenen  Prinzipien  ist,  hat 
folgenden  Zweck.  Es  kommt  hftnfig  voF} 
dass  für  bestimmte  Werthe  Ton  Con- 
stanten  entwickelte  Integrale  für  allgc* 
meincre  Werthe  dieser  Constanten  zn 
bestimmen  sind,  und  oft  kann  dies  leicht 
durch  Transformationen  oder  Auflösung 
von  Differenzialgleichungen  geschehen. 
So  war  das  im  Abschnitt  40  durch  beide 
Methoden  abgeleitete  Integral 


zanäefast  für  den  Fall  bekannt,  wo  d = 0 
war.  Diese  Methoden  aber  Anden  zu- 
weilen in  der  Anwendung  Schwierigkeit, 
wenn  man  stau  einer  reellen  Constame 
eine  imaginäre  einführt;  es  ändert  sich 
dann  nämlich  bei  der  Substitution  in  der 
Regel  auch  der  Integrationswcg.  Dies  war 
z.  B.  bei  der  Entwicklung  der  Formel  UI 
des  Abschnitts  38  der  Fall,  welche  mit- 
hin eine  Untersuchung  nöihig  machte,  ob 
und  welchen  Einfluss  dieso  Acndernng 
auf  das  Resultat  bat. 

Statt  diese  Untersuchung  über  in  jedem 
Falle  anzustellen , gibt  Satz  I des  Ab- 
schnitts 12  ein  für  allemal  eine  sehr 
allgemeine  Formel,  welche  von  Caueby 
zuerst  gebraucht  worden  ist,  nnd  als  die 
eigentliche  Methode  des  Uebergangs  vom 
Reellen  znm  Imaginären  bezeichnet  wer- 
den kann. 

Der  bezeichnete  Satz  sagt,  dass: 

rfy], 

wo  y eine  beliebig  zu  bestimmende  Func- 
tion von  X ist,  immer  gleich  Knll  ist 
för  irgend  einen  geschlossenen  Umfang 
auf  dem  und  innerhalb  desselben  sich 
kein  mehrfacher  oder  Discontinnitätspankt 
befindet,  falls  die  beiden  Functionen  f 
und  /‘i  die  Gleichung: 

dy  "■  dx 

erfüllen. 

Ist  nun  s eine  beliebige  Function  von 
X nnd  y,  so  ist  offenbar: 


wie  man  leicht  durch  Differenziiren  sieht, 
also  was  auch  ^(z)  sei,  falls  nnr  für  das 
gegebene  Flächenstück  die  Continoit&ts- 
und  Eindeutigkeitsbedingung  erfüllt  wird : 

/»(*)[£  + = 

Der  beliebig  zn  bestimmende  Umfang 
sei  nnn  ein  R^htcck,  dessen  eine  Seite 
AB  der  Abscissenaxe,  die  andre  AC  aber 
der  Ordinatenaxe  parallel  sei,  nnd  wo 
den  Endpunkten  der  ersten  Seite  A B 
(Figur  33)  die  Werthe 
x = (t  y = 

x = Oj  y = 6, 

dem  Paukte  C aber  die  Werthe: 

* = «.  S = *I 

enupreeben. 
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Fig.  33.  Im  ersten  Integrale  ist: 

X zwischen  den  Grenzen  a und 
zn  nehmen, 
y ronstant  gleich  6. 

Im  zweiten  Integrale  ist ; 

X constaiu  gleich 

y in  den  Grenzen  b nnd  b^  zu 
nehmen. 

Im  dritten  ist; 

X zwischen  den  Grenzen  a^  and  a 
za  nehmen, 
y consUnt  gleich  b^. 

Im  vierten  ist: 

X constant  gleich  a, 
y zwischen  den  Grenzen  b^  und  h 
za  nehmen. 

Es  zerfallt  dann  unser  Integral  in  4 Man  erhalt,  wenn 
andere,  welche  sich  über  die  Seiten  ÄBy  s = y-(x,  y) 

BDy  DCy  CA  erstrecken.  gesetzt  wird: 

y (ys,  + y**“  y (.A«.,y)  iy 

—f^  ‘ y (</-*.  4 ,)  dx  - f ^ ' ?(<("».»)  <>y = 0-  (A) 

Um  in  diesen  Ausdruck  das  Imaginäre  gleicher  Art  aber  theils  mit  reellen  und 
einznfuhren,  braucht  man  nur  zu  setzen:  theils  mit  imaginären  Constanten  erge* 
z = y«(x,  y)  = ii*f  vi,  folgenden  Beispiele  zeigen 

’**•“  "n"  “onen  *®Be “spiel  1.  Wir  setzen 
von  X nnd  y sein  sollen.  Es  wird  dann  ^ 

für  jede  Wahl  der  Fnnciionen  u und  v V'C*»  y)  = *+y*» 

sich  eine  Relation  zwischen  Integralen  so  wird  der  Ausdmek  A offenbar: 

/®i  /*®i  /*^i  /*^i 

if(x+bi)dx  — I (f(x+b,i)dx  = il  <f(.a+yi)  dy— il  <f{Oi+yi)dy 
o a J k 'd  h 

oder,  wenn  man  setzt  and  b^  mit  4S,  h vertaoscht: 

/“  /»n  f*b  g*b 

(f(x)dx—l  y(x-^bi)dx  = i I <f(^dy^il  <f(a-^yi)dy. 

0 0 / 0 ^ 0 
Also  wenn  y(»)  = e“**, 

«4  =00 

gesetzt  wird: 

Nimmt  man  nur  den  reellen  Theil,  so  ist,  f*  ^ dy  wesentlich  reell  ist, 

./  0 

/®  t _ 

e * rfx  = n war ; 

0 

0 

— A’ 

y»! 


(B) 


und 


/ 


cos26x<fx= 


cos26xdx  oder 


0 2 
eine  Formel,  welche  mit  Xlla  des  Abschnitts  39  übereinstimmt. 
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Der  Vergleich  der  imaginären  Thcile  gibt  dagegen: 

r”  e“*’  6in24*<tr  = e“**  /'*e»‘dj,  XXX 

Jo  Jo 

eine  Formel,  die  freilich  nur  zu  einem  durch  ein  anderes  Integral  ausgedrhcktem 
Werthe  des  bezeichnetan  Integrals  führt. 

Beispiel  2.  Sei  jetzt:  » = ax,  t ■=  xy , so  ergibt  eich  eine  in  weit  mehr 
Fällen  anwendbare  Formel. 


Et  ist  nämlich: 


nod  die  Formel  A wird,  wenn  man  wieder 

« = 6 = 0 

eeUt: 


(«+6i)  r y[x(ft+6i)]djf— « /*  iß(ax)dx  = ia  f*  (C) 

./  0 «'0  0 
Wenn  die  Function  y so  bescfaaffen  ist,  dass  iur  positiTes  anendlich  grosses  a 
der  Ansdrack  ay  <hr  jedes  y Terschwindet,  ist  noch: 

(a-^bi)  f*  tf[x{n-\-b%y\dx  — af*  (/{ax)äx 

Jo  J 0 

and  diese  Formel  fflhrt  ein  Integral  mit  complexcr  Conatante  ohne  weiteres  auf 
dasselbe  Integral  fdr  den  Fall  zurUck,  wo  der  imagin&re  Thcil  der  Cunstante 
Null  ist. 


Ist  X.  B. 


wo  n reell  ist,  so  hat  man : 


/ \ U“  J 
y (x)  = X e y 


r — ^L — r 

0 (a  + w)"*^  0 


/oo 

e dx,  von  dem  bald  ausführlicher  die  Rede  sein 

0 . • u 

wird,  lässt  sich  im  Allgemeinen  nicht  bestimmen ; es  ist  aber,  wenn  wir  noch 

nxrcoB^,  6 = rsin^ 


/'®e-"’**>-'d*  = (cos»)"c-"'^  r 

J 0 J Q 


Dies  Resultat  nimmt  eine  noch  etwas  einfachere  Form  an,  wenn  wir  den 
Ausdruck 


«“V”‘dx=r(«), 


mit  dem  wir  uns  bald  zu  beschäftigen  haben,  einfikhren.  Es  ist  dann,  wenn  man 
rrx=y  setzt: 
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g Mi/i 


oder  wenn  wir  du  Reelle  vom  Imagintren  trennen; 


/“  I.— I -xreoe»  , ....  «>«("»)_, 

X e cos  (r  sm  9)dx  — T\n),  XXXIa 

0 r 

/*'* x"~ ' e~"  *«in  (r  ein  ») rfx  = -■°-  "--r(w).  XXXIb 

•>  0 r" 


Beiondere  Beachtung  aber  ronag  der  Fall  Anden,  wo  itt;  man  hat 

i» 

dann  aus  den  Formeln  XXXI,  XXXIa  und  XXXI b,  ihre  Gültigkeit  für  diesen 
Fall  vorausgesetzt, 


/*  — rxi  » — I , ^ ^ V 

Je  X dx  = — — I\n), 


ein  Resultat,  welches  gleichbedeotend  ist  mit: 


ow  H-l 

/rxi  ft — I , \ 

ex  dx=  —IX«), 


da  das  Vorzeichen  von  • auch  das  negative  sein  kann.  In  den  beiden  Formeln 
gibt,  wenn  man  Reelles  und  Imagin&res  trennt: 


cos 

cos  (rx)x"  “ *dx= —r{n)f 


XXXIla 


sin  — 

/sin  (rx)x**  *dx= r(")- 

ra  r" 


XXXUb 


Den  Formeln  XXXII  kommt  aber  kei> 
neswegs  die  allgemeine  Gültigkeit  der 
Formeln  XXXI  zn. 

Bei  allen  diesen  Entwicklungen  ist 
nftmlich  voraosgesetzt,  dass  die  Function 

y(x)=:x**  so  beschaffen  sei,  dass 

der  Ausdruck: 

fl  y[fl(«+yi)]  = a"(a+yi)**~*  e“^(«+y*) 
mit  wachsendem  <i  für  jeden  Werth  von 
y verschwindet;  dies  ist  nun  offenbar 
immer  der  Fall,  wenn  a positiv  ist,  und 
diese  Bedingung  ist  in  den  Formeln 
XXXI  für  a = r cos  ^ hinzuzufÜgen,  sic 
spricht  ans,  dass  der  Winkel  ^ im  er« 
sten  oder  vierten  Quadranten  liegen  soll, 
da  r stets  positiv  genommen  wird,  ln 

dem  Falle  aber,  wo  ^ also  a =:  0 

wird,  wie  es  in  den  Formeln  XXXII  der 
Fall  war,  erhält  man: 


rt7(flyi)  = o'*(yi)" 

hier  ist  für  wachsendes  a un- 

bestimmt, und  der  Ausdruck  verschwin- 
det nur,  wenn  n negativ  ist. 

Wir  werden  jedoch  bald  sehen,  dass 
der  Ausdruck  r(n)  keinen  Sinn  mehr 
gibt,  wenn  it  negativ  ist,  also  dieser 
Fall  überhaupt  ausznschliessen  ist.  Ue- 
brigens  aber  wird  das  ganze  Resultat 
unsicher,  wenn  « verschwindet,  da  dann 
das  Integral 


wird,  und  sich  hierfür  ein  unendlich  gros- 
ser Werth  ergibt,  die  Einlubmng  der 
Function  r(fi)  sich  also  nicht  recht- 
fertigt. Ob  und  in  welchen  Fällen  die 
Formeln  XXXII  noch  Gültigkeit  haben, 
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)Bt  direct  tn  uotersachen.  Wir  wenden 
bei  dieser  Untennchnng  diejenigen  Prin- 
zipien an,  die  uns  schon  in  Abschnitt  38 

yoo 

e — - dx  für 

0 « 

den  Fall  gaben  ^ dass  a gleich  Kuli  war. 

Wir  können  den  Satz,  der  diesen  Be- 
trachtnagen SU  Grunde  liegt,  etwas  all- 
gemeiner mit  den  Worten  aussprechen: 

„Hat  der  Ansdruck  / f{x)  dx  einen  be- 

J 0 


stimmten  und  endlichen  Werth , so  ist 

y«>  _ - 

e f{x')dx. 

0 

für  den  Fall,  dass  u gleich  Null  ist.“ 
Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  zeigt  fol- 
gende Betrachtung.  Sei: 

^ 0 

so  ist: 

/■(,)  = V'(x) 

und 


/*0O  /»CO  _ /^co  _ 

/ t ({x)  ix  - I e If  '(x)dx=af  e "*«  (*)  d*. 

/ 0 *^0  / 0 
Du  letite  Glied  folgt  durch  theilweisee  Integriren,  wobei  der  Theil  aouerhalb 
dei  IntegralxeichenB  Terschwindet.  Nun  ist 

r « + / e “*y(*)dr. 

a 0 C 

Sei  nun  o ein  mittlerer  Werth  von  y(x)  in  den  Grenzen  0 und  c,  9 ein  solcher 
in  den  Urenzen  c nnd  00,  da  r/(x)  ihr  x =:  x nicht  discontinnirlich  wird,  so  ist 
nach  einem  schon  oft  angewandten  Satze: 

«r  e {x)dx  = (1  — € ” • 

J 0 


Möge  jetzt  c ins  Unendliche  wachsen,  während  n abnimmt;  jedoch  sei  dies  in 
dem  Masse  der  Fall,  dass  ac  noch  immer  nach  Null  bin  abnimmt.  Es  ist  dies 
s.  B.  der  Fall,  wenn 

c=;T=^»  oc=/Ö 

V« 

gesetzt  wird,  wo  dann  ac  mit  0 gleichzeitig  rerschwindet.  Man  bat  dann: 

/«  * /»oo  ' 

0 f{x)dx  — al  e *^^tf(x)dx:x0, 

0 ‘'0 

0 aber  war  ein  Mittelwerth  Ton  ^ (O)  nnd  y (co),  was  mit  wachsendem  c den 

/X 

/(x)  dx  ergibt. 

0 

Dieser  allgemeino  Satz  zeigt  f&r  nnsem  Fall,  dass  die  Ausdrücke  XXYTIa 
und  b noch  Gültigkeit  haben,  wenn  die  Integrale  links  endliche  und  bestimmte 
Grossen  sind.  Es  ist: 

^ («+.)- 

/CO  — . /T  r g*  T 

ünrxx  # + / +•••+/  4..., 

0 0 71  ^ tn 


Da  x"  * immer  positiv  ist,  so  wird  das  Vorzeichen  von  sinrx  das  der  einzelnen 
Integrale  bestimmen,  nnd  das  erste  Integral  rechts  ist  positiv,  das  zweite  nega- 
tiv n.  s.  w.  Es  ist  also: 
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wo  9 eia  echter  positiTer  Bruch  ist;  also  die  Grensen  dieses  Ausdrucks  ergeben 
sich,  wenn  men  s = 0 und  » = 1 setzt; 


s + 1 


7(7)”-'  </. ; 


dx  < 


Ist  nun  n ein  echter  Bruch,  so  wird  FQr  n=0  gibtX2XlIb  die  Formel IH 
offenbar  die  Reihe  der  Zahlen:  (xn)"“',  ***'  38 

[(s  + l)n]"~^...  immer  abnehmen,  und  /’*  wenn  r oositir  ist. 

da  die  Zeichen  der  Integrale  wechseln,  J q x 2’  ^ 

IO  bilden  dieselben  eine  Beihe  immer 

abnehmender  Glieder  mit  wechselnden 

Voneichen,  eine  solche  Reihe  aber  bat  sin  r;c  n 

nach  einem  Satze  von  den  Reihen  (siehe  / — dxx:—^y  wenn  r negativ  ist, 

den  Artikel:  Reihen)  immer  eine  end-  0 ^ ^ 

liehe  Summe,  also  unser  Integral  dann  Setzen  wir  noch  die  sweite  Formel 

einen  endlichen  Werth.  Ist  n grßsser  XXXII  n=^,  ar=(y+«)’>  ao  kommt: 

als  1,  so  findet  dies  nicht  mehr  statt.  ■ 

Das  Integral  XXXIIa  kann  natürlich  nP  r(l\ 

ganz  ihnlicben  Betrachtungen  nnterwor-  J ^ y^2'  ' 

fen  werden,  nur  sind,  damit  in  den 

Theilintegralen  die  Zeichen  des  Cosinus 

sich  nicht  indem,  statt  der  Grenzen  n. 

“ »ehmen  (s+i)",  + e*  =cos  j+i sin ^ = ^(1+i) 

Die  Formeln  XXXU  sind  also  dann  j;,  j,t  aber  ^ 

immer  und  nur  dann  gültig,  wenn  n 

zwischen  Null  nnd  Eins  liegt.  Die  hier  — x 

gegebenen  Betrachtungen  rühren  von  r(4)  = I ^^-7=-dx^Yn 

Dirichlet  her.  Uebrigens  ist  in  diesen  •/  fx 

Formeln  immer  vorausgesetzt,  dass  r ^ 

positiv  sei.  (vergleiche  Abschnitt  39,  Formel  Xb), 

."(» ' + = e ,/ XXXIII 


/; 


2 I2’ 


fär  a gesetzt  : 
. +00 


hierin  noch  — 

nnd  indem  man  im  letzten  Resultate  die  Grensen  nmkehrt  nnd  für  y setzt: 


Dieser  Ausdruck  zu  XXXIII  addirt  gibt: 
.+00 


XXXIUa 


Wenn  wir  die  Formel  XXXI 
00 


j 


— fidi 


-rt») 


mit  der  zur  Entwicklung  dieser  Formel  nöthigen  andern  hier  gegebenen: 
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und  der  Formel  XXXII: 


oo  — M-i 


Tergleichen,  to  bemerken  wir,  dass  der 
Ansdmck : 


in  den  F&llen  einen  bestimmten  Werth 
angibt,  1)  wo  a eine  reelle  positire  Zahl, 
2)  wo  a eine  complexe  Zahl  ist,  deren 
reeller  Tbeil  positiv  ist,  3)  wo  «t  eine 
rein  imaginäre  Zahl  ist.  Wahrend  aber 
in  den  beiden  ersten  Fallen  die  Formeln 
iUr  jeden  positiven  Werth  von  »i  gelten, 
ist  die  dritte  nur  ihr  positive  WerUie 
von  fl,  welche  kleiner  als  1 sind,  gältig. 

46)  An  die  letzten  Formeln  wollen 
wir  Jetzt  noch  einige  besonders  instme- 
tive  Entwicklungen  knüpfen. 

Zunächst  schreiben  wir  die  beiden  For« 
mein  XXXIl  unter  der  Gestalt: 


r(l-«)r"  1) 


r(l-«)r“  2) 


w'o  l~a  gleich  « gesetzt  \nirde,  also  a 
eine  positive  zwischen  0 und  1 liegende 
Zahl  ist. 

Im  Folgenden  werden  Öfter  negative 
nnd  imaginäre  OrOssen  zu  einer  positiven 
Potenz  a erhoben  werden,  welche  ein 
Bruch  ist.  Um  Mehrdeutigkeit  zu  ver* 
meiden,  denken  wir,  dass  dem  complezen 

Ausdrucke  u jedesmal  die  Form  ge 
gegeben  werde , w'o  der  Modul  g also 
jedenfalls  positiv  ist.  & kann  jeden 
Werth  von  — n bis  -hn  haben,  also 
muss  positiv  oder  negativ,  jedenfalls 
aber  kleiner  als  n oder  höchstens  gleich 
dieser  Grösse  sein.  Es  ist  dann: 


Eine  Mehrdeutigkeit  könnte  hierbei  nnr 
in  dem  gans  bestimmten  Falle  stattiinden, 
wo  u eine  negativ  reelle  Zahl  ist,  dann 
ist  nämlich: 


also 


u=.ge~^ 


tt  a 4-ffm 
u e — 


wo  s jede  beliebige  ganze  Zahl  sein  kann. 
Wir  aber  nehmen  ein  für  allemal  an, 
dass  im  Exponenten  der  absolut  kleinste 
Arcus,  also  der,  wo  s = 0 ist,  stehe,  so 
dass 

« « öffi 

U =zg  e 

ist,  und  d zwischen  n nnd  liegt. 


und  beide  Vorzeichen  geben  einen  Arcus, 
dessen  absoluter  Werth  derselbe  ist.  In 
diesem  Fall  müssten  also  beide  Vorzei* 
eben  genommen  werden. 

Ist  jetzt  X reell  und  positiv,  so  hat 
man: 

n. 

— t 

a?i  = X«*  , 

also: 

n . 

(xt)  =x  ; 

somit  erhalten  wir  ans  Formel  1)  und 

2),  wenn  wir  im  Nenner  (xt)**  für  x®* 
schreiben: 


/ — rxi 

— I /’(! -~fr)  r**  \ 

0 


3) 


j 


0 (•") 


-dx  = ie 


«)r" 


4) 


ln  die  Integrale  1),  2),  3),  4)  aber  setzen  wir  x+hi  statt  x,  Werthe  für  die  na- 
tdrlich  die.  AoidrUcke  rechts  anntebst  keine  Gültigkeit  haben.  Indess  können 
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wir  UDS  SU  ihrer  Bestimmang  der  Forroel  B des  vorigen  Abschnittes  bedienen. 
Es  ist,  wenn  wir  in  dieser  Formel  a = oo  setzen,  und  berücksichtigen,  dass  in 

dieser  I y(a+yi)  immer  verschwindet,  wenn  n positiv  ist: 

J 0 


J „ {x+bif  J 0 x“  J ^ (yi)“ 

j 0 ('+«)"  0 *"  *^0  (r)" 

J 0 (ri-4)“  ' „ («)« 

0 0 («)“  „(-y)" 


Die  ganze  Entwicklnngsweise,  der  wir 
die  Formel  Ä des  vorigen  Abschnittes 
verdanken,  setzt  voraus,  dass  die  Potenz 
im  Kenner  der  Integrale  links  nnd  der 
zweiten  Integrale  rechts  immer  den 
kleinsten  Arens  habe.  Denn  die  vier 
Seiten  des  Rechtecks,  anf  welchen  die 
Integrale  genommen  wurden,  müssen  sich 
derart  an  einander  schlicssen,  dass  die 
Argumente  dieselben  bleiben;  da  nun  im 
ersten  Integrale  rechts  immer  der  kleinste 
Arcus  genommen  ist,  so  muss  dies  auch 
bei  den  anderen  Integralen  geschehen. 
Jedoch  enthalten  die  letzten  Integrale 
der  beiden  letzten  Formeln  noch  eine 
Zweidentigkeit  in  dem  Falle,  wo  6 po> 


sttiv  ist.  Diese  wird  aber  gehoben,  wenn 
man  berücksichtigt,  dass 

Xi-b  = fi\ 

immer  einen  Arcus  r enth&lt,  welcher 
positiv  ist,  so  lange  x,  wie  hier,  immer 
wlbrend  der  Integration  positiv  bleibt; 
es  ist  also  auch  f&r  x=0  der  Arens  po- 
sitiv zu  nehmen,  nnd  da  y im  letzten 
Integrale  bis  & geht,  so  ist 

~y  =ye 

hier  mit  dem  positiven  Werthe  des  Ar- 
ens zu  versehen. 

Setzt  man  jetzt  in  die  letzten  vier  For- 
meln für  die  ersten  Integrale  rechts  ihre 
Werthe  ein,  so  kommt: 


o (*+«)" 


0 (yi) 


/ 


» -r(*+4i)i  *r»rfy 

dx+tf  r"  'r(l— n) 

0 (x  + bif  J „ (yif 


/“*  r(x+4i)i  " —'üj 

dx+if  lJJv  = 

, (xi-4)"  J „ 


r(l-«) 


6) 

S) 


7) 


^ -r(x+bi)i  » 

I dx+if  ‘r(l-tt) 

0 ("-&)"  o(-y)‘‘ 


8) 


Wenn  man  in  dieee  Formeln  noch  —4  Ihr  4 letzt,  lo  ergibt  eich,  wenn 
man  noch  x mit  —x,  y mit  — y vertanicht,  die  Grenzen  der  Integration  aber 
amkehrt: 
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/ 


—00 


g— r(*+M)i 

(*+W)" 


0 (yo“ 


an. 


/ 


— « 


— 00 


r(j:  + «)t  — » „_l  a 

* dx-if  f 3=_ig3  r“  'r(l-«)(-l) 

(*+w)”  •'o  (y<)“ 

.~r(*+W)t  * r«. 

(*i-6)“  (-y)« 


y 


—00 


_.r(r+W)i 

(ri-4)" 


* -r« 

iT 

*^0  (-y)" 


r(i-o)(-i)“ 


Der  Factor  (—1)”  rechts  ist  entstan- 
den, indem  man  den  Werth  ( — x — b\)^ 
in  den  beiden  ersten  Formeln  in  die 

Factoren  (—1)**  (x-|-6i)*^,  sowie  ( — xi-f-ft)” 

scrlegt«,  ebenso  mit  (~yi)”  und  (y)“ 
▼erfibrt,  und  mit  dem  ersten  Factor  die 
entsprechende  Gleichung  multiplicirt.  Die 

Wertho  Ton  (~1)*  sind  noch  za  be- 
stimmen. 

* + W=pe±(’’-*)\ 

wo  ^ im  onten  Quadranten  liegt  nnd 
daa  obere  oder  untere  Zeichen  zu  neh- 
men ist,  jo  nachdem  4 positiv  oder  ne- 
gativ ist,  denn  x ist  immer  während  der 
ganzen  Integration  negativ. 

— i-4i  = pe+®*, 

unter  denselben  Voranssetzangen,  Es 
ist  also: 

Es  ist  also  in  die  beiden  ersten  For- 
meln zn  setzen: 

(_!)«=  ei'*'”, 


wo  das  obere  Zeiclien  anf  positive,  das 
untere  auf  negative  Werthe  von  b geht. 
In  den  beiden  letzten  Formeln  ist 

— oder  = pe 

je  nachdem  6 positiv  oder  negativ  ist, 
nnd 

b — xi  = p«^*  oder 

nntcr  denselben  Bedingungen.  Also: 

a a^oi  / -i\«  ß <r(i^— .i)t 

Q e =(  — 1)  ^ e ^ ' 

im  ersten  Falle, 

o «(«— i\ß  a — 
g e ^ * =(“1)  q « 

im  zweiten  Falle.  Für  positives  oder  ne- 
gatives b ist  also  in  den  beiden  letzten 
Formeln: 

(—1)''=«"'”. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  addire 
man  jetzt  die  vier  letzten  Formeln  za 
den  mit  5),  6),  7),  8)  bczcichneten,  der- 
art, dass  die  zweite  mit  5),  die  erste 
mit  6),  die  vierte  mit  7),  die  dritte  mit 
8)  verbunden  wird,  wodurch  sich  ergibt: 


/ 


+®  ri(a:-|-4i) 


_cz>  (*+«)" 


-dx=0  oder  =ie 


an. 

•i 


je  nachdem  6 positiv  oder  negativ  ist. 

Für  den  letzten  Werth  kann  man  auch  schreiben: 
an. 

2e  r**”  * r(l  — «)Bin(ßTT). 
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Also  wenn  man  b immer  positiv  denkt: 


/ 


+ ® ri(x+ii) 


-00 


-<ix  = 0 oder  =2c‘^  r"  r(l— «) 


9) 


Ebenso  erh&U  man: 

+*  -ri(r+W) 


/ 


{x±lnf 


■‘dx. 


ttn. 


r(l— c)8in«/r  oder  =0,  10) 


/ 


+ “,  + ri(i  + «)  . 

■ — ■ — rfx  = 2r“  ^ i'(l  — n)  sinnn, 

(xi-bf 


f 


“CO 


— 00 


(xi-fi)« 


- </x  = 0. 


11) 


12) 


In  den  beiden  letzten  Formeln  kann  b ^ _J_ 

positiv  und  negativ  gern,  ln  den  beiden  o o 


Es  ist  also  sowohl  der  reelle  als  der 
mit  i multiplicirte  Thcil  von 


/ 


-tf 


(Xi)" 


/ 


“Cf 


ersten  entspricht  der  obere  Werlb  dem 
positiven,  der  untere  dem  negativen  Zei« 
eben  von  h. 

Die  Formeln  9 und  12  sind  unter  der 
Bedingung  cntwicläcU,  dass  tt  ein  posi- 
tiver echter  Bruch  ist,  r kann  nicht  Nnll 
sein.  Der  Fall,  wo  h gleich  Nnll  ist, 

macht  eine  besondere  Discussion  nOthig.  

In  den  Formeln  11  und  12  bleibt  für  Ä 
diesen  Fall  der  Ausdruck  rechts  conti-  ^ 

nnirlich.  In  dem  Ausdrucke  links  wird 

e±"' 

die  Fonctiun  für  i gleich  Null 


Der  Aus- 


(xi) 

unendlich,  indess  ist  der  Ausdruck: 

i rxi  1 „ . 

e—  1 »t 


so  ist  der  reelle  und  der  mit  i 
multiplicirte  Thcil  von 

t 


(xi) 


/ 


+ ‘ , f rxi  . 
c — ■ dx 


+s 


(xi)" 


Tt. 


wenn  x positiv  ist,  wo  eine  von  x uuj  Ausdruck  rechts  gleich 
abhängige  reelle  Zahl  ist,  ulso  der  Mo- 
dul dieses  Ausdruckes  jedenfalls  gleich 

— , dagegen  ist  der  Modul  dieses  Aus- 


i 


• -00  («)' 


f 


Setzt  man  also  das  Integral: 
“J“ 

\f  -/  \f  ■ 


+ t 


80  werden  die  beiden  mittlcm  Integrale  gesetzt  werden,  ohne  dass  das  Integral 
füruncndlicU  kleines  g und  J von  diesen  aufhört  eine  bestimmte  Summe  zu  habeu, 
Grüssen  unabhängig,  und  nehmen  nach  und  somit  bleiben  für  6 = 0 die  Formeln 
Null  hin  ab,  wenn  man  auch  « und  l 11  nnd  14  noch  richtig.  Diese  Schlüsse 
abnebmen  lässt.  Es  kann  also  aber  würden  falsch  sein,  wcnnfr>l  wäre* 

g = cf  = 0 weil  dann 

21 
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Je  nachdem  man  non  das  obere  oder 
* — cOi  untere  Zeichen  nimmt,  also 

eben  so  wie  würde.  ^ 

Die  Formeln  9 nnd  10  geben  für  A = 0 

rechts  discontinuirliehc  Werthe.  Für  die  wird  auch  der  obere  oder  untere 

Ausdrücke  links  aber  gelten  die  obigen  Werth  gelten.  Diese  Betrachtungen  sind 
Schlüsse  noch.  Die  Formeln  9 und  10  *«r  genauen  Ermittelung  der  Werthe  be- 
gehen also  für  = 0 noch,  werden  aber  stlmmtcr  Integrale  ganz  unerlässlich,  und 
zweiwerthig.  In  der  That  wird  im  nc-  daher  hier  etwas  ausführlicher  auf 
gativen  Theile  des  Integrals  dieselben  eingegangen. 

fc  Falle,  wo  b gleich  Noll  ist,  ist 

o*A  — ^ e , jiIjq  Bedingung,  dass  a ein  echter 

also  zweideutig,  ganz  wie  oben  gezeigt  Bruch  sei,  für  die  Gültigkeit  unserer 
wurde,  Formeln  ganz  unerlässlich. 

In  allen  andern  Fällen  aber  sin«!  die  Resultate  9 bis  12  einer  Erweiterung 
fähig.  Es  ist  nämlich,  ob  r positiv  oder  negativ  sei, 

+ “^ri(x+4i)  ^ri(oc  + W)  ^ri(-oc  + Ai)  ,."(^  + W) 


dx  = f-  - 

(i  + Ä*)”  ri(x-fÄi)”  ri(— x + 6i/* 


-00  (*+Ai)"‘^' 


wie  sich  durch  theilweises  Integriren  ergibt,  und  da  der  ausserhalb  des  Integral- 
zeichens befindliche  Theil  verschwindet: 


+ °°  »(»4-61)^^^  ri  r 

•''-00  (■r+W)''+‘ 


ri(x  + bi) 

(x+bif 


Ebenso  erhält  mau : 


+”^ri(x+AQ  ^ + ”,ri(x+Ai) 


(xi-bf+'  (Xi-t)“ 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Verfahrens  ergibt  sich,  wenn  t eine  belie- 
bige ganze  positive  Zahl  ist: 


-t”  ri(x4-Ai)  r»«'  „+”,ri(x+6i)  ^ 

•'-oo  («+lX"+2)-(n+«)./ (x+Ai)" 

+”^ri(x  + Ai)  +«  ,rt(x4-Ai)  ^ 

J (o,i_A)'‘+*  ~{«  + i)(«+2)-{«+>)J_ 


Wir  antieipiren  jetzt  zwei  Formeln,  die  r(«)-(rt+l)(«-|-2)»'*(n  + i)  = r(rt-}-f). 
in  Abschnitt  49  bewiesen  werden  sollen.  Ansdrücke  in  9,  10, 

11,  12  ein,  und  dividiren  durch 


r(l — ä)  sin  «n=;- 


Die  zweite: 


so  kommt,  wenn  man  X für  o-|-t  schreibt: 
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+ ® 1-1  -rh 


-r^  _ 

/ - 

— 00  ' 


' e^dx  _ 

^ • 1 

„ 27«  '■  r^“', 

üoder-  - 

(x±W)^ 

—Hx, 
e ax 

— A-i 

27« 

(x±W)^ 

r{i)  ‘ 

rix 

e 

27«^-' 

r(i) 

— rix 

~ 

0. 

(xi4A)^ 

XXXIVb 


Die  Formeln  gelten  fUr  positiyes  r«  aber  47)  Der  Forme)  D des  Absclmitts  45 
nicht  für  r=0,  für  jedes  positive  A nnd  wollen  wir  noch  eine  Anwendung  ent- 
6t  für  6 = 0 noch  danot  wenn  k kleiner  nehmen, 
als  Eins  ist.  Sei  darin 

Durch  die  Addition  und  Subtraction  . . n*— ( — (.r+c)* 

dieser  Formeln  Hessen  sich  hieraus  noch  VW  — * ^ 

mancherlei  Resultate  herleiteot  auch  sind  eine  GrÜsse,  dio  offenbar  der  dort  aus« 
in  denselben  als  specielle  Fälle  eine  grosse  gesprochenen  Bedingung  genügt,  es  ist 
Anaahl  bestimmter  Integrale  enthalten,  also: 

J Q 0 

oder  da 

r”  x»-'e-<'+*“)’rfx  = l 

J 0 0 

wie  man  ersieht,  wenn  man  x für  ax  schreibt,  so  erhält  man  durch  Trennung 
des  Reellen  vom  Imaginären,  wenn  man  noch: 

0+6»  = rc^* 

setzt: 

/■*  ^i‘**-(c+«-r)*,,08[2K«->^+c)]x"-'<ic= 

0 

r®  e-  ("•+')'»—' rfx  XXXV 

«a/  0 

(ß*  + 4“)^ 

^ ® ^4»x  «_  (c+ «x)> [2Ax(«-«-+ ' dx  = 

• / 0 

e“(-'  + ‘')’x"— '<tt.  XXXVa 

n./  0 

(a>  + 6>)J 

El  iit  hierin  r wieder  gleich  gesetet,  also 

tgi=^. 
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Ist  noch  c=0,  « = 1,  so  wird: 

..00 


/ 
^ 0 


d*  = |F(n), 


also 


/ 

/ 


™"'=VK:i:P)-  "”'=f(;rr+n’ 

')cos(2«*x.):tr=^t5V) 

/•(»•  - «*)sin  (2o4x*)  = 


XXXVb 


XXXVc 


48)  Siebente  Methode. 

I fY«)co8p(a:— 

Es  darf  endlich  noch  eine  Betrach-  0 ^ 

tnneswoise  nicht  öberganpen  werden,  ,w  » . , , . . • , • 

welche  die  Wertho  von  vielen  bestimm-  «<>  ^ («)  »>clieb|ge,  aber  o.ndentig 
ten  Integralen  gibt,  wenn  gleich  diescl-  Kcdaebtc  Function,  k eine  positive  ms 
ben  sich  auch  anderweitig  bestimmen  Uacndlichc  wachsende  Zahl  ist.  Durch 
lassen.  Integration  erh&lt  man: 

Zu  dem  Ende  untersuchen  wir  den 
Ansdrnck  i ''  x — a 


Sei  jetzt  gegeben : 
«-hCO  r^k 


/-t-co  pK  r 'T<x>  s\nk(x — a)j 

/ F(«)cosp(x — a)d()da^  I ^(ff) 'da. 

—00  0 —CO  * “ 

Sei  jetzt  r eine  von  x nm  eine  endliche  Grösse  verschiedene  Zahl,  so  wird 
das  Integral : 

2« 


I, 


r+- 


' X — « 

F(«) 


mit  wachsendem  k eine  Gestalt  annchmen,  m der  ■ ■ * constant  bleibt,  da  a nur 

X — « 

2>t 

um  ein  unendlich  Kleines  wachsen  kann.  Das  eben  aufgostellte  Integral  nimmt 
also  den  Werth  an: 


r sin*(x-a)d«  =0. 

—rj  ^ ^ x—r  k 


Pjr) 

X — r, 

Da  nun  sich  das  Integral 


/ 


— 00 


X — n 


in  solche  von  r bis  r-by,  r + ^ bis  r-by  u.  s.  w.  gehende  Theilc  zerlegen 

lasst,  so  folgt  hicraos,  dass  von  diesem  Ausdraekc  alles  vcrseliwindet  bis  anf  den 
Theil,  wo  re  nur  unendlich  wenig  von  x veraehieden  ist.  Man  kann  also  statt 
dieses  Integrals  nehmen  : 

sin*(x— re)  a \ sin  b« 

/ '^(n)— r 'd<,=  F{x)l 

a7  X — t X a U — s'  ” 
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wo  « unendlich  klein  ist,  und  u fiir  x — a gesetzt  wurde;  auf  diesem  Wege 
ändert  sich  F{<i)  nicht,  vorausgesetzt,  dass  F(u)  in  der  Nahe  von  u = x con- 
tinuirlich  bleiht.  Findet  dies  nicht  statt,  so  muss  der  Fall  besonders  unter- 
sucht werden. 


+ f , 


Statt 


/sin  ku 

— du  kann  man  auch  nehmen : 


+ 00 


f *^du  = 2f 


(Siehe  Formel  III.)  Denn  ganz  wie  eben  gezeigt  wurde,  ergibt  sich,  dass  auf  der 
nicht  zwischen  — « und  +*  liegenden  Strecke  unser  Integral  verschwindet 
Man  hat  also: 


— / / ^(«)co8(»(x— 

» J —CO  ^ 0 


A) 


wo  i;  = oo  gesetzt  worden  ist. 

Vertauscht  man  noch  q mit  so  ergibt  sich: 

J ^ +00  n +0 

— / / co8^(:r'^«)  d(jda  = F(x) 

^ —CO  —CD 


und  dies  Resultat  zn  A)  addirt  gibt: 

»+00  /W  + CO 

_ f / 

2n, 


1 /»+00  /»  + CO 

j F(«)cosp(x— o)  d(>d«=:F(ar). 


B) 


Die  Formeln  A nnd  B heissen  nach  ihrem  Erfinder  die  Fourrierschen  Integrale. 
X muss  natürlich  hierbei  reell  sein. 


Springt  h'{x)  fiir  irgend  einen  Werth  von  x plötzlich  von  einem  Werth  zum 
andern,  ist  also  F{x^t)  von  f'(x+f)  verschiedeu,  wenn  t unendlich  klein  ist, 
so  bat  man; 


,4 

/ 


x+« 


F {a)  sla  k ft)  da  _ 


X — e 

oder,  indem  man  wieder 


/ 

X — s 0 


x+s 


0 » 

^sinku,  r ry,  ^sin  Ä:u , 

F(x — ii) d«+  / F(x+ii)— — du. 

—I  * 0 

Während  der  Integration  sind  wegen  des  anendlichen  kleinen  #,  die  Grossen 
F(x — 1«),  F(4:+m)  als  const&nt  za  betrachten,  wenn  u nur  den  Werth  t nicht 
überschreitet;  man  erhält  also: 


— i 

Es  stellen  also,  wenn  x discontinnirlich 
wird,  die  Formeln  A und  B nicht  mehr 
F(x),  sondern  die  arithmetische  Mitte 
der  beiden  Werthe  F(x — und  F(x+#) 
dar. 

Zum  völligen  Verständnisse  der  in  der 
Analysis  höchst  wichtigen  Formeln  A 


0 

and  B ist  noch  die  Bemerkung  nöthig, 
dass  in  dem  Ansdruck  links  nur  die> 
jenigen  Werthe  von  F(n)  Vorkommen, 
die  X unendlich  nahe  sind,  also  die  Iden- 
tität ganz  abgesehen  von  dem  weitem 
Verlauf  der  Function  F{x)  staUfindet. 
Mail  kann  derselben  also  in  beliebigen 
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Strecken,  vorausgesetzt,  dass  in  dersel-  als  ^ ist,  dagegen  gleich  ^(jr),  wenn  x 
ben  X reell  ist,  auch  beliebige  Werthe  grösser  als  ^ ist,  so  verschwindet  links 
geben.  im  Ausdrucke  B der  ganze  Theil  des 

Nimmt  man  z.  B.  an,  F{x)  sei  immer  Integrals  nach  a,  der  unter  fx  liegt,  und 
gleich  Null,  w'cnn  x analytisch  kleiner  man  hat: 


iiTr 


“{■CO 


y(rt)co8p(x — r()d^dff  = y(x)  oder  =0, 


C) 


je  nachdem  x grösser  oder  kleiner  als  fi  ist. 

Setzt  man  ferner 

f[x)  = ,,(x) 

wenn  x positiv  ist,  und 

wenn  x negativ  ist,  so  hat  man  in  A links: 

1 /"**  /»“H®  1 p'\‘^  ^-foo 

— / # 7( — «)co8()(x — a)dpd«H — / I «^(»)co8(<(x — a)d^d<t 

^ J —00  a ^ ' 0 0 

oder  wenn  man  im  ersten  Integral  a für  — a setzt, 

2 


— / / 7(a)cos^xco8pa  dpdn  = 7(x)  oder  =(/( — x), 

Q J 0 


D) 


je  nachdem  x positiv  oder  negativ  ist. 

Soll  aber 

F(x)  = —if(—x) 

für  negatives  x sein,  so  erhält  man  ebenso: 

-*00  ^00 


1 f*  ^ 

— I / (f  (a) sin  Qx  sin ^ad^dnx  ff  (x)  oder  = — y(— x), 

njQj  Q 


E) 


Die  Anwendung  dieser  Ausdrücke  in  Unter  denselben  Bedingungen  gibt  For* 
der  Theorie  der  bestimmten  Integrale  mcl  £: 
besteht  darin,  dass  man  den  Functionen  ^ 

vW  solche  Werthe  gibt,  das  eine  p d^jsinpx_  n hx 

der  beiden  Integrationen  ausgefuhrl  wer-  / 

den  kann.  Man  erhält  dann  links  ein  ^0  " 

einfaches  Integral,  rechts  seinen  Werth, 

Beispiel.  Setze  man  in  Formel  D:  n kx 

—ka 


so  ist: 


v(«)  = «' 


f v('')c08e«<<<>  = fT^ 


also: 


/ 


rf(i  cos px  _ n —kx 


wenn  x positiv  ist,  oder 

71  kx 
~ * 

wenn  x negativ  ist. 


“ 2 * 

Diese  Resultate  sind  uns  schon  bekannt. 
Man  sieht  leicht,  welche  grosse  Menge 
von  andern  Formeln  aus  den  Fouiricr- 
schen  Integralen  gefunden  werden  können. 
Wir  geben  indess  nur  noch  ein  Beispiel, 
welches  zeigen  soll,  wie  man  der  Func- 
tion beliebig  Diseontinuitäten  geben  kann. 

Sei  in  Formel  A)  F(x)  = 0 für  jeden 
Werth  von  x,  der  kleiner  als  —1  und 
grösser  als  + 1 ist,  dagegen  F(x)  = 1, 
wenn  X zwischen  —1  und  +1  liegt.  Die 
Formel  A)  gibt  dann: 

4*  J a? 

j*  cos  ^{x—tf)dQ  da. 

— 1*0 


Digilized  by  Google 


Quadratur  (analytische).  327  Quadratur  (analytische). 


Wir  intcgrircn  nach  « und  erhalten: 

+ 1 

. ginp(x+l) — sinp(x — i)  2cosnx8mp 

cos  ß(x — a)du  - — — I — L 


also : 


/ 


= l oder  =0, 

nj  Q 


je  nacbdcni  x innerhalb  oder  ansscrbalb  aus  eine  grosse  Menge  von  Resultaten 

der  Grenzen  +1  und  — 1 liegt.  Auf  gewannen. 

den  Grenzen  x =:  1 and  x = >1  ergibt  Dem  Ausdrucke : 

sich  als  Werth  die  arithmetische  Mitte  I 

von  1 und  0,  d.  h.  weil  hier  Discon-  f 2) 

tinuilftt  eintriit.  Dies  Resultat  ist  be*  . •/  q Vf/ 

reit*  in  Formel  IV  enthalten,  und  da-  , . . , ^ 

aelbat  als  discontinnirlichcr  Factor  bc-  «eb«”. 

leichnet.  = 

_ y _ 1 . dy 

49)  Theorie  der  Eulcrschen  In-  i -)-y’  * 1+y’ 

tegrale.  jr  = 0 Ist  dann  y = 0,  für  x = 1 ist 

Es  gibt  aber  auch  bestimmte  Integrale^  y = oc,  also: 
die,  ohne  sich  immer  auf  schon  be-  oo 

kannte  Functionen  surückfuhren  zu  las-  P ^ _ 

sen,  dennoch  von  grosser  Wichtigkeit  J ~ 

sind.  Dazu  gehören  namentlich  die  von  0 (^*^3^/ 

Euler  zuerst  betrachteten,  und  nach  ihm  \ ^ • » i «v  i. 

T«a 1...  * Vertauscht  man  in  Formel  2)  noch  x 

mit  1 — Zy  so  erhält  man: 


=(-)• 

1 \p/ 


8) 


benannten  Integrale: 


P *(1  — x)^  *dx.  /n\  X»*  t I / a\ 

J1...LI 

(f)  = (i)  <: 


welches  wir  als  erstes  Eulersches  Inte- 
gral bezeichnen,  und  ihm  das  Symbol  also: 

geben.  Das  zweite  Eulersebe  In- 
tegral ist  das  schon  von  uns  betrachtete:  , « a j 1 • . . • t.  • 

e o j^^gdruck  ist  sjTnmetnsch  m 

>*00 


f e-V“‘dx  = /■(«), 

0 


Bezug  auf  diese  beiden  ürOssen. 

TM-  A tV_\ 1 ^ 


sind 


Die  AusdrQcke  r(n)  und 

welches  wir  in  den  Abschnitten  45)  nnd  aber  noch  in  Bezug  auf  die  Grenzen 
46)  als  CoDStante  einfiihrten,  und  dar-  ihrer  Continoität  zu  prüfen.  Es  ist: 


F(n)  = e ^x"  * äx  + J'  e ' dx. 


Für  den  ersten  Tbeil  kann  man  setzen 

(,F)" 


wo  n ein  echter  Bruch  ist,  vor-  «ach  » sei.  Aas  diesem  Grunde 

» ist  also: 

ansgesetzt,  dass  fi  positiv  ist,  und  dieser  ^ ^ 

Ausdruck  ist  endlich.  In  dom  zweiten  x e *^<1*2  • ••  ix'* 

Tbeile  ist:  denke  sich  nun  s so  gross,  dass 

- X 1 n— s — t negativ  wird,  dann  ist: 

e — ■ ■ — ■ . ^ _ _■■■  t 


also 


/ 


'dx<. 
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und  da  der  Ausdruck  rechts  gleich:  Nun  hat  man: 


-k" 


t _1 


ist,  also  mit  wachsendem  k verschwindet, 
so  wird  unser  Integral  eine  endliche 
Summe  haben , so  lange  n positiv  ist. 
Ist  n negativ,  so  setze  man  in  dem  Aus> 
drucke: 

00 


./ 


y n-l  . 
y dy=e 


rfr, 


man  erhält: 


r 

*/  n 


für  X, 


u rt—  I j 

«y. 


p—  I 


r t—jy=r  - 


ein  Ausdruck,  der  offenbar  mit  wach- 
sendem k ins  Unendliche  wächst,  da  der 
erste  Factor  sich  der  Einheit  n&hort. 
Für  negatives  n gibt  also  die  Function 
r{n)  keinen  Wcrlh  mehr. 

Was  das  Integral  anbetrifft,  so 

konnte  möglicher  Weise  DiscontinuitAt 
an  der  obern  Grenze  cintreten,  wenn 
p— 1 positiv  ist,  an  der  untern,  wenn 
• p — 1 negativ  ist 

Mit  wachsendem  y kann  man  non  im- 
mer die  Grössen  (1+y)^^^  und 
identiheiren,  und  hat  also: 

y+|  ? 


zn  untersuchen,  ein  Ansdruck,  der  un-  ses  Integrals  nur  unter  der  Bedingung 
endlich  oder  Null  wird , je  nachdem  q stattfindet  dass  p und  q po.sitiv  sind, 
positiv  oder  negativ  ist  Statt  der  ün-  Der  Worth  von  tX»)  lässt  sich  nun 
tcrsuchung  der  untern  Grenzen  bedienen  immer  bestimmen,  wenn  das  positive  n 
wir  uns  der  Eigenschaft,  dass  die  Func-  eine  ganze  Zahl  ist  Man  erhält  näm- 
tion  in  Bezug  anf  p und  q symmetrisch  lieh  durch  theilweises  Integriren: 
ist,  und  sehen,  dass  die  Continuität  die- 

00  00 

r(»)  = f c-*x"-'rfr  = (n  l)f  *-V--dxx(«-l)r(»-l). 


0 

Indem  man  so  fortftlirt  und  berück- 
sichtigt, dass: 

r(l)=  = l 

^ 0 

ist,  hat  man  für  jedes  ganze  n : 

r(n)  = l. 2-3. 5) 
für  beliebiges  n aber: 

I(n)  = (n— 1). ;>)r(n-,>),  6) 

wo  n — p natürlich  positiv  sein  muss. 

Die  Formel  5)  führt  den  Ausdruck, 
im  Falle  n eine  ganze  Zahl  ist  auf  die 
Fakultäten  zurück.  Es  kann  also  unser 
Integral  als  eine  Erweiterung  dieses  Be- 
griffs für  gebrochene  Zahlen  betrachtet 
w’erden.  Noch  in  einem  andern  Falle 
lässt  sich  r(n)  bestimmen.  Es  ist  näm- 
lich: 


0 

und  dieser  Ansdmek  gibt  als  Werth  Vti 
(vergleiche  Formel  Xb),  also  r(|)  = ]/;i. 

Mithin  auch,  wenn  » eine  beliebige 
ganze  Zahl  Ist,  nach  Formel  6): 

r(n+i)=(»-4)('>-5)-lV'^.  7) 

Auch  dem  Ausdrucke  lässt  sich 

in  einem  bestimmten  Falle  augenblick- 
lich ein  Resultat  abgewinnen.  Ist  näm- 
lich y = l — p,  also  p ein  echter  Bruch, 
so  gibt  Formel  XVb)  unmittelbar: 

= = 8) 

\ p / M — p/  sin  pn 

Für  y =:  1 gibt  die  Fonncl  2)  unmit- 
telbar: 

Es  lässt  sich  aber  auch  dne  allgemeine 
Relation  zwischen  den  beiden  Eulerschen 
Integralen  gewinnen.  Es  ist  nürolich: 
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(*+y)_,«-iy»-i 


dydx. 


g%(X>  . yOO  . , 

r(.)r(<)=/  <r^x'-'dxl  e V <'»  = 

/CO  ptxi 
0 0 

Setzen  wir  hierin : 

y =:  ujr,  =:  xdu, 

so  wird  11  = 0 für  y = 0,  « = oo  ffir  y = oo,  also: 

n>)r(!)= 

^ 0 •*  0 

Schon  im  Abschnitt  45)  haben  wir  die  Ans  Formel  9)  ergibt  sich,  wenn  man 
Formeln  entwickelt:  ( = 1 setzt: 

r 

J 0 

und  wenn  ' 
setzen,  so  kommt: 


10) 


1 _ r(») 

• " i-(i+.y 

und  wenn  wir  hierin  n=l+u,  »_j  + < Formel,  die  jedoch  nur  du  schon 

in  6)  gegebene  Rcsnltat  enthält. 

I I 

rM/YO  = r “ Wenn  wir  die  Formell  in  Bezog  auf 

\ J \ ^ K )J  s»  4-t’  n differenziiren,  so  erhalten  wir: 

0 (1  + “) 

woraus  sich  mit  Berücksichtigung  von  0 — ^ //  — \ 

Formel  3)  dieses  Abschnittes  ergibt:  J q * * 

(t\  r(#)r(0 

\7/  “ /'(j-f-Ty*  Setzt  man  in  Formel  10)  n = l und  in- 

ein Ausdruck,  der  also  z.  B. 

mer  finden  lehrt,  wenn  s und  / ganze  __ 

Zahlen  sind.  Ist  hierin  # = 1 — * gesetzt,  / — 

also  t and  s echte  Brüche,  so  gibt  For-  •'  u 
mel  8)  noch: 


tegrirt  in  den  Grenzen  » = 1 und  nzzp^ 
im-  so  kommt: 


-X  -px^£f^,gp. 


-r  =r(i)r(l-i), 

sin  »n 


da  r(l)  = l ist. 


Setzt  man  in  13)  p für  x und  den  eben 
12)  gefundenen  Werth  Ton  lgj>  daselbst  ein, 
so  kommt: 


-p  n-1 


/ / - 


e~P^)  dpdx=r'{n)y 


0 0 

d.  h.  wenn  man  nach  p integrirt  und  Gleichung  10  berücksichtigt: 

r»00 


r'(n)  = r(n)  / — («  * ^ ) 

' V 0 X \ (1  + u-)"/ 


oder  wenn  man 


setzt* 


1 

'l+x 


r;(n)  _ dien»)  _ 
n«) 


än 


=/( 


1 1 — 

y 


n\  du 

)y(i-y)' 


Dieser  Ausdruck  gibt  nach  n integrirt  mit  Berücksichtigung,  dass 

igiW^o 
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80  dass  auch  der  Logarithmus  dieses  Integrals  die  Form  eines  bestimmten  Inte- 
grals  annimmt. 

Setzen  wir  aber  in  die  Formel  f&r  znnftchst  n—kn^  so  wird  die- 

ofl 

selbe: 


d]gr(tn) 


»\ 

/y(i-y)' 


Setzt  man  jetzt  in  der  ursprünglichen  Formel  statt  n nach  der  Beihe 

1 2 1 

fi,  «+p  unter  k eine  ganze  positive  Zahl  verstanden 

sein  soy,  und  nimmt  die  Summe,  so  wird : 

I 

lg[r(«)./-(-+i),  r(a+|)  . . 


_r'  »"  ■<» 

.1  J.  y 

1— y * 


oder  wenn  man  in  diese  Formel  y5  ffir  y setzt,  so  wird  die  rechte  Seite: 


“ T-*/ 


0 !■  ® 

y(i-y  ) 

und  wenn  man  den  gefundenen  Ausdrack  ihr  ^ hiervon  abzicht: 

j r(i«)  ‘ ‘ ' — k~^ 

ä;'®  r{ki) 

wo  P,  wie  leicht  in  sehen,  ein  von  n völlig  unabhängiger  Ausdruck  ist. 

Man  hat  also  durch  Integration,  und  indem  man  von  den  Logarithmen  zn 
den  Zahlen  übergeht: 

r(n)  r(n  + i)  r(n  + |)  . . • F(n  + ^ = Cp” I\kn), 

WO  C und  P von  n unabhängige  GrOs-  r(»4*  l)  = nr(»i), 

sen  sind,  welche  wir  jetzt  bestimmen.  i 

Zunächst  erhält  man,  wenn  man  n + ~ ..  i 

X 1 =^kP  , 

für  n setzt,  und  die  so  entstehende  For«  d.  b. 
mel  durch  die  letzte  dividirt:  P-^k — ^ 

, ,,  ..  4 Setzt  man  ferner  in  unsere  Formel 

/Xw+l)  _ £(^+l)p*  1 

r(«)  ” r{kn)  ^ fl  = ^,  so  kommt  mit  Berücksichtigung 

und  mit  BerOckslchtignng  der  Formel  des  Werthes  von  P: 
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Dieses  Prodact  noch  einmal  in  umge- 
kehrter Ordnung  geschrieben,  und  mit 
der  letzten  Formel  multiplicirt,  gibt  mit 
Berücksichtigung  von  Formel  12: 

;r  71  71  C’ 


sin-Ti  Bin  ^ n 

Eine  bekannte  trigonometrische  For- 
mel, die  man  erhält,  wenn  man  die  Ent- 
wicklung von  sin  hx  nach  Potenzen  von 


siux,  und  zugleich  die  Zerlegung  von 
Binkx  in  Factoren  mit  einander  vergleicht, 
gibt: 

.1.2  . *-l  k 

k k k gA-— 1 

also: 

C*  _ 

*»  “ k 

also : 

k~i 

C=Vk(2^)  ‘‘ 

k-f 


r(»)rc»+^n"+|)  • 


*"(2,) 


/■(*"). 


15) 


50)  Theorie  der  analytischen 
Facultäten. 

Der  AuBtlmck  /'(n)  fallt  mit  1*2  *3 
• «—1  zusammen,  wenn  n eine  ganze 

positive  Zahl  ist.  Er  kann  also  zur 
Definition  einer  FacoltlU  benutzt  werden, 
selbst  fUr  den  Fall,  dass  n ein  positiver 
Bruch  ist. 

Es  fragt  sich  aber  noch,  welche  Be- 
deutung man  dem  r(n)  geben  müsse, 
wenn  n negativ  wird,  da  in  diesem  Falle 
das  Eulersebe  Integral  keinen  Sinn  mehr 
gibt.  Indess  kann  man  letzteres,  eben 


ßo  wie  auf  eine  Form  bringen,  wel- 
che eine  Erweiterung  für  negative  nnd 
selbst  für  complexc  Zahlen  zul&sst.  Es 
ist  dies  die  Form  eines  unendlichen  Pro- 
ducts. Diesen  Gegenstand,  als  wesent- 
lich zum  Vorhergehenden  gehörig,  wol- 
len wir  hier  noch  erörtern. 

UebrigeuB  sind  alle  SchlÜBBe  des  vo- 
rigen AbBcbnittes  noch  vollständig  gül- 
tig, w'cun  n eine  complexe  Zahl  ist,  de- 
ren reeller  Theil  positiv  ist. 

Zunächst  ist: 


and  wenn  man  theilweise  integrirt: 


d.  h. 


nnd  indem  man 


(i)  3 JirL  {^) 

\a/  ö-fa— l\a  — 1/ 

n-2  MX 
Vo-l/  6+a-2  \o-2/ 


1) 


setzt  nnd  so  fortflthrt: 


_ (^~1)  . . . (rt-n)  / A \ 

\a/  (a  + A — 1)  (a  + Ä — 2)  ••  ■ (a  + A — ii)  \a — n/ ’ 

(— )• 
\a-i-n/ 


bierans  folgt,  wenn  man  a für  u — n schreibt: 

Ö_  (g+A)  (fl+A+1)  ■ - ■ (rt+A  + n-1) 
o(g+l)  • • • (g-f-n — 1) 

Möge  ft  immer  mehr  zunehmen,  und  sei: 
ff-f  n — l=:(i, 

BO  ergibt  sich : 


(i^) 


2) 

3) 
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oder  wenn  man  - für  x setzt: 


Mit  zunehmendem  q erhält  man  bekanntlich: 


und  da 


lim  f e ^dy  — I'{h) 

0 


für  unendlich  grosses  oder  auch 


I\b) 


4) 


da,  wenn  man  p — 1 für  p setzt,  sich  der  Ansdruck  nnr  unendlich  wenig  kndert. 
Es  gibt  also  auch  Formel  3,  wenn  man  n = p setzt: 


(a+4)  (a  + 4 + 1) 


a(o  + l) 


(a  + A + p — 1)  — b 

b p 


(a  + p— 1) 


m-, 


5) 


es  ist  nämlich  filr  — 1)  ® bei  unendlich  grossem  q auch  p zu  setzen. 


Vertauscht  man  hierin  b mit  so  erhält  man 
ist,  60  ergibt  sich  durch  Vergleich  beider  Ausdrücke: 


(j) 


und  da 


nk)  _ «(o+i) 


(o  + p — 1)  h — a 
^ P i 


r(o)  - i(A+l)  . . . (6+p-l) 

wenn  man  a+b  für  a setzt,  so  kommt: 

nk)  _ (g+A)  (g+A+1) 
r(“+A)  ■ 


(-:)=© 

6) 


A(A+1) 

Der  Ansdruck  rechts  ist  wegen  5) 


(a+A+p— 1)  — a 

p . 


(A+p-1) 

Man  hat  wegen  6)  des  Torigen  Ab- 


O't.., 


Schnittes: 

r(a)  = - 


r(a  + H) 


'o(o-l-l)  • • • (a+n — )1 

es  ergibt  sich  also  auf  diese  Weise  die  ausserdem  wegen  11)  desselben  Ab- 
Formel  11  des  vorigen  Abschnittes.  Schnittes: 

Diesen  Weg  hat  in  der  That  Euler 
zur  Aufündung  dieser  Formel  einge- 
schlagen. 

Setzt  man  n = p und  berücksichtigt  Formel  4),  so  kommt: 


ö 


r(«)=- 


1-2-3- 


o(o4-l)  («+2)  • • . (rt  + p— 1) 
wo  p als  eine  unendlich  grosse,  aber  ganze  Zahl  betrachtet,  also 
r(p)=1.2-3--.p— 1 

gesetzt  ist. 

Es  ist  sonach  z.  B.: 

1-2-  3---  e — i _ 2 * 4 ■ G * ■ > 2p 


7) 


r(i)= 


4(i+i)  0+2)  • ■ ■ 0+p-i)' 


l-3-5-->(2p-l)  Vp 
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Es  war  aber 


nnd  sonach: 


m)=i^ 

2>4>6’  ■ • - 49’ 


1’3’5‘  ■ . ■ 

Ks  ist  dies  dos  sogenannte  Wallis'schc  Product,  welches  einen  Werth  ffir  n gibt* 


Wegen  7)  nimmt  Formel  5)  die  Gestalt  an: 

A\  (o+A)  (fl  + i + l)  • • • (o+A+p-l)  1 


2-8. 


■ (P- 1) 
(A+e-1)- 


8) 


a(«  + l)  (ö+2)  • • • (a+p — 1)  Ä (i+1)  (A+2)  • • 

Pie  Formel  7 ist  diejenige,  deren  wir  cnlUt  benutzt  werden, 
zu  Anfang  dieses  Abschnitts  erwähnten;  Wenn  die  Formel  7 auch  in  dieser 
sic  gibt  noch  einen  Sinn,  wenn  a nega-  Gestalt  nicht  zur  wirklichen  Berechnung 
tiv,  jedoch  keine  ganze  Zahl,  auch  nicht  von  i\(t)  geeignet  ist,  so  lässt  sich  mit- 
Null  (in  welchen  Fallen  ein  Factor  des  tels  derselben  doch  eine  Reihe  für 
Nenners  unendlich  ist)  oder  complex  ist,  lg  r(/i)  leicht  ablejten. 
nnd  kann  daher  als  Definition  der  Fa-  Es  ist  nämlich: 

lgF(‘')  = >gl->g‘»  + lg2-Ig(a  + l)+  • • • +lg(f)-lg(a  + p— l)-Hn-l)lge* 
Der  unendlich  grosse  Ausdruck  (d— l)lgp  fallt  bei  zweimaligem  DifiTerensüreu 
weg,  und  man  hat: 


dMgn«)  _ 1 , 

do*  “ o* 


(«  + 1)  - (fl +'2)‘ 


9) 


'^(fl  + e-l)»' 

Die  Reihe  rechts  ist  immer  convergent,  wenn  a keine  ganze  negative  Zahl  und 
nicht  Null  ist,  mithin  findet  dies  auch  bei  ihrem  ersten  and  ihrem  zweiten  Inte- 
gral statt  Man  erhält,  wenn  man  in  den  Grenzen  1 und  a integrirt: 


10) 


wo  C gleich  dem  Wertho  von 


<l  lg  ra 

da 


für  a = l ist 


ist: 


Integrirt  man  nochmals  in  den  Grenzen  1 nnd  a,  so  kommt,  da 

igni)=o 


Igr(a)  = (a-l-lgo)+  ("2^  — 5g  “2')  + + • • • -1-Cl(a-1). 

Um  C zu  bestimmen,  bemerke  man,  dass 

1X2)  = 1.  lg  1X2)  =0 

ist,  also  indem  man  a = 2 setzt: 

0=l-lg2+4-IgJ-j-i-lgl+  . ..  +C  11) 

und  indem  man  diesen  Ausdruck,  nachdem  man  ihn  mit  (d— 1)  mnltiplicirt  bat, 
von  dem  Vorigen  abziebt: 

lgfXfl)=  [(fl-l)lg2-lgfl]  + [(n-l)lgl-lg“-2— ] + [(n-l)lg}-lg— 4-  ••• 

w»  = CO  r 1 d — 1 T 

= i [(„_!)  lg  (l  + i)-lg(l+-^)l 

L >"  »•  J 


12) 


Diese  Reihe,  welche  immer,  den  be- 
sprochenen Fall  ausgenommen,  conver- 
girt,  kann  also  sowohl  als  Definition, 
als  auch  zur  Berechnung  des  Ausdruckes 
r(a)  selbst  für  negative  Wertho  von  a 
benutzt  werden. 

Ei  lässt  sich  aber  auch  eine  Entwiek- 
d"ig/-(i+fl)_  (-1)’ 
‘ da" 


lung  von  lg/'(i  + a)  nach  ganzen  positi- 
ven Potenzen  von  a gewinnen,  die  je- 
doch nur  so  lange  convergirt,  als  d zwi- 
schen 4-1  und  —1  liegt. 

Wenn  man  nämlich  die  Formel  9 
(d — 2)mal  differenziirt,  so  erhält  man: 


1.2 


[_J 

'■(0+  D"  (fl  + 2)" 


13) 
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Also,  wenn  man  setzt: 


nnd  den  Ausdruck  lgr(l4-ii)  nach  dem  Tavlorscben  Satze  entwickelt: 

. . ..  14) 

lgr(l-fn)  ^*rd  för  n=~l  discontinuirlich.  Die  Kntwicklung  convergirt  also  nach 
dem  Canchyschen  Satze  (siehe  den  Artikel:  Qnant'tät)  nur  so  lange,  als  der 
Modul  von  a kleiner  als  1 ist. 

Um  eine  bequemere  Formel  zur  Berechnung  von  lgr(l  + a)  zu  haben,  addirc 
man  zu  11)  den  Ausdruck: 

0=-lg(l  + n)+<i-y  + y-  . . . 

Man  crh&lt: 


lg^tl+«)  = -lg(l  + «)^  (l+C)a+4(S,-l)«»-^4(S.-l)a»4-  ...  15) 

Noch  schnellere  Convorgenz  erreicht  man,  wenn  man  in  der  vorigen  Formel 
—a  fQr  a setzt,  und  die  so  gebildete  Formel  von  15  abzieht;  links  erscheint 
dann  das  Glied ; 

lg  ni  + a)  - lg  r(l  - a)  = 2 lg  r(l  + a)  - lg  [r(l+<i)  m - a)]  = 2 lg /XI  + O) 

-Iga  — lg[r(o)/Xl-a)i 

nnd  wenn  man  Formel  12  des  vorigen  Abschnittes  berücksichtigt,  wird  dieser 
Ansdmek : 

21gfXl+o)— Igo  — lg 

Sin  na 

und  wenn  man  auch  den  Ausdruck  rechts  bildet: 


lg/Xl+o)  = ilg;^ 


Diese  Keihe  convergirt  sehr  schnell.  Ist  a reell  und  grosser  als  1 oder  complex 
und  hat  sein  reeller  Theil  einen  Werth,  der  grOascr  als  1 ist,  so  kann  man  For> 
mel  16  in  Verbindung  mit: 

r{n-V\)-al\a) 

oder 

lgr>  i-l)  = lgo+Ig  !\a) 

anwenden. 

Diese  Formel  folgt  auch  fdr  negatives  a aus  der  Formel  7,  die  man  ja  in 
diesem  Falte  als  Definition  benutzt.  Es  ist  n&mlich: 

1-2  3...e.a , _ 


r(a+l)=- 


■«(o+l)  . . . {«+(.-l)(a+e)^  ■ ^ ~ «+(. ' 

Ein  Ausdruck,  der  fnr  wachsendes  r identisch  wird  mit  aJX<i). 

Ist  also  a algebraisch  kleiner  als  — 1,  so  gibt  die  Formel: 

Ig/Xo  — ll=Ig/Xo)  — >g(o— 1) 

in  Gemeinschaft  mit  16)  den  verlangten  Ansdrnck. 

Setit  man  in  16)  noch  « = 1 — r,  so  ergibt  sich 

lg  lg  (!-«)  = lg(-"  + lg  r. 

Bin  na  \— rncosn/ 

wenn  r nach  Nnll  hin  abnimmt,  ein  Ansdrnck,  welcher  offenbar  gleich 

lg(l— r)=0 

wird.  Es  ergibt  sich  dann  ein  Werth  für  C ans  16,  nämlich: 

C=-l-Hlg2+J(S*-l)+i(S‘-l)+  • • • 

Einen  andern  Ausdruck  gibt  Formel  16,  wenn  man  darin  x = ^ setzt: 
C=  - 1 + Igi+3^fS.  - ■ 


r(o). 


^6-16' 
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Man  erhält  hieraus : 

— Cr: 0,5772156649015328  . . 

— C heisst  auch  <lie  Eulcrsche  Constantc. 

Es  ist  nbrigcDS  klar,  dass  für  ganae 
Wcrthe  von  a die  Formel  10)  die  Ge- 
stalt einer  endlichen  Reihe: 


annimmt. 


Aber  dann  gewähren  die  Elemente 
keine  Mittel,  um  t'(n)  sn  bestimmen. 
Z.  B.  für  n — 1 = 100000  ist  eine  loga- 
rithmischc  Berechnung,  d.  h.  die  Addi- 
tion der  ersten  100000  Logarithmen  un- 
ausführbar, übrigens  da  sieh  die  Fehler 
der  einzelnen  Logarithmen  addiren,  wäre 
es  auf  diesem  Wege  unmüglich  auch  nur 
einige  richtige  Decimalstclicn  zu  erhalten, 
wenn  man  nicht  Logarithmentafeln  von 
sehr  viel  Bruchstellen  anwenden  wollte. 


51)  Berechnung  des  Ausdrucks 
für  i'(n),  wenn  n sehr  gross  ist. 

Der  Ausdruck  /'(«)=  1 • 2 • 3 • ••(«— 1) 
für  ganzes  n kommt  in  verschiedenen 
Anw’endungen  der  Analysis  hänfig  vor, 
z.  B.  in  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung, 
und  oft  ist  hier  n sehr  gross  zu  nehmen. 


Es  ergibt  sich  aber  aus  diesen  Betrach- 
tungen ein  Werth,  dem  sich  r{n)  mit 
wachsendem  n immer  mehr  derart  nähert, 
dass  der  Quotient  beider  Grössen  schliess- 
lich gleich  Eins  gesetzt  werden  kann. 
Derselbe  soll  hier  noch  bestimmt  werden. 
Wenn  wir  jr  = >t’f>r/  setzen,  so  ist: 


/CO  /»  4“  CD 

e ^x"dj:=  / e 
0 ^ —n 


Das  Argument  e Maximum  und  iUllt  von  demselben 

nach  beiden  Seiten  ins  Unendli<^e.  Denn  der  Ausdruck: 


de  (n+.,) 

d,,  - ' 


,»•—  I 


ist  so  lange  negativ,  als  y positiv  ist  d.  h. 

(vorausgesetzt,  dass  n wächst)  und  po- 
sitiv, wenn  y negativ,  also  wird  die 
Function  für  negatives  y immer  wach- 
sen, för  positives  y immer  abnehmen,  Während  der  Integration,  wo  y von  — a 
und  cs  findet  für  y=0,  d.  h.  für  x=n  1 /« 


«+»'/  f 2 


— f»I 
\ 2 


« + '/=- 


ein  Maximum  statt,  von  welchem  Werihc  6is  4-oo  gebt,  wird  I von  — 

ans  e“'*r"  nach  fcciden  Seiten  ins  Un-  bis  -|-oo  gehen.  Es  ist  nun: 
endliche  fällt.  Das  Argument  aber  wird 
an  beiden  Grenzen  Null. 

Bestimmen  wir  die  Grösse  t durch  die 
Gleichung: 

e ^ («+y)  = c « , 

so  ist: 

nlg*— !•  = —(/ +«lg(ii+7) 
oder  veon  man  für  lg  (»  + '/)  eoinen 
Werth: 

. ,1  '/’  1 

>«"+ir'^-iT2-örr.7)T 

sitzt,  wo  lg(«4-y)  Dach  der  Taylorschen 
Reihe  entwickelt , aber  mit  dem  dritten 
Gliedc  abgebrochen  Ist,  s also  einen  Integral: 

echten  Bruch  bedeutet  (siehe  den  Artikel  ^co 

Reihen),  so  ergibt  sich:  / 

~2(»i+#v)*’ 


(1-0  r 2 


_}/j+"'a-o 

~~7»  ’ 


"dx 


+ 00 


verwandelt  sich  in; 

+® 


0‘. 
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wo  ~ 9 die  untere  Grense 
gleich  — QO  wird. 


— anzeigt,  die  also  mit  wachsendem  n 

/ + SO  _ , «QO  «0 

tc  ^ dt=  I + / 

— 00  0 —00 


da  aber  das  zweite  Integral  unserer  Formel 
rvOO 


r dle’-^\i-t)t 

— CO 


noch  den  Bruch  1 — < als  Factor  enthält,  so  erhält  man : als  Werth  des- 

selben, wo  l und  fx  kleiner  als  Kins  sind.  Der  Werth  dieses  Integrals  ist  also 
kleiner  als  y,  bezeichnen  wir  denselben  mit  er.  Wegen: 


i/- 


hat  man  dann: 


r d,e-‘'  = 2f 

/ —CO  ^ l 

= e~”n"'^^>^2;i  j H-n|  nV 

V V’gJ  J 


r(l+n) 


woffir  man  mit  wachsendem  n anch  setzen  kann: 

r(l  1 n)  = e“"n"  + ^/^=1.2-3..-«. 

Hiernach  nimmt  auch  die  Formel  7)  des  vorigen  Absclmittes  die  Gestalt  an: 
a(n4-l)  - ■ • (a-fn—  1) 

Die  Formel  1)  wird  nach  ihrem  Erhndcr  die  Stirlingschc  genannt. 


1) 


2) 


52)  Mehrfache  bestimmte  Inte- 
grale. 

Die  Theorie  der  mehrfachen  bestimm- 
ten Integrale  ist  schon  in  den  Abschnit- 
ten 34  bis  36  den  Grundzügeu  nach  ge- 
geben. 

Bei  denselben  sind  sämmtlkhc  Gren- 
zen entweder  Constanten  oder  die  Gren- 
zen des  nach  der  ersten  Variable  x ge- 
nommenen Integrals  Fnnctionen  aller 
Übrigen  Variablen  ...,  die  des  nach 
y genommenen  Integrals  Functionen  von 
s,  i<  . . . n.  8.  w. , so  dass  nur  bei  der 
letzten  Integration  constante  Grenzen 
Vorkommen.  Natürlich  ist  der  erst  an- 
gegebene Fall  der  bei  weitem  einfachste. 
Im  letztem  führt  Transformation  der 
Variablen  nach  den  Abschnitt  36  gege- 
benen Regeln  oft  zu  einfacheren,  zuwei- 
len zu  constanten  Grenzen.  Letzteres 
erreicht  man  auch  durch  die  von  Dirich- 
let  herrührendc  Methode  des  Disconti- 
Duitäts- Factors,  von  welcher  bald  die 
Rede  sein  wird.  Auch  die  Umkehrung 
der  Grenzen  ist  oft  anzuwenden , wobei 
die  Abschnitt  34  gegebenen  Regeln  zu 


befolgen  sind,  namentlich  aber  untersucht 
werden  muss,  ob  das  Argument  während 
der  Integration  discontinuirlich  wird,  und 
wenn  dies  cintritt,  ob  diese  Methode 
noch  gestattet  ist  — ein  Punct,  worüber 
das  Nütliigo  chcofuUs  in  Abschnitt  34 
enthalten  ist. 

Wir  wollen  hier  noch  die  gebräuch- 
lichsten Transformationen  zusammen- 
stellen. 

1)  Eine  der  häufigsten  Transformatio- 
nen ist  die  in  der  Geometrie  so  oft  vor- 
kommendc  Verwandlung  der  rcchtwiu- 
kcligcn  Coordinaten  in  Folarcoordinaten. 
Handelt  es  sich  um  Curven  in  der 
Ebene,  so  sind  die  entsprechenden 
Formeln : 

x = rco8^,  yrrrsin«^, 
wox,y  die  rechtwinkligen,  r,  5 die  Polar- 
coordinaten  sind. 

Im  Raume  dagegen  hat  man : 
x = f*C08.^,  y = r sin  cosy, 
s=:r  sind  sin«/. 
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Mit  Hülfe  dieser  Formeln  fanden  wir  bereits  in  Abschnitt  36* 

//■—//  Vdrd», 
wo  die  ersten  Formeln  gelten, 

* U siaSdrd$d(f, 

wo  die  iweiten  Formeln  gelten. 


Die  Formeln  drücken  für  den  Fall,  wo  m = 1 ist,  bekanntlich  bezüglich  den 
Fl&cheninhalt  der  von  einer  Cunre  begrenzten  Stücke  oder  Ebene,  nnd  der  von 
einer  Fliehe  begreniten  Körper  aus.  Es  war  ferner: 


r*  sin^ 


, dr*  . dr* 


mit  Anwendung  der  zweiten  Formeln. 
Dieser  Ansdmek  gibt  den  Inhalt  eines 
Stücks  einer  krummen  Oberfläche  an. 

II)  Von  grosser  Wichtigkeit  sind  auch 
die  sogenannten  elliptischen  Coordinaten, 
welche  von  Lam^  herrühren.  Die  ent- 
sprechenden Transformationen  sind  ge- 
geben durch  die  folgenden  Formeln,  wo 
jl,  (jt,  V die  neuen  Variablen,  ^ die 

allen  sind : 


Die  drei  Gleichungen  haben  eine  geome- 
trische Bedeutung.  welcher  die  Ausdrücke 
X,fA,  V den  Namen  elliptische  Coordinaten 
verdanken.  Nehmen  wir  nämlich  an,  dass 
l grösser  als  c und  als  b,  ^ gröaser  als 
b ond  kleiner  als  r,  y kleiner  als  b nnd 
c sei , so  ist  die  erste  Gleichung  dio 
eines  Ellipsoidcs,  die  zweite  die  eines 
cinschaligen,  die  dritte  die  eines  zwei- 
schaligcn  Hj'perboloides.  Alle  drei  ha- 
ben dieselben  Hnuptschnittc  Lfisst  man 
ky^f¥  sich  ändern,  so  bleiben  die  Haupt- 
Bchnittc  dieser  Flächen  unverändert,  sic 
heissen  homofocalc  Fluchen,  nnd  haben 
die  Eigenschaft,  dass  wenn  mau  A,  v 
irgend  wie  bestimmt,  die  dadurch  gege- 
benen drei  Flät'hcn  sich  immer  unter 
einander  rechtwinklig  schneiden.  (Siche 


den  Artikel:  Flächen  zweiter  Ordnung). 
Nach  dem  Dupinschen  Satze  schneiden 
sich  diese  Flächen  daher  immer  inKrüm- 
mungslinien.  Diese  geometrischen  Be- 
trachtungen lind  jedoch  für  uns  hier  we- 
niger wichtig,  als  die  Eigenschaft  dieser 
Ausdrücke,  dass  man  leicht  x,  y^  s als 
Fnnctionen  von  A,  r bestimmen  kann. 

Es  ist  dies  eine  Betrachtung,  welche 
auch  auf  mehr  als  drei  Gleichungen  von 
der  hier  gegebenen  Gestalt  Anwendung 
flndot,  und  dio  wir  daher  in  ihrer  All- 
gemeinheit nach  Binct  geben. 

Seien  n Gleichungen  von  der  Gestalt 
gegeben : 


nnd  setze  man: 

F(«)=(m— n)(u-/S}(ii— y)  . .., 

= *.)(“-*.)  • . .. 

so  ist  Ffu) — f[n)  vom  Grade  ■ — 1,  also 

im  Ausdrncke  — derZ&hlerum 

einen  Grad  niedriger  als  der  Nenner. 
Die  Zerlegung  der  Partialbrüche  gibt 
dann; 


F(u)-/w  _ F(«) -/■(«)  m-fiß)  , f\y)-f(y)  , 

F(«)  F-C«)  («-«)  yij)  (U-/3)  F'(,0  (u-yy  ' ' ' 

Setit  man  hierin  nach  und  nach: 


« = x„  « = x„  « = x,  . 

und  berOckaichtigt,  dass : 


ist,  BO  bat  man : 


F(a)  = FC^)  = F(y)=  ... 

A*i)=A»,)=A*j)=  • • • 


=0 


=0 


22 
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_ /■(«)  _i f(j)  _i fiy)  _J ...  - 1 

F'(n)  X,~i,  P(ß)  x,-ß  f’()')  Xi-y 

_/■(«)  M A M A ...  =1 

f»  I,-«  t'^(ß)  X, -ß  lf(y)  X,  -y 


Diese  Gleichungen  aber  sind  den  ge> 
gebenen  identisch,  wenn  man  setzt: 

,-_!(«)  .,-_W  . . . 

*-  F'(a)’  Piß)'  K(y)’ 


und  dies  sind  die  Ausdrücke  für  diese 
Grossen. 


In  unserm  Falle  ist  zu  vertauschen 
Xf  y,  t mit 
mit 

«f,  ßt  y mit  0,  A’,  c*, 

A“) = (“-^’)  (•*-/*') 

fT(«)  = «(i»— 4’)  («— c*)i 
also : 

f^(«) = (tt — 6 ■)(•*— c *)+«(«— c*) 

+«(«—4’), 

P(fl)  =b'c' 
f’(4’)=4>(4'-c») 
f’(c*)  = c>(c»-4*), 

also: 


. (f-4^)(u«-4')  (4’-v’) 

» - 6’(c«-4’) 

(t«-c»)(c»-^»)(c«-v’) 
c*(c* — A*) 

lU)  Bei  mehr  als  dreifachen  Integra* 
len  kann  man  zuweilen  mit  Vortbeil 
ganz  ähnliche  Transformationen  anwen- 
den, wobei  natürlich  die  geometrische 
Bedeutung  der  neuen  Variablen  aufzu- 
geben ist.  Man  setzt: 


F'(a‘*)  = (a’— A*)(a*-^*)  • • - 
F'(4’)  = (4*— o*)(4>— c«)  . . . 

F'(c>)  = (c>— B*)(c’— 4’)  . . ., 

also: 

(r-a«)  • ■ • 

* - (a'-4>) («’-<•)  . . . 

, q»— 4-)(;u»-4«)(r»— 4»)  . ■ ■ 

* " (4’— o»)  (4>— c’)  . . . 

, _ _ (t»-c’)(/<»-r»)  (.-»-c«)  . . . 

* ~ (c>— o>)  (c’— 4>)  . . . 

IV)  Ein  h&nlig  vorkommender  Fall  ist 
der,  wo  b und  c Null  werden. 

Da  aber  die  positiven  Grössen  ^ zwi- 
schen b und  c liegen,  y kleiner  als  6 
und  c sein  soll,  so  muss  man  sich  b 
und  c zunächst  unendlich  klein  denken. 
Sei  demnach 

b = fß,  czz^y, 

wo  ß und  Y endliche  positive  Grössen, 
s unendlich  klein  ist;  sei  ferner 
fA  — tMt  y:ztn  und  A<m<c,  n<A<c, 
A = r aber  eine  endliche  Grösse,  so  ist: 
x’4-y*4-s*  = r* 

A + 

m*  ^ m>  — 4«  c’— m« 

y‘  »* 

n*  4*—«»  e*-»« 

also  wenn  t Ycrschwindet: 


*’  +y*  + s’  = r’ 


Die  erste  Gleichnng  stellt  eine  Kngel 
Tor,  die  sweite  und  dritte  einen  Kegel 
zweiten  Qrades.  Die  Ansdrüeke  für 
x*,y’,s’  aber  worden: 


Die  Binetachen  Formeln  geben  dann; 
/l(«)  = (»-i’)(«-^>)(«-v>)  . . . 

F(«)  = (i«— a>)(u  — 4»)(»— c’)  • • • 


r>(m’-4’)(4’— «') 
4>(c’-4') 

r»(c>— !••) 

c»(c’-4») 
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Aach  diese  Coordinaten  fahren  den  Setzen  wir  noch: 

Namen  elliptische  im  engem  Sinne.  Es  , , 

sind  diejenigen  der  ganzen  Oattung,  wel-  ~cübÖ^ 

che  am  häufigsten  angewandt  werden.  (1 — «*)  * 

V)  Es  lassen  sich  die  eben  gcbraach-  wird,  da  c*a*  = Ä*  kleiner  als  m* 
ten  elliptischen  Coordinaten  auch  unter  kleiner  als  c*  ist,  der  Nenner 

eine  Form  bringen,  die  als  besondern  Bruchs  grosser  als  der  Zahler 

Fall  die*  Polarcüordinaten  enthalt.  Zu  ^ »’ch  immer  bestimmen  lassen, 

dem  Ende  setzen  wir  in  den  letzten  drei  Anch  hat  man  dann: 

Formeln: 

nntainy  und  h = ac, 

wo  alao  If.  eine  neue  Variable,  a eine  = «•)  sin  »*  + c’o’ 

neue  Conatante  iat,  die  kleiner  als  1 oder: 

Min  wird.  m>  = e«[l_(l_a>)co8»’]. 

Unsere  drei  Gleichungen  werden  dann:  Es  ergibt  sich  dann: 

X — s:=:  r sin — (1 — or)cos9* 

, . * y = r cos  </  sin  9 

, _ (m’— o*e*)  cos  (/’  

y = ’ *,=rKl  — o’ sin^.>cos9. 

r«(c>— m’Ul  — o*sin«>l  w*it*'*  «rsichtlich,  dass  der  besondere 

t.=-^  ” JU  n «my  ) F.„,  Polarcoordiuaten 

c'(l— o*)  gibt. 

53)  Transformation  mehrfacher  Integrale,  wenn  alle  Grenzen 
c 0 D 8 tant  sind. 

Es  sei  gegeben  das  Integral: 

/+00  « +00 

/ F{ttx+a'tf,ßx+ß’y)dxJj/x:U. 

— 00*^  — 00 

Es  ist  dasselbe  dnreh  eine  Transformation  la  Tereinfachen. 

Wir  Setten:  g.t,t  dagegen 

«x+o',  = «,  flx+ß's=v.  x = rco,9,  y=rsin9. 

Es  wird  dann  (Abschnitt  36)  j„ 

A=aß’  — ßa' 

also  constant,  wahrend  * und  y von  „ , A-r. 

— oo  bis  +00  wachsen,  werden  in  gici-  ▼on  — co  bis  +oo  geht,  und 

eher  Weise  u und  v auch  zunehmen.  ”*it  y geschieht,  wird  dos  stets 

Also:  positive  r alle  Werthe  von  0 bis  +oo 

^+GO  /«+x  annchmen , & aber  alle  Werthe  von  0 

u = I / F(u,v)duda.  2a  erhalten,  also: 

*ß  —00  ^ —00 

■*'ln  g%<x> 


also: 


/•Tl  y«Q0 

0 J 0 '•tfcoBy+/S'sin9)]r(/r<f9 

and  setzt  man  auch  tr  = rcoz^,  t»=r  sin  .9: 
pIn  pcc 

/ / F'(r  cos^,  rsin  i9Wrd5, 

0 0 


/^7l  g%  + OO 

/ F(r  cos  A,  r sin  9)  rdr  d9 
0 0 

/'in  «+00 

^ J ^ E[r(«oos!>+n' sin»),  r (/»cos 9+^ ein 9)] rdr <19. 
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Setzon  wir  z.  B. 

F(x.  y)  = e-^r(f,  ?), 
wo 

r’=*>+y» 

ist.  Man  setzt  dann  auch: 

»•  =(o  cos9+o'6in5)’  + (;S  cos  9+ß'  sin  9)' 

und  erhält: 

,tTX  „oo 


oder  da 


I f "in  p<x) 

- — I / /“(cos  Bin  ,^)  c rdrd^t 
A./  Q J Q 

r r-rär  = l,  und  T“  r.~’^är  = ±, 

Jo  Jo  " 

Jo'  ^ ^ J 0 

Dieso  Formel  wird  oft  unter  der  Voraussetzung  angewandt,  dass 
«*+/J’  = l,  = uu^-hßß'  = 0 

ist.  Ausdrücke,  welche  gelten,  wenn  x,  y und  ebenso  wie  w,  v Systeme  recht- 
winkliger  Coordinaten  sind. 

Es  ist  dann: 

A = n^'  — /?«'=! 

•c  ’ = sin  + cos  ^’ = 1, 

also : 

/“in 

^[«cos^+rt'sin^,  /Sco8^+^'sin.^]d^  = / /“(cos  sinfi^)d5. 

0 0 
Diese  Betrachtungen  lassen  sich  auch  ausdehnen  auf  das  dreifache  Integral: 

/+X  ^+X>  «•♦“X 

/ / F(ax+a’y  + tt”z,‘x+fl'ii+ß"i,yx+/y  + y"i')dzdydi. 

— CO  ^ — 00  —00 

Wir  setzen  nämlich  zunächst: 

II  = CTX + ß'y  + o"i,  v-ßx-\-  ß*y + ß”t,  te  = yx  + y*y-\-  y"*, 

1 ß,  n',  «" 

A = 


und  ganz  wie  oben  hat  man : 
,+x 


ß\  ß'' 
^ y^  y" 

+ x 


1 /'+®  /.  + X / +x 
F = — / / / F(u,  «,  »r)  dudr  rfir. 

A./  —X  — X — X 


Wir  setzen,  indem  w'ir  Polarcoordina-  X = - wirtl  von  — 1 bis  +1  gehen, 

ten  cinführen:  ^ ■ l.  • j i i ä 

was  erreicht  wird,  wenn  man  ninkcl  ^ 

x = ^r,  y = ^r,  s:=>>r,  yqu  bis  » nimmt,  die  Ausdrücke 

wo:  /I  nnd  r gehn  ebenfalls  beide  von  1 

A = cos^,  /i  = sm^C08-/,  y^sin^siny  bis  +1;  da  aber  sin//  = undsinÄ 

ist.  Es  wird  dann,  während  x,  y,  i von  stets  positiv  ist,  so  muss  sin  ^ auch  ne* 

— X bis  gehen,  r alle  Wcrtbc  von  gaur  werden  können,  und  folglich  von 
0 bis  +x  onnehmen.  0 bis  2r  geben.  Man  hat  demnach: 
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y _ r " r"  r®  F[r(at +«>+<»">'),  r^ßk+^n+ß","), 

.1  0 0-'  0 

g%27f 

r{yl+ y’ ft +y">>)r' sin  » dr  ä»  dif  = — I / / F[lr,  tir,rr)r'‘ lin  9 drd»d(f. 

L..J  Q ./  Qa/  0 

Betzt  man  jetzt: 

F(r,y, 

and  berücksichtigt  die  Gleichung: 

./  0 

BO  ergibt  sieb: 

/ln  /•!»  [-„i  + n'^i  + n'V  ßl+ß'fi+ß"y  yk  + y'fi+y”r'\  sin»  d»d<f 

,J  /l ^ S J— ^ 

1 

= / / f{ly  fty 

Aa/  0 0 

WO  der  Abkürzung  wegen  geseUt  wurde: 

K = («A+ n V+ o'V)  '+{ßk+ß’f4  +/J'V)> + (yi + + /'«)«. 

Führen  wir  noch  diejenigen  Relationen  zwischen  den  Constanten  ein,  deren 
geometrische  Bedeutung  ist,  dass  a,  jf,  s und  u,  v,  w Systeme  rechtwinkliger 
Coordinaten  Torstcllen: 

o’+^*  + y’=l.  «'•+/>'• +/•  = !, 

1 + y«s  = i_  +ß>ß" + y'yH  - 0, 

a"«+/S"/H-y'V=0.  aa’+ßß’+yy'  = 0, 

ans  welchen  folgt: 

A = l,  » = 1, 

•0  hat  man: 

V=  r”  CM+«V  + «"*'.  yJl+J'V+/''']  »in»d»dy. 

J Q J Q 

/*i7f 

I f(k,  fs,  r)  lin  9 d9  d<f. 
0 0 

54)  Es  sollen  hier  noch  die  Ausdrücke  zur  Transformation  der  Integrale 

in  elliptische  Coordinaten  gebildet  werden. 

Zu  dem  Ende  nehmen  wir  die  am  Schlüsse 
von  Abschnitt  52)  gebildeten  einfachem 
Formeln,  in  welchen  wir  noch  setzen: 

V(m»-6»)  = A,  y(6*-n’)  = i*, 

V(c»-m*)=f,  y(c*-n’)=s; 
die  entsprechenden  Formeln  nehmen  dann 
auch  die  Gestalt  an: 

rm«  rhk  _ rU 

‘~cV(e’-6>) 

und  man  hat: 


dx 

dm 

dx 

da  ' 


, 9r 
m-t-mn-r— 

' am 
' ’ 

4e  ’ 


1 * '1 

■>— 4»)\  dn  k / 


fy  

dn  9\(,n 
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^ - 1 (,!>r  » \ 

dm  ~ eY(e'-b>)  V dm  <""/ 

^ - 1 /.dr  l \ 

da  r]i'(c’— 6')\  da  s’^/’ 

AoBserdem  ist: 

dx  dx  dm  dx  dn 
dy  ~ dm  dy  d»  dy 

1 

dy  dm  dy  dn  dy 

d»_  d»  ^ I dn 

dy~  ~ dm  dy  ' dn  dy 

woraus  sich  durch  Elimiootion  von 
dm  , dn  .. 

T— und-^  ernbt: 
dy  dy 

dx  di  dx  di 


i2  Quadratur  (analytische). 

und  ebenso  orhilt  man: 

dx  dy  dx  d» 
dx^  Sin  dn  dn  dm 
ds  d^  dz  dy  d»  * 
dm  dn  dn  dm 
so  dass  man  hat: 

]'MW^(Sr  - 

wo 

ds  dy  ds 
dm  dn  dn  dm 
y __  ^ dx  ^ dx  ds 
dm  dn  dm  dn 
jy  _ ^ dy  d*  dy 
dm  dn  dn  dm 
zu  setzen  ist. 

Ausserdem  ergibt  sich 
A = X, 


^ ^ + Z’)c/mrfn, 


also  wenn  man  die  obigen  Werthe  einseUt: 


r kku 


ebenso  erb&lt  man: 


V U ^dr  dm  dn. 

Mit  Hülfe  der  oben  gefundenen  Werthe  von: 

dx  dx  dy  ds  ^ ds 
Sm*  dn’  dm’  dm*  dn*  dn 


und  der  Ausdrücke: 


ergibt  sich  dann: 


^ _ w"  ^y  __  Ai  ds  U 

dr  “ bc'  dr  ~ ÄV(6^-c=y  d^  ~ cV(6’-c') 


=/// 


U (m*  — n*)  r*  dr  dm  dn 

MiÜ  ‘ 


2'°  bekanntlich  den  Inhalt  der  Körper  gibt,  welche  von  krum> 

men  Oberflächen  cingeschlosscn  werden,  so  kann  man  die  Integration  nach  r 
ausführen  und  erhält: 


(m’— a*)  r*  dmdn 

Ws 


Mit  Benutzung  der  oUgemeineru  elliptischen  Coordinaten  l,  u,v  (Abschnitt  62) 
erhält  man  aber  ähnlich  wie  oben: 

ir  _ r/ (m'--')  didfsdy 
JJJ  sUktm 
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y = V(l*-6’),  *=V(l*-c‘),  i=y(^’-6>), 

* = V(c*-/.«),  /=V(4>-,»),  m = V(c>-,.«) 

zu  aetzen  ist. 

Wie  oben  erhalt  man: 


^=ff  + (S)’  ■'ä'  * =ff  */  <'». 

X—^  ^ y—  2 

d(^'  dtf,  dtf>*  d&  dtf.  d5  dt^ 

Sx 

ond  die  Ansdrücke  • • • lassen  sich  ganz  wie  Yorbin  berechnen.  Be* 

dt^  dr 

trachten  wir  jedoch  nur  den  Fall,  w'o  r constant  ist,  also  c x~=:0  wird,  ein 

Oy 

Fall,  der  bekanntlich  der  Oberfläche  einer  Kogel  entspricht.  Es  ergibt  sich  dann: 

/»/*  (1 — a’)  cos^’+a’ sin  a * 

W-r^U  , . ^ ^ , da  d^, 

JJ  yi-(l-o*)  sin  VI  — a’  cos  «.’  ^ 


I am  »’  )/l  — a"*  cos 

Ans  dem  letzten  Ansdmeke  lässt  sich  eine  Beziehung  berleiten,  welche  von  Lc- 
gendre  herrübrt. 

Sei 


und  jhhren  wir  beide  Integrationen  von  IV  in  den  Grenzen  0 nnd  ^ ans : 


IV 


/ 2 1— (1— a*)  sin .1*— fl*  sin  I* 

-J  J Vl-(l-«’)sini>>  yi  - o’  sin  A’ 
0 0 


WO  r=l  gesetzt  wurde. 

Es  war  nun  ursprünglich 


wie  man  auch  a bestimmt.  Sotst  man 
y=0  nnd  s = 0, 


lur 


fdr 


y=o, 

y=i. 


s = l, 


s = 0, 


wird  >1  = 0,  ^ = 2 


9 = 1 ^ = 0 


9 = 0,  1=2. 


Da  aber 

r*  = x»+y»  + »*  = l 

ist,  so  sind  1 und  0 bezüglich  der  grösste  und  kleinste  Werth,  den  y und  z an- 
nehmen können.  Die  Grenzen  0 nnd  1 entsprechen  also  den  Grenzen  0 und 

für  ^ und  i,  was  auch  die  beliebige  Constante  a sei.  Ans  diesen  Betrachtungen 
folgt,  dass  unser  Integral  von  a ganz  unabhängig  ist.  Setat  man  somit  o=l, 
so  kommt: 

n 


-/T 


COS  Xdld^  = 2* 


0 0 

(Es  ergibt  sich  dies  allerdings  schon  ans  der  geometrischen  Betrachtung,  dass  le 
den  achten  Tbeil  einer  Kngelflächc  vorstellt.)  ** 
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wollen  wir  benutzen  unter  der  Voraus- 
setzung» dass  es  sich  bandelt  um  eine 
Oberfläche»  die  zur  Gleichung  bat: 


Bekanntlich  ist  dies  die  Gleichung  des 
£lli]>soidcs. 

Man  hat  zur  Grcuzbcstimmuug  die 
Formeln: 

ay{c'^  — — hkm. 


Will  man  den  achten  Thcil  des  Ellip- 
soides  Anden,  so  mflssen  x,  y,  s immer 
reell  sein,  also  x alle  Werthe  von  0 bis 
Qf  y alle  Werthe  von  0 bis  — Ä’), 
s alle  von  0 bis  annehmen. 

Offenbar  kann  dann,  damit  i reell  bleibe, 
^ nicht  kleiner  als  damit  k reell  bleibe, 
^ nicht  grösser  als  c sein.  Ebenso  muss, 
damit  / reell  bleibe,  r kleiner  als  b sein. 
i aber  muss  jedenfalls  grösser  als  c 
sein,  damit  h reell  bleibe. 

Wegen  der  Gleichung  des  Ellipsoidcs 
aber  ist  q der  grösste  Werth  von  Ä. 
Man  hat  also  für  den  achten  Thcil  des 
Ellipsoidcs: 
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V = 


rxf 


9 

ghiklm 


dkd^  dy. 


Wegen  der  bekannten  Formel  für  den  Grcnr.en  con^tantc  eiozofQhrcn.  Man 
achten  Thed  des  Ellipsoidcs  ist  der  Werth  wird  den  Sinn  und  die  Tragweite  dieser 

dieses  drei/achen  Integrals  gleich:  Methode  leicht  an  einigen  Beispielen 

_ erkennen. 

--py(p*-*»)V((,^-c»)=F.  Wir  fanden  in  Abschnitt  38)  For- 

* mcl  IVa): 

56)  Von  grosser  Wichtigkeit  für  die  2 sin tf  co6 ßff  d(f>  , 

Berechnung  mehrfacher  Integrale,  deren  ’^T/  »7 

Grenzen  nicht  alle  constnnt  sind,  ist  die  * ® ' 

von  Dirichlet  herrtihrendc  Methode  des  je  nachdem  /J  abgesehen  vom  Vorzeichen 
Discontinnitätsfactors.  Der  Zweck  dieser  grosser  oder  kleiner  als  Eins  war.  Wir 
Methode  ist,  statt  der  veränderlichen  setzen: 


^-*(i+y+5+  . . Oj.«— 'y*— ' 


dxdydt  • • 


wo  k,a,hfC  . . . positiv  sind. 

Erstrecken  wir  ferner  die  Integration 
über  alle  Werthe  von  x,  y,  s . . .,  w el- 
che die  Bedingung  erfüllen,  dass 
ö=z+y-f-5-f  • • ■ <1 
ist  and  x,y,i  immer  positiv  sein  sollen. 

Statt  nnn  die  Grenzen  der  Integration 
ans  dieser  Bedingung  abzuleitcn,  mul- 
tipliciren  wir  das  Argument  mit  dem 
Factor: 


^ _ 2 r‘^  siny  cosffy  rfyi 

~ ^ / 0 y 

nnd  da,  so  lange  cr<l  ist,  also  nnsere 
Bedingung  erfüllt,  V immer  gleich  1 
ist,  ausserhalb  der  Grenzen  der  Integra« 
tiou  aber  Null  wird,  so  ist  cs  gestattet, 
die  Integrale  alle  in  den  Grenzen  0 und 
-foo  zu  nehmen,  da  deijenigc  Theil,  wel- 
cher unsrer  Bedingung  nicht  entspricht, 
von  selbst  verschwindet. 

Es  wird  also 


o y»-f-co  /»  + CO  #»d“00  r*® 

A=~l  / / • • • / 


— ka  a — 1 b — I c— > 
e X y z 


Da  aber  für  <r=+l  und  = — 1 Dis- 
continuit&tcn  stattiinden,  so  fragt  cs  sich, 
ob  hier  die  Umkehrung  der  Ordnung 
des  Intcgrirens  noch  gestattet  ist.  Diese 
Frage  erledigt  sich  jedoch,  wenn  man 
zunächst  statt  des  Ausdruckes  (J  das 
Integral: 


2_ 

tJ  0 


— #7 

sin</  cos  Gff  d'f 


betrachtet,  welches  nach  Formel  III  des 
Abschnitts  38  stets  gleich: 

1 1+ff  1 1 -ff 

— arc  tg  — ^ f-  — arc  tg 


o /.CO 

B=± 

1t  J 0 


cos  fftf'  dtfdxdtfdi  . . • . 

ist,  also  so  lange  < nicht  Null  ist,  keine 
Discontinuität  erleidet.  Denkt  man  sich 
diesen  Werth  für  U in  A eingesetzt,  so 
ist  also  Umkehrung  der  Ordnung  des 
Intcgrirens  erlaubt. 

Mit  abnehmendem  t aber  nimmt  das 
Integral,  gleich  viel  nach  welcher  Grösse 
man  zuerst  integrirt,  die  hier  gegebene 
Form  an,  und  ist  somit  auch  fUr  s=:0 
der  Werth  von  A derselbe,  man  mag 
erst  nach  7 oder  erst  nach  x,  y » . . • 
integriren. 

Wir  schreiben  statt  cos  ff  7 aber 
e 07*j  eg  >^ird  dann  A der  reelle  Theil 
des  Integrals: 


d’f  sin/ 


4-00 


0 0 


—ka  a — 1 6—1 
c X y 


e ^*^*dxdy 
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Dies  Integral  Q xorflllU  aber  in  Factoren  von  der  Gestalt: 
^ + 00 

•/  a 


(k  + fi)“ 

WO  die  Potent  (k  + wie  in  ollen  den  Fällen,  welche  wir  ansfährlich  erörtert 
hoben,  60  su  nehmen  ist,  dass 

/f.  . 'vO  <1  oli  * 

(*+?•)  =r  « , 

nnd  X immer  iwischen  +;r  und  liegt.  Diese  und  die  y,  t ...entsprechenden 
Wenhe  einsetzend,  erholten  wir: 

B=  —r(a)  iXi)  TXc)  ■ • • /'*  <h  — — - — , * . . 

Ist  y = x=  • • • =0,  so  wird  A,  wenn  man  ...  Ihr  a setzt: 

-ti  a+i+c+  • • • - ij. 


‘‘=/” 

0 

lern  reelleo 

lr(«+i+c+. 

nit  im  allgemeinen  Falle  den  reellen  Thoil  ^ 

_ /■(«)  ni>)  r(c)  • • • r ' ^_ir*^„+6+c+  • • • - • . 
/X«-»-6+e-t-  • • •)  J 0 ' 


nnd  dies  ist  gleieh  dem  reellen  Theile  von: 

sin,'  1 

;jO+i+C+  • 

Han  kann  somit  im  allgemeinen  Falle  den  reellen  Thoil  von  B anch  schreiben: 


nirF  = 0,  e = d = 

Formel: 


= 0 erhalt  man  hieraus  die  schon  bewiesene  Enlerscbe 
r(o)  r(i) 


e) 


r(a+4)  * 

Anch  kann  man  in  dom  allgemeinen  Ansdmeke  von  A die  GrSsse  k = 0 setzen, 
und  hat: 


=//■ 


0—1  6—1  c— I j j j. 

i y s ,,,  dz  , 


n«)  r(t)  . . . 


Vertanscht  man  die  Veränderlichen  y,  s 


so  erhalt  man  hierans 


5//' -er'© 


bq—i 


r(a+6  . . .)  (0+6+  . . 0 
■ r(a)  r(b)  , . . 
r(«+6+  . . . +1)' 

bezüglich  mit: 


. . . dx  dy  . . . = C 


a 6 


und  wenn  man  für  o,  6 . . . bezüglich  schreibt: 

P 9 


-ff 


(7)-(©- 


a— I 4—1  j j 

: y . . . d*dy  . . . = ^ , 

P 9 


wo  X,  y « « . auf  alle  Worthe  anszndehnen  sind,  welche  die  Bedingung 


erfttllcn. 
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r(4)=V» 


Ist  noch  oder  da 

a = A=c=l, 

so  crhJÜt  man,  wenn  3 Veränderliche 
genommen  werden, 

V^inaßy. 

und  dies  ist  der  von  den  positiven  Coor-  Ist  p = , = r = 4,  so  erhUt  man  den 
dina^naxen  x,  y,  s nnd  der  FUche,  die  achten  Theil  des  Körpers,  dessen  Ober- 
inr  Gleichung  hat:  ölche  die  Gleichung  hat: 

(f)'+(f)'+(7)''>  (7)‘  + {f)‘  + (7)‘=i 

begrenste  körperliche  Raum,  für  welchen  ... 

sich  ergibt:  d'«“  '»»: 


PV 


64  ni) 

i f 1 . oder  da 

m+4  + i+l) 

p q T 

I*t  /> - y=r=2.  so  hat  man  den  achten  '** 

Theil  eines  EUipsoides,  dessen  Halbaxen 
«,  ß,  y sind,  nnd  für  dasselbe  ist  also: 


r(i)=ra+})  = «r(i), 
v-'t±y  E(ty 

~ « r(f)  • 


» (±e)» 


wo  du  obere  Vorscichen  plt,  wenn  <r  positiv,  das  nntere,  wenn  g negativ  ist. 

atiff.«!*»..  Foraei  ergibt  sich  auch,  indem  wir  du  Vorseichen  auf  die  eben 
angezeigte  Weise  bestimmen: 


pOO  _ 

/ cos(gi/,)tf,^  ai/<  = 

•/  0 


r(q)  cos^ 
(+0)^ 


r"  . , , F(y)sin|^ 

/ sin  (ni/.)  y,»  ’dil,  = + , 

(±0)» 


wenn  man  die  erste  dieser  Formel  mit  sin  die  zweite  mit  cos  ^ multiplicirt 
nnd  addirt,  so  ergibt  sich  hieraus: 

X pcc  ^ _ 

hq)>inqnj  „ J "*■ 

Es  ist  dies  eine  andre  Fora  eines  Dis- 

contmuitatsfactors. 

Untersuchen  wir  jetzt  du  Integral: 

0 •/  0 pF  (s+oi)?  ' ^ ’ 

WO 

p = i+«*+^y+  . . 0 = 1-»— y—  . . . 

gesetzt  wird,  t,p,  ^ ...a,  b ...  positive  Constanten  sind,  aber  immer: 
p+q+  . . . > 0+6+  . . . 
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Dio  Potenzen  von  «4-oi  sind  dmluich  bestimmt,  dass  der  Arens  dieses  Aus- 
druckes immer  zwischen  + n und  — n liegen  soll,  und  das  Integral  \V  soll  sich 
über  alle  positiven  Wertho  von  x,  y , , . erstrecken;  es  ist  dann  IV  vollständig 
bestimmt. 


In  Integral  W kann  man  setzen: 
■•30 


/ 

1 Jo 


-av  ,,P- ' rfv 


pP  itp) 

(Vergleiche  Abschnitt  49,  Formel  10),  nnd 

^9-1 

j 0 


1 

(»+«')* 


l’(9) 


Setzt  man  diese  Ausdrücke  in  IV  ciny  nnd  denkt  dann  die  Integration  nach 
X,  y . , . zuerst  ausgeluhrt,  so  ergibt  sich: 

Q ist  ein  Product  einfacher  Integrale  nach  x,  y . . dio  alle  gleiche  Form  ha- 
ben, und  wo  das  nach  x genommene  die  Gestalt  hat: 

^ 0 («7^ — 

setst  man  dies  nnd  die  entsprechenden  Werthe  der  übrigen  Integrale  ein,  so  bat 
man  für  IV  nur  noch  ein  Doppelintcgral: 

r“  e-^9-(«+*)9',,P-'  y,9-'  1 

iXp)  1X9)  J 0 J 0 / V- 


(«</ — ? •)“  (/9y — tw)  ^ 


....  dtf  dip. 

Dies  Integral  aber  verwandelt  sich  in  ein  einfaches,  wenn  man  setzt: 
y/zzffs,  dtp  — tfds^ 

nnd  nach  f/  integrirt.  Es  ist  dann: 


»•_r('»)  n«)  m ■■■  /•”  1 1 

^0  (i+O+i)«)’"  («-»)“  0»-«)* 

wo  m^pi-q  — fl—  b — ..  . gesetzt  wurde. 


Von  besonderm  Interesse  ist  der  Fall, 
wo  1=0  ist,  da  hier  der  Ausdruck 

0 

welcher  in  der  Entwickelung  als  Factor 
vorkam,  die  Gestalt 


annimmt,  also,  wie  oben  gezeigt  wurde, 
discontinuirlich  ist,  wenn  ff,  wie  es  doch 
während  der  Integration  geschehen  muss, 


vom  Positiven  zum  Negativen  übergeht. 
Lässt  man  also  t sich  zunächst  der  Null 
nähern,  so  wird  der  in  IV  vorkommende 
Ausdruck  nach  unsrer  Annahme 

n.  IX. 

-I  —q-\ 

s-t-oi  = oc^  oder  — <yc  , 

je  nachdem  <r  posttiv  oder  negativ  isL 
Es  ist  also  auch 


(e+ö*)^ 


zu  setzen.  Das  Argument  von; 
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W=  ff  — . . . dxdg 

f f / (cif 

nimmt  also  rcrschiedeno  Formen  an,  je  nachdem; 

0 = 1 — 1 — y—  ...  <0  oder  ff  >0, 

d.  h.  je  nachdem; 

•'+y+‘§i 

ist.  Es  wird  also: 

~»i‘  ’T*  r(m)r(a)  r(b)  . . . s'>~' d,  l l 

»y  = . r+e  K = rij,)r(q)  J ^ ‘ ’ 

v = ff y*~‘  , 

' ' ' (t+ffj:4-i»y  + •••)'’  (1-*— y • • -f 

and  das  Integral  auf  alle  Worihe  von  y . . » anszudehnen  ist,  welche  die 
Bedingung 

x-\-y-\-z-\-  - ■ • < 1 

erfiUkny 

V^ff  ...dxdy 

•f  f • • • (l+,u  + f^  + . . .f  (_l4-*+y+  ...f 
•auf  alle  Werthe  von  x,  y . . . ausgedehnt,  welche  die  Bedingung: 
a:+y+5-|-  ...  >1 

crftUlen.  Der  Werth  von  W erhält  die  QrCsse 

Setzt  man  also  — • statt  i,  so  erhält  man  eine  zweite  Gleichung,  so  dass  man 
mittels  beider  sowohl  V als  V bestimmen  kann. 

56)  Quadratur  vollständigerDif-  die  Bedingung  dafür,  dass  die  gegebene 
ferenziale  mit  mehreren  Varia-  Gleichung 


bien.  dz  — (fdx‘\^x^>dy 

Hat  man  die  Gleichung  Differcnaiiren  einer  andern 

*=A*.y).  .=/•(,,,) 

.0  erhalt  man  durch  deren  Differenziation;  g„,,ja„aen  ist,  und  t und  y völlig  un- 

. abhängig  von  einander  sind. 

^y  ’ Wir  haben  diese  Bedingung  bereit« 

soll  also  ein  Ausdruck;  in  Abschnitt  11  kennen  gelernt,  wo  es 

j , NJ  , \ , sich  aber  um  Grössen  y handelte,  die 

(*,y)dx+,/,(z;,y),/y  ^ H 

ein  vollständiges  Differenzial  sein,  so  Bedingung  heisst  Integrabilitäts- 

müssen  die  buuctiouen  7 und  ib  die  ...  © © © 

Gleichungen  erfüllen;  bcdingnng. 

. Ae  't  erfüllt,  so  lässt  sich  äugen 

= o(x,  y),  — = -^  = ii(x,  y).  blicklich  die  Gleichung 

dx  dx  dy  dy  z = f(x,y) 

Aus  diesen  erhält  man  durch  nochmaliges 


Differenziiren: 
d’i  _ d(f‘ 
dxdy  dy 
Es  ist  also 


dff 

= rr  ond 


bcrstcllcn,  d.  h.  der  Ausdruck 
dz^ffdx-\^ipdy 

integriren.  Zu  dem  Ende  bemerken  wir, 
dass  für  irgend  einen  Anfangswerth  von 
X,  etwax„,  z = /‘(x,,y)  also  gleich  einer 
Eunction  von  y allein  wird,  die  wir  mit 
bezeichnen. 
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El  ist  nan:  Gleichung: 

j dii:fi(x,y)Jx  + ^.{x,t))di/ 

man  aber 

Also  xrrx^,  also  dx  = 0 

j_  u)dx  setzen,  da  constant  war,  und  erhält: 

J ' ’ äz’=v,{x,,y)dy,  - 

wo  bei  der  Integration  y als  constant  sn 

denken  ist  Nimmt  man  dies  Integral,  j/  — \ jy 

welches  noch  eine  Constante  (oder  viel-  jy\  9 

mehr  eine  Function  des  constant  godach-  Sei  noch  für  y=yo.  d.  h.  für 

ten  y)  enthält  in  den  Grenzen  xundx^,  x=x,  und  y=yot  x — z*\  so  ist 

so  hat  man: 

, , . . z'-t"=  V('..y)«'y. 

z — t = I tf(x.  aJöx  ./  « 


so  hat  man: 


= / »(*.  y)< 


• und  z'^  = /‘(jf*»y*)  wird  eine  willkürliche 

und  es  bleibt  nur  noch  von  y dieFunc-  Constante  sein;  man  hat  also,  wenn  man 
tion  z*  zn  bestimmen  In  der  gegebenen  diese  Werthe  cinsetzt: 

*= /*  7(*.y)‘<*+/*^  yldy+i". 

j X,  y. 

Diese  Methode,  welch«  übrigens  einfacher  als  die  gewöhnlich  in  den  Lehr* 
büchem  gegebene  ist,  lässt  sich  augenblicklich  anf  beliebig  viel  Variablen  ans- 
dehnen.  Es  sei: 

</t=y,(x„  X,  ...xjiür,+y,(x„  x, .. . x^) <tr,+...+y Jx„  x,  ...x^)<tr^ 

entsuoden  durch  Differenziiren  der  Oleichang 

t=f{x„  X,  ...x^), 

wo  x„  X,  , , . x^  TSlIig  Ton  einander  nnabhEngigc  Grüsten  sein  sollen. 
Bedingungen  hierfür  sind,  dass  man  hat: 


ds  d* 

öTr''"" 

oder  durch  nochmaliges  Differensiiren : 
d>, 


dl  dl  _ 

■äF”'^s’  ■"dx."’'“ 


dx.dx,  ~ dx,  ’ dx,  dx.  dx.’ 


^7,  dy.j 


Es  muss  also  sein  gesetzt  werden  kOnnen.  Die  Anzahl  der 

sich  hierdurch  ergebenden  Bedingungs- 

dxj  ” dxj  gieichungen  ist:  — ^“2— >>”d  diese  er- 

eine  symbolische  Oleichnng,  in  welcher  fflilt,  so  geschieht  die  Integration  wie 
ihr  s und  I alle  Zahlen  von  1 bis  n oben.  Wir  setzen: 

für  x,=x/**^  und  z = z^'^i 

für  x,=x/"^  und  i,  = x,^'*\  z = s^^^, 

für  x,  = x/“\  XjXrx,^“^  und  x,  = x/'’^,  z=z^'*^ 


für  x,=x/"\  x,=x,W  . . X z = zW. 
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E.  sind  hier  i/“),  . . . ««"»chst: 

Constanten,  ^2 


eine  Function  von  x,  , . , j:  ^ 

aber  nicht  von  x^^  also,  wenn  man  x,^®'undx|  als  Integra* 

eine  lolche  von  x,  ...  x tionsgrenien  betrachtet,  x,  ...  aber 

als  Constante  ansieht: 

' eine  Function  von  x^  allein, 

nnd  endlich  , , _ , , , 

2'  ' eine  Constante;  man  hat  dann  •'  X|^  ^ 

Die  gegebene  Gleichung  aber  nimmt,  wenn  man  Xj=x/**^,  s = «'  aeUt,  die 
Gestalt  an: 

.1«0=  = 

nnd  in  den  Grenzen  nnd  x,  integrirend,  hat  man: 

t(o_,(o  - r • ■•*„)dx.. 

x.W 

In  dem  Werthe  von  kann  man  nun  x,  = x,^"^  setsen,  nnd  hat: 

also:  (•-»)  (a)  P , («)  (u)  (o)  , . 

s'  ' = # y ,(x  >,  i/  ■'.x/  ^X.  . . . X ) </x.. 

(l>)  " 

*s 

Fährt  man  so  fort,  so  erhält  man: 

- r x/"^,  X,  ...x^iix. 

•X  foi 


,(«  ■)_,(»)  ^y'  W.X.W 

n 

Also  durch  die  Addition  aller  dieser  Gleichnngen  ergibt  sich  der  vollständige 
Werth  von  z folgendermassen : 

*=  / , '^i(*iiX,  . . .X  )dx,+  A ’ 7,(x,W  X,  ...X  )dx, 

(0)  " J (»)  » 

.*1 

+ 7i(x/"^,x/"^,x,  . . . i|^)(fx,  + 


*„(«) 

wo  die  Integrationrconstante  ist. 
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Beispiel.  Sei  gegeben 
ydi-xdy 


80  ist 

_ y . _ X 

dq  dtp  ^ — y* 

^ “ (y’  + X»)«* 

die  Integrabilitätsbcdingnog  ist  also  er- 
füllt, und  cs  wird 

r* 

J y’+^*  ./  y,  y’+*.'  ■ 

Aber  wenn  man 


setzt,  erhält  man: 
ydx  _ 


und : 


f 


y. 


y+j.’ 


arctgK-arctgu,, 


:arctge— aretgr,, 


ist.  Also: 

* X,  . y« 

t = arc  tg arc  tg  — — arc  tg  — 

y y * 


Es  ist  aber 


+ arc  tg^  + 1". 


also : 


arctgj  = |-arctg(-|-), 


t = arc  lg  + arc  tg^  " s+s" 

y *9  ^ 

oder  wenn  = 0 genommen  werden  soll, 
y,  aber  positiv  ist,  wo  dann 

arctg~=:arctg(-f*«)=r^  wird, 
t = arc  tg^-ft". 

57)  Fasst  man,  wie  es  im  Anfang  die- 
ses Artikels  geschehen  ist,  die  Quadra- 
turen als  die  Grenzen  von  Summen  auf, 
so  wird  die  Integralrechnung  bis  zu  einem 
gewissen  Grade  unabhängig  von  den  Be- 


trachtungen und  dem  Algorithmus  der 
Diflcrenzialrechnung.  Diese  Auffassung 
ist  die  historische,  und  lange  vor  Leib 
nilz  und  Newton,  den  Erdndem  der  hö- 
licm  Analysis',  hat  man  diese  Methode 
angewandt,  namentlich  zur  Berechnung 
von  Flächeninhalten,  freilich  ohne  sich 
eines  allgemeinen  Algorithmus  zu  bedie- 
nen. Zu  bemerken  sind  hierbei  nament- 
lich Descartes,  151)6  bis  1650,  und  sein 
grosser  Zeitgenosse  Fermat,  der  1590  bis 
1605  in  seinen  Untersuchungen  dem  Geiste 
der  höhem  Analysis  bereits  sehr  nahe 
gekommen  war.  Von  letzterem  rührt  auch 
die  Methode  her,  das  Gesetz  der  Ver- 
änderliciikeit  angemessen  zu  bestimmen, 
um  der  Summe,  deren  Grenze  man  ver- 
langt, eine  möglichst  einfache  Gestalt  zu 
geben. 

In  Abschnitt  4)  haben  wir  ein  Beispiel 
dieser  Methode  gegeben.  Geschickte  und 
fruchtbare  Anwendungen  dieser  Methode 
gab  auch  Wallis,  1616  bis  1703.  Von 
einer  allgemeineren  Auffassung  der  In- 
togralrechming  kann  aber  erst  seil  New- 
ton, Vri2  bis  1727,  und  Ircibnitz,  1646 
bis  171b,  die  Uedo  sein.  Bekanntlich 
gelangten  beide  grosse  Männer  wahr- 
scheinlich gleichzeitig,  aber  auf  verschie- 
denen Wegen,  zur  Auffindung  der  Dif- 
ferenzialrechnung. 

Da  das  Integriren  das  inverse  Verfah- 
ren des  Differenziirens  ist,  so  konnten 
nach  Bestimmung  der  DifTcrenzialqnoticn- 
ten  der  verschiedenen  F'unctionen  ebenso 
viel  Integrale  bestimmt  werden.  Die 
Methode  des  theilweisen  Intcgrirens  und 
der  Substitution  rührt  von  den  Erfindern 
der  hohem  Analysis  her. 

Die  Auffindung  der  Integrale  gcbroch- 
ner  Functionen  verdanken  wir  Johann 
Bcrpoulli,  1667  bis  1748.  Die  Methode 
des  Hationalmachens  der  Functionen, 
welche  eine  Quadratwurzel  eines  Aus- 
druckes zweiten  Grades  cnthnltcn,  rührt 
von  Cotes  her  (1682  bis  1716).  Wesent- 
liche Verdienste  um  die  Förderung  der 
Intcgralrechntmg  hat  sich  Euler  erw'or- 
bon  (1707  bis  17^),  besonder«  durch  sein 
Werk:  „Insiituiiones  calculi  iutegralis.*' 

Die  Berechnung  der  bestimmten  Inte- 
grale muss  wohl  ebenfalls  auf  Euler 
zurückgeführt  werden,  hat  aber  wesent- 
liche Erweiterungen  in  diesem  Jahrhun- 
derte erfahren. 

Ein  höchst  wesentlicher  Fortschritt  ist 
die  Einführnng  des  Begriffs  des  Imagi- 
nären in  die  Integralrechnung.  Wenn 
derselbe  auch  vor  Entstehung  dieser  Wia- 
senschaft  öfter  gelegentlich  angewandt  ist, 
so  ist  doch  die  schärfere  Begründung 
dieses  Verfahrens,  namentlich  die  Theorio 
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dei  Integrirens  auf  rerscbiedenon  Wegen 
und  der  dadurch  bedingten  Mehrdeutig« 
keit  der  Integrale,  Cauchy  zu  cuschrciben. 
Die  Durchfabrung  dieser  Oberaus  frucht- 
baren Methode  hut  es  nicht  allein  mOg- 
lieh  gctnncht,  die  Integmlrcchnang  von 
vielen  ungenauen  oder  unklaren  Ausfüh- 
rungen zu  befreien,  sondern  dieselbe  auch 
wesentlich  gefördert  und  erweitert.  Wie 
sie  denn  in  der  Theorie  der  Functionen 
im  Allgemeinen , und  der  mehrfach  pe- 
riodischen im  Besondern,  der  Reihenent- 
wicklung u.  s.  w.,  bereits  wichtige  Re- 
sultate gegeben  hat,  und  namentlich  in 
ihrer  Ausdehnung  auf  die  Integrale  der 
Differenzialgleichungen,  welche  nament- 
lich durch  Weiorstrass  und  Riemann  be- 
gonnen ist,  noch  Bedeutenderes  erw'arten 
l&sst. 

dnadrfttQr  ebener  Fignren  (Geometrie). 

1)  Einleitung. 

Dem  Wortsinne  nach  versteht  man  un- 
ter der  Quadratur  irgend  einer  Figur  ihre 
Verwandlung  in  ein  Quadrat,  d.  h.  die 
geometrische  Construction  eines  Quadra- 
tes, welches  mit  ihr  gleichen  Flächen- 
inhalt hat. 

Da  diese  Aufgabe  für  gradlinige  Fi- 
guren eine  der  leichtesten  der  Elementar- 
geometrie ist  (siehe  den  Artikel:  Qua- 
drat), 80  kommt  sie  nur  für  solche  Fi- 
guren in  Erw&gung,  welche  ganz  oder 
zum  Theil  von  krummen  Linien  begrenzt 
sind. 

Statt  eine  solche  Figur  in  ein  Qua- 
drat, kann  man  sic  nach  dem  Obigen 
ancb  in  eine  beliebige  von  graden  Linien 
begrenzte  Figur,  etwa  in  ein  Dreieck, 
verwandeln,  und  die  Aufgabe  ist  daun 
gelöst,  da  letzteres  sich  sogleich  in  ein 
Quadrat  verwandeln  lässt.  Bei  den  mei- 
sten Cnrven  ist  jedoch  eine  solche  geo- 
metrische Construction  mittels  der  Werk- 
zeuge der  elementaren  Geometrie,  dem 
Kreise  und  der  graden  Linie  schlechter- 
dings unmöglich,  und  daher  eine  solche 
Quadratur  im  engsten  Sinne  nicht  zn 
leisten.  Es  ist  bekannt,  wie  viel  vergeb- 
liche Versuche,  z.  B.  der  Quadratur  des 
Kreises  in  diesem  Sinne  gew'idmet  wor- 
den sind,  und  wohl  von  Autodidakten 
noch  gewidmet  werden.  Jedoch  ist  hier 
ein  Erfolg  ans  dem  angefOhrten  Grunde 
unmöglich. 

Nicht  zu  bezweifeln  ist  es  dagegen, 
dass  mit  andern  mechanischen  Hülfs- 
mitteln,  als  Zirkel  und  Lineal  sind,  die 
Quadratur  jeder  Figur  so  leisten  ist. 
Jedoch  wftre  ein  solches  Beginnen  nnr 
in  wenigen  F&Uen  von  einigem  wissen- 
schaftlichen Interesse. 


Indessen  l&sst  sich  dem  Worte  Qua- 
dratur ein  andrer  aus  der  Elementar- 
geometrie in  die  Analysis  führender  Be- 
griff unterlegen. 

Bei  der  Bestimmung  des  Flächeninhalts 
der  Figuren  legt  man  bekanntlich  als 
Einheit  immer  ein  Maass  unter,  welches 
ein  Quadrat  ist,  desseu  Seite  die  als 
Längeneinheit  gewählte  Strecke  bildet. 
(Z.  B.  Quadratfuss  oder  Quadratzull,  je 
nachdem  ein  Fuss  oder  Zoll  die  Einheit 
des  Längenmaasses  ist.)  Hat  man  also 
für  den  Flächeninhalt  einer  Figur  irgend 
eine  Formel  oder  Zahl,  so  stellt  dirselbe 
eine  gleiche  Anzahl  Quadrate  vor,  deren 
Seite  die  Längeneinheit  ist,  oder  einen 
Theil  eines  solchcu  Quadrates,  der  immer 
als  Rechteck  gedacht  werden  kann.  Da 
nun  jede  Anzahl  von  Rechtecken  oder 
Quadraten  leicht  in  ein  Quadrat  ver- 
wandelt worden  kann,  so  ist  die  Aufgabe 
der  Quadratur  als  gleichbedeutend  mit 
der  Bestimmung  des  ('lächcninhalts  einer 
Figur  zu  setzen. 

Eine  solche  analytische  Bestimmung 
des  Flächeninhalts  wird  aber  nur  dann 
eine  geometrische  Quadratur  im  engem 
Sinne  möglich  machen,  wenn  die  Zahl 
oder  Formel,  welche  den  Flächeninhalt 
ausdrückt,  rational,  oder  wenn  sie  die 
Wurzel  einer  quadratischen  Gleichung  ist, 
da  nnr  solche  Ausdrücke  sich  geometrisch 
construiren  lassen  (vergleiche  hierüber  den 
Artikel:  quadratische  Gleichungen). 

Unter  Quadratur  wird  hier,  wie  allge- 
mein üblich,  also  nur  die  Bestimmung 
der  Flächeninhalte  zu  verstehen  sein. 

Für  diese  Aufgabe  gibt  die  Integral- 
rechnung ein  allgemeines  Mittel,  und  ist 
dieselbe  gewissermassen  die  geometrische 
Deutung  des  Integrirens  im  engem  Sinne, 
weshalb  dasselbe  auch,  wie  im  rongen 
Artikel  geschehen,  als  analytische  Qua- 
dratur bezeichnet  wird. 

Ehe  wir  jedoch  auf  diese  allgemeine 
Aufgabe  eingchn , wird  es  nöthig  sein, 
auf  die  Quadratur  einiger  der  bekann- 
testen Figuren , soweit  dieselben  einer 
elementaren  Behandlung  zugänglich  sind, 
hier  einzugehen.  Wir  beginnen  dabei  mit 
dem  Kreise. 

2)  Quadratur  des  Kreises. 

Man  kann  unter  dem  Ausdruck  Qua- 
dratur des  Kreises  sowohl  die  Berech- 
nung des  Flächeninhalts  des  ganzen 
Kreises,  als  einzelner  Kreisstücke^  z.  B. 
Sectoren  oder  Segmente  verstehen.  Die 
ersteren  lassen  sich,  so  wie  der  ganze 
Kreis  mittels  einer  einzigen  Irrational- 
zahl, der  sogenannten  Lndolphschen  Zahl 
oder  der  Zi^  n berechnen,  welche  das 
23 
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Verhaltniss  der  halben  Periphoric  £nm 
Radius  ausdrückt ; bei  der  Berechnung 
der  SegmoDte  sind  ausserdem  trigonome- 
trische Betrachtungen  nOthig. 

Sehr  wichtig  aber  für  den  Kreis  ist 
08)  dass  die  Aufgabe  seiner  RectificatioD) 
d.  h.  die  Berechnung  der  Bogenl&ngen 
desselben  sich  auf  die  Quadratur  surück- 
führen  lasst  und  umgekehrt;  tu  beiden 
Aufgaben  nämlich  ist  dieselbe  Grosse  n 
nöthig.  Nur  in  sehnen  Fallen  haben 
Cnrven  diese  Eigenschaft. 

Wir  geben  tunachst  die  Satte  über  die 
Berechnung  der  cintelnen  Flachenstücke 
des  KreiscSf  womit  .wir  zugleich  die  Be- 
rechnung der  Bogenlängen  Torbindeo. 


Fig.  34. 


Sei  (Fig.  34.)  abede  ein  beliebiger 
Kreisbogen,  O der  zugehörige  Mittel- 
punkt, ab,  bc,  cd,  de  Sehnen  von  belie- 
biger Lange.  Verbinden  wir  die  End- 
punkte derselben  mit  dem  Mittelpunkte 
O,  und  fällen  von  O aus  auf  die  ein- 
tclnen  Sehnen  die  Lothe  Om,  Oß,  Oy, 
Oif. 

Man  erhält  dann  eine  Anzahl  von 
Dreiecken  (hier  4),  und  wir  bezeichnen 
die  Summe  der  Flächeninhalte  derselben 
mit  A,  es  ist  dann: 

. _ ab^Oa  bc^Oß  cd^Oy  de*Od 

~ ~~2~ 

Nimmt  man  nun  an,  die  Sehnen  wür- 
den immer  kleiner,  mehrten  sich  aber  an 
Zahl,  BO  dass  der  Bogen  abeöe  sich 
nicht  ändert,  so  würden  sich  offenbar  die 
Hohen  alle  dem  Radius  des  Kreises  na- 
hem, den  wir  mit  r bezeichnen,  wäh- 
rend jede  Sehne  sich  dem  Bogen  nähert, 
welchen  sie  abschneidet.  Es  sind  dies 
Betrachtungen,  zu  deren  schärferen  Be- 
gründung man  öfter  auf  die  Eigenschaf- 
ten des  Kreises  einzugeben  pflegt.  Es 
scheint  dies  aber  um  so  unnOthiger,  als 
gleiche  oder  ähnliche  Satze  nicht  ^lein 
für  den  Kreis,  sondern  für  alle  krummen 
Idnien  gelten,  und  die  Anwendung  der 


Infinitesimalrechnung  auf  die  Geometrie 
möglich  machen. 

Es  wird  mithin,  wenn  die  Anzahl  ins 
Unendliche  wachst: 

A = g(aÄ-f  6c-l-cd-l-de-f-  • • •), 

aber  wenn  man  den  Bogen  abede  mit  b 
bezeichnet,  denselben  für  die  Summe  der 
Sehnen  setzt,  und  berücksichtigt,  dass 
unter  der  angenommenen  Bedingung  sich 
A dem  Sector  aOe  nähert,  den  Vir  mit 
S bezeichnen,  so  haben  wir: 


eine  Formel,  welche  lehrt,  einen  gegebe- 
nen Scctor  b’  durch  den  zugehörigen 
Bogen  b und  den  Radius  r des  Kreises 
nuszudrücken.  Vergleicht  man  diese  For- 
mel mit  der  für  den  Flächeninhalt  eines 
Dreiecks,  so  hat  mitn  auch  den  Satz: 

„Jeder  Sector  ist  gleich  einem  Drei- 
eck, welches  den  zugehörigeu  B«)gcn  zur 
Seite,  den  Radius  des  Kreises  aber  zur 
Höhe  hat.'^ 

Bezeichnen  wir  die  Peripherie  des  Krei- 
ses mit  F,  den  Inhalt  desselben  mit  A, 
so  ist  klar,  dass  man  sich  den  ganzen 
Kreis  als  Sector  denken  kann,  zu  dem 
als  Bogen  die  ganze  Peripherie  gehört, 
und  die  vorige  Formel  gibt  sonach: 


Dieser  Ausdruck  gibt  die  Beziehung, 
welche  zwischen  Rectification  und  Qua- 
dratur des  Kreises  stattfindet,  welches 
sonach  Operationen  sind,  deren  eine  die 
andere  sogleich  ergibt. 

Wir  benutzen  diese  Formel  anch  znr 
Definition  der  Lndolpb'schcn  Zahl,  wel- 
che allen  übrigen  Betrachtnngen  zu 
Grunde  liegt. 

Bezeichnen  wir  mit  n die  halbe  Peri- 
pherie eines  Kreises,  dessen  Radias  die 
Einheit  ist,  so  bat  man: 

r-l,  Ä = g = n, 

Also  n stellt  anch  gleichzeitig  den  Flä- 
cheninhalt desselben  Kreises  vor. 

Bekanntlich  verhalten  sich  zwei  Bogen 
desselben  Kreises,  wie  die  zngehorigen 
Centriwinkol , ein  Satz,  welcher  augen- 
blicklich ans  dem  folgt,  dass  sn  gleichen 
Centriwinkel  gleiche  Bogen  gehören.  Sei 
also  n der  zu  Bogen  b gehörige  Centri- 
winkel, den  wir  uns  in  Graden  aasge- 
drückt denken,  und  berücksichtigen  wir, 
dass  zur  ganzen  Poripberie  ein  Centri- 
winkel von  360  Grad  gehört,  so  haben  wir 


rv  - 


: oy  Googk; 
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oder: 


&:»=;F:d60 


b 


36»®’ 


sollte  tt  dagegen  in  Secunden  aasgedrückt 
sein,  so  ist  auch  der  Winkel  von  360® 
in  Socunden  aussudrOcken,  und  man  hat: 
360.60-60=1296000, 


Summe  derselben  sich  den  bexüglichen 
Bogen  n&hcrt.  Nehmen  wir  endlich  an, 
diese  Bogen  seien  die  halben  Peripherien 
der  bezüglichen  Kreise,  so  wird  offenbar 
nach  dem  oben  Gesagten: 
ab’^bc-j-edzzTf 

AB+BC+CD  = ? 

Si 


1296000’ 

WO  a der  in  Secunden  ausgedrückte  Cen> 
triwinkel  ist. 

Es  bleibt  jetzt  noch  übrig,  eine  Be- 
ziehung zwischen  der  Zahl  n und  der 
Peiipberie  P eines  beliebigen  Kreises  zu 
ermitteln. 


Fig.  3ö. 


Sei  AD  (Fig.  35.)  ein  beliebiger  Kreis- 
bogen, in  welchen  die  Sehnen  AB,  BC, 
CD  gezeichnet  sind;  man  ziehe  die  zu- 
gehörigen Halbmesser  OA,  OB,  OC,  OD, 
und  durch  einen  beliebigen  Punkt  a von 
OA  lege  man  einen  conccntriscbcu  Kreis- 
bogen ad,  der  von  den  übrigen  Haib- 
messern  bezüglich  in  b und  e geschnitten 
wird;  zieht  man  noch  die  Sehnen  ab, 
bc,  cd,  so  sind  offenbar  die  gleichschenk- 
ligen Dreiecke : 

OAB  und  Gab,  OBC  und  Obe, 
OCD  und  Oct) 

entsprechend  ähnlich,  da  sic  den  Winkel 
an  der  Spitze  gemein  haben,  also: 
ab : AB^aO : AO 
be:BC  = bO:BO  = aOtAO 
cd:CD^cO:CO=:aOtAO 
und  demgemäss: 

ab-^be-^cd:AB+BC-i-CDs=aO:AO. 
Nehmen  wir  jetzt  an  AO  sei  — r,  aO 
aber  gleich  der  Einheit,  so  dass  wir  dem 
zweiten  Kreise  die  Einheit  als  Radius 
geben,  denken  wir  uns  ferner  die  Sehnen 
verkleinert  und  vermehrt,  so  dass  die 


werden,  und  wir  erhallen: 


1)  F=2/ir. 

Diesen  Ausdruck  von  P in  die  oben  ge- 
fundenen Formelo  einsetzend,  erhalten 
wir: 

2)  A = nrl, 
rt.  , nru  nra 

^ isö'ö^töööö 

und  w'cnn  wir  diese  Wertho  von  b noch 
in  die  Formel: 


einsetzen: 

5^  c- 

^ ‘ ~ 360  1296000* 

wo  gesetzt  wurde: 
der  Radius  gleich  r, 
die  Peripherie  gleich  F, 
der  Flächeninhalt  des  Kreises  gleich  ilf, 
ein  beliebiger  Bogen  gleich  b, 
sein  zugehöriger  Centriwinkel 
in  Graden  gleich  er, 
in  Secundon  gleich  a 
und  die  constante  Zahl  n den  Flächen- 
inhalt eines  Kreises  mit  Radius  1,  oder 
die  halbe  Peripherie  dieses  Kreises  dar- 
stcllt 

Man  kann  aber  auch  statt  den  Centri- 
winkel  in  Graden  anszudrücken,  dafür 
dio  Länge  des  zngehürigen  Bogens  ein- 
führen, dessen  Radius  gleich  Eins  ist. 
Sei  derselbe  gleich/},  so  hat  man,  wenn 
man  in  Formel  3)  1 für  r,  für  b setzt: 


8a) 


na 

180* 


also: 

3b)  = 

Die  Formel  4)  aber  gibt: 

4a)  S=4rV; 

jeden  gegebenen  Winkel  rr  kann  man 
sich  so  Tcrmöge  der  Formel  3a)  in  Bo- 
genmaass  ß darstellcn. 

Wir  wollen  mit  diesen  Formeln  noch 
die  für  Sehne  und  Segmente  verbinden. 
23* 
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Die  erster©  bezeichnen  wir  mit  C,  das  selbe  auf  140  berechnen  lassen,  Dahse 


letztere  mit  A. 


Fig.  36. 


Sei  Ali  die  Sehne,  a der  zu^ubörigo 
Centriwinkcl,  OC  ein  Loih  vom  Mittel- 
punkt auf  die  crstcro,  so  wird  durch 
dasselbe  Sehne  und  Centriwinkel  halbirt, 
und  cs  ist: 

ilC=r  sin^ 

oder: 

G)  C = 2rsin^. 

Das  Segment  ergibt  sich,  wenn  man  von 
dem  Sector  AOB  das  zugehörige  Dreieck 
AOB  abzicht.  Der  Flächeninhalt  des 
letztem  aber  ist  (siche  den  Artikel:  Tri- 
gonometrie) ^r^sincr,  so  dass  man  hat: 

. r*  /n«  . \ r . . 

^ = -2  = 

Diese  Formel  enthält  gleichzeitig  den 
Winkel  ft  und  seinen  Sinus.  Kömmt  cs 
also  bei  irgend  einer  Aufgabe  darauf  an, 
ans  den  Werthen  eines  Segments  und 
des  zugehörigen  Radius  den  Centriwinkel 
zn  finden,  so  kann  dies  nur  mittels  einer 
transcendenten  Gleichung  bewirkt  worden. 
£s  bleibt  uns  jetzt  noch  übrig  die  con- 
stantc  Zahl  n zu  ermitteln. 

Man  hat  sich  damit  schon  im  Altcr- 
thnmo  beschäftigt,  und  namentlich  fand 
Archimedes  durch  geometrische  Betrach- 
tungen, dass  dieselbe  etwas  kleiner  als 
22 

-j’  sein  müsse.  Andre  Mathematiker  fan- 
den genauere  Werthe.  Aber  Ludolph  van 
Keulen  (1550  bis  1610)  berechnete  nuf 
eine  ähnliche  Art  diese  Zahl  bis  auf  35 
Bruchstellen,  weshalb  die  Zahl  tt  nach 
ihm  benannt  worden  ist.  In  neuerer  Zeit 
hat  man  diese  Genauigkeit  noch  weiter 
getrieben,  Lagny  hat  diese  Zahl  bis  auf 
128  DeomalsteUen  berechnet,  Vega  die- 


ist  bis  auf  züU  Decimalstellen  vorge- 
schritten, und  selbst  diese  Genauigkeit 
ist  schon  überboten.  Für  fast  alle  Rech- 
nungen reichen  5 bis  höchstens  7 Deci- 
malstcllcn  aus. 

Eigentliches  Interesse  ist  mit  den  Be- 
rechnungen auf  viele  Decimalstellen  nur 
höchstens  insofern  verbunden , als  dabei 
die  Mittel  einer  sorgfältigen  und  fehler- 
freien Rechnung  einer  genauen  Erwä- 
gung unterliegen. 

Die  ersten  140  Decimalstellen  sind: 
n=3,  14159  26535  88793  23846  26433 
83279  50288  41971  69399  37510  58209 
749U  59230  78164  06286  20899  86280 
34825  34211  70679  82148  08651  32823 
06647  09384  46096  50582  26136  • • • 

Was  die  Mothudeu  zur  Berechnung 
dieser  Zahl  anbetrifft,  so  bat  man  sich 
vor  Erfindung  der  Infinitcsimalrechnnng 
fast  ausschliesslich  der  Bctrachtnng  und 
Berccbnnng  der  regelmässigen  Vielecke 
bedient,  indem  man  den  Flächeninhalt 
des  Kreises  mit  dem  eines  solchen  von 
sehr  viel  Seiten  identifidrte,  oder  seine 
Peripherie  dem  Um&ngo  eines  solchen 
Vieleckes  gleich  setzte.  Offenbar  ge- 
langt man  auf  diese  Weise  zu  einer  be- 
liebigen Annäherung,  d.  h.  auf  den  Werth 
von  71  auf  beliebig  viel  Decimalstellen. 
Will  man  jedoch  sehr  viel  dergleichen 
haben,  so  wird  die  Bcrcchnnng  sehr  be- 
schwerlich, und  Ludolph  van  Keulen  be- 
diente sich  selbst  nicht  einmal  der  ein- 
fachsten Formeln,,  die  hier  zum  Ziele 
fuhren.  Wir  werden  hier  zwei  solche 
elementare  Methoden  zur  Berechnung  von 
n geben. 

3)  Berechnung  der  Zahl  n aüf 
elementarem  Wege. 

Fig.  37. 
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e=V—’  9=- 


Sei  (Fig  37.)  AB  die  Seite  eines  be- 
liebigen in  den  Kreis  nm  O eingescbrie-  r — 1/  9 

benen  regelmksigen  Vielecks,  OD  die  > ^ 

Höhe  des  Dreiecks  AOB.  Hat  das  Viel-  oder  wenn  wir  statt  p nnd  n in  Beeng  anfs 
eck  tt  Seiten,  so  ist  also  AOB  der  nte  2nEck  r,,F, , fürs  4«Eck  r,,  F, , iurs 
Theil  desselben,  AOD  der  2nto  Theü.  SnEck  r,,F,  schreiben,  so  haben  wir; 
Verlltngert  man  OD  bis  inr  Peripherie  t /= 


dcB  Kreise«  nach  C,  und  siebt  Av^  so 
ist  dies  die  Seite  des  Vielecks  von  2n- 
Seiten , OE  mGge  die  Hohe  desselben 
sein. 

Man  bat  dann: 


AC^  — AD^  = AO*  - OD* 

^{OC~ODy=iOC»-OD^^{OC-OD)* 
= 20C*-20C-0D=20C{0C-0D). 
Also  wenn  wir  die  Seite  des  nEcks  mit 
Sf  die  des  2/iEck8  mit  tr,  den  Radius  des 
beiden  umgesebriebenen  Kreises  mit  R, 
den  Radios  des  dem  nEck  eingescbrie« 
benen  Kreises  (OD)  mit  r bezeichnen, 
so  ist: 

u*z=2Ä(Ä-r). 

Es  ist  ferner,  wenn  wir  mit  g den 
Radios  des  dem  2nEck  eingeschriebenen 
Kreises  beieicbnen: 


nnd 


nach  Bestimmung  dieser  Grossen: 
,,  •••r  kann  man  setzen: 


d.  b. 


p e*  _ ^1 


F =- 


• — 1 


2) 


Die  Ausdrücke  F.,  r. 


I-  I 

beziehen  sich  auf 


oder  wegen  des  eben  gefundenen  Aus- 
drncks  für  a; 

R{R-T)_R{R+r) 

e’-«—  2^  __  2~. 

Da  durch  diese  Formeln  sich  Seite  und 
Radius  des  eingeschriebenen  Kreises  des 
2nEcks  finden  lassen , wenn  man  die 
letztere  Grosse  fürs  nEck  kennt,  so  las« 
sen  sich  dieselben  Ausdrücke  ffir  4nEck, 
8n£ck  n.  s.  w.  nach  und  nach  berechnen. 

Die  Dreiecke  ADO  und  ACO  haben 
gleiche  Hohe  AD,  sie  verhalten  sich  also 
wie  die  Gmndlinien  OD  nnd  OC,  d.  h. : 
ADO  _r 
ACO  ~Ä’ 

beide  Dreiecke  sind  aber  bezüglich  die 
2ntenTbeile  des  nEcks  und  des  2nEcks. 
Bezeichnet  man  also  den  Flftchcninhalt 
des  ersteren  mit  F,  des  letzteren  mit  tf, 
so  ist  das  Vcrbaitniss  dieser  Grössen 
dasselbe  als  der  Dreiecke,  also 


F r 


Wir  nehmen  jetzt  an,  der  Radius  R des 
umgeschricbenen  Kreises  sei  gleich  der 
Einheit,  so  werden  die  Formeln  für  <p 
und  ^ sich  verwandeln  in: 


das  Vieleck  von  2*  • n Seiten, 

Was  auch  n sei,  so  kann  man  $ so 
gross  nehmen,  dass  eich  auf  eine  be- 
liebige Anzahl  Decimalstellen,  etwa  auf 
7,  dem  Radius  des  umgeschriebenen 
Kreises,  d.  h.  der  Einheit  n&hert,  und 
man  siebt  dann  ein,  dass  sich  in  dem- 
selben Masse  F^  dem  Kreise  mit  Halb- 
messer 1,  d.  h.  der  Zahl  n nähert. 

Man  kann  also  auf  eine  gleiche  An- 
zahl Decimalstellen  F^  mit  der  Zahl  n 

identificiren,  da  die  folgenden  r im  Nen- 
ner, also  in  den  folgenden 

Decimalstellen  von  Eins  abweichen.  Der 
Berechnung  von  F^trrt  nach  Formel  2) 

muss  also  die  successive  Berechnung  der 
r nach  Formel  1)  vprangehen,  und  man 
setzt  diese  Rechnung  so  lange  fort,  bis 
r für  die  beabsichtigte  Anzahl  von  Bruch- 
stellen nicht  mehr  von  Eins  abweiebt. 
Die  Zahl  ft,  mit  der  man  beginnt,  ist 
beliebig.  Fangen  wir  z.  B.  mit  dem  re- 
gelmässigen Viereck  an,  so  ist  bekannt- 
lich der  Flächeninhalt  desselben  gleich 
dem  doppelten  Quadrat  des  Radius  A, 
also  hier  gleich  2.  Die  Seite  des  Vier- 
ecks ist  gleich  ^^2,  also  hier  gleich 
und  der  Radius 


Es  ist  somit: 
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Die  Formel  2)  eignet  sich  besonders  lum 
logaritbmiacben  Becbncn,  die  Formel  1) 
namentlich  zur  Anwendung  der  Üaussi- 
seben  Tafeln,  wenn  nur  5 Decimahtellen 
verlangt  werden,  bei  7 Stellen  kann  inan 
statt  dcBscu  die  trigonometrischen  Tafeln 
anwenden. 


Es  ist  n&mlich: 


r = j^|=coa45‘, 


,r  /l +008  45“  45“ 

r,  = |,+2  = y g— =008— . 

45* 

r,  = cos-^ 

45® 

!•  =C08  — 

I 2*  * 

(vergleiche  den  Artikel:  Trigonometrie), 
also : 


2b) 


n ~ 


cos  45  cos 


2 


3) 


45  45 

lg7  = lg2-(lgC08  46  + IgC0S-j+l6C0S-j  + 


lg  cos 


45 

Die  Zahl  s ist  so  gross  zu  nehmen,  dass  lg  ros  — — in  den  ersten  7 Stellen 

2*“  ' 

nicht  von  Null  abweicht. 

Wir  geben  hier  die  so  hOehst  einfache  Rechnung: 

■ 9.a494»50-10 

= 9,9656153-10 

= 9,9915739-10 

= 9,9979037-10 

=9,9994766-10 

= 9.9998692-10 

>=9,9999673-10 

•««04 -lg cos  0“21'  5"62  = 9,9999918 -10 

Igcos^  =Igco8  0“10'32"8  = 9,9999980-10 

Igoos;^  =lgcos  0“  5'16"4  = 9,9999995-10 
612 

Igco8-^  = lgcos  0“  2'38"2  = 9,9999999-10 
1024  

0,8038802-1 

Da  1024  =2’®  ist,  so  ist  hier  s = 10,  1er  übereinstimmen  wird, 
und  die  Rechnung  ist  fortgesetzt  bis  zum  Der  oben  gefundone  Werth  ist  nun 
4 ‘ 1024  oder  4096  Eck,  dessen  Flächen-  abtnaichn  von  lg  2 
Inhalt  in  den  ersten  7 Decimalstcllen  mit  lg2=  0,3010300 

dem  des  Kreises,  abgesehen  von  dem  0,8038802—1 

durch  die  Summation  entstandenen  Feh-  lg  71  = 0,^71498. 


lg  cos 
lg  cos 

45 

45 

2 

= lgco8  22“30' 

lg  cos 

46 

4 

= lg  cos  11  "15' 

lg  cos 

45 

8 

= lgco8  5"37'30" 

IgCOB 

45 

16 

= lg  cos  2“48'45" 

IgCOB 

45 

32 

= Igcos  1"24'22"5 

Igcos 

45 

64 

=lgcoB  0“42'11"2 
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Der  wahre  Werth  von  \gn  ist: 
lg  71  = 0,49714987269413385435127. 

Es  ist  also  bei  dieser  Rechnung  nur  ein 
Fehler  gemacht,  welcher  weniger  als 
eine  Einheit  der  leUten  Stelle  betr&gt. 

Sind  mehr  als  7 Decimalstcllen  ver^ 
langt,  BO  wird  man  sich  der  Formeln  la 
nnd  2a  selbst  bedienen. 

Wir  knüpfen  hier  noch  eine  zweite 
Methode  an,  die  auf  dieselben  Grund- 
lagen sich  stützt 


Fig.  38. 


Sei  (Fig.  38)  d&  die  Seite  des  2eEcks, 
do.  bo  Halbmesser,  nb  die  Tangente  für 
l*unkt  6,  ogf  ein  Loth  auf  db,  de  paral- 
lel abf  und  setzen  wir: 

^deo  = 7,  abo  = Vt  dboziti^f  = 

Es  ist  dann: 

1}  der  2ate  Theil  des  eingeschriebenen 

iiEcks, 

I]'  der  2nte  Theil  des  eingeschriebenen 
2aEcks, 


V der  2ate  Theil  des  umgcschriebcnen 
fiEcks, 


t/  der  2ate  Theil  des  nmgeschriebenen 
2fiEcks^ 

Die  mit  t/  und  tj  bezcichneten  Dreiecke 
haben  die  Hohe  de  gemein,  und  verhal- 
ten sich  wie  die  Orundliuien  ob  und  oe. 

Die  mit  i;'  und  v bezeichneten  Drei- 
ecke haben  ebenfalls  die  von  b ausge- 
fallten  Höhen  gemein,  nnd  verhalten  sich 
wie  die  Grundlinien  od  = o6  and  oa;  man 
hat  also: 

tl'iil=ohioe 

und 


f/lV^OblOOy 


also  durch  Moltiplication: 

y* : ^ = o6* : 00  «oe. 


Wegen  der  Aebnlichkeit  der  Dreiecke 
ode  nnd  o6a,  ist  aber: 


oder 
d.  b. 

also  auch: 


obioe^oaiod 
obioe—oaiobf 
o6*  =:  oa  • oty 


offenbar  aber  ist  auch; 


vin  — ob' : oe*, 

da  sich  Ähnliche  Dreiecke  wie  die  Qua- 
drate gleichliegendcr  Seiten  verhalten, 
nnd  aus  demselben  Grunde: 


also: 


^ü':Aeo=o6*  :oe*, 
= iheo. 


Aber  es  ist: 


Aeo  = |ü'— fÄeA, 
und  man  bat: 

fbek^ßg-^ghth,  fbg^hdg, 
kdg  -^-gbek  — dbe  =:  17'  — jj, 

also: 

fbek  = ij'  — keo  ~ 17— I}', 

und  dies  in  die  obige  Proportion  eio- 
setzend  erhalten  wir: 

1:77  = 

d.  h. 

t' 0 — 2o  (t/ — fl)  = 

oder: 

i»'(o— fl)=2i.-(fl'— fl). 

Wenn  man  links  für  v noch  seinen  aus 
der  ersten  Relation  gezogenen  Werth 

u'a 

~ setzt,  so  erbAlt  man 


fl 

■v), 

d.  h. 

mit  Hinweglassnng 

dca  h'aetora 

v'-r- 

^(,'+c)=2o 

oder: 

V + v 

Bezeichnet  man  nun: 

den  Flächeninhalt  des  eingeschriebenen 
nEcks  mit  £, 

den  des  nmgeschriebenen  nEcks  mit  U, 
den  des  eingeschriebenen  2fiEcks  mit  £', 
den  des  nmgeschriebenen  2fi£cks  mit 
so  ist: 

E U , E*  , V* 

""ä;’  ^ "2«’  * ~2i*’ 
also  verwandeln  sich  nnsere  beiden  Glei* 
chnngen: 
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und  = ' 

"T  9 
in; 

I)  E’  = V(EU), 

Von  clicBen  ebenfalls  nicht  unbequemen 
Formeln  lehrt  I zunächst,  aus  den  gege- 
benen Flächeninhalten  eines  eingeschrie- 
benen und  nmgcschricbenen  Vielecks  von 
derselben  Scitenanzahl  den  Flächeninhalt 
des  cingeschricbeneu  Vielecks  von  der 
doppelten  Scitenanzahl  finden.  Mittels 
dieser  Grösse  gibt  dann  Formel  II  den 
Flächeninhalt  des  umgeschriebenen  Viel- 
ecks von  der  doppelten  Seitenanzahl. 
Man  kann  dann  durch  Wiederholung 
dieses  Verfahrens  zn  Vielecken  von  der 
4)  8 n.  6.  w.  fachen  Seitenanzabl , also 
wenn  man  den  Radius  gleich  Eins  nimmt, 
schliesslich  zur  Zahl  n gelangen.  Das 
Critcrinm  dafür,  dass  man  sich  derselben 
bis  auf  eine  beliebig  zu  bestimmende 
Bruchstelle  genähert  habe,  ist,  dass  die 
Grössen  £'  and  bis  anf  diese  Bmch- 
stelle  einander  gleich  sein  müssen.  Die 
Formeln  I and  II  sind  indess  nicht  ganz 
so  bequem,  als  die  beim  ersten  Verfah- 
ren benutzten. 

Indess  kann  man  sie  noch  etwas  ein- 
facher machen,  wenn  man  zunächst  nicht 
71  selbst,  sondern  seinen  redproken  Werth 

— sucht. 
n 

8ei  zu  dem  Kode: 

1 1,1  1 , 

E 

so  wird  die  Formel  II  die  Gestalt  an- 
nehmen : 


, «i  . MC 

“ ~ 2 

während  die  Formel  I ganz  ihre  Gestalt 
behält,  also 

I.)  e'=y{eu) 

gibt.  Hieraus  erhält  man  aber  auch: 


Diese  Formel  ist  viel  einfacher,  als  die 
mit  II  bezciebnete. 

4)  Berechnung  derZahl  n durch 
Reihenentwicklung. 

Die  Entwicklung  der  trigonometrischen 
Functionen  in  leihen  gibt  aber  weit 
bequemere  Methoden  zur  Berecbnnng 
von  71. 

Wir  werden  hier  nur  einige  dieser 
Formeln  geben,  deren  Anzahl  man  sich 
leicht  wird  vermehren  können. 

Ist  a ein  beliebiger  Bogen  eines  Krei- 
ses, dessen  Radius  die  Einheit  ist,  so  hat 
man  bekanntlich: 

1 . . 1 . 1 , 

arc  lang«  = ^ 

eine  Reibe,  welche  convergirt,  so  lange 
a nicht  grösser  als  Eins  ist.  (Siehe  die 
Artikel:  Reihen  und  Trigonometrie.) 

Für  die  Grenze  Eins  selbst  convergirt 
sie  noch  aus  dem  Grunde,  w’cil  die  Ei- 
chen der  Glieder  abwechselnd  positiv  und 
negativ  sind , hat  aber  dann  die  Eigen- 
schaft, dass  die  Summe  von  der  Anord- 
nung der  Glieder  abhängig  wird  (ver- 
gleiche den  Artikel:  Reihen).  Da  nun 
der  zur  Tangente  Eins  gehörige  Bogen 
der  8to  Theil  des  Kreises , also  gleich 

<7  ist,  so  hat  man 
4 

arc  tg  1 = j 


n— 4(l-g  +g  Ij  + g • • •)• 

Diese  merkwürdige  von  LeibniU  her- 
rührende  Reihe  ist  aber  von  sehr  lang- 
samer Convergenz,  und  daher  zur  wirk- 
lichen Berechnung  von  rr  ganz  ungeeignet. 
Indess  kann  man  aus  der  allgemeinen 
Formel  leicht  andre  Theile  von  n in 
schneller  convcrgircndc  Reihen  ent- 
wickeln. 

So  z.  B.  gehört  zu  einem  Winkel  von 
30*  bekanntlich  ein  Sinus,  dessen  Werth 
^ und  ein  Cosinus,  dessen  Werth 
beträgt.  Es  wird  also  die  Tangente  die- 
ses Winkels  gleich  sein. 

Va 

Der  entsprechende  Bogen  aber  ist  der 

12tc  Theil  der  Peripherie  oder  und 

6 


und  cs  wird  daher  die  Ute  Formel  geben:  man  hat  also,  wenn  man 


Ila)  = - 


. rr  1 V3 

areg  = ^ 
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•etst: 


oder: 


3 


1 •'i 

3 3 


4.  li  »'S 

5 3>  3 


1 

7 3» 


V3 


„_2V3n-i-l+ll-i.i  + l 1 

n~ZYö  [1  3 3 + 5 3>  7 3*  ^ 9 ‘3* 


eine  Bchon  siemlich  gnt  convcrgircnde 
Reihe.  Wirklich  hat  La^ny  dieselbe  sci> 
ner  Berechnnng  su  Grunde  gelegt.  Viel 
schnellere  Convergenz  erreicht  man  in- 
dess,  wenn  man  it  oder  einen  Theil  da- 
Ton  io  zwei  andre  ungleiche  Stücke  zer- 
legt, und  beide  nach  der  Formel  Inr 
arc  tg  a berechnet. 

So  setzt  Machin: 


Man  hat  aber : 

2tg»  . 


tg2.t  = 


tg4»  = 


5 _ 5 
12 


‘«»=5- 


2tg2»  _ 

l-tg(2a)» 


£ 

6 _120 
119’ 


1-“ 
144 


alio: 


da 


‘g(4»  4^“l  + tg4»~ 

^■*■119 


'239’ 


ist. 


Offenbar  ist  nun: 


"=4»-(4»-4), 


aber  nach  dem  Obigen 

» = .rctg(i),  4»-^=arcH^(^). 

also; 

» = 4[4arctg(|)-arc.gyg)], 
d.  h.  wenn  man  in  die  Formel  für  arctga  inerst 


i »»d  dann  o = ± 


setzt: 


3-5*‘*'5-5‘  7-5’'^  ) 

?— + _i 

\239  3 • 239*  ^ 5 • 239  ‘ 7 • 


239T^ 


Diese  beiden  Reihen,  namentlich  aber  die  letztere,  convergiren  ansserordentlich 
schnell. 


Mit  diesen  Ausdrücken  für  n verbinden  wir  noch  das  Wallis'scho  Product: 

_2^  4»  6*  • • • 4?» 

"“l’  8*  5*  • • • (2g-l)«(i’ 

WO  ^ ins  Unendliehe  nüchst.  Natürlich  ist  dieser  Ausdruck  weniger  zur  Berech- 
nung von  71  geeignet,  als  die  znletzt  entwickelte  Formel.  (Entwickelt  ist  dieses 
Product  hier  im  Artikel:  analytische  Quadraturen,  Abschnitt 50.  Vergleiche  auch 
den  Artikel:  Trigonometrie.) 

Ans  der  Leibnitaseben  Reihe  entwickelt  Enler  noch  die  Zahl  n in  Form 
eines  Kettenbruchs. 
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Eb  ist: 

1 1 

4"“1+1 

2+9 

2+^ 

2+^ 

2+81 

2+  • 


rt  = 3+l 

f+r 

15+1 

r+j_ 

288+1 

1+  • 


Den  Beweis  dieser  Entwicklung  enthält 
der  Artikel:  Kettenbrüche.  Der  AnS' 
druck  ist  darum  wichtig,  weil  sich  aus 
ihm  folgern  lässt,  dass  n nicht  durch 
Auflt^sen  einer  quadratischen  Gleichung 
zu  erhalten  sei,  was  den  Beweis  für  die 
Unmöglichkeit  einer  Quadratur  des  Krei' 
ses  im  engem  Sinne  gibt. 

Man  kann  aber  auch  den  A.aBdruck 
n =3,14159265  . . . 

in  einen  Kettenbruch  im  engem  Sinne, 
d.  h.  in  einen  solchen  verwandeln,  wo 
alle  Theilzählcr  gleich  1 sind,  man  er- 
hält dann  Näberungsbrüche  für  n , und 
'nach  den  Eigenschaften  der  Kettenbrüche 
sind  dies  immer  die  genauesten  Annä- 
berangen,  die  sich  finden  lassen,  wenn 
man  nicht  gleichzeitig  Zähler  und  Nen- 
ner vergrössem  will. 

Es  ist 


Dieser  Entwicklung  geht  allerdings  die 
leicht  aufzufindende  Regelmässigkeit  ab, 
welche  die  Eulcrscbe  auszeichnct. 

Die  sich  hieraus  ergebenden  Nähe- 
rungswertho  sind : 

1)  n=3 

1 22 

2)  n = 3 + i = y 


3)  n = 3+l 

7 + J_  _ ^ 

15  " 106 

4)  it  = 3+y^j 

15+1  _ a55 

1 ~ m 


5)  n = 3+ 


7+1 

15+1 

1 + 1 . 

288  ' 


102573 

32877 


_ 14159265 

100000000’ 

...-oocellOOOOOOOOl- 

14159265|^1^|7 

8851tö 

88.-)146|^^jl5 

5307815 

4425725 


882090 


,y^i885145!i 

ööawUg8209o|l 

3055 

oftR.i!882090~ 
3065jgiio  ]2J 

27109 

24440 


26690 

241^ 

2250 

2260;3055|1 


n.  w.,  alao: 


u.  s.  w. 

Die  unter  2)  angegebene  Zahl  ist  die 
archimedische.  Ein  genancrer  Werth  von 
n ergibt  sich  mithin  erst,  wenn  man  dem 
Zähler  und  Nenner  3 Ziffern  gibt. 

Die  vierte  Näherung  fand  Adrian  Me- 
tins.  Sie  ist  sehr  genau,  da  der  nächst 
genauere  Werth  schon  6 Bruchstellen 
im  Zähler,  6 im  Nenner  hat.  In  der 
That  findet  man: 

^=3,1415929  • ■ •, 

113 

eine  Zahl,  die  erst  in  der  siebenten 
Bruchstelle  um  24  Einheiten  von  dem 
wahren  Werthe  von  n abweicht,  und 
daher  wohl  in  allen  practischen  Rech- 
nungen als  mit  71  identisch  gesetst  wer- 
den kann. 

5)  Oeometrisebe  Quadratur  ge- 
wisser von  Kreisen  begrenater 
Fignren. 

Die  folgende  geometrische  Quadratur 
einer  von  Kreisbogen  begrensten  Fi(^r 
gebärt  dem  griechischen  Geometer  liip- 
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89 


pokrates  (450  v.  Ohr.)  an.  Dor  sie  um- 
fassendc  Butz  wird  der  Gestalt  der 
garen  wegen  gewöhnlich  der  von  den 
««Möndchen  des  Hippokrates'*  (lanulae 
Hippucratis)  genannt. 

Krrichtc  man  (Fig.  89.)  über  dem 
Durchmesser  AB  eines  Halbkreises  das 
rechtwinklige  Dreieck  ArB^  und  schlage 
über  Ac  und  Bc  als  Durchmesser  Halb- 
kreise« so  entstehen  2 halbmondförmige 
Figuren  Adce^  cfBg,  deren  Flächen- 
inhalt Eusammen  gleich  dem  des  Drei- 
ecks AeB  ist«  sich  also  augenblicklich 
in  eine  gradlinige  Figur  nnd  mithin  in 
ein  Quadrat  auf  geometrischem  Wege 
verwandeln  lasst. 

Offenbar  n&mlich  ist: 

Halbkreis  AdcfB  =n  AB \ 
Halbkreis  Ace  ^nAc*^ 

Halbkreis  cB^  =ncB-y 

also: 

j4m + cfij  = n (Xc  ’ -1- cß ’)  = n ylÄ  *. 

Da  n&mlich  ABc  ein  rechtwinkliges 
Dreieck  ist«  hat  man 

Ac'A-cB^-AB‘^, 
hieraus  /olgt: 

AceA-cBg  = AdcfB ; 

siebt  man  anf  beiden  Seiten  dieser  Glei- 
chung die  Segmente  Ade  and  cfB  ab« 
so  bleibt: 

Adee-\-cfB^  ~ AcB. 

Im  Allgemeinen  ist  cs  unmöglich«  Je- 
des der  Möndchen  einzeln  zu  qnadriren. 
Id  dem  Falle  gelingt  es  aber  natürlich« 
wenn  AC^CB^  also  auch  beide  Mönd- 
chen gleich  sind,  wo  dann  jedes  gleich 
der  HUfte  des  Dreiecks  ACB  ist.  Unser 
Satz  lautet  dann: 

««Errichtet  man  über  der  Sehne  AB 
eines  Quadranten  einen  Halbkreis  Aeh^ 
so  ist  das  von  diesem  nod  dem  Viertel- 
kreise eingeschlossene  Möndchen  gleich 
dem  Dreiecke  AeB.^ 

Dies  Möndchen  ist  jedoch  nicht  das 
einzige,  welches  sich  qnadriren  lässt. 

Um  mehr  dergleichen  zu  finden«  stellt 


Clausen  (Grelles  Journal  1840)  folgende 
Betrachtung  an. 


Fig.  40. 


Sei  (Fig.  40  ) AOBE  ein  beliebiger 
Kreissector,  ODE  senkrecht  anf  Bebne 
AB\  in  dieser  Linie  ist  Punkt  C als 
Mittelpunkt  eines  zweiten  Kreises  ange- 
nommen, der  dann  auch  dnreh  A und 
B geht,  und  Scctor  AE'BC  bildet. 

Wir  wollen  Punkt  C so  bestimmen« 
dass  Scctor  AE*BC=  AEBO  ist;  offenbar 
ist  dann  auch  das  Möndchen  AEBE' 
gleich  der  gradlinigen  Figur  AOßC«  also 
auf  geometrischem  Wege  quadrirbar. 

Sei 

AO  = r,  AC—d, 

Winkel  AOE=ff,  Winkel  ACE'=», 
so  sind,  wenn  man  sich  und  ^ in 
Bogenmass  dargestcllt  denkt«  d.  b.  als 
Bogen  eines  Kreises,  dessen  Radius  1 
ist  (Abschnitt  2,  Formel  4a): 

Scctor  AOBE  = r*tf^ 

Scctor  ACB£'  = p*J, 
also  vermöge  unserer  Annahme: 

Ausserdem  aber  hat  man : 


also 


B = r sin  y = p sin  9« 
r sin  ff  —Q  sitt 
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Kebmen  wir  jetst  an,  m und  n seien 
beliebige  ganze  Zahlen,  und 

(f.nmay  &zzH(ty 

so  ist: 

r*m  = p*«, 

ry(m)  = pV(«) 

nnd 

rsinm<t  = ^sinmi, 

ans  welchen  beiden  Gleichnngen  sich 
ergibt : 

y(fi)  sin  ma  = V(m)  sin  na. 

Nimmt  man  n und  m irgend  wie  an, 
und  lässt  sich  dann  sin  n geometrisch 
construiren , so  sind  nach  den  Grund* 
Sätzen  der  Trigonometrie  auch  sin  ma  and 
sin  na  geometrisch  constmirbar,  also 
r sin  ma 

0 = — 7 

' sm  na 

ebenfalls ; es  ist  also  dann  der  Punkt  0 
bekannt,  und  ihm  entspricht  das  qua* 
drirbare  MCndchen  AEBE\  Dies  gelingt 
in  folgenden  4 Fällen. 

1)  Sei 

n = 2,  m = l, 

also: 

V(2) sin  a = sin 2a  = 2 sinn  cosa, 
d.  h. 

Diesem  Ausdrucke  entspricht  Winkel 
a = 45*  und  das  entsprechende  MOndchen 
ist  das  des  Hippokrates. 

2)  Sei 

n=3,  m = l, 

also: 

y(3)sin  a =:  sin  3a= sina  cos2a + cosa  sin2a, 
d.  h. 

sina(V3— cos2a)=cos  a sin2a 
oder  wenn  man 

. -/I  — co72a  _-/l4*cos2rt 

sma=y , cosa=y 

setzt: 

(1— cos2nt)  (V3— cos2ff)*  = 

(1 + cos  2o)  (1  — cos  2o*), 

d.  h. 

(y3 — cos  = (1  -1-  cos  2rt)  * 

oder: 

V3— cos2a=  C062n). 

Das  untere  Zeichen  ist  natürlich  zu  ver* 
werfen,  und  man  erhält : 

co8  2«  = i(V3-l). 


3)  Sei 

n=3,  »»=2. 

y3  8in2a  = V28in3a  = V2  (8in2«C08<«  + 
C08  2a  8in  a) 

oder  wenn  man  8in2a=28ina  co8a  setzt: 
2V3  einaco8a=V2  8ino(2co8a’  + co82o) 


2V3^'^  + = V2  (2co82o+1) 


V3V(l4-cos2a)  = H-2cos2a 

1 

" = 2 


cos  2«’  + ^ cos  2a  =:  i 


C08  2«=-g±  g- 

Das  untere  Zeichen  gibt  für  <f>  und  B 
stumpfe,  das  obere  spitze  Winkel. 

4)  Sei 

n=5)  m=l, 

also : 

sin  5a 


oder 

V5= 


.=\5 


sin 4a  cosa'f  cos4a  sin« 
sin  n 

4cos  a*  cos2a-f  2cos2a^— 1 

oder: 

V5+1  =:4co82o*-f2co82« 

O _+V^+4p5-l 

cos  2a  = 

4 

Hier  ist  jedoch  das  negative  Zeichen  dor 
Wurzel  zu  verwerfen,  da  ein  Werth  sich 
ergeben  würde,  welcher  abgesebn  vom 
Vorzeichen  grösser  als  1 ist,  man  hat 
also: 


cos  2a 


_ +v'6+4y6-l 


Es  ergeben  sich  hieraus  die  den  vier 
Fallen  entsprechenden  Winkel  nnd  9. 

Fall  1)  «=45»,  v=45*,  »=90». 
Fall  2)  cos  2o =0,3660254. 
2«=68»30',  7 =34»15',  » = 102*45'. 

o 1 ,5,7445626 

ö o 

Also  wenn  das  obere  Zeichen  gilt: 

a)  cos  2a  = = 0,5980703, 

2a=53«38',  n = 26»49',  7=68‘38', 
»=80*27'. 

Gilt  dagegen  das  untere  Zeichen,  so  ist; 
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„ 6,7445626  na>l!ln7nQ 

b)  cos2n= 2 = —03430703, 

O 

2«  = 147*  28',  n=73»44', 
7=147*28',  5=221*12'. 

Da  der  Centriwiokel  j4CB  aber  gleich 
25,  aldo  gleich  442*24'  Ut,  bo  Bieht 
man,  dass  in  diesem  Falle  der  entspre- 
chende  Sector  gröBser,  als  der  ganse 
Kreis  ist.  In  diesem  Falle  ist  also  das 
Viereck  durchans  keiner  mondfOnnig  be* 
grenzten  Figur  gleich.  Wir  unterlassen 
die  geometrische  Deutung  dieses  Falles 
wegen  des  geringen  Interesses,  den  er 
gew&hrt. 

Fall  4) 

„ /13;Ö442720-1  2.734203 

00.2,= = — _ 

= 0,683561_ 

2o=46"53',  ,/  = 23*26i',  .9  = 117»12'! 

6)  Quadratur  der  ron  Kegel- 
schnitten begrenzten  Flächen- 
stücke. 

Die  Quadratur  von  Stücken,  die  von 
graden  Linien  und  einer  Parabel,  Ellipse 
und  Hyperbel  begrenzt  sind,  gelingt  im- 
mer anf  elementarem  Wege,  jedoch  ist 
wohl  zu  bemerken,  dass  hier  nicht,  wie 
beim  Kreise,  Rectiücation  und  Quadratur 
von  einander  abb&ngen.  Bei  Ellipse  und 
H)rperbel  führt  die  RectiHcation  sogar 
SU  neuen,  in  der  elementaren  Mathema- 
tik nicht  zu  behandelnden  Functionen. 

Beginnen  wir  mit  der  Quadratur  der 
Parabel. 

y»  = 2px 

ist  die  Gleichung  einer  solchen.  Wir 
denken  uns  diese  Gleichung  im  Allge- 
meinen auf  schiefwinklige  Coordinaten 
bezogen,  wovon  die  eine  x ein  beliebiger 
Durchmesser,  die  andre  y eine  Tangente 
ist,  die  durch  den  Punkt  gebt,  wo  die- 
ser die  Parabel  trifft.  Beide  mCgen 
Winkel  ^ mit  einander  machen.  MOge 


Fig.  41. 


es  sich  um  die  Bestimmung  des  Flä- 
chenstücks gdbh  (Fig.  41.)  handeln,  wel- 
ches von  einem  Theile  der  Abscissenaxe, 
zwei  Ordinaten  nnd  einem  Stücke  der 
Parabel  eingescblossen  ist.  Es  sei 
5*  = y,  dA=y', 
oy=x,  od=x'. 

Wir  denken  nns  yd  in  verschwindend 
kleine  Theile  r^,  r,,  u.s.w.  getheilt, 
so  dass  y/=r^,  im  = r^  . . . Ist,  die 
zn  yf  . . . gehörigen  Ordinaten  bezeich- 
nen wir  mit  y,,  dieAbscissen 

mit  ...  Es  werden  dann  y/tA, 

itmf..,  sich  Rechtecken  nähern,  deren 
Seiten  bezüglich  r,  rj,  r,,  . . ., 

y*  Vn  y%  • • • sind.  Wohl  zu  mer- 
ken, branchen  r,,  r, , r,  ...  nicht 
untereinander  gleich  gedacht  zu  werden, 
wenn  diese  Strecken  sich  nur  der  Noll 
nähern.  Man  hat  nun,  da  Figur: 
yAif=y/*yA6in;^  = ry  sin/ 

ist  und  Aehnliches  für  die  andern  Figu- 
ren gilt: 

hsbb  = sin  j,(ry  + r ,y , + r,  j,  + ™ + r,  y,  ). 

Das  Gesetz,  nach  dem  die  QrOssen  r 
sich  auseinander  ergeben,  ist  ganz  gleich- 
gültig, jedenfalls  aber  ist 


Xi-x=T,x,-x,=r,  ...  = 

Nehmen  wir  an,  es  sei: 

Xi=ix,  x,  = Ax,  = I’x,  x,  = A*x  . . ,,x^  = l"x, 


also; 


r = jr.-x=x(i-l),r,=*,-a,  =Ai(l-l)  . . ., r^_ , = x^-x^_ , 

so  werden  die  Grossen  r in  der  Tbat  verschwindend  klein,  wenn  man  X sich  der 
Einheit  nähern  lässt. 

Nach  der  Gleichung  der  Parabel  aber  ist; 

y,*=2px,=2yix,  y,' =2px,=2pX'x  . . .,  y^*  = 2/>i"x; 
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führt  man  nun  y statt  t ein,  so  ergibt  sieb : 

2// 

also: 

■■=-27“’  = ^ 2, 
K„’=2/ii"x  = i'*y', 

alao: 

dp 

Es  ist  hierbei  vorausgesetit,  dass  die  ste  Ordinate  diejenige  ist,  welche  y'  un- 
mittelbar vorhergeht. 


Man  hat  aber: 


l + i’  + A^+  • • • • 

i*-l 

also: 

Nun  ist: 

»+i 

• 

y'=y.+  , = i - y> 

also; 

' y 

and 

A-i  ^ g^+i)  g*-i)  _ 

A+i*  + i 


Für  Flächeninhalt  Aydc  ergibt  sich 


wie  hier  angenommen  wird  y k sich  der 

offenbar  derselbe  Werth « da  die  beiden 

Einheit  nähern  lässt: 

Werthe  von  y,  die  demselben  x entspre- 

eben,  nnr  in  Bezug  auf  das  Zeichen  ron 

-i— 1-» 

einander  abweichen,  also  r 

4 ^ , 

UDil  Bomit: 

khbizz^  sinxixY^xy). 

hgnb- 

Sucht  man  das  parabolische  Segment 
kkoy  so  ist  für  x und  y Null,  für  ar'y' 

oder 

bezüglich  xy  zu  setzen,  also : 

äydA 

= i sin^(y'»-y>). 

AAo  = ^ sin^xy. 

Wegen 

Zieht  man  durch  0 eine  Tangente,  die 

v’  = 2px 

also  mit  y parallel  ist,  und  nimmt  kp 
und  kn  dem  Durchmesser  parallel,  so  ist. 

hat  man  aber  noch 

Pai  allclogramm  ApnA  = 2xy  sin/. 

also: 


y»  = 2/)ij,  y’*-2px’s’, 

2 

*jdj  = g 8ia/(i'y'-iy). 


Es  folgt  hieraus  der  Sats : 

),Das  parabolische  Segment  ist  gleich  } 
des  ParallclogrammSy  welches  die  Sehne 
und  den  aus  ihrer  Mitte  gezogenen  con- 
jagirten  DurchmeMer  tu  Seiten  bat.“ 
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Hiernach  ist  also  die  Parabel  einer 
rein  geometrischen  Qnadratnr  zngftnglich, 
eine  Eigenschaft,  welche  bereits  Archi> 
medes  (287—212  v.  Chr.)  gefunden  hat. 

Gehen  wir  jetat  zur  Ellipse  über. 

Die  Quadratur  derselben  lässt  sich 
leicht  auf  die  des  Kreises  zurückfQhren. 

Sei 


die  Gleichung  der  Ellipse  bezogen  auf 
die  Hanptdurchmesser.  Denke  man  sich 
über  dem  grossem  derselben  einen  KreU 


sein 


Fig.  42. 


errichtet  (Fig.  42.))  dessen  Gleichung 
wird 

»I-i 


r*  r* 


„Der  Flächeninhalt  jeder  Ton  2 Ordina- 
len nnd  der  Ellipse  begrenzten  Figur 

pqed^  ist  gleich  • mal  dem  Flächeninhalte 

des  von  beiden  Ordinaten  abgeschnittenen 
Stückes  des  Kreises,  weldier  die  grosse 
Axe  zum  Durchmesser  hat.** 


Es  ist  also  auch  die  ganze  Ellipse 
gleich  ^ mal  dem  Flächeninhalte  des 

Kreises,  nnd  da  dieser  ist,  so  bat 

man  für  den  der  Ellipse : 

R = nqr. 

Bestimmen  wir  noch  den  Flächen- 
inhalt des  StQckes  hfqk.  Wir  setzen 
A/'=a,  kg  — h, 

so  ist 

rn  rb 

of=^,  eg  = ^. 

(»  e 

Sei  0 der  Mittelpunkt  und 
0/‘=fr,  og  = ß, 

dann  ist : 


ur/j7  = Scctordeo-i-  Ado/"— ^eop, 
sin  = — = - 


sin  do/ 


~ r 


also: 


Zur  Abscisse  x mOgen  die  Ordinaten  y 
der  Ellipse,  und  y | des  Kreises  gehören- 
Es  ist  dann: 


9i 


i 


also: 


d.  h.  jede  Ordinate  der  Ellipse  ist  ^mal 

so  gross,  als  die  des  Kreises,  oder  die 
elliptische  Ordinate  verhält  sich  zur 
Kreisordinate  wie  die  kleine  Axe  zur 
grossen. 

Denkt  man  sich  nun  die  grosse  Axe 
ln  verschwindend  kleine  Thcile  p ge- 
theilt,  und  durch  jeden  Tbeilpunkt  eine 
Ordinate  gezogen,  so  zerfallen  Kreis  und 
Ellipse  in  Figuren,  die  man  sich  als 
verschwindend  kleine  Bechtecko  denken 
kann,  nnd  deren  Flächeninhalt  für  den 

Kreis  für  die  Ellipse 

beträgt.  Da  nun  die  Figuren  degfy  hkgf 
sich  aus  solchen  Kechtecken  zusammen- 
setzen, so  ergibt  sich,  da  gleiches  auch 
für  die  Figuren  fgqpy  f$$r  gilt: 


Winkel  dpe=arcsin- ^arcsin*- 

? 9 

i.s  ä n 

Sector  OM  = — (arcsia arciin — )i 

2 e f 

also: 


X , V / .6  . a 

oefg  = — arcsin rare  sin 

V ' 

and 

hkfa  — ^ (arc  .in  — are  ain  — ) 

2 \ ^ n' 

aa-iß 

2 • 

Die  arcsin  sind  natürlich  ln  Bogenmass, 
also  für  den  Badlus  1 zu  bestimmen. 

8oll  ein  Segment  der  Ellipse  berech- 
net werden,  so  ist  vom  Scheitelpunkt 
auszugehn,  also  <t  = 0,  <r  = r zu  setzen, 
and  der  ebengefundene  Werth  von  kkfy 
zu  verdoppeln,  da  die  Sehne  zweimal  die 
EUipic  schneidet,  man  erhält: 
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Segment  = r^  arc  sin bß, 

Soll  ein  Stfick  gefunden  werden,  welches 
vom  kleinen  Halbmesser  und  einer  be- 
liebigen Ordinate  begrenst  ist,  so  hat 
man  6=r  m setzen,  /9  = 0.  Man  erhält 
dann,  wenn  f die  entsprechende  Figur 
ist,  da 

arcsin  1=  ~ 
ist: 

^ rp  / 71  . a\  au 

Es  ist  noch  die  Quadratnr  der  Hyperbel 
zu  vollziehen.  Zu  dem  Ende  nehmen 
wir  die  Assymptoten  dieser  Gurre  als 
Axen.  Die  Gleichung  derselben  ist  dann. 


a * 

Gleichung  der  Hyperbel  y = ~war,  so 
kann  man  auch  setzen: 

.4ÄCO  = o' + ^ 

\x  X* 


Das  Gesetz,  welchem  die  y folgen,  ist 
beliebig,  wenn  nur  diese  Stücke  conti> 
nuirlich  aus  einander  entstehen,  und  im* 
mer  ist 

fl  fi4*  I N 

Wir  setzen: 

Xi=:«x,  Xj  =«x  = «*jr*  ■ 


xy=a', 

WO 


wo  ((  eine  der  Einheit  sich  nähernde 
Grösse  sein  muss,  und  erhalten: 


die  Potenz  der  Hyperbel  vorstellt.  Die 
Quadratur  wird  ähnlich  wie  die  der  Fa* 
rabel  bewerkstelligt 
Sei  der  Winkel  beider  Assymptoten, 
so  ist  der  Flächeninhalt  eines  Stückes 


Fig.  43. 


ABCD^  welches  von  der  Curve  einem 
Stücke  x^—x  der  einen  Assymptoto,  und 
zweien  der  andern  Assymptote  parallelen 
Linien  y und  y'  begrenzt  wird,  gleich 
dem  Parallelogramm  mit  Seiten 
AD^y  zu  setzen,  wenn  AÜ  verschwin* 
dend  klein  wird,  und  dies  Parallelogramm 
ist  gleich  i^sin/.  Was  also  auch  ABCD 
für  eine  Grösse  habe,  so  kann  man 
immer  es  einer  Summe  solcher  Paralle* 
logramme  identisch  nehmen.  Man  hat 
also : 

»in;f  K,4-y,v  + . . . 

WO  die  zunächst  y'  vorhergehende 
Ordinate  ist.  Da  aber  vermöge  der 


1),  »»j  =:xrt(«  — 1), 

y,  = x«*(«— 1)  • • *,  K^  = x«”(a— 1), 

ABCD  = a^  sinjf(a— 1) (s+1)- 
Man  hat  aber 


d.  h. 


x'  = a*  ^ ' X, 
(s  + 1)  lga  = Ig^. 


Ferner  setzen  wir: 


«r=  e 


Iga 


oder 


K = 1 + lga4- 


OgfL* 

1-2 


Da  sich  aber  o der  Einheit  nähert,  so 
kann  man  die  gegen  das  erste  und  zweite 
Glied  verschwindenden  folgenden  Glieder 
dieser  Beihe  ganz  weglassen,  und  erhält: 
n = l + lgf(,  «~l  = lgn, 

also: 

(«-1)(.+D  = ig(^), 

d.  h.: 

ABCD  = a*  sinjf  Ig^^^. 


Die  Logarithmen,  welche  hierin  Vor- 
kommen, gehören  bekanntlich  dem  na- 
türlichen Systeme  an,  und  man  hat  die- 
ses System  daher  auch  das  der  hyper- 
bolischen Logarithmen  genannt. 

7)  Quadratur  der  Cycloide. 

Man  sieht,  dass  die  hier  angeatelltcn 
Quadraturen  sich  alle  auf  dasselbe  Prin- 
zip der  Zerlegung  in  unendlich  kleine 


Digilized  by  Googlv 


Quadrstor  ebener  Figuren.  369  Quadratur  ebener  Figuren. 


Parallelogramme  larttckAbreo  lassen,  and 
ebenso  ersichtlich  ist  es,  dass  sich  mit- 
tels der  Infinitesimalrechnnng,  aber  nnr 
auf  diese  Weise , leicht  eine  algorith- 
mische Darstellnng  des  gansen  Verfah- 
rens wird  geben  lassen. 

Wir  wollen  daher  nur  noch  die  Qua- 
dratur der  Cycloide  auf  elementarem 
Wege  darstellen,  weil  diese  Aufgabe  ron 
Boberwall  bereits  1634  gelöst  ist,  und 
eine  gewisse  Berühmtheit  erlangt  hat. 

Die  Cycloide  stellt  man  gewöhnlich 
dar  durch  ein  System  2er  Gleichungen: 
o;^r(e— sinir),  y = r(l— cos i/), 
wo  X und  y rechtwinklige  Coordinaten, 
r der  Halbmesser  des  Erseugungskreises, 
e derjenige  abgerollte  Bogen  ist,  wel- 
cher au  dem  durch  x und  y bestimmten 
Punkte  gehört.  Für  einen  ganten  Zweig 
der  Cycloide  ist  dann  v = 2/r,  da  hier 
der  ganze  Kreis  abgeroUt  sein  muss. 


Ein  beliebiges  Flikhenstflck , welches 
von  den  Ordinaten  y und  y',  dem  Ab- 
sdssenstacke  x*—x  und  der  Gurre  be- 
begrenzt ist,  zerlegt  man  ganz,  wie  dies 
im  Torigen  Abschnitte  geschah,  in  un- 
endlich kleine  Bechtecke.  Ist  dies  Stück 
A,  so  hat  man  dann: 

+ • • • +(',+, 

und  et  ist 

*s+i  ä's  + l 

in  setisn.  Fahren  wir  aber  fttr  x und 
y ihre  Werthe  ein , und  entspricht  den 
Grossen  der  Bogen  x',  y'  der 

Bogen  = *0  hat  man,  wenn  man 

r,—r  = n,— »,  = »,— 1>,=  • • . 

seist,  also  hier  diese  Dlfferenien  als 
gleich  betrachtet: 


Es  ist  aber: 


sin  ^ — sin  2 sin  - cos 


da  sich  ottf  unendlich  gering  ron  unterscheidet,  kaun  man  setzen: 


«•f 


also: 


""2  = 2' 


nnd  es  ist 


n = s 

A = r*  S >(1— cosO*i 
» = 0 


(1 — cos  • = 1 — 2 cos  + cos  * = I — 2 cos  i cos  2t»^. 

Sei  nnn: 

S cos  V = (A, 

so  wird: 

Un\ik¥  - 2 cost»^  sinKr^^"  sin  (p^  + k)—  8in(tf^—»') 


In  diesen  Summen  heben  sich  alle  Glieder  bis  auf  die  beiden  letzten  der 
ersten  Somme,  nnd  bis  auf  die  beiden  ersten  der  letzten  Summe,  so  dass  man  hat: 

U •in»'=4(8mw^_^^  + sin  — sin  u— sin  i» 

— ^ [sin  »'-l-sin  (w'— »')— sin  i»— sin  (e>— k)]. 

Die  Grössen  t*%  a'— einerseits  und  i>,  y andrersoits  können  aber  wegen  dos 
rerschwittdend  kleinen  k ohne  weiteres  identificirt  werden,  ebenso  wie  sin»'  mit 
¥ selbst;  es  ist  also: 


24 


Digitized  by  Google 


QaadnUar  ebener  Figaren.  370  Quftdrator  ebener  Figoren. 


d.  h. 


und  man  erb&lt  ebenso: 


J cos  V 


sin  V — sin  V 


£cos2v  = 


sin9/’-sin2i> 


Dies  in  den  Werth  von  A eingesetzt  ergibt,  mit  Berücksichtigung,  dass 


ft=:0 

ist,  nnd  dass  die  Gleichungen: 


zy,  V,“ r, 


s-f  1 


sämmtlich  addirt  geben: 


= s+l  = 


‘'s  + l 


^ = I (n'  — if)  — 2r*  (sin  v'  — sin  t;)+ ^(sin  2/—  sin  2*<). 

Sucht  man  den  Flächeninhalt  eines  Mögen  (Fig.  44.)  OF  und  OX  zwei 
ganzen  Zweiges,  so  ist  v = (X  t»'=2/i  Coordinatenaxen  sein,  die  wir  uns  der 
zu  nehmen,  und  man  hat:  Allgemeinheit  wegen  schiefwinklig  auf 

einander  denken,  so  dass  sic  den  Win- 
_ * kcl  ff  mit  einander  bilden.  Seien  ec=y, 

Diese  bormcl  mit  der  in  Abschnitt  2)  beliebige  Ordinaten,  0e  = »,0/'=x' 

gegebenen:  ^ jig  zugehörigen  Abscissen  und  soll  das 

Flächenstack  eßc  berechnet  werden,  so 
verglichen,  sagt;  nehme  man  Punkte  c,,c,  ••  • beliebig, 

„Der  Flächeninhalt  eines  Zweiges  der  aber  nahe  an  einander  auf  der  Curve 
Cjcloide  ist  das  dreifache  des  Flächen-  an,  ziehe  die  Sehnen  CC|,C|  c,***c^d 
Inhalts  des  Erzeugungskreiscs«  r,c,=y„  c.  = •••  parallel 

8)  Allgemeine  LOsung  des  Pro-  der  Axo  OY.  Es  entstehen  dann  eine 
blems  der  Quadraturen  mittels  Anzahl  Trapeze,  deren  Summe  sich  in 
der  Infinitesimalrechnung.  dem  Masse  dem  Flächeninhalte  von  cefd 

-nv-  »I  /-V  1 . <•  1 • j nähern  wird,  als  die  Punkte  c,c.,c.*  •• 

Die  allgemeinen  Qna.iraturforn.eln  .md  „„„ 

eben  nur  die  Auaföhrnng  ä« " m FlüehcninhaU  eine.  Trapeze,  eee,  c, 
einzelnen  Beispielen  gegebenen  Methode,  gleich  der  halben  Summe 

p-jg,  44.  der  beiden  parallelen  Seiten  y+yi  mal 

der  dazwi.cben  liegenden  Höhe  ee|.inr/. 

K.  i.t  nun 

ee,  = Oe , — Oez=z,  — x, 

al.oi 

... (jH-y.)  . 

cee^r^  — ^ sin*/, 

oder  wenn  man  in  gleicher  Weise  alle 
Trapeze  berechnet: 

cep  = lim  pJ  + . . . 

+ 2 »">» 

oder,  da 'man  x^^|=cfx,  y, +y,_  ( +dy^  .etzen  kann:  ' 


r ^ frf  oy  CnngU: 
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rrp  = 5iny  j {yilx+-^^y 

OfiTcnbur  fiher  versehwiiuK't  das  letzte 
ffudx 

Glied  2 gegen  yr/x,  und  innn  hnt.  wenn 
F ÜU8  bezcu'hncte  Fläehciistück  ist: 

hssa\n>f  # ydx. 

• * X 

Stehen  die  Axen  aaf  einnnder  seukreelit, 
fo  ist 

sin  7 = 1, 

also 

F=  ydx. 

**  X 


Bei  der  Anwendung  dieser  Formel  ist 
wohl  zu  beachten  f dass  jedes  Flächen« 
stück  als  positir  zu  denken  ist.  Wenn 
also  das  Eichen  von  ydx  negativ  sein 
sollte , BO  ist  dasselbe  zu  verändern. 
Man  denkt  sich  daher  den  Werth  vom 
analytisch  kleinem  zum  grOssern  Werthe, 
d.  h.  von  —X  bis  4*90  fortschreitend, 
dann  ist  x,  — x ^ dx  immer  positiv. 
Befindet  sich  dann  die  Ordinate  auf  der 
Seite  der  Abscissenaxe,  wo  die  Ordina- 
ten  negativ  sind,  welche  Seite  man  ge« 
wohnlich  als  die  untere  bezeichnet,  so 
ist  also  »1/  für  y zu  setzen. 

Habe  man  s.  B.  eine  geschlossene 
Curvc  (Fig.  45.)  f in  deren  Innern  sich 
der  Anfangspunkt  O der  Coordinaten 
befindet,  nnd  die  übrigens  immer  im 
gleichen  Sinne  gekrümmt  ist.  Sei  OX 
die  positive  Seite  der  Abscissen,  OY  die 
der  Ordinalen.  Das  Flächenstück  zer« 
fällt  dann  in  vier  Theile,  die  mit  1,  II, 
III,  IV  bezeichnet  sind.  Seien  noch 


Fig.  45. 


a und  b die  Punkte,  auf  welchen  die 
Abscissenaxe  bezüglich  auf  der  positiven 
nnd  negativen  Seite  die  Cnrve  schneidet, 
und  setzen  wir 

Oh:= — ßf  Oas^ft. 

Zn  jedem  Werthe  von  x werden  dann 
zwei  Werthe  von  y gehören,  ein  positi- 
ver nnd  ein  negativer,  wovon  wir  den 
erstcren  mit  y,  den  letzteren  mit  — y' 
bezeichnen. 

Der  Flächeninhalt  der  verschiedenen 
Stücke  ist  dann  nach  dem  Obigen: 


y.i 

ydx=^  / ydi, 
-‘ß  0 


also  das  ganze  von  der  Cnrve  begrenzte 
Flächenstflck: 


yäx~f  y'dx^r  \dx-\-  r ^y*dx 

‘'0  •'O  */o  ‘^0 

(»+/)</*. 


Es  sind  hier  rechtwinklige  Coordinaten 
vorausgesetzt.  Ist  dies  nicht  der  Fall, 
so  ist  das  Integral  nur  mit  sin  7 zu 
muUiplicircn. 

Als  zweites  Beispiel  betrachten  wir 
eine  ebenfalls  geschlossene  Curvo , die 
aber  ganz  auf  einer  Seite  der  Absdsson- 
und  der  Coordinatenaxe  liegt,  etwa  da, 
wo  beide  positiv  sind,  ebenfalls  ist 
glcichmassigc  Krümmung  der  Cnrve  vor- 
ansgesetzt.  Sind  dann  (Fig.  46.)  a und 
e diejenigen  Punkte  der  Cnrve,  wo  die 


Fig  46- 
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Ordiniten  zugleich  Tangenten  sind , so  schliesslich  annehmen,  dass  zwei  auf  ein- 
ist der  Flächeninhalt,  welcher  die  Curve  ander  folgende  Vectorcn  und  ^ ^ 
begrenzt,  gleich  kah^fel  — kahc^el  und  eine  verschwindende  Grösse 

wenn  man  von  den  beiden  Ordinuten,  einander  unterscheiden.  Der  mit 

welche  zu  einem  Werth  von  x gehören,  r von  0 als  Mittelpunkt  gezo- 

und  die  sÄmmtlich  positiv  sind,  die  » j u 

grössere  mit  u,  die  kleinere  mit  y'  be-  gene  Bogen . wird  also  jedenfalls  durch 
zeichnet,  Ok  = n,  Ol=ß  setzt,  so  ist:  gehen,  und  auch  dem  nächsten  Punkt 


pß 

krthgfel  x:  I jfdXy 
J tt 


kabcdel 


y'dar. 


und  der  gante  Flächeninhalt: 


^ ^ bis  auf  eine  verschwindende  Grösse 
näher  rücken.  Es  ist  dann 

als  Kreissector  zu  betrachten , dessen 
Centriwinkel  und  des- 

sen Radius  ist  Solcher  Sector  aber 
hat  den  Flächeninhalt  j)» 


pß 

= I (y-y') 

ff 


dx. 


wenn  wir  uns  • ••  in  Bogenmoss  aus- 
gedrüekt  denken.  Also  wenn  wir  Sector 
Ist  die  Curvo  nicht  immer  in  dem-  mit  S be.eichnen: 

selben  Sinne  gekrümmt,  oder  schneidet 
ein  Theil  oder  mehrere  der  Ordinaten 

dieselbe  mehr  als  zweimal,  so  wird  man  5 j)+ ♦ • • 

aus  der  jedesmaligen  Gestalt  der  Curve 
auch  Regeln  für  die  Bestimmung  des  d.  h. 

5 


Flächeninhalts  ableitcn  können. 

Fig.  47. 


p^x 


Wählen  wir  statt  der  gradlinigen  aber 
jetzt  Polarcoordinaten.  Sei  (Fig-  47.) 
O ein  beliebiger  Punkt,  r der  von  0 
nach  einem  Punkte  der  Curve  gezogene 
Radius  Vector  OA,  der  Winkel,  den 
r mitder  Abscissenoxe  macht,  so  wird  be- 
kanntlich r immer  positiv  gedacht,  indem 
man^  von  0bis2'i  wachsen  lässt.  Handelt 
cs  sich  nun  um  die  Bestimmung  des 
Sectors  OABy  zu  dem  ein  beliebiges 
Curvenstttck  AB  gehört,  so  kann  man 
zwischen  A und  B beliebig  viele,  ein- 
ander sehr  nahe  Punkte  ri,,a,  • • • an- 
nehmen, nnd  die  Vectorcn  Oa,=r|, 
Ort,=:r,  •••  ziehen.  Sei  ferner  OAxir^ 
05=?^,  AOX~»y  fiOX  = »'.  Da  OA 
nnd  Ga,,  Oa|  nnd  Oa,  • • • einander 
desto  näher  kommen,  jo  mehr  sich  die 
Punkte  A,  a^,  a,  nähern,  so  kann  man 


Ist  eine  geschlossene  Curve  gegeben 
(Fig.  48  ),  wo  jeder  Radius  Vector  OM, 
OiV,  OP,  OQ  indess  auf  derselben  Seite 
immer  nur  einmal  die  Cane  schneidet, 
und  der  Anfangspunkt  0 sich  im  Innern 
der  Curve  betindet,  so  ist  offenbar  ^ 
von  O bis  2r  zu  nehmen,  so  dass  der 
immer  positive  Radius  vector  einen  voll- 
ständigen Umlauf  macht. 

Es  ist  auch  leicht  einzusehn,  dass  man 
statt  dessen  die  Grenzen  n und  2'r-l-a 
nehmen  kann,  wo  a ein  beliebiger  posi- 
tiver oder  negativer  Winkel  ist,  denn 
auch  diese  Grenzen  bedingen  einen  völ- 
ligen Umlauf.  Man  hat  idso: 

y»it  4’2a 

S=  r^d&, 

•*  o 
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Schwerer  wird  die  Anel&hrung  der 
Quadratur  des  tou  einer  geschlossenen 
Cunre  begrenzten  Fl&chenstücks,  wenn 
sich  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
ausserhalb  derselben  befindet  Es  wird 
dann,  immer  gleich  gerichtete  Krümmung 
Toransgesetzt,  jedem  Werth  Yon  & ein 
doppelter  Werth  von  r entsprechen.  Wir 
bezeichnen  den  grossem  OD  (Fig.  49.) 
mit  r,  den  kleinern  OC  mit  r'.  r und 
r'  fallen  zusammen  in  den  Punkten  Ä 
und  By  wo  die  Vectoren  OA  und  OB 
die  Curre  berOhren.  Bezeichnen  wir  die 
zugehörigen  uiit  und  so  ist 
offenbar: 

Bector  OADB^^  / 

./  9, 

i 

Sector  OACff=i  / 
und  deshalb  der  ganze  Flächeninhalt: 


Fig.  49. 


S 


Selbstverständlich  werden  die  Formeln 
complicirter,  wenn  die  Krümmung  der 
Cnrve  sich  ändert. 

9)  Quadratur  verschiedener 
Flächenstücke. 

Wir  beginnen  hier  nochmals  mit  den 
von  Kegelschnitten  begrenzten  Figuren, 
einerseits  uro  die  Anwendung  der  Inte> 
gralrechnung  auch  hier  za  zeigen,  an> 
drerseits  um  uns  von  den  Beschränkun- 
gen frei  zu  machen,  welche  sich  durch 
die  Auswahl  der  Axen  in  Abschuitt  6) 
ergab. 

Die  Gleichung  eines  Kegelschnitts  auf 
zwei  conjugirte  Durchmesser  bezogen  ist 
bekanntlich 


Sind  a und  ß beide  positiv,  so  ist  die 
Cnrve  eine  Ellipse,  ist  eine  dieser  Gros- 
sen negativ,  so  hat  man  eine  Hjperbel, 
und  zwar  entspricht  einerseits  positives 
a und  negatives  ßy  andrerseits  negatives 
« und  positives  ß zwei  conjugirten  Hy- 
perbeln, wenn  die  absoluten  Werthe  der 
u und  die  der  ß unter  einander  gleich 
sind.  Die  absoluten  Werthe  von  a und 
ß stellen  übrigens  in  jedem  Falle  die 
Quadrate  der  Halbaxen  vor,  welche  als 
Coordinatenaxen  gewählt  sind.  Sei  noch 
der  Winkel,  den  beide  Halbmesser 
mit  einander  machen,  es  ist  dann: 


Und  das  von  zwei  Ordinalen  x'  x der 
Curve  nnd  der  Abscissenaxe  eingeschlos- 
seno  FlächenstÜck: 


F=smy'|,/?.  J*  V(« — ar*)d*  = siny|/ — ? j*  y(x’— n)rf*. 
9)  der  im  Artikel  analytische  Quadrat 

f fcrv(«+4x>) = •Lv 


Nach  Tafel  II,  8)  der  im  Artikel  analytiicbe  Quadratur  gegebenen  Integral- 
tafeln ist  nun: 


nnd  nach  Tafel  H,  21)  ist: 
wenn  b poaitir  ist,  nnd: 
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wenn  h negativ  ist. 

Ffir  die  Ellipse  setzen  wir  nun:  n = ^ = wo  r und  p die  Halbaxen 

sind;  es  ist  daun  in  den  eben  cntM'ickelten  Formen  sa  nehmen: 
a = «=r*>  6 = ~1, 

wodurch  sich  ergibt: 

V(r*— X*)  dx  = — + ~2  «^csin  - + const,, 
oder  wenn  man  die  Grenzen  x'  und  x nimmt: 


j )\r*-x')dz  = i ' + —^^arcsin  — -arcun-^, 

p r jr' ]/(r*  — x'*)  xy(r*— x’’)  r’  / . ar'  . *\1 


Geht  man  vom  Anfangspunkt  der  Coordinaten  aus,  d.  h.  setzt  man  x=0  und 
X für  x\  80  kommt: 


F=8iny.e  [■ 


■x\(r 


r»  . xT 
-r-  arcsin  — I. 
2 rj 


Will  man  das  ganze  Stück  der  Ellipse 
haben,  w'clcbeS  auf  der  positiven  Seite 
der  xundy  liegt,  so  ist  x = r zu  setzen, 
und  es  kommt: 

F = |«inyrj. 

Das  Stück,  welches  den  positiven  x 
über  den  negativen  y entspricht,  ist 
offenbar  diesem  gleich,  da  die  entspre- 
chenden Ordinaten  dieselbe  Lfingo  ha- 
ben. Dasselbe  ergibt  sich  auch  aus  der 
Formel,  da  das  Vorzeichen  von  y kei- 
nen Einfluss  ausübt,  und  Gleiches  lAsst 
sieb,  wie  leicht  zu  sehen  ist,  auch  von 
den  beiden  übrigen  Thcilen  der  KUipso 
sagen,  so  dass  man  für  die  ganze  von 
ihr  cingcschlosscne  Figur  hat ; 

F=  n sin  yrp. 


Ist  ff  ein  rechter  Winkel,  n und  b die 
beiden  halben  llauptdurchmesser,  so  er- 
gibt sich 

F — nab 

und  da  dieser  Ausdruck  mit  dem  Obi- 
gen identisch  sein  muss,  ist 
p6 zirp  sin  7, 

d.  h.  „dos  Rechteck  unter  zwei  conjo- 
girten  Halbmessern  ist  stets  constant.'* 

Setzen  wir  jetzt  für  die  Hyberbel 
« = »■*, 

so  ist  in  unserer  Formel  zu  nehmen: 

ft=— r*,  A = l,  und  l/ — 

\ a r 

also: 


y^xVCx*-«)  = ii(fl-J'I2+lg[x  + V(x’-r>)], 


woraus  sich  ergibt: 


F=siny 


+ lg- 


x + V(x’-r’) 


’-r’)  J' 


Nimmt  miin  den  FlUcbeninhalt  von  dem  Funkte  an,  wo  die  Curve  die  Axe 
tebneidet,  so  ist  zu  setzen;  x=r,  also  wenn  man  x für  x’  schreibt: 

Der  Fall,  wo  die  beiden  Axeu  die  Assymptoten  sind,  ist  hier  ausgesdilosscn. 
Erwägt  man  ihn  besonders,  so  gibt  die  Gleichung 
jy  = o’ 

sogleich : 
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F=rBiatf  J*  siny  Ig^— ^ 

gAnz  wie  oben. 

Für  die  Parabel  ist  die  Gleicbong  der  Cunre: 
also: 

F=  sin//  ^sin^ 

welche  Formel , wie  leicht  za  sehen,  sich  auf  die  in  Abschnitt  7)  gegebene  Ge- 
stalt bringen  lasst. 

Bei  den  folgenden  Cnrven  setzen  wir  rechtwinklige  Coordinaten  Torans. 

Für  die  Cycloide  war: 

x = r(u— sinn),  y = r(l  — cost'),  dz  = r(l  — cost;)  dp, 
also : ' — * • _ 

F=r*  r ydx=r'*  f (1— cosp)’dp 

J X V 

oder  wenn  man 

(1  — cos  p)’  = J— 2cos  V +4cos2p 

setzt : 

/»p* 

F = p’  / (I  — 2coBP'f4^co82p)rfp  = fr’(p'— p)— 2r*(sinp' — sinp) 

J V 

r* 

+ (sin  2 p'  — sin  2p) 

oder  wenn  man 

p = 0,  p'=2/r 

setzt,  so  ergibt  sich  den  ganzen  Zweig  der  Cycloide: 

F=3;tp*. 

Die  Kettenlinie  hat  zur  Gleichnng; 


fl,  a . «. 

9 = 2(‘  +*  >' 

wir  setzen  x=0  nnd  x für  x',  so  dass  sich  ergibt: 

X 


F=|/*  («“+«  = *). 


Die  Carren,  welche  zur  Gleichung  haben; 


fl  fl — m fw 

y =p  X 


wo  m und  n beliebige  positire  Zahlen  sind,  nennt  man  Parabeln  höherer 
Ordnung.  Man  hat  für  sie  allgemein,  wenn  man  mit  dem  Punkte  anfängt,  wo 
y = ist,  also  die  Curve  die  Axe  schneidet: 


m 

I tn 


F=p 


_ X m fl  — LJ 

' „ 1+r 


Hyperbeln  höherer  Ordnung  nennt  man  diejenigen  Curven,  deren  Glei- 
chung die  Gestalt  hat : 

m n m+n 

X y =p  ; - 
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man  erbllt; 


F=P" 


7 


-+l 


I I 


xdx=: 


/ 9 ^ 

(*'  -X 


')• 


1-- 

* 

Nnr  der  Fall,  wo  m = m iai,  macht  eine  Aninahme.  Ea  kommt  dann : 


Die  logarithmieche  Linie  hat  rar  Gleichnng 
3r=ölg»- 


Man  erh&lt: 


x'  i ^ 

F=a ^ Igx  d!x  = a(x'  Igx'— xlgjr— x'+x]  = «lg  — «(y— x). 

X * 

Die  Cnrre,  welche  aar  Gleichung  hat: 

(t4-x)V(a»-x*) 

^ X 

heiNt  Conchoide  oder  Mnichellinle.  Also  Ut  f&r  sie: 

Wir  haben  bereila  gefunden: 

y'  'X  ä'  X 

rfxV(«* — = — **)  + urcsin— + const 

und  nach  Tafel  II)  29)  uuserer  Intcgraltafeln : 


v=  r — — = — lg 

-V/  a'^  o-  *o 


dx  1 , V(a*— *')-« 
*VW"2«^V(a’-x*)+. 


{at,  alao: 

Y V(a*-»'0+ Y arcain:^+6y(a»-x>»)+|-  ~*  — con«»- 

Die  CoDstante  ist  gleich  dem  nebenstehenden»  z*  enthaltenden  Ausdruck,  wenn 
man  x für  x'  setzt. 


Für  die  Kreiseroly ente  hat  man  die  Gleichungen: 

x=rrjcosy +r  sin^,  yr^rsin^.  — ry  cosy, 
wo  (f  der  entsprechende  Ceniriwinkel  des  Kreises  ist,  also: 
<fx  = ry  cosyi^, 


F=r’  !' 

-7 

-'if 


9' 

9 

9' 

9 

9' 

9 


(sin  cos  (f)(f  cos  y dy 
(y  sin  y-  cos  y — y • cos  y *)  dy. 
[y  sin  2y  — y * (cos  2y  + 1)1  dy . 
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Nach  Tafel  III,  17)  und  18)  der  Integraltafeln  iit : 
tin  y dy  = — y coi  y + sin  y , 

> cosydy  =y  * siny  +2y  coiy  — 2 sin  y, 
woraus  sich  leicht  ergibt: 

J'’!  sin2y  dy  = 1 (sin2y  — 2/  cos2y), 

^y  ’ cos2y  dy  =l(2y  ’ sin2y +2/  cos2/  — sin2y), 

h sin  2y  — y ’ (cos  2y  + 1))  dy  = j (sin  2y  — 2y  cos  2y  — y ’ sin  2y ) — ^ . 

Et  ist  aber 

sin2y — 2y  cot  2y  — y * sin2y  =2tiny  coty  (1  — y *) — 2y  (2cosy  ’ — 1)  = 

2j« 

2coty  (siny  — y cosy)4-2/  siny  (siny  — y coty)  = — 


oder  wenn  man  die  Quadratur  mit  y =0 
beginnt,  d.  b.  die  Erolrcnte  ron  dem 
Funkte  ans  nimmt,  wo  sie  den  Kreis  be- 
rührt, wo  dann  x = r,  y = 0 wird: 

2 6 

Auster  der  oben  behandelten  Cjxloide 
betrachte  man  noch  die  rerlängerte 
und  rerkUrzte  Cycloide.  Dieerstere 
wird  Ton  einem  Funkte  beschrieben,  der 
mit  einem  auf  einer  graden  Linie  rol- 
lenden Kreise  fest  rerbunden  ist,  nnd 
sich  ausserhalb  desselben  befindet,  die 


r’y" I *'’*>* 

“6“  2 6 ’ 

letztere  ron  einem  Funkte,  der  sich  in- 
nerhalb des  rollenden  Kreises  befindet. 

Die  Gleichnng  beider  ist  gegeben  durch 
die  Formeln: 

jf  = r — acosv,  x=re — asin«, 
wo  o,  wie  bei  der  gewöhnlichen  Cy- 
cloide, den  abgerollten  Bogen  bedeutet, 
a die  Entfernung  des  Funktet,  welcher 
die  Cycloide  erzeugt  vom  Mittelpunkt 
des  rollenden  Kreises.  Im  Falle  der 
verlüngerteu  Cycloide  ist  also  a grösser 
alt  r. 

Han  hat:  dx  = (r  — a cot  v)  de,  d.  h. 


F = j (r  — a cot  «i)l  </ii  = J <fi)[r’ — 2«rcoso -|- -^cos2e-(-l)] 


<1^  n* 

= w’  — 2«r  sinu-l-.^  tin 2»  +^‘’- 


Es  ist  hier  die  Integration  mit  p=:0, 
d.  h.  mit  dem  Funkte,  wo  s:=0,  y = r— a 
ist,  begonnen.  Setst  man  no^  v = 2a, 
so  hat  man  den  ganzen  Zweig,  nümlich : 
F n2nr*-l-nn’, 

d.  h, 

„derFlicheninhalt  ist  gleich  der  Summe 
3er  Kreise,  von  denen  2 den  Radius  r 
haben,  der  dritte  den  Radius  a hat.“ 
Die  Epicycloide  wird  bekanntlich 
Ton  einem  Piukte  eines  Kreiset  be- 
schrieben, der  auf  einem  gegebenen 
Kreise,  nnd  die  Hypocycloide  von 
einem  Funkte  eines  Weites,  der  inner- 
halb eines  gegebenen  sich  braegt. 

Han  kann  auch  hier  verlängerte  nnd 
verkürzte  Epicycloiden  nnd  Bypocycloi 


den  unterscheiden.  In  jedem  Falle  aber 
hat  man  die  Qleiohnngen: 
b%  = r« 

ya  (6-i-r)cotz-i-acot(t+v), 
aa  (ö-|-r)tins-|-asin(t+v), 
wo  s mittels  der  ersten  Gleichnng  zu 
eliminiren  ist.  r,  a nnd  v haben  die 
obige  Bedeutung,  6 ist  der  Radius  des 
Kreiset,  auf  weichem  der  erzeugende  rollt. 
Bei  der  Epicycloide  ist  b positiv,  bei 
der  Hypocycloide  b negativ  zn  denken. 
In  jedem  Falle  können  wir  setzen: 
y e(ö-|-r)  coss+s  coals, 
a s (ö + r)  tin  z -I- a sin  Iz, 

wo  Ial+-  ist. 
r 
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Man  hat; 

ib;  = [(i+r)  coa  t+a  t cos  U]  dt 

f'=  / [(4 + r)  008  t + o cos  It]  [(4 + r)  cos  » + a4  cos  i»]  ds, 

• ' 0 

wo  die  Quadratar  mit  s = 0 begonnen  ist,  einem  Wertbe,  welchem 


*=0,  y = «+4+r 
4+r  = e 


entsprichL  Setten  wir  noch 
•o  kommt: 

F=  J'  [u*  coB»*+p«  (1+1)  cosj  cos  is+a’lcos(U)’]  d»=^  ^^cos2» 

«•!  pa(l+l)  p«(l+l)  , 

+ -y  cos21s-i — 2 — '■  cos(l+l)s+5 — ^ — icos(l-l)H ^ Jd», 

woraus  sich  sogleich  ergibt: 

F=^sin2t+^  sin2A»+^sin  (l+l)i+^  (l'Z'ij""  (1“^)*  + ^-^—  *• 

Die  Qnad  ratrix  hatte  tnr  Gleichnng:  ^ itx  , ^ 

Setot  man  tg-^=i<y  so  ist  aber: 


»=(«-»)tg 


2a’ 


es  ist  also: 


und  da 


/vx  , 4a’  / warctgw  , 

itg-=-  dt-  ^ — ~—du. 

^ 2o  n’  J 1+«’ 

^i)tg— d».  ^ der  Inlegraltaleln  aber 

/■  Jix  2a  r<ni  du  o’ , „ 


Es  ist  ferner: 


Man  erhält  schliesslich: 


a-  2a*  2a*  r“lß(l+«**l 

^'=  — >g(l+»**) 5-ftrctg«lg(l+M’)  + / du 

n 71*  n »ß  Q 1 + t»* 


Eine  weitere  Rednetion  gelingt  jedoch  nicht. 
Die  Cissoido  bat  xur  Glcichang: 

also: 

■.X 


' a'~2ax+x- 


wenn  man  mit  x = 0,  y = a beginnt. 
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Nach  II  22)  der  Integraltafeln  hat  man: 


V = arc  ein 


Ea  iet  nleo : 


F = 2 o*  arc  sin 


(i)  i -2a*- 

einen  Werth, 

setzt  «Iso  die  5 = j 

nkte  bis  zum 


Setzt  man  hierin  x = d,  einen  Werth,  ^9' 

welchem  y = 0 entspricht,  setzt  also  die  5 = W r'*d9. 

Jntc{;ration  vom A^angsponkte  bis  zum 

Schnitinnnktc  der  Curve  mit  der  Axe  g.^hen  der  Badiusveetor  r und  der 
der  * fort,  so  kommt:  Centriwinkel  » in  einer  linearen  Be- 


F=a>  (in— 2). 


Ziehung: 


b ^ 

Wir  geben  hier  noch  die  Quadratur  r = a+  — 

einiger  Figuren,  deren  BegrÜnzongscarve  ^ 

eich  leicht  in  Polarcoordinaten  ansdrückt,  so  heisst  die  entsprechende  Curve  Ne- 
mittels  der  Formel:  oide.  Man  hat: 

WO  die  Integration  mit 

^=0,  r=rt 

begonnen  ist. 

Für  9 — 2i  ergiebt  sich  offenbar: 

aSz:(a*  2 -i'  71  = [(o  + 6}*  + i A*]7T. 

Für  9 = TT,  d.  h.  für  den  Theil  der  also  ist: 

Fläche,  welcher  auf  einer  Seite  der  Axe  ^ 

liegt,  ist:  S = 

.S=?(2a*+3a6-f-6»).  “ 

o Die  Gleichung  der  logarithmischen 

T^.  . . 1-  1 o • I 1 . Spirale  ist: 

Die  archimedische  Spirale  hat  ^ 

znr  Gleichung:  ,<> 

’■  = “*>  » = rtlgr,  r=e« 

9 i» 

s=f  e“rf,»=|(e»=i)=“(r*-i). 


10)  Ueber  die  Quadratur  von 
FlftcbenstUcken,  die  durch  andre 
Coordinaten  gegeben  sind. 

Aut  dem  Obigen  ersieht  mau,  dass  die 
Fl&chenstücke , welche  die  Quadraturfor- 
mel  zunächst  ergibt,  in  genauem  Zusam- 
menhänge mit  dem  gewählten  Coordi- 
natensystem  stehn.  ^ So  gaben  recht- 
winklige Coordinaten  ein  Trnpez-artiges 
▼on  3 graden  Linien,  deren  2 parallel 
sind,  und  einer  Curve  begrenztes  Stück, 


Polarcoordinaten  Sectoren.  Durch  andre 
Wahl  der  Coordinaten  erreicht  man  es 
auch,  Stücke  zu  quadriren,  die  von  2 
Seiten  aus  oder  von  mehreren  eine  krumm- 
linige Begränzuug  haben.  Wir  wollen 
auch  dies  au  einigen  Beispielen  dar- 
thun. 

Sei  ABCD  eine  beliebige  Curve,  EFG 
ihre  Evolvente,  so  hat  die  letztere  die 
Eigenschaft  (siche  den  Artikel:  Tra- 
Jectorien),  dass  die  Normale  derselben 
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Fig.  50. 


immer  Tangente  der  ertteren,  und  die 
Lange  dieser  Normale  EB  bis  znm  Be- 
rübniogsponktc  B mit  der  EvoIum  gleich 
dem  Bogen  dieser,  von  einem  beliebigen 
Fonkte  A gct&hlt,  sein  moss. 

Wir  denken  uns  jetzt  2 nächste  Nor- 
malen , EB  und  CF,  an  die  Evolvente 
gezogen,  so  ist  EB=AB  — Sf  FC—AC 
= wenn  wir  unter  t den  Bogen 

der  Evolute  verstehen.  Es  ist  dann 
ECF  als  ein  unendlich  kleiner  Kreis- 
sector  zu  denken,  dessen  Radius  gleich 
s ist,  und  dessen  Ccntriwinkel  gleich 
dem  Winkel  dl  ist,  den  2 nächste  Tan- 
genten an  ABC  mit  einander  machen. 
/ ist  dann  offenbar  der  Winkel,  den  die 
Tangente  mit  irgend  einer  beliebig  zu 
wählenden  Linie  macht.  Es  wird  dann 
der  Flächeninhalt  des  bezcichneten  Sectors 
sein: 

dl. 

Sucht  man  also  den  Flächeninhalt 
welcher  von  einer  beliebigen  Curve,  ihrer 
Evolvente  und  2 Tangenten  derselben 
begränzt  ist,  so  hat  man  da/ilr  die 
Formel : 


wo  tj  F die  Winkel  der  Tangenten  EB 
und  DG  mit  der  beliebig  zu  wählenden 
Linie,  s der  Bogen  der  Curve  ist,  von 
dem  Punkte  A an  gezählt,  wo  die  Evol- 


vente die  Curve  trifft.  Ffir  jede  Evol- 
vente ist  Funkt  A anders  zu  bestim- 
men. Um  mittels  dieser  Formel  bequem 
rechnen  zu  können,  ist  es  nOthig,  eine 
Relation  zwischen  den  Bogenlängen  s 
und  den  Tangentenwinkeln  l zu  haben, 
also  gewissermaassen  diese  Grössen  als 
Coordinaten  zu  betrachten.  (Ueber  diese 
in  mancher  Besiehung  wichtigen  Coordi- 
naten vergleiche  man  den  Artikel : Trans- 
formation.) 

Wir  geben  hier  die  Gleichungen  eini- 
ger Curven  in  solchen  Coordinaten. 

Es  ist  fär  den  Kreis 
s = W 

wo  r der  Radius  ist. 

Für  die  Hypocjcloide,  Epicycloide  oder 
Cycloide 

s = i4  cosa/, 

wo  die  Grössen  A und  a folgende  Be- 
deutung haben:  Sei  r der  Radius  des 
rollenden  Kreises,  R der  desjenigen,  anf 
dem  das  Abrollen  stattfindet,  und  nimmt 
man  r negativ  ffir  die  Epicycloide,  posi- 
tiv für  die  Hypocycloidc,  so  ist: 

^=t(Ä+r). 

Ffir  die  gemeine  Cycloide  ergibt  sich: 
A=4r,  0 = 1. 

Für  die  logarithmische  Spirale  hat  man : 

Ä 

s = i4e 

nnd  für  die  Kettenlinie 
s = AtgZ. 

Es  ist  zu  bemerken,  dass,  da  der  Punkt 
yi,  von  dem  aus  man  die  Bogen  zählt, 
beliebig  ist,  zu  dem  Ausdruck  für  jeden 
Bogen  eine  willkürliche  Constante  hin- 
zugefügt werden  kann,  es  wird  jedoch 
hierbei  die  Evolvente  sich  ändern. 

Wenden  wir  auf  diese  Curven  unsere 
Formel  an,  wobei  wir  mit  Z=0  die  Qua- 
dratur beginnen  wollen. 

Für  den  Kreis  ist: 

, = i f\rl+a)UI  = ^[(rl+<>y-«*]- 

Dies  ist  also  das  vom  Kreise  and  seiner 
Evolvente,  so  wie  von  einer  Kreistan- 
gente begränzte  Flächenstück. 

Für  die  Cycloiden  ist: 


,=^J'\coial+aydl=^l'\a'+i+2acotal  rf/  = / (o>  -f-  i)  ^ 


. . 1 I ■ o . 

H Bin  ai  -f-  'S—  Bin  2 ni. 

a oa 
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Fttr  die  gemeine  Cycloide,  wo  a=l  ...  , n 

ist,  ergibt  sich:  Nimmt  man  die  Orösse so  kommt: 


£ine  der  ETolrenten  der  Cycloide  ist  gemeine  Cjcloide: 

wieder  eine  solche,  und  diese  entspricht 
dem  Werthe  Ton  «srO  (siehe  den  Ar- 

tikel : Trajeetorien) ; fUr  diese  also  ist:  ^ 

Es  ist  dies  das  von  2 Zweigen  der  ent- 
„ — ^ \ ^ gin  gg/.  sprechenden  Cycloiden  begrenzte  Stück. 

' 4 8a  Die  logarithmische  Spirale  gibt: 


+ a)*  M 


2n/ 


ul 


und  für  IssOf  in  welchem  Falle  die  Evolvente  wieder  eine  logarithmische  Spi* 
rale  ist: 


^ , 2a / al 

+4a  C —1—4«). 

Nehmen  wir  schliesslich  noch  die  Kettenlinie. 

Es  ist: 


f=Af  (tg/+fl)*d/=:A  r\tgD  + 2atgl+a»)d/. 

•/  0 •/  0 


Nach  111  8}  der  Integraltafeln  war: 
/tgl»d/=tgf-f, 
und  nach  III  6): 

/tg/rf/=— lg  cos  /, 

also: 

q = A (lg/-2fl  lgcos/  + (a»  — 1)/); 
für  « = + l ergibt  sich  hieraus: 
y =A(tg/^2lgco8f). 

Der  Ansdmek  y.  wird  hier  schon  unend- 
lich, wenn  /=^  ist. 

Für  / = ! Ut  » = yl(l  + Ig2). 

Diese  Betrachtungen  sind  aber  einer 
bemerkenswertben  Erweiterung  Ahig. 

Seien  in  der  Ebene  (Fig.  51)  nach 
einem  beliebigen  Gesetze  grade  Linien 
gezogen,  wo  die  Entfemnng  einer  jeden 
von  der  n&chsten  als  verschwindend  klein 
betrachtet  wird.  S&mmtliche  Linien  kann 
man  dann  als  eine  Schaar  von  Tangen- 
ten irgend  einer  Cnrve  betrachten,  ABCD^ 
welche  wir  ihre  Charakteristik  nennen, 
und  die  durch  sie  vollstAndfg  bestimmt 
ist;  andrerseits  sind  aber  auch,  wenn 
letztere  gegeben  ist,  die  graden  Linien 
vollständig  bestimmt. 

Man  kann  nun  durch  irgend  einen 
Punkt  £ einer  der  graden  eine  Curve 
legen,  welche  mit  FA  einen  gegebenen 


Fig.  51. 


Winkel  a bildet,  der  Art,  dass  diese 
Cnrve  mit  jeder  der  übrigen  Graden 
CO  denselben  Winkel  n macht  Diese 
Curve  heisst  Trajectorie  der  gegebenen 
Schaar  grader  Linien , sie  ist  durch 
Punkt  E nnd  Winkel  n vollständig  be- 
stimmt Auch  die  Charakteristik  ist 
eine  Trajectorie,  die  dem  Werthe  « = 0 
entspricht.  Die  Evolvente  irgend  einer 
Curve  ist  also  ebenfalls  als  Trajectorie 

aufzufassen,  welche  dem  Werthe 
entspricht 


Digilized  by  Google 


Quadratur  ebener  Figuren.  382  Quadratur  ebener  Figuren.' 


Ist  andrerseits  die  Trnjcclorio  ELM 
und  Winkel  « bekannt,  so  ist  souolil 
die  Schaar  Ton  gradon  Linien , als  de- 
ren Charakteristik  gegeben. 

Legen  wir  jetzt  durch  Punkt  H einer 
der  Linien  eine  zweite  Trajectorie  UFG^ 
deren  Schnittwinkcl  ist,  und  boschAfti- 
gen  wir  uns  damit,  den  von  beiden  Tra- 
jectorien  und  zweien  der  Graden  be- 
gräuztCD  Kaum  zu  quadriren.  Es  wird 
zu  dem  Ende  znnAohst  nOthig  sein,  die 
Relationen,  welche  zwischen  den  Cnrvcn 
ELM  und  HEG  stattfinden , zu  be- 
stimmen. 

8ei  das  Bogenclement  LM  — d»t  das 
Bogcnelemcnt  FG  = dit,  dann  ist: 

Winkel  BLM  = (t,  Winkel  BFG-ß. 


Sei  noch  iH  der  Winkel  zweier  nAchston 
Tiingenicn  LM\  und  vH(i,  wo  LMty  ala 
die  Verlängerung  von  Lif  zu  denken  ist. 
Es  wird  dann  / der  Winkel  der  Tan- 
gente an  die  erste  Curve  mit  einer  be- 
liebigen Linie  sein,  und  Winkel  QMCzza, 
also  Winkel  AiVC  = o+d/.  Man  erhält 
also  W'inkcl 

LMC  = n-n-di, 

und  da  LCM  der  dritte  Winkel  des  Drei- 
eckes LMC  ist: 

LCM = dl. 

Bezeichnen  wir  den  Winkel  zweier  näch- 
ster Tangenten  an  die  Curve  HFG  mit 
di,  so  ist: 


Winkel  BFG  = ß,  Winkel  CGF=u-ß-dk,  FCC  = di. 


woraus  dann  folgt: 

dl  = dl  d,  h.  A = /+C, 
wo  C eine  beliebige  Constantc  ist. 
Diese  Constantc  lässt  sich  leicht  be- 
stimmen. 


i.,  mit  LM  den  Winkel  / macht,  so  ist 
offenbar: 

Winkel  JfOC  = A-f, 

aber: 

Winkel  OLF=a,  Winkel  OFL  = n~ß, 


also: 

so  dass  man  hat: 

Betrachten  wir  nun  dag  unendlich 
kleine  Viereck  FLMG^  und  setzen  darin: 
FLzzf)y  also  GM=:fi-^d^t. 

Sei  ferner  der  unendlich  kleine  Winkel 
LFM  = d^  lind  die  Diagonale  F/V=F. 
Man  hat  dann  in  Dreieck  FLM: 
ds  = sin  (a— d>)  : sin  d#, 
nnd  in  Dreieck  FGM: 

Sei  (Fig.  62)  OK  derjenigen  Linie  e+d^, dc  = »m{ß  - 

parallel , mit  welcher  FG  den  Winkel  Es  ist  nämlich  : 

Winkel  LMG  = a-^dl,  Winkel  fm  = n-d#,  also  Winkel  FJfC  = d/+df. 

Die  erst«  Bczeichnnng  gibt: 

Q sin  dt^d*  sin  (w— d»), 

oder  da  man  sin  d»  mit  dt  vertanschen,  and  di  gegen  er  vemachlissigen  kann:  * 

(idi  = sin  er  ds. 

Die  zweite  giebt,  unter  ähnlichem  Bestimmen  der  unendlich  kleinen  Grössen: 
p (df-l-  dt)  zz  Bin  ß de. 

d.  h.  mit  Berücksichtigung  der  eben  gefundenen  Gicichnng: 


Fig.  52. 


1)  (id  f=8in  /Idtf  — sin  odi. 

Findet  man  noch  F aus  beiden  Dreiecken  FLM  und  FGMy  so  kommt: 


U*  — Q*-\-dt‘*  -\-2jdi  cos  «:r  (p4'd())*+^‘**+2  (?+d(>)  d«TCOs  (ß-^'dl).  ^ 

Also  indem  man  die  unendlich  kleinen  Grössen  von  der  zweiten  Ordnung  ver- 
nachlAssigt: 

^ds  cos  fr  =:  pd(; -f- p cos /}du, 
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d.  h. 

2)  d^  = dt  C09  n— da  cos  ß, 

also  (U  it  nnü  fi  coostaot  sind: 

(» = I cos  « — ff  cos  ß -f  const. 

Uin  die  ConsUnte  zn  bestimmen  ^ seien 
die  Bogen  so  genommen , dass  Tur  s = 0 
auch  0=0  sei,  und  mOgo  der  Linie  //£, 
wo  s = ff=rO  ist,  der  Werth  HE  = q^  ent- 
sprechen, dann  ist 


und  / gegeben  ist,  wie  wir  dies  im  Vo- 
rigen annahmen,  auch  die  Beziehung 
zwischen  c und  l oder  ff  und  ^ und  p 
bestimmen.  Ks  ist  nämlich,  wenn  man 
aus  den  Gleichungen  1)  und  2)  rfu  eli- 
minirt: 

(^dl cos ß -J-  do  s\n  ß = s\n{ß^ft)ds. 

Diese  Gleichung  wird  erfüllt,  wenn  man 
setzt: 


const. =(>,, 


ive 


al 


also: 

n — n -ic-n«»  — ,irn»*  •»‘‘»timmendc  Fum.-tion,  a 

d)  e Q,-,co,a-acosß.  Con.taote  ist.  8«tet  man  di«MB 

An»  den  Gleichnngen  1)  und  2)  liest  Werth  nSmIieh  in  unsere  Gleichung,  so 
sich,  wenn  eine  Beziehung  zwischen  s kommt:  * 

V€^  cos^rf/4  Va  s\ti  ß^^  dl sm  ßdV=s\n{ß-~' (t)  ds. 

Und  wenn  man  V so  bestimmt,  dass: 

sin  ßd(/= sin  {ß-^(t)dSf 

also  auch: 


ist,  so  ergibt  sich : 


cos/9=asin^ 


« = cotß,  di!=e  - *,  u= 

Sin  s\nß  J ’ 

«^ßjz^eicotfl  r e-icotßj 

smß  J ’ 

wo  das  unbestimmt  genommene  Integral  noch  eine  Constame  enthält. 

Beginnen  wir  die  Integration  mit  i = 0,  so  wird  (>  = p,.  also: 

sm  /?  ü 

Setzt  man  den  so  gefnndenen  Werth  ron  g in  Formel  i ein,  so  erhält  man  auch 
ff,  nämlich: 


s cos  re 
cosß 


sin  (ß  — tt) 
sin/9cos/9 


e'®oti»  y'e' “*/»*. 


Diese  Formel  wird  illusorisch,  wenn  ß = ’^  ist,  in  diesem  Falle  aber  ergibt  sich 
direct: 


also ; 


(>-p,  = scos«,  , 

dff  = pd/+sinnt/s  = p,  dl+s  cosudl-i-ainn^s, 


wo  l,  der  Werth  von  l ist,  dem  i = 0 entspricht. 

Es  war  hier  unser  Zweck,  das  FllcbenstOck  h'LRP  (Fig.  51)  su  qnadriren. 
Offenbar  besteht  dies  ans  Elementen  wie  FIMO,  und  es  ist  der  FUeheninhelt  des 
letzteren  leicht  zu  bestimmen.  Nämlich : 

FLMG  =:  PLM+LMG  = ^ p ds sinn pt/o  sin 
oder  wegen  Formel  2); 
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FLMG=it(dssiu«+d.  äe 

Alto  wenn  wir  dei  gesuchte  Flicbenstück  mit  t beseichnen,  so  kommt: 

* COBß  J g ^ COS/?'*^ 

WO  ^ dem  Anfangswerth,  dem  Endwerthe  von  q entspricht. 

Beginnt  man  mit  i = 0,  so  ist: 


‘ * cotß  / 0 <^‘ß 


ff  ist  durch  Formel  4)  gegeben. 

Ein  Beispiel  wird  diese  Formel  erläntem 

Betrachten  wir  die  logarithmische  Spirale,  als  diejenige  Curre,  der  die  QrOssen 
$ und  t angehören,  so  ist: 

t = A^‘, 

«^Sßsz^e^<^^fAm  r* 

P tmß  J 

, lin  (ß-a)  ■^"»  -ml 

fin^  « — cot^  * 

WO  der  Einfachheit  wegen  f,=0  gesetit  ist  Es  kommt  dann: 

sin  («  + /?)  j ..  . sin(«+/>)  sin  (;?  — g) 

cos^  '4sin^cos^(m— cot^) 


floadratnr  knmunör  ObörflkchCD.  flache  ein  verschwindend  kleines  Vier- 
1)  Man  kann  die  Berechnung  irgend  eck  abschneiden,  welches  man  als  eben 
einer  geschlossenen  oder  beliebig  bc-  betrachten  kann.  Sei  dV  der  Inhalt 
grftniten  krummen  Oberfläche  ebenfalls  desselben,  so  ist  dx  dy  seine  Projection 
als  eine  Verwandlung  in  eine  Summe  auf  die  xy  Ebene,  nnd  ^macht  also  dl 
von  Quadraten  betrachten,  und  daher  mit  der  xy  Ebene  den  Kinkel  /,  so  hat 
wird  diese  Operation  ebenfalls  mit  dem  man: 

Namen  Quadratur  bezeichnet  DerName  dyrrcosidT, 

Complanation,  der  hierfür  in  neuerer 

Zeit  bäuflg  gebraucht  wird,  ist  siemlich  dV“  ^ . 

unglöcklich  gew&blt  da  die  Verw'audlung  cosi 

einer  solchen  Fliehe  in  eine  Ebene 

durchaus  Nichts  mit  dem  in  Rede  ste-  Es  ist  aber  # auch  der  Winkel,  wel- 
henden  Probleme  za  thun  hat,  wenig-  eben  die  Normale  in  dV  mit  der  Axe 
stens  dasselbe  nicht  löst.  — Die  For-  der  s macht,  und  für  diesen  ist  be- 


meln  fftr  diese  Operation  ergeben  sich  kannüich: 
in  der  Gestalt  von  DoppelintegMlcn,  nnd  1 

richten  sich  natörlich  nach  dem  dafür 
gewählten  Coordinatensystem.  Wir  wer- 
den hier  rechtwinklige  oder  Polarcoor- 


dinaten  voraussetsen. 

Betrachten  wir  znnichst  die  recht- 
winklige! Coordinaten  r,  y,  t.  Wir  den- 
ken uns  die  Ebene  der  xy  in  Rechtecke 
mit  verschwindend  kleinen  Seiten  dx 
nnd  dy,  bezögUch  parallel  denAxen  der 
X nnd  y getheilt,  durch  jede  Seite  einet 
solchen  Rechtecks  eine  Ebene  senkrecht 
auf  der  der  xy  gelegt,  so  werden  die  4 
entsprechenden  Ebenen  auf  der  Ober- 


er wenn  die  Gleichung  der  Oberfläche 
der  Form  f (x,  y,  s)=0  gegeben  ist: 


oder : 
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Was  die  Qrenzea  dar  Integration  anbe*  Ebene  legen.  Sind  dann  y.y  die  Werthey 
trifft,  BO  kann  man  sich  ein  beliebig  welche  den  Ordinalen  der  Eckpunkte, 
grosses  Rechteck  in  der  x«-Ebene  den*  sr,  a'  die,  welche  den  Abscissen  derselben 
kcn,  dessen  Seilen  bezQgfich  den  Axen  entsprechen,  so  sind  x,  x' constant, 

der  X und  der  y parallel  sind,  und  durch  und : 
dieselben  Ebenen  senkrecht  auf  die  xjr* 


das  von  allen  vier  Ebenen  abgesebnittene 
Stück  der  Oberfläche.  Man  kann  attch 
stau  des  Rechtecks  anf  der  Ebene  der 
X V sich  eine  beliebige  geschlossene  Curve 
oder  ein  beliebiges  Curvens^stem  den* 
ken,  nnd  durch  dasselbe  rechtwinklig  anf 
der  xy>Ebcne  einen  Cylinder  legen;  dann 
werden  aber  y und  y*  die  durch  die 
Gleichungen  dieses  Systems  gegebenen 
Ennctionen  von  x sein.  Sollen  dann  die 
Grenzen  etwa  umgekehrt  werden,  so  ist 


nach  den  im  Artikel  „analytische  Qua* 
dratur'‘  (Abschnitt  35)  gegebenen  Regeln 
zu  verfahren.  Seien  z.  B.  in  der  x y 
Ebene  2 Grade,  parallel  der  Axe  der 
X von  2 beliebigen  Curven,  deren  Glei- 
chungen y = f/(x),  y~</-,(x)  geschnitten, 
so  entsteht  eine  Figur,  durch  die  man 
seukrecht  auf  der  xy -Ebene  2 Ebenen 
nud  2 Cylinderfläcben  legt,  welche  von 
der  Oberfläche  ein  Stück  abschneiden, 
dessen  Werth  ist: 


Aus  dem  Ausdruck  für  das  Ober- 
flächeneleroent  in  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  lässt  sich  der  Ausdruck  dafür  in 
Polarcoordinalcn  durch  Transformation 
heiieitcn.  Es  ist  dies  in  dem  Ab- 
schnitt 36  des  Artikds  „analytische 
Qnadratnr**  geschehen.  liidess  geben 
wir  hier  eine  zweite  direcie  Methode  für 
die  Berechnung  dieses  Ausdruckes,  da 
die  Transformation  eine  keineswegs  ein- 
fache Rechnung  bedingt. 

Es  sei,  um  die  Polarcoonlinaten  zu 
bestimmen,  eine  feste  Ebene  yt,  in  die- 
ser eine  feste  Linie  O}',  und  in  letzterer 
der  feste  Funkt  O (der  Pol)  gegeben. 
Wir  bestimmen  dann  die  Polarcoordina- 
ten  folgcndcnnaasscn. 

r ist  die  Entfernung  eines  gegebenen 
Pnnktes  vom  Pole  O.  Dieselbe  winl 
immer  als  positiv  betrachtet. 

ist  der  Winkel  von  r mit  der  Nor- 
male auf  Ebene  y:,  also  mit  Axe  OX. 

ff  ist  der  Winkel,  welchen  die  Pro- 
Jcction  von  r auf  Ebene  y:  mit  Axe 
OY  mache. 

Offenbar  erhält  man  alle  Punkte  des 
Raumes,  wenn  man  der  Grösse  r alle 
Werihe  von  0 bis  -foo  gibt,  den  Win- 
kel ff  eine  volle  Drehung  um  Axe  OY 
machen  lässt,  ihn  also  von  0 bis  2n 
nimmt.  Der  Winkel  ^ ist  dann  für  alle 
Paukte  auf  der  Seite  von  ya,  auf  welcher 


Axe  OX  liegt,  von  0 bis  auf  der  an- 


dern Seite  von  j bis  n,  also  im  Gan- 
zen von  0 bis  71  zu  nehmen. 

Alle  Punkte,  wo  r einen  gewissen  con- 
stanten  Werth  hat,  bilden  eine  Kugel- 
fluche,  alle  wo  constant  ist,  eine  Ro- 
tationskegclflächc , deren  Axe  die  der 
OX  ist,  endlich  alle  wo  tf  constant  ist, 
eine  Ebene,  welche  durch  OX  geht,  und 
es  ist  augenblicklich  zu  sehen,  dass  diese 
3 Flächen  normal  oder  orthogonal  auf 
einander  stehn. 

Denkt  man  sich  nun  die  r,  geän- 
dert, so  werden  also  3 Systeme  ortho- 
gonaler Flächen  entstehen.  Betrachten 
wir  jedoch  (Fig.  53)  nur  dos  Stück 
ABDCy  welches  auf  der  Oberfläche  der 
Kugel  mit  Radius  /fO  = r liegt,  und  wel- 
ches von  zwei  nächsten  Kugelflächcn, 
AOB  and  COl),  die  den  Wertben 
AOX  = .*1  un«l  COX  er  entsprechen, 

sowie  durch  2 Ebenen.  X0.4C  nnd 
XOHf)^  für  welche  die  Werthe  XOF  = y 
und  iVOF  = »/-f<fy  gelten,  begrenzt  ist. 
Es  w'ird  durch  sic  auf  der  Kugelfläche 
ein  unendlich  kleines,  also  als  eben  zu 
betrachtendes  Rechteck  abgesebnitten, 
dessen  Seiten  AB  und  .IC  sind.  Offen- 
bar aber  ist : 

AOCzrrfV  «*•<>•  = 

25 
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Fip.  53. 


also; 


Es  wird  also  auch  sein: 


dt  _ dr  ^ 1 
dx~  dx~  r d^ 
dz  dr  dy.  1 dr 
dy  d'^  dy  rs\n&dff'* 

und  wenn  man  diese  Ausdrücke  io  den 
eben  gew'onnenen  Werth  von  cos«: 

1 


/-(£)■- (I)’ 


eiosettt : 

C08«  = - 


r sin  a 


AB  = ra\n  9df^, 

Es  ist  also  der  Fl&chcninhalt  unseres 
Uechtecks  gleicli: 

AB  • ACzir^  BmSdHdff, 

Offenbar  aber  ist,  wenn  r sich  auf  einen 
beliebigen  Funkt  A der  gegebenen  Ober* 
fläche  bezieht,  dieses  Rechteck  die  Fro- 
jcction  desjenigen  Elements  der  Ober* 
fläche,  welches  durch  Funkt  .4  geht,  und 
von  beiden  Regelflftchen  und  beiden  Ebe- 
nen abgeschnitten  wird,  auf  die  Kugel- 
fiächc,  welche  r zum  Radius  hat,  also 
durch  Funkt  A geht.  Ist  also  dS  dies 
Element  und  « der  Winkel  seiner  Nor- 
male mit  Radius  r der  Kugel,  so  ist: 
dS  cos«=:r^  sin  9d!td>f. 

Man  kann  aber  die  Seiten  AC=r</.^ 
und  AB  - r sin  als  rechtwinklige 
Coordinaten  betrachten,  :r  und  y,  deren 
Anfangspunkt  A ist.  Die  dritte  Coor- 
dinatc  wird  dann  %izdr  sein.  Da  alle 
drei  mit  x—y  — a für  Funkt  A beginnen, 
so  entspricht  dem  Zuwachse  dx^rd9: 

— dx  d,^, 

dx 

und  dem  Zuwachse  dyxrBinOdtfi 


also: 


dy 


dS  = rdOd>!  y(r>+^j  sin  »»  + ^. 

Als  Begrenzung  wird  am  bequemsten 
der  Durchschnitt  der  Oberfläche  mit 
xweien  nnserer  Kegelfläcben,  die  den 
constanten  Wertben  ^ nnd  y ent- 
sprechen, so  wie  mit  2 durch  OX  gehen- 
den Ebenen,  für  die  ^ und  7'  die  ent- 
sprechenden constanten  Winkel  sind,  ge- 
nommen, und  man  hat: 


Für  eine  ganze  geschlossene  Oberfläche 
ist  zu  setzen: 

7=0,  7'  = 2t,  »^  = 0,  ynzjtt 
wohl  zn  merken  aber  nnr  dann,  wenn 
der  Fol  sich  innerhalb  dieser  Oberfläche 
befindet,  und  dieselbe  jeden  Radlnsvector 
r nnr  einmal  schneidet.  In  solchen 
Fällen  ist  die  Formel  für  S sehr  vor- 
tbeilbafi,  da  der  Ausdruck  ffir  K in  recht- 


winkligen Coordinaten  für  diesen  Fall  in 
Theile  zerlegt  werden  mnss,  die  den 
Richtungen  beider  Axen  entsprechen. 
Bedeutend  grössere  Schwierigkeiten  macht 
aber  die  Quadratur  in  Folarcoordinaten, 
wenn  diese  Bedingung  nicht  erfüllt  ist. 

2)  Quadratur  der  Rotations- 
flächen. 

Viel  einfacher  ist  die  Formel 
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fOr  die  Quadratur  der  Rotations- 
flächen. 

Habe  die  ebene  Cnrre,  ans  deren 
Rotation  die  Oberfläche  entsteht,  die 
Glcicbong: 

y)=o. 

wo  man  als  Axe  der  X immer  die  Ro- 
tationsaxe  betrachten  kann , so  wird  bei 
der  Drehung  jeder  Pnnkt  B die  zngehö* 
rige  Abscisse  x behalten.  Die  Linie  AB 
aber  (Fig.  54),  die  in  der  ebenen  Canre 
die  Ordinate  Torstellte,  ist  jetzt  die  Ent- 
fernung des  Punktes  A von  der  Axe 
der  X.  Bezeichnen  wir  dieselbe  mit 
so  ist  also  die  Gleichung  der  Oberfläche 

f(r,  e)=o, 

und  wie  wir  auch  die  auf  \0\  senkrech- 
ten Axen  OY  und  OZ  im  Uebrigen  für 
die  Oberfläche  annehmen,  es  wird  im- 
mer sein: 


BAz=AE=q, 

BE  = 

Offenbar  n&mlich  ist  BD  das  Element 
der  erzeugenden  Currc , welches  be- 
kanntlich (siehe  den  Artikel;  Rcctifica- 
tion}  als  Hypotenuse  eines  rechtwinkli- 
gen Dreiecks  zu  denken  ist,  dessen  Ca- 
theten  die  Werthe:  BG-dx,  D(l  = dg 
haben.  Es  ist  also  das  Rechteck 
dV=zBE-BD, 

oder: 

dV=gdKdxJl+^ 

I'  dx“*' 

Die  Integration  erstreckt  man  auf  das 
von  zwei  beliebigen,  durch  OX  gehende 
Ebenen,  welche  die  Winkel  ^ und 
mit  Ebene  xy  machten,  und  von  zwei 
auf  OX  senkrechten  Ebenen,  welche  die 
Abscissen  x und  haben,  abgcschnittcne 
Stück.  Man  hat  dann: 


Denken  wir  uns  jetzt  ein  Stück  der  j«  / TdoT* 

Oberfläche,  abgeschnitten  von  2 anend-  “*  / 

lieh  nahen,  durch  OX  gehenden  Ebenen,  ^ * r 

oder  da  die  Integration  nach  5 sich  voll- 
Fig.  54.  ziehen  lässt: 


Diese  Formel  führt  also  zu  einem  ein- 
fachen Integral. 

Soll  ein  Stück  berechnet  werden,  wel- 
ches zwischen  zweien  während  der  Ro- 
tation beschriebenen  vollen  Kreisen  liegt, 
so  ist  zu  setzen: 

^=0, 


ACDO  und  ACFE^  ferner  durch  2 auf 
OX  senkrechte,  ebenfalls  einander  un- 
endlich naben  Ebenen,  BAE  und  DEF. 
Sei 

Winkel  BAE^d9^ 

so  ist  offenbar  der  Rotatiooswinkel, 
d h.  diejenige  Drebnng,  welche  gemacht 
wird,  damit  die  Cnrve  von  ihrer  anHlng- 
liehen  in  die  augenblickliche  Lage  kommt, 
ferner : 


3)  Beispiele  für  die  Rotations- 
flächen. 

Wir  geben  znnächstBeispiele  zur  letz- 
teren einfachen  Formel. 

Für  einen  Rotationskegel  ist  die  Er- 
zeogongslinie  eine  grade,  die  wir  dnreh 
den  Anfangspunkt  0 gehen  lassen.  Es 
ist  dann : 

p = Xtg  ff, 

wo  ff  der  halbe  Scheitelwinkel  des  Ke- 
gels ist,  nnd  : 


xtgß  secadx  = ^ ~ tgn  sec « (x'>  — j>). 


Für  den  Gelinder  ist  die  Erzengnngt- 
linie  der  Rotatioos- Axe  parallel,  also 
p constant  zu  nehmen.  Es  ergibt 
sich: 


r=(S'-S)  (r-.x)?. 

Daa  Rotationscllipaoid,  dessen  Rota- 
tions-Axe  die  grosse  Axe  X ist,  hat 
znr  Gleichnng: 

25* 
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jrfj  g‘'g_n 
o*  4* 


dft  _ xb* 
dx  (>«!** 


A rfp»  - Vn’a'+x'k' 

«’  A*  ’ |r'  dx"*  t*“* 

es  ist:  d.  h. 

p=iy(a’-x’), 

xdx  prfo  ...  V 

f Ya‘-x*(a^-i»)dx. 

also : * 

dp  _ Es  ergibt  sich  nach  1128)  der  Integral- 

^ * tafeln  hieraus: 

WO  die  untere  Grenze  gleich  Null  genommen  ist,  also  die  Integration  vom  Mittel 
punkte  aus  begonnen  ist.  Setzt  man: 

= i»  = 0,  x = a, 
so  erh&U  man  das  halbe  Ellipsoid,  nftmltch: 

K=2.  4 + -^arcsin  iL^)]  . 

L2  2Ko*-4>  V o /J 

Für  die  Kugel  ist  4 = o.  LSssl  man  für  V=2.7«’, 

dieselbe  »unäebst  V(a>— 4')  unendlich  Flächeninhalt  der  Halbkugel. 

klein  werden,  wo  dann:  Da,  abgeplattete  Ellipsoid  ergibt  sich 

(i/^,  _ ans  demselben  Integral,  wenn  man  4 

l I = grösser  als  a annimmt.  Die  Integration 

“ / " führt  dann  aber  an(  einen  andern  Aua- 

wird,  BO  hat  man : druck.  Es  ist  dann  nlmlieh  an  setaen : 


führt  dann  aber  an(  einen  andern  Aua-  - 
druck.  Es  ist  dann  nlmlieh  an  setaen : 


und  für  das  halbe  Ellipsoid : 


Das  Rotations-Hyperboloid,  welches  durch  Drehung  um  die  reelle  Axe  entstan- 
den ist,  bat  zur  Gleichung: 


Die  Formel  fttr  V ergibt  sich  aus  dem  Integral  fürs  Ellipsoid,  wenn  man  darin 
überall  —6’  für  6*  schreibt.  Man  erhält: 

x' 

V=(b'-»)-^r  äjc. 

<'  J X 

Ans  den  Integraltafcln  II  28  ergibt  sieh : 

f )/*’(o>  + 4’)  — a‘‘dx  V *’('•’+**)  ~ "* 


'2^’  + 4> 


lg(ary'o*+4>  »‘b 
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+ ,/,=(„.+*>)_«•)]  -(»'-»)  b [1.  + _ „4)J, 

wo  die  Integration  in  den  Orenten  x = a,  x'=zx  vollzogen  ist. 

Das  Hyperboloid,  welches  durch  Drehung  einer  Hyperbel  um  die  imaginäre 
Axe  entstanden  ist,  hat  zur  Gleiehnng: 


Es  ergibt  sich; 

V = (»'-  »)  A y*'  V^xs(«r  + 4*)4-a.  dx, 


d.  b.  wenn  man  die  Integration  mit  also  mH  «=0  beginnt: 

F=(,V_  »)  b [27/*’ (»’+*')+“*  + ^ (xV'^^+4^ 

+ j/x’(o>+i*)+oöJ-  (»’-»)  b -j7==  lg  a. 

Die  Annahme  der  nntern  Grenze  der  Integration  för  beide  Hyperboloide  be- 
ruht darauf,  dass  in  den  entsprechenden  Funkten,  wie  leicht  zu  sehen,  die  reellen 
Punkte  der  Fl&chen  beginnen. 

Besch&ftigen  wir  uns  jetzt  noch  mit  dem  Paraboloidf  welches  durch  Drehung 
einer  Parabel  um  ihre  Hauptaxe  entstanden  ist.  und  dessen  Gleichune  sein  wird: 

e’=2i>x, 

^_p 


— Vi/'+r'  = ]/p&*+f), 

K=  V'p(2x+p)dx, 

jr 

also,  wenn  man  mit  x=:0  beginnt: 

v='^yp{2x+py. 

Entsteht  dagegen  das  Paraboloid  durch  Drohung  um  eine  auf  der  Hauptaxe  senk- 
rechte Linie,  welche  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  geht,  so  ist  die 
Gleichung  zu  nehmen  : 

2pp  = 

Es  ist  also: 


dx  p' 


2p’ 


= f x'‘}/p>+x*  dx. 


2p 

Nach  1128)  der  Integrallafeln  folgt  hieraus,  wenn  man  mit  j;=0  beginnt; 

►'=5^[jy(p’+*’)*-^y^‘^-^^ig  (x+y?HP’)]+ 

Als  letztes  Beispiel  betrachten  wir  die  ringförmige  Oberfläche , welche  ent- 
steht, wenn  ein  Kreis  um  eine  grade  Linie  rotirt,  die  nicht  mit  seinem  Dureb- 
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messer  toBammenfälU.  Die  Gestalt  der 
entstehenden  Oberfl&che  wird  wesentlich 
Tcrschieden  sein»  je  nachdem  diese  Li> 
nien  ansscrbalb  oder  innerhalb  des  Krei- 
ses lie^.  In  jedem  Falle  aber  gehören 
hier  zu  jedem  x 2 Werthe  vonp,  und 
kommt  es  darauf  an»  einen  Theil  der 
Ringoberflftche  zu  finden » der  Tom  gan- 
zen Kreis  gebildet  wird,  so  sind  die  bei- 
den ^ entsprechenden  St&cke  ihrem  ab- 
soluten Werthe  nach  zu  addiren. 

In  jedem  Falle  kann  man  die  Axen 
so  legen,  dass  die  senkrechte  Linie  Tom 
Mittelpunkt  A (Fig.  55)  des  Erzeugungs- 

Fig.  55. 


Dem  Werthe: 

?i  = ei  = « 

entspricht: 

x=±r. 

Man  erhält: 

<<g_  I * 


du,' ^ 


=+r, 


kreises  auf  die  Axe  der  x durch  den 
Anfangspunkt  O geht.  Sei 
AOx^e  nnd  r der  Radius  des  Kreises* 
so  wird  jede  Linie  HGFf  welche  senk- 
recht auf  der  Axe  OX  steht,  den  Kreis 
Bweimal  oder  gar  nicht  schneiden, 
mit  Ausnahme  der  beiden  Tangenten 
BD  und  £C.  Wir  setzen  den  grössem 
der  beiden  Werthe  von  q gleich  den 
kleinem  gleich  (?,,  so  dass : 

GF=e, 

ist»  Die  Tangenten 

ÄD=C£=e 
geben  die  Funkte  an,  wo: 
ei=ei 

ist,  und  diese  Werthe  e bezeichnen  also 
das  Minimum  von  und  das  Maximum 
von  p,. 

Die  Gleichung  der  Rotationsdache  ist: 
also: 

(e-0=V(r*-x>). 

Hieraus  folgt: 

und: 


Yr’-j 

dx*  Vr’— »•  ' 

also  wenn  man  mit  x = 0 beginnt: 

Ä)(er  arcsin  + 

Das  von  2 einander  entsprechenden 
Wertben  von  p gebildete  Ringstück  er- 
hält man,  wenn  man  beide  Werthe  von 
V addirt: 

K=2(»'-  &)tr  arcsm(^) 

Setzt  manx  = r,  so  hat  man  das  dem 
Halbkreise  LHCM  entsprechende  Stück: 
K=  — *'>)er, 

und  das  vom  ganzen  Kreise  gebildete 
Stück : 

V=2rt(9'~  ft)  er. 

Soll  der  ganze  Ring  gefunden  werden, 
so  ist  ^'=:2t,  ^=0  zu  nehmen^^  also: 
K=4n»cr. 

„Der  Ring  ist  gleich  einem  Rechteck, 
das  zu  einer  Seite  die  Peripherie  des  ge- 
gebenen Kreises,  zur  andern  die  desjeni- 
gen Kreises  hat,  der  während  der  Ro- 
tation vom  Mittelpunkte  A beschrieben 
wird.'* 

Der  letztere  Radius  ist  nämlich  offen- 
bar gleich  e. 

4)  Quadratur  von  Oberflächen, 
die  nicht  durch  Rotation  ent- 
standen sind. 

Wir  bemerken  hierbei  zunächst,  dass 
man  sehr  oft  aus  der  Entstehungsweise 
der  in  Rede  stehenden  Oberflä^e  für 
den  Zweck  der  Quadratur  bequemere 
Formeln  ableiten  wird,  als  sich  unmittel- 
bar aus  den  oben  gegebenen  bilden 
lassen. 

Wir  nehmen  z.  B.  an»  dass  die  Ober- 


Digiiized  by  Google 


Quadratur  krammer  Oberflächen.  391  Quadratur  krummer  Oberflächen. 


fliehe  Ton  einer  graden  Linie  erzeugt 
•ei,  welche  sich  swiichen  zwei  beliebigen 
Gurren  AB  und  CD  (Fig.  56),  die  nicht 


i=/iinfrf  k=:lBiüß, 

wo  l natürlich  eine  reränderlichc  Grösse 
ist.  Also : 


Fig.  56. 


/*  dn\ 

/ (sin  « + sin  ^ ^ j ds. 

Für  einen  Cylinder  z.  B.  kann  man  die 
beiden  Leitlinien  immer  so  w&hlcn,  dass 
/ constant,  17=:«,  nndn=/$ 
ist.  Denn  die  Erzeugnngslinie  bleibt 
sich  immer  parallel,  und  man  kann  die 
Leitlinien  in  einander  parallelen  Ebenen 
nehmen. 

Es  ist  also  in  diesem  Falle: 


in  einer  Ebene  liegen,  derart  bewegt, 
dass  sie  immer  beide  berührt.  Bezeich- 
nen wir  mit: 


sinad«. 


ab  = d«,  cd = da 

die  Bogenelemente  beider  Gurren,  welche 
die  gegebene  Grade  gleichzeitig  zurück- 
legt. F&llt  man  ron  c ans  Loth  ce=A 
auf  die  Tangente,  welche  dnreh  a gezo- 
gen ist,  und  ron  b aus  Loth  bf=k  auf 
die  durch  d gezogene  Tangente,  so  ist, 
da  man  die  Richtung  der  Tangenten  mit 
der  der  Bogenelemente  idcntificiren  kann, 
die  Figur  baed  als  aus  zwei  Dreiecken 
bestehend  zu  betrachten,  deren  eins,  caö, 
die  Höhe  k und  die  Grundlinie  d«,  das 
andere  6cd  die  Höhe  k und  die  Grund- 
linie da  hat,  so  dass  sich  ergibt: 

, . Ad*-1-Adtf 

baca  = ^ . 

d 

Es  ist  also,  wenn  man  den  Bogen  « als 
unabhängige  Variable  betrachtet,  ihm  den 
Anfangswerth  s und  den  Endwerth  «' 
gibt,  mit  F das  entsprechende  Stück  der 
Oberfläche  bezeichnet,  welches  zwischen 
zwei  graden  Erzeugungslinien  AC  und 
BD  und  den  beiden  Leitlinien  AB  und 
CD  liegt,  wo : 

ist: 

Die  Beziehung  zwischen  A,  A,  « muss 
durch  die  Gestalt  der  Leitlinien  und  die 
Bewegung  der  Erzeugnngslinie  besHmmt 
•ein. 

Seien  die  Winkel,  welche  die  letztere 
mit  den  Tangenten  der  Leitlinien  $ und 
a in  den  augenblicklichen  Berührungs- 
punkten macht,  bezöglich  a und  und 
t die  Länge  des  Stückes  der  Grade  ar, 
welches  zwischen  beiden  Leitlinien  liegt, 
so  ist: 


Beim  Rotationscylindor  steht  die  Er- 
zeugungslinie  auf  der  Leitlinie  senkrecht, 
man  hat  sina  = l, 

f'= /(«'-«). 

Diese  Formel  gilt  aber  offenbar  nicht 
allein  für  den  Rotationscylindcr,  sondern 
für  Jeden,  wo  die  Erzcugungslinie  auf 
der  Ebene  der  Leitlinie  senkrecht  steht. 

Für  die  Kcgclflftcbcn  kann  man  statt 
der  einen  Leitlinie  einen  Punkt,  den 
Scheitelpunkt  nehmen.  Es  ist  also: 
dtf=0, 


f l sin  adi. 

Für  einen  Rotationskegel  ist  l con- 
stant,  und  der  Winkel  n ist  gleich 

da  die  Seite  des  Kegels  auf  dem 
d 

Grandkreiae  senkrecht  steht,  also; 


F= 


2 


t=rl, 

wenn  l der  in  s gehörige  Centriwinkel 
ist,  also  Ihr  den  ganzen  Kegel,  wo 
1 = 2k  ist, 

F=z  nrl. 

Wir  kehren  aber  znm  allgemeinen 
Falle  sarück,  und  wollen  noch  die  Be- 
ziehungen der  Grössen  I, «,  ß zn  einander 
bestimmen. 

Seien  zu  dem  Ende  x,  y,  x die  Coor- 
dinaten  der  Leitlinien  vom  Bogen  s, 
{,  ( die  deijenigen,  deren  Bogen  a 

ist,  und  mache  die  Erzengungslinie  Win- 
kel mit  den  Axen,  deren  Cosinus  i,  ft, 
y sind,  so  ist  bekanntlich  in  jeder  Lage 
derselben : 

(x-{)=M,  = = 

Es  sind  ferner: 
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dx  dy  dz  Fflr  den  Cylinder  sind  t.  B.  beide 

"ds  Leitlinien  congraent,  nnd  wenn  man  die 

„ , , , , Projection  der  Krzeognngslinien  auf  die 

die  Cosinns  der  Winkel,  welche  die  erste  x nimmt,  so 

Leitlinie,  nnd  werden  sieh  die  Grössen  x und  y ’l 

dtj  de  nur  nm  Constanten  nnterscheiden ; es  ist 

^ ^ constant*  Und  wenn  man : 

. . . - , ..  T X— f = y — r = 6 setst: 

die  derjenigen , welche  die  zweite  Leit-  ' 

linie  mit  den  Coordinaten-Axen  macht. 

Man  hat  dann  nach  bekannten  Sätzen 
der  analytischen  Geometrie : 

dx  x—(  , dy  y — n di  i — ( 

'"'"=57 — T’ 

^ 

de  t de  l * 


^°‘f=Ta 


/•  = (x-{)>  + (y-i)>+(‘-0’- 


dx  a dy  h 

'"‘"=*7+*-/' 

dx  a dy  h 

'"•'*  = 57  7+ 57  7- 

Die  Gleichheit  der  Winkel  «r  and  ß folgt 
nämlich  unmittelbar  ans  der  Entstehnngs« 
art  des  Cylinders,  oder  auch  durch  die 
Betrachtung,  dass: 


Wenn  die  Gleichungen  beider  Curven, 
und  ausserdem  eine  Beziehung  etwa 
«wischen  den  Grossen  l,t  nnd  <r  gepben  j.,  Cylindcr: 

ist,  so  ist  dann  der  Ausdruck  fQr  r 
völlig  bestimmt,  und  derselbe  wird  durch 
nur  ein  einfaches  Integral  gegeben  sein. 

Uebrigens  kann  man  beide  Leitlinien 
als  ebene  Curven  bestimmen , deren 
Ebenen  einander  parallel  sind.  Ist  die- 
jenige Ebene,  in  w'clcher  sich  die  mit 
s bezcichncten  Bogen  befinden,  dann 


Ebene  der  xy,  so  ist: 

dz  dC 

z=0,  C = const.,  ^ = 0,  ^ = 
•Iso: 

dx  X— f dy  y—n 

">•“=57  / +57-7-’ 

d{  x—S  dy  y— 7 

'"'^=57-r+57-r' 

/»  = (x-{)*  + (y-7)>  + C>. 


mithin  fftr  den  C) 

in  n = 6in  ^=71/  l' di> -{«dx+bdy)’ 
< 1'  dt' 

F=  p‘  y'F^i 


■ (od!x+  bdy)  * 

Ist  die  Leitlinie  ein  Kreis,  so  bat  man, 
wenn  r der  Radius  desselben,  A,  B die 
mit  X and  y parallelen  Coordinaten  sei- 
nes Mittelpunkts  sind: 

.i  • * B * 

X — A=r sin—,  y— 0=:reos-, 

^ r 

-df, 


dx  = C08  — ds,  dy=— 'Sin- 


p*  r~ — “ 

F=/  d#y  /i  — (a  cos^  — b sin 


=/;  “t- 


a'  + b'  , . . ^2t,b'-c 


Einen  noch  einfacheren  Ansdmek  erhilt  man,  wenn  man  setxt; 

2s 


- =/,  — = Asin  9, 


2/' 


- = A 008  9, 


F=  dt-^f r-^^+l'  Acos  (/-.»), 


oder  wenn  man 


2 


-/>  (A-l)=, 
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f a'  

F=r  I A C08  «*  — g- 

J u 


J = *?  = 0, 

/*  = a:’+y»  + C» 


wird : 


Kine  weitere  Reduction  geling;!  jedoch 

nicht.  D»8  Integral  ist  ein  cniptiachcs  „ /*‘  / — j 

zweiter  Gattung  (siehe  den  Artikel;  cUip-  ^ — t ß Y * äs  — (i4x+yiiy)  . 
tiache  Transcendenten).  ‘ * 

Für  den  allgemeinen  Kegel  Ut  zu  die  Basis  ein  Kreis,  also  gelten  die 

oben  beim  Cylinder  gegebenen  Relatio* 
17.  C gleich  ConstanteO)  nen  zwischen  x nnd  #»  y und  s wieder, 

da  ein  Punkt  die  zweite  Gurre  vertritt. 

Setzt  man  unmittelbar  in  die  Formel  ^ ^ 

1'  *i/*  = [A  + r sin- I coB-di, 

F=J  I Isinads  ^ ** 

ein,  indem  man  der  Einfachheit  wegen  gäy  — [B-^r  cos^Jsin^  rfs, 

die  Projection  der  Spitze  des  Kegels  anf 

die  Ebene  der  xy  als  Anfangspunkt  der  xdx+y</v  = Mco8--fisini|i£i, 
Coordinaten  nimmt,  wo  dann:  ' ' r r/ 

= x*+y*  + C’  = A*  + F»+2r  Asin  -+2rFcos  -+r*, 

^ r r 


F=1 /*  Jjl  A*sin—  +F'cos—  +2AÄsin  - cos  — + 2rAsin  — + 

\ß  g } r r r r r 


+2rflcos-4*r*  + C*» 


oder: 


F-\  j*  ii*y  r* +4*  -r(Asin^+Äcoi^^  +2r(Asin^+ F cos 


Setzt  man  hierin  noch: 

Asin  -+Fcos-  = (/, 
r r 

so  ist  auch: 

. s „ . 1 dü 

A cos  — F sin  — = r -7- , 
r r ds 

und  indem  man  beide  Gleichungen  qna* 
drirt  und  addirt  erb&lt  man : 

woraus  sich  ergibt: 

rdU 

“~y(A'+B‘-ü^y 

Diese  Werthe  in  den  von  F einsetzend, 
erbUt  man; 

F 1 r'‘'<IUY{r’  + i'  + U^+ürV) 
~2j  , F(^>+ß'-t/')  ’ 

offenbar  wieder  ein  elliptisches  In* 
tegral. 

Ist  die  Flftche  eine  windschiefe,  d.  h. 
ist  eine  der  Leitlinien  eine  grade  Linie, 


und  macht  dieselbe  Winkel  mit  den 
Axen,  deren  Cosinus  a,  c sind,  so 
ist,  wenn  wir  unter  A,  F,C,  dieCoordina* 
ten  desjenigen  Punktes  dieser  Graden 
▼erstehen,  von  welchem  ans  die  Längen 
s gezählt  werden: 

jr— A=siö,  y— F=iA,  2— C=ir, 

oosb=s!J(x-{)+*  (g-,)  + ^(s-(). 

d.  h.  wegen  der  Werthe  von  x,  y,  s: 
H-oU-f)  + *(ß-l)+r(C-{) 

COS  orr: ^ . 

Nehmen  wir  dagegen  an,  die  Erzen* 
gungslinio  bleibe  stets  einer  gegebenen 
Ebene  parallel,  so  kann  man  diese  als 
Ebene  der  xy  betrachten.  Es  wird  dann 
der  Winkel  der  Erzeugnngslinie  mit  der 
Axe  der  s stets  ein  rechter,  nnd  sein 
Cosinns  v=0  sein,  woraus  sich 
}=C,  ds^dZ 
erg;ibt.  Es  ist  dann: 
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dx  X— { . rfjf  y— >1 


Ist  die  sweite  Leitlinie  auch  grade,  so 
entsteht  eine  windschiefe  Ebene.  Es  ist 
dann,  wenn  6,,  e^  die  Cosinus  der 
Winkel  sind,  welche  diese  zweite  Leit* 
linie  mit  den  Axen  macht: 

Vereinigen  wir  beide  Bedingungen,  dass  { — ij — = C|  = or,, 

also  die  Leitlinie  eine  grade,  und  die  ^ u r.  sind  die  Coordinaten  desjeni- 
Erzengangslinic  einer  Ebene  parallel  ist,  Punktes,  von  dem  die  a gezihlt 
so  hat  man  also:  werden.  Man  kann  aber  die  Grade, 

« c\  ^ / N welche  diesen  Punkt  mit  dem  Anfangs* 

= pankt  der  Coordinaten  verbindet,  als 

A lo  / » 1 n\  t k A*®  * nehmen,  denn  diese  Grade 

_<iA4-®g+»(g  jgj  offenbar  eine  Erzeugnngslinie , und 

f also  der  Ebene  jry  parallel.  In  diesem 

<4  ji+ta-i,  än  ß+s6  — I»  Falle  ist 

ßi=0,  Ci=0, 


= — +5^ i 

/’  = (.t+.a  — {)*  + (B  + «4->;)>. 

Wir  können  aber  auch  annebmen,  dass 
sieh  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten 

»uHerdem  aber: 

A = 5=C=0  zu  setzen  ist-  unsere  ’ 

Qleichnngen  werden  dann : 


und  da  man 


cos  <t=— ^ — » 

rff  sa  — { . dfi  s ö — t; 


i=f, 

>I«o  mit  Berficksichtigung  der  Wertbe 

C=C,=0, 

<c  = ec, 

ist,  IO  werden  unsere  3 Gleichungen : 


s(o’  +4,’)  — »yf, — — («  «,  +4  4|) 


. a,  i(ae,—a,e)+i,s(te,—t,e)  — a,A,  Cj 
cos  fi  = . 

fl*  P = [i(ac,— «,c)  — il,c,]*4-s>(»c,— 6,c)’, 
dir  c 

dt  ^ Cj’ 

Das  Einsetzen  dieser  Werthe  in  die  Formel: 


gf  j. 

^ l (bib  a Bin  jS  dt 


gibt  iodess  wieder  ein  elliptisches  Integral. 

Kehmen  wir  nun  an,  die  Leitlinie  s st&nde  auf  der  Bichtangsebene  senkrecht, 
so  wird: 

a=6=0,  c=l, 

. c.o,-<i  + «(«, ' + »,') 

7Ti 

^ 

dt~“  c,* 


Hieraus  ergibt  sich: 


■in a = V».**'  — )1* 

^ C,J 
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Jsin/J  + c,i4,  + »(o, » + *,•]• 

/=/«in«=^  )/(.<,  e, 


Die  Grosse  F aber  setzt  sich  ans  der 
Summe  der  Integrale  beider  vorstehen- 
den Ansdrficke  zusammen.  Diese  Inte- 
gration ist  stets  ausfahrbar,  und  fahrt 
wie  ersichtlich  anf  Logarithmen  oder 
Bogen  zurück. 

Um  jedoch  noch  ein  wichtiges  Beispiel 
anderer  Art  zu  nehmen,  wollen  wir  nns 
mit  der  Quadratur  des  Ellipsoids  mit  3 
Tcrschiedenen  Axen  beschädigen.  Das- 
selbe hat  die  Gleichung: 


I' 


\u* 


selbe  hat  die  Gleichung:  Denkt  man  sich  in  dieser  Gleichung  u 

, , , constant,  und  Terbindet  man  sie  mit  der 

— = 1.  Gleichung  des  Ellipsoids,  so  erhält  man 

die  Curve,  welche  von  allen  Punkten  des 
Sei  jetzt  u der  Cosinus  desjenigen  Win-  Ellipsoids  gebildet  wird,  deren  Tangen- 
kcls,  welchen  die  Tangentialebene  eines  tialebene  mit  der  Ebene  der  xy  gleiche 
beliebigen  Punktes  z,  y,  5 der  Oberfläche  Winkel  bilden.  Die  Projection  dieser 
mit  der  Ebene  der  xy  macht,  so  erhält  Curve  auf  der  Ebene  der  xy  wird  ge- 
man , wenn  man  diesen  Cosinus  nach  funden,  wenn  man  aus  beiden  Gleichnn- 
den  gewöhnlichen  Regeln  bestimmt:  gen  s climinirt.  Es  ergibt  sich: 

a‘(l-u>)  ^ 4*  (!-«•>)  ® 

Diese  Projection  ist’also  eine  Ellipse,  deren  halbe  Hanptaxen  die  Werthe  haben  s 
" «»V(l-u»)  4»)'(l— «») 

y'«’— (<i>-c’)ir»’  - 'c’)V*’ 

Beieicbnen  wir  daher  mit  s ihren  Flächeninhalt,  so  ergibt  sieb; 

rra»4>  (!-«») 

* “ Y[a'  - (a*  -c’)«’]  [*’— (4  — 

Diese  GrOsse  § ist'imit  V veränderlich.  Halbaxen  des  gegebenen  Ellipsoids  in 
Lassen  wir  nnn  < om  tU  wachsen,  so  ist  der  Ordnung  a,6,c  abnehmen  (Gleichheit 
df  die  Projection  des  ringförmigen  Tbei-  nicht  ausgeschlossen)  nnd  setzen: 

Ics  des  Ellipsoids,  welcher  zwischen  swei  — c’) 

Cnrven  liegt,  die  den  Wertben  u und  c = acos^, 

du  entsprechen,  nnd  wegen  der  Beden-  6 (a  c ; 

tnng  von  U ist,  wenn  wir  diesen  Ring  y(a'  — c)=:a  sin  c=:4y(l— Är*  sinju*), 
mit  dS  bezeichnen:  . . , n 


UdS^df,  rfs=^. 


wo  /*  ein  Winkel  zwischen  0 nnd 
ist.  Ferner  wird  gesetzt : 


Um  diejenige  Hälfte  des  Ellipsoids  zu  ^ sin  jy  = ^ ‘ 

haben,  welche  anf  einer  Seite  der  Ebene  y(a’— c*)  ^ sin/4* 

xg  liegt,  muee  man  nun  äS  nach  U in-  „ dann  der  Wink, 

tegnren,  indem  man  n Ton  1 nach  0 Q„„„n  0 nnd  u Tariiren. 
abnehmen  Utet,  nnd  daa  ganxe  Ellipioid  jj^  erh,l,  hiemni: 

S ist  das  Doppelte  dieses  Ansdrnckes.  , 

Man  hat  alio;  „.in 


y(a’—  c>)  sin  /u 

es  wird  dann  der  Winkel  in  den 


5= -2  /'A* 

J a du  V 


Ehe  wir  den  Werth  Ton  t hier  ein- 
letzen , machen  wir  noch  einige  Trana- 
formationen. 


cotif  }/(l—k'  ainif  ’) 

a J 0 dtf,  am/ 

Aber  wenn  man  die  Torletate  Qlei- 


Wir  nehmen  an,  daaa  die  OrOaaen  der  chung  differenxiirt,  erhält  man  i 
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äi  _ j t , #cosy  , , » . , 

1 ; \ du  f-  n ab  r — ; j-. 

sm«/'  siDy.  Biny*  ’ sm*/-  8my*V(l — A*am</’) 

nab 


dir 


und  auflserdem  ergibt  sich  dnreh  DifTerenttircn: 
^cos»/  y(l  — A*  »in  //’) 

»in  if 


- V(l  — A’iiny  ’)  d>f  + 


fl’ — c’  V(1 — ir*8in'/*)* 
d>/ 


V(l-4^*8in  V*) 

dtf> 


tin  y * y(l — Ä’  finy  •)* 

Mit  Berücktichtignng  des  Wertbes  ron  t aber  erhält  man  noch: 

-2y(a’-c’)  ± ..  rtgv  V(l-f.in^’) 

fl  dtf  siny  Ltg^V(l  — Jb’siny  *) 

[1 (,in ,in  ^')]J 

Setzt  man  diese  Werthe  in  den  ron  S ein,  so  ergibt  sich  durch  Integration: 

S = 2uc>  + p^-f^^[(n>  — c*) V(l—  k‘tin’f>)d'/ 

+c.  r I 

./  0 V(l— 

Nach  der  Legcndre’schen  Bczcichnnng  (siehe  den  Artikel : Elliptische  Trans- 
cendenten)  setzt  man: 


® (.“>  *)  = /*  */  V(l— *’«in  V •), 
•j  0 


nnd  dann  ist; 


* = + vl«’ i>)  '^0'.  *)}• 


Der  Aosdrnck  .S  setzt  sich  also  ans  einer  Constante,  einem  elliptischen  Inte- 
gral erster  und  einem  zweiter  Gattung  zusammen. 

Ist  das  EUipsoid  ein  HotatiooBcllipsoid,  das  durch  Rotation  am  die  grosse 
Axe  entstanden  ist,  so  hat  man: 

Ä = c,  A = 0,  /<  = arc  cos 

o’Ä  ib\ 

S = 2t.4‘+2n^^^5:::^.rcco.(-). 

Ist  es  aber  durch  Rotation  um  die  kleine  Axe  entstanden,  so  ist: 


S=2iA» 


fl  = 6,  A = l, 
nbe^  h-^\{b^—c') 
y(Ai_c>)  — V(A*— c’V 


Die  Uebereinstimmnng  dieser  Formeln  mit  den  oben  entwickelten  ist  leicht 
ersichtlich. 

Der  hier  gegebene  Ausdruck  für  die  Oberfläche  des  allgemeinen  Ellipsoids 
kann  auf  Terschiedene  Arten  entwickelt  worden.  Die  hier  angewandte  rührt  Ton 
J.  A.  Serret  her. 
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aoadratnren,  ZorftckfllhniDg  der 
DlfereazialgleichoiigeB  auf  (Analysia). 

1)  Einleitung.  Die  ZurUckfahning 
anf  Quadraturen  enthalt  das  bis  jetzt  am 
meisten  angewandte  Mittel  zur  Auflösung 
oder  Tielmehr  zur  Reduction  der  Diffe- 
renzialgleichungen. — Die  Worte:  „Auf- 
lösung einer  analytischen  Aufgabe*'  wer- 
den in  sehr  verschiedenem  Sinne  ge- 
braucht. Man  sagt  t.  B.,  dass  die  alge- 
braischen Gleichungen  bis  einschliesslich 
zum  vierten  Grade  auflösbar  seien,  womit 
eben  nur  gemeint  ist,  dass  diese  Auf- 
lösungen sich  auf  ein  bereits  zuvor  be- 
handeltes Problem  der  Ausziehuug  von 
Wurzeln  im  gewöhnlichen  Sinne,  d.  h. 
auf  die  Wurzeln  solcher  Gleichungen, 
deren  erstes  Glied  ein  Binom  ist,  znrück- 
führen  lasse.  Man  spricht  aber  auch 
von  der  allgemeinen  Auflösung  der  al- 
gebraischen Gleichungen,  und  versteht 
darunter,  da  eine  allgemcino  ZurückfQh- 
mng  dieses  Problems  etwa  auch  auf 
Wurzeln  binomischer  Gleichungen  nn 
möglich  ist,  irgend  eine  Methode,  welche 
geeignet  ist,  in  jedem  gegebenen  Falle 
zur  Kenntniss  der  Wurzeln  der  Gleichung 
zu  verhelfen.  Der  Unterschied  zwischen 
beiden  Arten  der  Auflösung  ist  also  der, 
dass  im  ersteren  Falle  eine  Reduction 
anf  ein  anderes  einfacheres  Problem  ein- 
tritt,  im  zweiten,  das  Problem,  welches 
ursprünglich  vorliegt,  direct  angegriffen 
wird,  und  dazu  dient,  die  Wurzeln  zu- 
gleich zu  definiren  und  Ausdrücke  dafür 
zu  finden. 

Ganz  Aehnliclios  findet  bei  den  Diffe- 
renzialgleichungen statt.  Auch  eine 
Gleichung  von  der  Gestalt 


definirt  völlig  die  Function  von  x,  welche 
hier  mit  y bezeichnet  ist,  und  nur  in 
besondem  Fällen  kann  cs  gelingen,  dic- 
seu  Ausdruck  anf  eine  schon  vorher 
bekannte  Form,  also  z.  B.  auf  eine  Auf- 
lösung einer  andern  Differenzialgleichung 
von  der  Gestalt 


zurückznführen,  welche  letztere  in  der 
That  mit 

V=/if{x)Jx, 

also  mit  einer  Quadratur  identisch  ist. 
Im  Allgemeinen  dagegen  giebt  jede  Dif- 
ferenzialgleichung oder  jedes  System  von 
Diffcrenzialgleichnngen  eine  neue  Art, 
eben  durch  dieselben  definirtcr  Trans- 
cendenten.  £s  kann  sich  also  nur  darum 


handeln,  Methoden  für  die  Gewinnung 
dieser  Transccodenten  und  zur  Ermitt- 
lung ihrer  Eigenschaften  aufzufinden. 

Dies  geschieht  entweder  durch  unend- 
liche Reihen,  oder  durch  algebraische 
Gleichungen,  deren  Coefficienten  der- 
gleichen Reihen  sind,  oder  auch  durch 
Angabe  von  Methoden,  welche  geeignet 
sind,  bei  numerischen  Werthen  von  x 
das  zugehörige  y bis  au  einer  beliebigen 
Ann&berung  zu  ermitteln.  Eben  so 
wichtig  aber  ist  cs , an  die  Differenzial- 
gleichungen selbst  eine  Untersuchung 
der  Eigenschaften  derjenigen  Transcen- 
deutcu  zu  knüpfen,  welche  sie  definiren. 
So  z.  ß.  weiss  man  immer,  wenn  diese 
Transcendenten  doppelt  periodisch  sind, 
dass  sie  sich  anf  elliptische  Funktionen 
zurückfuhren  lassen,  dass  sie,  wenn  sie 
immer  eindeutig  und  eontinnirlich  blei- 
ben, sich  in  die  Form  von  nach  ganzen 
positiven  Potenzen  geordneten,  immer 
couvergirenden  Reihen  bringen  lassen 
u.  8.  w.  Indess  zu  einer  solchen  Auf- 
fassung des  Problems,  welche  allerdings 
als  die  eigentliche  und  allgemeine  Auf- 
lösung zu  betrachten  ist,  hat  man  eben 
in  neuester  Zeit  erst  den  Grund  gelegt, 
und  ira  Uebrigen  muss  man  sich  daher 
begnügen,  die  Fälle  zu  ermitteln,  wo  die 
Differenzialgleichungen  complicirterer  Art 
sich  anf  einfachere  (z.  B.  partielle  Diffe- 
renzialgleichungen auf  totale,  und  die 
einfacheren  totalen  auf  Quadraturen)  ru- 
rückführen  lassen.  — Dies  letztere  Pro- 
blem wird  uns  hier  also  hauptsächlich 
beschäftigen.  Es  ist  jedoch  nöihig,  auf 
die  Classificirung,  Entstehung  und  Auf- 
lösung der  Differenzialgleichungen  hier- 
bei etwas  näher  cinzugchcti. 

2)  Eintheilung  der  Differen- 
zialgleichungen. 

Man  kann  jeder  Difforensialglcichung 
eine  doppelte  Gestalt  geben,  je  nachdem 
man  die  Differenziale  selbst,  oder  die 
entsprechenden  Differcnzlnlquoiicnlen  cin- 
führt.  Gehen  wir  zunächst  von  der  letz- 
teren Gestalt  aus. 

L Eine  Dtffcreuzialgleichting  oder  ein 
System  solcher  Gleichungen  wird  total 
oder  partiell  genannt,  je  nachdem  alle 
darin  vorkommenden  Diffcrenzialquotien- 
ten  nacli  derselben  unabhängigen  Va- 
riablen genommen  sind,  oder  mehrere 
von  einander  unabhängige  Variablen 
und  die  nach  ihnen  genommenen  Diffe- 
renzialquoticDten  darin  Vorkommen.  Die 
allgemeine  Form  einer  totalen  Differen- 
zialgleichung ist  also: 
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1)  n..  ...  fc.  p.  - P. 

" dx  äx  dx  dx’  dx' 

dxP' 

Die  allgemeine  Form  einer  partiellen  Diffcreniialgleichung  dagegen : 

2W(x  X ...X  , • 

• • • * , y . • T—  dar  » T— 


dxj  dx, 

d*y,  d*y, 
dx^’  dx,*’  dx 


dx 

•y^  ths 


dx, 

d^V 


dx. 


Eine  partielle  Dififercnzialgleichnng 
kann  1,  2,  3 • • • unabhängige  Variablen 
haben ; die  Gleichung  2)  hat  $ unabh&n* 
gige  Variablen. 

II)  Eine  Differeniialgleichnng  heisst 
Iter,  2ter  •••  n.  s.  w.  nter  Ordnung, 
wenn  der  hdchste  darin  ▼orkommende 
Differenzialqnotient  ron  der  Iten,  2ten 
• ■ • »ten  Ordnung  ist.  Di»  hier  gege- 
bene Qleichnng  1)  ist  ron  der  /iten 
Ordnung.  — Man  kann  aber  auch  von 
der  Ordnung  p einer  Differenzialgleichung 
in  Bezug  auf  eine  bestimmte  Variable 

sprechen. 

III)  Auch  werden  die  Differenzial- 
gleichungen nach  der  Anzahl  der  in 
ihnen  enthaltenen  Variablen  eingetheilt. 
Die  Gleichung  1)  enUt&lt  n-f-1  Varia- 
blen. Bei  partiellen  Differcnsialglcichun- 
gen  muss  hinzugefügt  werden,  wie  viel 
unabhängige  Variablen  darunter  sind. 
Gleichung  2)  hat  n+s  Variablen,  worun- 
ter t unabhängige. 

Wir  werden  nns  jetzt  zunächst  mit 
den  totalen  Differensialgleichnngcn  be- 
schäftigen. 

Für  dieselben  gilt  folgender  wichtiger 
Lehrsatz : 

A)  „Sei 

r/=0 

eine  Differenzialgleichung,  welche  die 
unabhängige  Variable  x,  die  "abhängigen 
y<t  yt  * * * y»  * enthält,  die  in 

Bezug  auf  y,.  y,  • * * y„  einer  be- 
liebigen, in  Bezug  auf  » von  der  pten 
Ordunngist,  so  ist  diese  Gleichung  gleich- 
bedeutend mit  einem  System  von  p-Dif- 
ferenzialgleichungen , die  statt  s die  Va- 
riablen S|,  z,  - enthalten,  und  in 

Bezug  auf  alle  diese  von  der  ersten  Ord- 
nung sind.** 

Man  kann  nämlich  statt  der  Gleichung 


y (* 


dz 
* dx 


<f*s 

dx* 


welche  natürlich  ausser  z noch  die 
Grössen  x,  y,  • * ' y„  nnd  ihre  Diffe- 

renzialquotieuton  enthält,  schreiben: 


dt  dz.  di, 
dx“‘*’ 


dx 


nnd  die  gegebene  Gleichung  nimmt  dann 
die  Gestalt  an: 

7 (z,  z„  • ■ • z , =0. 

^ dx* 


Es  sind  dies  in  der  That  p Glei- 
chungen, welche  nur  die  ersten  Differcn- 
zialquoticntcn  der  t enthalten. 

Hieraus  fol^t  nnmittclbar: 

B)  „Jede  Differenzialgleichung  mit 
2 Variablen  x und  >,  welche  von  der 
pten  Ordnung  ist,  ist  gleichbedeutend 
mit  p Differenzialgleichungen,  welche 
p + 1 Variablen  x,  z,  ■ • • z^  enthalten, 

und  alle  von  der  ersten  Ordnung  sind.“ 

Dieser  Satz  lässt  sich  aber  auc^  um- 
kehren. 

C)  „Ein  System  von  p Differenzial- 
glei^ungcu  mit  p+1  Variablen  x,  z,, 
t.  ...  z ist  turückzuführen  auf  eine 

P 

Gleichung  mit  2 Variablen,  welche  aber 
von  der  pten  Ordnung  ist.“ 

Um  dies  zu  beweisen,  nehmen  wir  an, 
das  gegebene  System  sei: 


7i  (*.  *1.  ». 


dx 
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*1. 


»I.  *. 


^ rfx  ’ dx 


dt  \ 

_P)=0. 

dxf 


Aas  diesen  p Gleichungen  kann  man  die 

p Diifereniialqnoaientcn  — , *s  *'*  O» 

^ dx  dx  dx^ 

entwickeln , and  dieselben  nehmen  wo  die  Zeichen  f\  /■",  neue  Fnno- 


dann  die  Gestalt  an: 
t f (jx  z t 

k ’ 1»  1 p/'  erhalt  also  schliesslich  eine  Gleichung 

dt  ^on  der  Form: 

Ji  also  eine  Qlcichnng  p ter  Ordnung  mit 

f = f (x  i I • • • » y 2 Varieblen.  Ist  diese  aafgelfist,  so  sind 

dx  'p^  ’ •>  s pi-  Grössen  s,,  s,  • • • s^  ohne 

Wir  differensiiren  nun  eine  dieser  Qlei-  *“*«■■«  Auflösung  ron  Differensialglei- 
chnngen,  etwa  die  erste,  p— 1 mal;  es  ®®®”6***  bekannt.  Man  setzt  n&mlich 
werden  dann  in  den  zweiten  Gliedern  , dz. 

der  entsprechenden  Gleichungen,  die  •••  — in  die 

Differenzialquoticnten  der  Grossen  P 

s Torkommen,  diese  aber  eliminiren  wir  l>®*«icbneten  Gleichungen  die  so 


tionen  bedeuten.  Offenbar  kann  man 
nun  ans  diesen  p Gleichungen  die 


Grössen  s,,  s. 


eliminiren,  und 


mit  Hälfe  der  öbrigen  Gleichnngen : 

*»-/•  . . . 
dx  Jx 

so  dass  man  hat: 

d»,  , . 

•••  ‘p)- 

®)  *p). 

^.-=r  (*.•.. 


gewonnenen  Werthe  ein,  und  da  die  An- 
zahl derselben  p ist,  so  reichen  p-~l 
daron  hin,  um  die  Grössen  z,.  Z|***z 

durch  blosse  Elimination  als  Functionen 
Ton  X zu  bestimmen.  • 

Es  lässt  sich  aber  auch  eine  Gleichnng 
oder  ein  System  von  Gleichungen  von 
der  allgemeinen  Form  1)  leicht  in  ein 
System  verwandeln,  welches  in  Bezug 
auf  jede  der  Variablen  erster  Ordnung 
ist.  Zu  dem  Ende  braucht  ma»  nur  das 
Verfahren  in  A.  wiederholt  anzuwenden. 
Sei  das  gegebene  System  in  Bezug  auf 
Vu  y«  ' * * Pu  bezüglich  von  der  Ord- 
nnng  p,,  p,  • • • p . so  setzt  man: 


Jx  ~ ‘ ’ Jx' 


Digitized  by  Google 


Quadr»turen  — Zurückf.  auf.  400  Quadraturen  — Zoröckf.  auf. 


dx 


(») 


dx’  ~ ~ 


dx 


p«-' 


Es  verwandelt  sich  dann  die  Gleichung: 


'/(*.  Vf  Vi 


dx 


1 (*-  yi>  »1  • • • y„ 


rfxP‘ 

rf*  ic  Pt  dx 

,(••) ... 

X (")  . (')  ...  z W z 

*1  » •»  • • • z,  » * 

(')  ...zW  ... 

. zW 

p«- 

>1  — 

. . Pn-'\  =0. 

<fx 


Die  Anzahl  der  oben  gebildeten  Hulfsgleichnngcn  ist: 

P1  + P1+  ■**  +/'«“"• 

Sei  s die  Anzahl  der  gegebenen  Gleichungen  von  der  Form  y =0,  so  hat  man 
also: 

»+Fi+ri+  •*’ 

Gleichungen;  die  Anzahl  der  Variablen  in  denselben: 

t w 

.-i’ 


yi.  y.  ■ • • y„.  . s/ 


Pi 


*W  , 

P»-' 


ist: 


Pi+/>,+ 


E)  „Im  Allgemeinen  kann  nach  dem 
Obigen  jedes  System  von  totalen  Diffe- 
...  , , . , ..  1-  1.  • rcnzialglcichnngcn  auf  ein  anderes  erster 

wahrend  bei  den  nrspninglichcn  Ql«-  werden.“ 

ebnngen  dieaelbo  nd-1  war.  Uer  nanpt-  “ .u  • i. 

aiehlicbite  Fall,  welcher  hier  in  Betracht  Au»  diesem  Satr.e  ergibt  »ich  aucn 
kommt,  ist,  wie  wir  bald  »eben  werden,  leicht  die  Art  und  Weise,  wie  sich  jede» 
der,  wo  » = n,  also  die  Anzahl  der  System  von  totalen  DifTerenzialglcichnn- 
Gleichungcn  gleich  der  der  nbhlngigcn  gen  auf  eine  Form  bringen  16sst,  '«j™« 
Variablen  ist.  In  diesem  Falle  ist  die  statt  der  Diffcrcniialquotienten  die  Uiffe- 
Aniahl  der  neuen  GIcichnngen : rcnziale  selbst  cnth&lt.  Es  ist  diese 

I ...  4-  Form  so  wchtig,  dass  wir  bei  derselben 

Pi  «PiT"  ***  ' P«»  noch  einen  Augenblick  verweilen, 

also  nra  eins  kleiner  als  die  der  Varia-  xanichsl  die  Anzahl  n der  abhin- 

blen,  oder  ebenfalls  gleich  der  Anzahl  Variablen  gleich  der  der  Glcichun- 

der  abhängigen  Varinblcn.  Hieraus  folgt  jlege  Qlei- 

der  wichtige  Satz:  chungen  erster  Ordnung  rcducirt  sind, 

D)  ..Jedes  System  von  totalen  Diffe-  nnd  man  die  « Differenzialquotientcn  aus 
rentialgicichnngen  von  beliebigen  Ord-  ihnen  ermittelt,  folgende  Ausdrücke: 
nungen,  wo  die  Anzahl  der  abh&ngigon  4 // 

Variablen  gleich  dem  der  Gleichungen  ,,,  , 

istp  kann  verwandelt  werden  in  ein  an-  dx  dx  dx  ^ 

dercs  ühnliches  Svstem,  worin  alle  Glei-  - x»  r.  i • - - - 

chungen  von  der’  ersten  Ordnung  sind,  wo  die  Grossen  f Funktionen  von  x,  , „ 

jedoch  die  Anzahl  der  Gleichungen  und  y,  y«  »'"d.  Also  ergibt  sich  auch . 

Variablen  sich  entsprechend  Tcrinchri.“  j 

Nach  dem  Satze  C)  übrigens  ist  das  dy^~f^dx  • • • y„  — /„  > 

letztere  System  glciehbodcntcnd  mit  einer  verlangte  Form,  für  die 

eme  «bhlngige  Varmble  schreiben  kann: 

enthalt  nnd  von  der  Ordnung  Pt+Pt  , , ■ « 

+ . . . +n  ist.  Arfx-M.i/y.  + l.rfy.-l-  • • • +VPn=°’ 
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eine  allgemeinere  Form,  die  man  erhält, 
wenn  muti  jede  der  obigen  Glcichnngen 
mit  einer  beliebigen  Grösse  multiplicirt 
und  alle  addirt.  Das  erstcro  System 
lässt  sieh  dann  leicht  durch  n Glcichnn> 
gen  von  der  letzteren  allgemeineren  Form 
ersetzen. 


Ist  aber  die  Anzahl  der  abhängigen 
Variablen  grösser  als  die  der  Gleichun- 
gen, so  kann  man  dennoch  dem  System 
eine  ähnliche  Gestalt  geben. 

Ist  nämlich  die  auf  Gleichungen  erster 
Ordnung  reducirte  Gestalt  des  Systems 
die  fulgendo: 


• y . 

Üi . 

...  •‘y« 

dx  ’ 

dx 

dx 

■fy. . 

du  . 

. . 

dx 

dx  t 

dj^ 

..''V 

V dx' 

dx 

dx  * 

wo  also  i kleiner  als  n ist,  so  kann  man  setzen: 

4)  dy^=zp^dx^  = 

wodurch  dann  unsere  Gleichungen  die  Gestalt  annebraen; 

fi  (-r.  y..  y,  • ■ • y„,  p„  p„)=0, 

/■.(*.  yi.  y.  • • • y^,  /»,,  ;>,•••  ;>„)=0, 


/■,(*>  y..  y.  • • • y„, 

Mit  Hälfe  dieser  s Gleichungen  kann 
man  s der  Grössen  . . . p be- 

stimmen und  in  die  Glcichnngen  4)  ein- 
setzen,  die  übrigen  p,  an  Anzahl  «-.5, 
sind  als  neue  Variablen  za  betrachten. 
Man  hat  also  wieder  n Gleichungen  von 
der  Form  4)  oder  von  der  allgemei- 
neren: 

+ . . . +A^dy^=;0, 

welche  jedoch  ausser  den  « + 1 Variablen 
yu  yi  • • • y^  noch  n— S neue,  also 
im  Ganzen  2a4-l“-#  enthalten. 


• p„)=o. 

£s  ist  aber  wohl  zu  merken,  dass 
eine  ähnliche  Form  auch  die  partiellen 
Dififcrcnzialglcichungen  nnnehmen,  die- 
selbe also  als  die  allgemeinste  der  DiiTe- 
renzialglcichung  zu  betrachten  ist,  bei 
welcher  selbst  der  Unterschied  zwischen 
totalen  und  partiellen  Differenzialglei- 
chungen wegfallt.  Um  dies  zu  zeigen, 
wird  cs  genügen,  wenn  wir  nur  eine 
partielle  Differenzialgleichung  2icr  Ord- 
nung betrachten,  da  sich  die  Allgemcin- 
gültigkcit  dieser  Betrachtung  leicht  zeigt. 
Sei  die  gegebene  Gleichung: 


Wir  fetzen: 


dji  _ ,)y 

»>'y  Ä*y  _ dy 

•o  ist: 

'/  (*i>  *j.  y.  P,  ?■  r,  t,  »)  = 0, 


nnd : 


<iy  = fdx^■^■qäx,, 


*’’*y  ^*y 

dx,’’  dx,5x,’  i5x,’/ 

d/>  = rrfx, +sdx,,  dq  = sdje^  + ldx,. 
Die  letzten  drei  üleirhnngcn  sind  von 
der  vorgcschriehenen  Form  und  enthal- 
ten ausser  den  drei  gegebenen  Variablen 
X-,,  X,,  y noch  die  neuen  p,  q,  r,  i,  f, 
also  im  Ganzen  8,  von  denen  jedoch 
eine,  z B.  /,  durcli  die  Qteicbnng  y = 0 
eliminirt  wird,  so  dass  3 Gleichungen 
mit  7 Variablen  übrig  bleiben.  Wie 
leicht  zu  sehen,  tritt  dasselbe  ein,  wenn 
ausser  y noch  andere  abhängige  Varia- 
blen gegeben  sind. 

26 


Digitized  by  Google 


Quadraturen  — Zarackf.  auf.  402  Quadraturen  — Zuruckf.  auf. 


3)  lieber  ei n c Olei ebana  ers  ter 
Ordnung  mit  2 Variablen. 

Lehrsatz.  Jede  Differenzialglei- 
chung von  der  Gestalt 
1)  dy  = f(x,y)  dz 

lasst  sich  auflOsen  durch  einen  Ansdmck 
von  der  Gestalt 

•/ (jpi  y»  oder:  y = ^(jr,  «) 

oder:  /(x,  y)  = w- 

Offenbar  lasst  sh-h  nämlich  jeder  dieser 
3 Ausdrücke  auf  die  Form  der  beiden 
andern  bringen. 

(t  ist  eine  willkürliche  Constantc,  die 
man  der  Art  bestimmen  kann,  dass  man 
y für  einen  gegebenen  Zahlcnwerlh  von 
X einen  beliebigen  Werth  annchmen 
lasst. 

Die  so  gefundene  Gleichnng  heisst 
Integralgleichung.  Im  engem  Sinne 
aber  wird  der  Ausdruck  /(x,  y)  selbst, 
welcher  in  der  letzten  der  3 Formen 
gleich  einer  Constante  n war,  Integral 
genannt.  Es  lässt  sich  also  ein  Integral 
der  Gleichung  1)  auch  defiuiren  als  eine 
Fnnction  von  x und  y,  welche  durch 
die  Gleichung  1)  einer  Constante  gleich 
wird. 

Wir  boweifien  den  obigen  wichtigen 
Satz,  indem  wir  die  gegebene  Differen- 
zialgleichung einer  ähnlichen  Betrachtung 
wie  der,  welche  die  allgemeinen  Eigen- 
schaften der  Quadratnren  ergeben,  un- 
terziehen. 

Seien  x,,,  Xj,  x,  • • . x^  solche  im 

Uebrigen  beliebige  Werlbe  von  x,  von 
denen  jeder  sich  nur  unendlich  wenig 
von  dem  vorhergehenden  unterscheidet, 
sind  ferner  y*,  y^  y,  • * • y,  zu- 
gehörigen Werthe  von  y,  welche  ent- 
stehen, wenn  man  y als  Function  von 
X betrachtet,  so  hat  man  bekanntlich : 


rfy 

dz 


= lim. 


nnd  cs  führt  demnach  die  Gleichung  1), 
wenn  man  nach  nnd  nach  für  x die 
Werthe  x,,  x,  • • • setzt  zu  folgen- 
dem Resultate : 


2)  yi  =#.+(•»! ».)• 

)/'(»..  »i). 

yi=y«+(*i-»>) /■(*!.  y.)- 


+(*,  1-  y—  1 )■ 


Man  kann  diese  Gleichnogen  als  ein 
System  reenrrenter  Bcsiehungen  betrach- 
ten, demzufolge  für  gegebenes  x^  sich 
y«  ganz  willkürlich  bestimmen  lässt ; 
nach  dieser  Bestimmung  werden  sich  durch 
allmäliges  Einsetzen  die  Grössen  yj, 
y,  • • • y^  völlig  eindeutig  ergeben,  so 

lange  f{xt  y)  cindcotig  bleibt  und  nicht 
discontinnirlich  wird.  Im  letztem  Falle 
würde  nämlich  ein  Fortsehreiten  von 
einem  Werthe  von  y ; y^  zu  einem  nächst- 
folgenden y^^l  nach  den  Regeln  der 

Diffcrenzialrcchnang  nicht  mehr  möglich 
sein.  Die  Gleichnngen  2 geben  also 
für  jeden  Werth  von  y^,  den  wir  jetzt 

mit  y bezeichnen  wollen,  einen  entspre- 
chenden Ausdruck,  der  eine  willkürliche 
Constante  o=y«  enthält;  es  ist  also  das 
Vorhandensein  eines  Integrals  erwiesen, 
und  selbst  im  Allgemeinen  ein  V'crfah- 
ren,  ähnlicli  dem  der  mechanischen  Qua- 
dratur, gegeben,  durch  welches  man  hei 
gegebenem  Zahlcnwerthe  von  y dies  In- 
tegral nähcmngswcisc  erhalten  kann. 
Desto  genancr  wird  diese  Näherang 
sein,  je  mehr  Zwisebenwerthe  x^, 
j zwischen  x,  und  x^ 

einschiebt.  Addirt  man  alle  Gleiebnn- 
gen  2,  so  erhält  man  noch : 
y,=y.  + lini[(x,-x.)/-(j;„  y.) 

yi)+  • • • 

oder  gemäss  der  bekannten  Bczeichnong 
der  Quadraturen: 

3)  y,  =y. + /**/(*.  y)«^p 

oder: 

y*z 

f(x,  y)  dx\ 

■r. 

y nimmt  also  die  Form  einer  wirklichen 
Quadratur  an. 

Es  ist  eben  hierbei  nur  zu  bemerken, 
dass  y in  f(x,  y)  als  Function  von  x 
betrachtet  werden  mnss,  die  aber  durch 
keinen  allgemeinen  Ausdruck,  sondern 
durch  die  Beziehungen  2)  lUr  jedes  Glied 
unter  dem  Integralzeichen  bestimmt  ist. 
Auf  diese  Weise  ist  auch  /‘(x,  y)  als 
eine  Function  von  x allein  zu  be- 
trachten. 

Ist  übrigens  /'(x,  y)  eine  monogeno 
Fnnction  von  x nnd  y,  d.  h.  eine  sol- 
che , wo  die  Art  des  Zuwachses  von  x 
und  y (ob  derselbe  reell  oder  imaginär 
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•ei)  auf  den  Worth  der  Ableitanffen 
df  df 

^ und  “ keinen  Einfluss  ausübt  (ver- 
gleiche den  Artikel:  Quantitkt),  so  sind 
die  Grfissen  y,,  y,  * * ‘ als  Summen 

von  solchen  Functionen  zu  betrachten, 
und  theilen  also  diese  Eigenschaft.  Es 
ist  also  /■(«,  y)  eine  monogene  Function 
von  j-,  wenn  inan  y als  Function  von 
X belrschtet.  Hieraus  und  ans  der  Form 
der  Quadratur,  welche  wir  in  3)  der 
Grösse  y gegeben  haben,  folgt  dann  die 
Allgemcinguliigkeit  des  in  dem  Artikel: 
analytische  Quadratnren  bewiesenen 
Salzes,  dass  der  Werth  von  y^  auf  ganz 

dieselbe  Weise  erhalten  wird,  welches 
auch  die  Zwischcnwerlbc  x,  • • • 
( seien,  d.  h.  für  jede  zwei  Intc- 

grationswege , wenn  nur  Anfangs-  und 
Endpunkt  x,  und  sind,  nnd  sich  in  dem 

von  beiden  Wegen  begrenzten  Theilo 
der  Ebene  kein  vielfacher  und  kein  Dis- 
continuitütspunkt  der  Function  /"(x,  y) 
befindet.  (S.  den  Artikel;  analytische 
Quadraturen,  Abschnitt  8 bis  15) 

4)  Theorie  des  Eulcrschen  Mul- 
tiplicators. 

Sei  gegeben  die  Differenzialgloicbusg 

1)  Pdx-f.(Wy=0, 

wo  P und  Q Functionen  von  x und  y 
sind,  und  das  Integral  derselben,  dessen 
Existenz  nach  dem  Obigen  feststebt,  sei 
unter  der  Gestalt  gegeben: 

2)  /'(■t.  y)  = «, 

wo  a die  willkürliche  Constante  ist. 

Durch  Differeuzüren  der  Gleichung  2) 
ergibt  sich  dann: 

eine  Gleichung,  die  mit  1)  verglichen 
zeigt,  dass 

'■■‘-4M 

oder  wenn  man  unter  M eine  unbe- 
stimmte Funktion  von  x und  y ver- 
steht : 

4)  «0  = 1 


wenn  leuteree  »uttfindet,  so  dass  also: 
rfy__  P 

dx  Q’ 

dagegen^?  vollständig  willkflrlich  ist; 
setzen  wir  ferner  immer: 

dfjl  dx  + '^dy, 

und; 

rr  • *’V 

ltx  + -^  dy, 

UX  dy  •" 

BO  ist  wegen  der  Gleichnngcn  4) 

5)  M(PJx+MQJy)  = df, 

d.  h.:  t.Ks  lässt  sich  zu  jeder  Oiflferen- 
zialgleichnng  von  der  Gestalt  1)  ein 
Faktor  M bestimmen,  derart,  dass  dann 
das  erste  Glied  der  bezüglichen  Glei- 
chung  ganz  abgesehen  von  der  durch 
dieselbe  gegebenen  Relation  ein  voll- 
ständiges Differenzial  einer  Fonclion  von 
2 'Variablen  wird.“  Dieser  Factor  M 
wird  Eiilersehcr  Mnltiplicator  oder  inte- 
grirender  Faktor  genannt. 

Ist  der  Mnltiplicator  bekannt,  so  lässt 
sich  das  Integral  augenblicklich  finden. 
Es  ist  nämlich,  wenn  man  in  Gleichung 
5j  y constant  denkt,  was  geschehen  kann, 
da  X und  y hier  als  völlig  willkürlich 
zu  betrachten  sind: 


f=r  MPdx+r„ 

^ X. 


wo  I,  eine  beliebige  Zahl,  und  der 
X.  entsprechende  Weith  von  f ist,  wel- 
cher also  noch  eine  Funktion  von  u 
sein  wird. 

Setzt  man  x,  für  x in  Gleichung  6), 
so  wird  dx,  = 0,  und  mfigen  «,  0 unter 
dieser  Voraussetzung  die  Werthe  «,,  0, 
annehmen,  so  ist: 

<^/'o  = ^o  0,  dy, 

/•y 

f.=  W.  0.d». 

■’  y. 

wo  y,  ebenfalls  eine  beliebige  Zahl  ist, 
also  das  Integral  der  Gleichnng: 


wird  sein: 


Pdx-\-  (#rfy 


Verstehen  wir  unter  <fx,  <fy  willkürliche 
Aendemngen  von  x und  y,  bei  welchen 
also  nicht  vorausgesetzt  ist,  dass  die 
durch  Gleichung  1)  gegebene  Relation 
zwischen  denselben  stattflndet,  und  neh- 
men wir  die  Zeichen  dy,  dx  nur  dann, 


6)  f{xyy)=f^  MPäx+ 

/ 0,  rfy  = rt. 

t/. 
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7) 


Of’=- 


'Jf, 


Obigen : 

r='i(f), 
d;Jf) 
df 

also,  wenn  man  die  zweite  Oleichnng 
durch  die  erele  dividirt: 

also  ist  dieser  Quotient  in  der  That  ein 
Integral.  Also; 

„Sind  2 Multiplicatoren  bekannt,  so 
führt  einfache  Division  statt  der  Qua- 
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(Vergleiche  den  Artikel:  analytische  Qua-  d.  h.  ,,Das  Verh&ltniss  jeder  beliebi(^n 
draturon,  Abschnitt  56 ) zwei  Multiplicatoren  ist  immer  ein  In- 

Nach  Auffindung  des  Multiplicators  tcgral.“ 
wird  also  die  Auflfisung  der  Differen-  Denn  sind  M und  M'  Multiplicatoren, 
zialgleichnng  auf  eine  blosse  Quadratur  so  ist  nach  Gleichung  5): 
zurflekgefohrt.  MPJx+  MQJy  = ilf, 

„Ist  umgekehrt  das  Integral  der  Glei-  M' PJx+M'P(ly=df, 

chnng  1)  in  irgend  einer  Form  gegeben,  , „ ^ ,,  „ . r„i„„  i„ 

so  kann  man  sogleich  den  Multiplicator  wo  f und  f der  Definition  zufolge  In- 
flnden.“  tegrale  sind.  Man  hat  aber  nach  dem 

Die  Gleichung  5)  folgt  nlmlich  un- 
mittelbar, wenn  das  Integral  die  Form 
y)  = « hat: 

Ist 

f(z,  y)-ft 
ein  Integral,  so  ist  auch 

7 [/■(*.  y)]=i* 

ein  solches,  denn  cs  ist  dann  ^ = 7(n), 
also  gleich  einer  Constanten,  die  ganz 

willkürlich  ist,  wenn  dies  bei  n statt-  ,aw...».w..  

findet.  Setzt  man  7 {f)  statt  f aber  in  jjyj.  Bestimmnng  des  Integrals.“ 

die  Gleichung  p,  so  erhalt  man  einen  Allgemeinen  hat  man  jedoch  kein 

andern  Multiplicator:  Mittel,  auch  nur  einen  Multiplicator  einer 

d'/  (J)  d(f  (f)  _ dff  (O  m gegebenen  Differenzialgleichung  von  vorn 

~pi)x  ~ df~  1Pi'>x~  df  ’ herein  aufznfindcn,  und  ist  es  daher  nn- 

„ . V u möglich,  dieselben  immer  auf  Quadra- 

,,Es  gibt  also,  da  y eine  wilkfirliche  .„rtckzurahren.  Nur  in  einem 

Funeuon  ist,  unendlich  viel  Multiplica-  yjle  gelingt  die  Anffin- 

toren.“  düng  des  Multiplicators.  Um  diesen  Fall 

Setzen  wir  noch  -^^2  = </' (A),  so  ist:  zu  ermitteln,  setzen  wir  wieder; 

Päx-\-Qdyz=0. 

, , . , ^ , Ans  der  ersten  Gleichung  ergibt  sich: 

= ist  aber  einer  Constanten 
gleich  und  mithin  ein  Integral.  ^ = = 

„Alle  Integrale  lassen  sich  nnn  auf  dx  ’ dy  ' 

die  Form  V'if)  = y bringen,  wo  y eine  erste  von  diesen 

Constantc  ist,  and  /“=  « irgend  ein  In-  Qi^ichungcn  nach  a,  die  zweite  aber  nach 
tegral.“  - ^ 

Denn  sei 

/(■*.  V)  = d 

ein  anderes  Integral , von  dem  wir  an- 
nchmcD,  es  habe  diese  Form  nicht,  so 
licsBC  sich  mittels  dieser  Gleichung  und 
f(x,  v):x(t  etwa  y eliminiren,  und  man 
erhielte 

.1  (Jt)  = V- («,  d), 

also  gleich  einer  Constanten;  es  müsste 
also  auch  z constant  sein,  eine  Bedin- 
gung, welche  der  DifTcrenzialglcichung 
1)  widersprichi 

Aus  diesem  Satze  und  der  Gleichung 
8)  folgt  nun: 


8) 


x differenziirt : 

d.  h.  w'cnn  man  beide  Seiten  mit 
dx=~~,dy 

mnltiplicirt : 

i»/^  dx  - dy  = dx  -|-  dx, 

dy  dy  ^ dr 

oder: 


’^dx 


) folgt  nun:  1 /dP  dQ\  . 1 . 

„Jedes  Integral  ist  gleich  dem  Ver-  q \dj  dy)“^' 

hältniss  zweier  Mnltiplicatorcn.“  ^ 

Dieser  Satz  Usst  sich  auch  nmkehren.  Die  Seite  rechts  gibt  ein  vollsUndige« 
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-S7  = VW 


dieser  Bedingung  ist: 

iogAf=y-j 


d£\ 

\dy 

dx  / 

d0\ 

\dy 

dx) 

Differenxial  die  Seite  links  ist  also  nnr  x enthalte*  also  dass 
M dx 

dann  integrirbar,  wenn  der  Ansdmck 

1 ^^P  ^Q\  . . , 

— ~J  nur  X entbUt,  und  unter  cy 

ist.  Hieraus  ergibt  sich  aber,  wenn  man 
integrirt : 

^=y/W+v('W- 

Die  Integrations-Constante  kann  n&mlich 
eine  beliebige  Function  Ton  x sein,  da 
nur  nach  y integrirt  wird  Unsere  Diffe* 
renxialgleicbnng  bat  also  die  Gesult: 

Um  die  Gestalt  der  Differenzialgleichun- 
gen, flr  welche  diese  Bestimmung  des  9)  rfy+yy  (x)dx+i/»(j)<ir=:  0, 
Mnltiplicator  statt  hat,  zu  ermitteln,  be- 
merken wir,  dass  sich  die  Gleiehnng:  d.  h.  sie  enthält  y nur  in  der  ersten 

Pdx4-0dy^0  Potenz.  Man  nennt  sie  eine  lineare 

^ Differenzialgleichung.  Es  ergibt  sich 

immer  anf  die  Form  bringen  lässt:  dann: 

Jg+Pdxz^Q,  W 

P 

indem  wir  nämlich  P Air  ^ setzen.  Es  Um  das  Integral  zu  bestimmen,  wenden 

. , , u u j . 1 All-  Formel  6)  an.  Es  ist  offenbar, 

kaun  *1.0  «ch  unbeschadet  der  AUge-  fntegration  im  Exponenten 

memheit,  0=1  ge.ctxt  werden.  E.  ist  be^nnen: 


f 

X 


dann: 

M=e'  * 

unter  der  Bedingung,  dass  der  Ausdruck 

p*  f <l(x)dx  pX  f 

X,  y)=y J t>  X,  V (*)</*+ J 


<f{x)dx 

« = *"  , »,  = 1, 
0.  = <?  = 1. 


/■(*. 


y (x)  dx 


^(x)<*x+y  = «. 


Offenbar  aber  lässt  sich  die  erste  Qoadratnr  ansAihren.  Es  ist  nämlich,  wenn 
man: 

y.  (x)dx=:u 


/ 


setzt: 

also: 


dvxzf  (jt)  dxf 


/X  f y (i)d*  p\ 

eJ  X.  y (x)<lr=  / 

I.  ' 0 


also  das  Integral  hat  die  Form: 


pX  f i(x)dx  r <f(x)dx 

j t'l  X,  y(*)d»+y«^  X,  : 

* X. 


X,  ist  ganz  beliebig  zn  nehmen. 
Ist  z.  B.  gegeben  die  Gleiehnng: 

-hydx  4*  V»  (»)  rfiP  = 0, 

wo  also 

y(x)=l 

zn  setzen  ist,  und  nimmt  man 


so  kommt: 


ye^ + 


x*=0, 

f\{x) 

J 0 


e*  dx  — a. 


Es  gelingt  indess  die  ZarückAlhrung  der 
Gleichung  9)  anf  Quadraturen  auch  in 
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anderer  Weise,  ohne  die  Theorie  des 

Mnltjplicators  ananwenden.  lgi’4-  / y(x)dx=0, 

Setzen  wir  nämlich  •/ 

und  wird  hierbei  Vorbehalten,  eine  der  "”/ 

Fnnctionen  u und  v in  irgend  einer  ‘ 

Weise  zu  bestimmen,  wo  dann  die  an> 

dere  immer  noch  unbestimmt  bleibt,  also  die  Gleiehong  10)  aber  wird  jetzt: 

so  genommen  werden  kann,  dass  sie  der  

Gleichung  9)  gemflss  wird,  so  verwandelt  — “*/’(•*■)  ox, 

sich  diese  Gleichung  in:  Werthes  von  r: 

10)  iidr  + i (iii  + «:/7  (x)dx  + ^(x)rfx  = 0.  ^ 

Die  Grösse  v bestimmen  wir  nun  durch  / y(x)dx 

die  Gleichung:  Ju=-/ 

Jv-i-t/q  (x)dr=0t  ^ 

d.  h.  -,x  n (t\  dr 


tdu=z—k/>(x)  rfx, 
oder  wegen  des  Werthes  von  c: 

f vW'i' 

du=-,'  >p(,x)dx. 


^+7  (*)rf*  = 0, 


/•*  f 7 (*)<** 

- I «‘'X,  ^(x)ctr— «r. 


oder  da  beide  Glieder  berechnet  werden  wo  a eine  Constante  ist,  and  da  y = 
können : ^ar : 


-[  7W<'*r  /**  f 

— •=«  •'I.  l I e'  X. 


>!'{x)dx  + n. 


Dies  ist,  wie  leicht  zu  sehen,  dos  oben 
gefundene  Integral. 

5)  Singul&re  Integrale. 

Es  waren  die  Gleichungen: 

1)  M{PJx^QJy)^^f, 

und 

2)  Pdx-^Qäy-Q 

gegeben.  Wenn  man 

/■=•>. 

also  gleich  einer  Constante  setzt , so 


sein,  und  die  erste  Gleichung  mit  Hin- 
weghebung  des  Faktors  M der  andern 
identisch  werden.  Die  Gleichung  /"=« 
Ut  also  das  allgemeine  Integral  von 
Pdx+Qdy^O.  Specialisirt  mandicCon- 
stame  indem  man  ihr  einen  beliebigen 
Zahlenwcrth  gibt,  so  hat  man  ein  parti* 
kularcs  Integral,  d,  h.  ein  solches,  wel- 
ches keine  w'iUkOrlichc  Constante  mehr 
enthält,  aber  in  dem  allgemeinen  einge- 
schlossen  ist.  Indessen  kann  cs  auch 
Gleichungen  geben,  die  ohne  eine  will- 
kürliche Constante  zu  enthalten,  die 
Gleichung  2 erfüllen  und  nicht  in  dem 
allgemeinen  Integral  enthalten  sind.  Die- 
selben heissen  singuläre  Integrale.  Um 
dieselben  zu  ermitteln,  bemerke  man, 
dass  man  hat: 


und  aus  dieser  Gleichung  ergibt  sich 
auch  noch  die  Gleichung  2),  wenn  man 
seut: 

j,  = 0,  d.  h.  #=  oo. 

Ja 

Ist  diese  Gleichung,  wie  es  dodi  im 
Allgemeinen  der  Fall  sein  wird,  nicht 
in  /'=i«c  eingeschlossen,  so  stellt  dieselbe 
also  das  singulare  Integral  dar;  d.  h. 
„Man  erhalt  das  singulare  Integral,  wenn 
man  den  Multiplicator  unendlich  setzt.** 
Sei  jetzt  das  allgemeine  Integral  un- 
ter der  Form 

7 (*.  Ji  »0  = 0. 

die  Differenzialgleichung  unter  der  Form 
oder 

dy-i/.(x,  y)  Jx  = 0 

gegeben.  Es  soll  untersucht  werden,  ob 
und  welche  singulare  Integrale  ver- 
kommen. 

Man  hat  offenbar,  wenn  man  sich  rt 
als  variabel  denkt,  also  durch  die 
Gleichung 

7 (*.  y-  »0=0, 

worans  sich 

»»=/■(•».  y) 
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ergibt,  besUmmt: 
also: 

und  wenn  man  <t  constant  seist,  was 
wir  dadurch  andeuten,  dass  wir  das 
Zeichen  d mit  d vertauschen: 


Vergleicht  man  aber  dieae  Gleichung 
mit 

y)  rf*=o, 

SO  erhalt  man: 

dyt 

äy 

woraus  sich  dann  ergibt: 


-i  1 (btt  btt  \ 

<^y+  »xix  = <^y). 

dtf.  ^ 


dy-^(«,  y)  dx=-^dn. 


Diese  Oleichnng  fährt  auf  dy— ^(x,  y)dx  Umgekehrt  kann  man  der  Gleichung  eine 
= 0 suräck,  wenn  « = Const.  Dies  ist  Form  geben,  wo  sie  kein  singuläres  In- 


des allgemeine  Integral ; dies  ist  also : 
y(x,  y,  n)  = 0. 

Die  Differenzialgleichung  ist  aber  auch 
erfUIt,  wenn 

dj. 

-^-=0. 


^±  = 0,  ^=00. 
Ott  dy 


tegral  mehr  hat,  und  zaar  geschieht  dies 
durch  Multiplication  mit  dem  Multiplica- 
tor  M\  denn  die  Gleichung: 
Jtf/Vx+ÄO<^y=:<f/’ 

wird  nur  mit  JfFdx+iVOdy  = 0 identisch, 
wenn  man 

f-tt 

setxt.  — Es  gibt  gewisse  Regeln,  welche 
lehren , das  singuläre  Integral  selbst 
dann  noch  an  finden,  wenn  man  das 
allgemeine  nicht  hat.  Indessen  entbeh- 
ren dieselben  in  der  gewöhnlich  ihnen 


Jede  dieser  beiden  Gleichungen  kann  gegebenen  Form  der  Schärfe,  in^fera 
singuläre  Integrale  geben,  wenn  man  n dabei  genauer  auf  die  Arten  der  Fnnc- 
mittels  der  Gleichung  -i=0  eliminirt.  tionen  eingegangen  werden  müsste. 

Es  ist  jedoch  dazu  nöthig,  dass  dieselben  Beispiele  zur  Bestimmung  singulärer 
nicht  in  der  Gleichung  f-u  enthalten  Integrale  sind  in  dem  Folgenden  ent- 
da  halten. 

sind,  und  dass  der  Werth  = 0 nicht  , 

da  g)  Methode  der  Trennung  der 

zugleich  ^ = 0 mache,  oder = 00 , nicht  Variablen. 

dy  dy  Um  eine  Differcnzialgleichnng  anf 

„a.,  d. ..... 

bene  Factor  nicht  Noll  zu  werden  braucht,  die  bequemste  Methode.  — Eine  an- 
Die  singulären  Integrale  sind  von  der  dere,  welche  oft  diesen  Zweck  erreichen 
willkarlichen  Form,  welcher  man  der  lässt,  ist  die  Trennung  der  Variablen, 
Gleichung  Pdx+Qdy=^0  gibt,  abhän-  verbunden  mit  der  Transformation  der- 
gig.  Mnltiplicirt  man  nämlich  dieae  selben.  Kann  man  nämlich  der  Glei- 
Gleichong  mit  einem  beliebigen  Faktor  chnng 
9(x,y),  so  gibt  dieser,  gleich  Null  ge-  Pdx+QJy  = 0 

setzt,  offenbar  ein  singuläres  Integral  der  , ^ ^ 

Gleichnng-  Transformation  «ne  Form 

a-Pdx+ü  ■fJ<l3  = Q.  y(_u)du+i/,(t)dv  = 0 
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geben,  wo  u und  Functionen  von  x 
und  y sind,  jedes  Glied  aber  nur  eine 
Variable  enthält,  so  ist  ofi’cnbar  das  In- 
tegral: 

/ V (m)  </ti  +/  V'  (lO  * = " 
auf  Quadraturen  aurückgeführt. 

Ein  Beispiel  dieser  Methode  war  be- 
reits die  zweite  Art,  welche  wir  Ab- 
schnitt 4)  anwandten,  um  diejenige  Glei- 
chung zu  integriren,  welche  eine  der 
Variablen  y nur  in  der  ersten  Potenz 
enthielt. 

Ein  anderes  allgemeineres  Beispiel  ge- 
ben die  sogenannten  homogenen  Glei- 
chungen. 

Man  nennt  eine  ganze  Function  P 
bekanntlich  eine  homogene  Function 
«fiter  Ordnung  von  x and  y,  wenn  in 
jedem  Gliedc  die  Exponenten  von  x und 
y zusammen  m betragen,  also  P die 
Form  hat: 

P=Ax”'+  ßx’""V+fj^”“V+  • • • 


Ans  diesen  beiden  Gleichungen  in  Ver- 
bindung mit  P lassen  sich  die  Aus- 
drücke ff  und  y'  climiniren.  Es  ergibt 
sich : 


«fiPrrjT 


dp  dp 

57 


Dies  ist  die  in  Rede  stehende  Differen- 
zialgleichung. 

Seien  jetzt  P und  Q beliebige  homo- 
gene Functionen  von  gleicher  Ordnung 
»II,  und  die  Gleichung 

1)  Pdx-\-Qdy  = 0 


zu  integriren.  Es  ist  dann: 


also: 


Ans  dieser  Gleichung  ergibt  sich  leicht: 

P—"M+s(f)“+  c(j)'+...) 

V +•••) 

Die  homogene  Function  mter  Ordnung 
bat  also  die  Eigenschaft:  dass  sie  gleich 
der  mten  Potenz  einer  Variablen,  mul- 

tiplicirt  mit  einer  Function  von  — oder, 
was  dasselbe  ist,  von  betrachtet  wer- 


2) 7 (|-)rf-'+'/'(|)<<y=0. 

Wir  setzen 


wo  also  ti  eine  neue  Variable  ist,  also : 
dyxiudx^xdu^ 
und  erhalten: 

ff  («)  dx-^\p  (u)  («rfor-f-  xdu)  = 0. 

In  dieser  Gleichung  aber  lassen  sich  die 
Variablen  trennen.  Denn  man  hat: 

[•!  (u)+uf{\i)]dx+xili (u) du  = 0, 
oder: 


den  kann.  Dieselbe  Eigensi-huft  haben 
offenbar  gebrochene  Functionen,  deren 
Zähler  und  Nenner  homogen,  und  wo 
die  Ordnung  des  Zählers  um  m die  des 
Nenners  übertrifft.  Wir  nehmen  diese 
Eigenschaft  als  Definition  der  homoge- 
nen Function,  und  nennen  also  P eine 
solche  von  der  »nten  Ordnung,  wenn  es 
die  Form  hat : 


welche  Function  (ob  algebraisch  oder 
transcendent)  auch  y sein  möge  und  wo  m 
seihst  keine  ganze  Zahl  zu  sein  braucht. 

Man  kann  die  Grundeigenschaft  der 
homogenen  Functionen  auch,  beiläufig 
bemerkt,  durch  eine  Differenzialgleichung 
angeben,  die  jedoch  partiell  ist.  Diffe- 
renziirt  man  nämlich  P nach  x und  y, 
so  ergibt  sich: 


7 (“)  + «'/■  W 

1 , r 'f'  (") 

Ogz+  J ^ ^ 

•'  7 (")  + “I 


V.(u) 


wo  fOr  u wieder  ^ geaetrt  werden  kann. 

Die  Gleichung  2)  wurde  auf  die  Form 
eines  vollständigen  Integrals  gebracht, 

indem  man  mit  — = — -r-. 1 molti- 

X [7  (li) + «./,(«)] 

plicirtc.  Dieser  Ausdruck  ist  also  ein 
Multiplicator  der  Gleichung  2)  Es  ist 
aber ; 

P Q y 

y(u)=-“,  \p(u):x , M = — , 

v \ / ' m’  x’ 

X X 
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also  der  Mnltiplicator  von  der  Form : 
m 

,Hz=— f 

Die  Glcichnng  2)  aber  entstand  ans  1) 

dnreh  Maltiplication  mit  — ; cs  ist 
x"* 

also: 


Px-\-Qy 

ein  Mnltipllcator  der  vorgelegten  GIci- 
ebung: 

Pdx-^Qdy  = 0t 

und 


Px-\-Qy=0 

eine  singuläre  Auflösung  derselben. 

Die  eben  gegebene  Methode  der  In- 
tegration ist  noch  anwendbar  bei  folgen- 
der Gleichung : 

Pdx  + Qdy  + R {tfdx — xdy)  = 0, 
wo  P und  Q lioniogene  Functionen 
mtcr  Ordnung^  R aber  eine  solche  pter 
Ordnung  ist.  Wir  setzen  dann  wieder. 

^ = u,  F = x"‘y(»), 

Q = x”'i/,{u),  n-xPf(u), 
und  erhalten,  wenn 

p=.m-\-$ 

gesetzt  wird : 


also: 


ff  («)dx-|-i/»(ii)  (udx+xdii)-hx*'^  Y(“)  da  = 0, 


dx  t/i  (u)  du 

[y  (“)+»'/’(“)]  "7+^+  «+i  +rW‘'''=0- 

X ' X ' 

Ist  nun  noch: 

t = x‘"^*”*~'^,  also  d*  = — (i-|- 1) 

X*' 

so  kommt: 


-[y  («)+«'/'(•')] 

Diese  Gleichung  ist  aber  offenbar  eine 
lineare,  d.  h.  sic  enthalt  i nur  in  der 
ersten  Potenz,  ist  also  nach  dem  in  4)  ge- 
gebenen Verfahren  zu  integriren. 
Beispiele.  Sei  die  Gleichung: 

(ax  by)  dx  (ax  -J-  ßy)  dy  = 0 

gegeben,  wo  a,  b,  a,  ß Constauten  sind, 
so  hat  man: 

m = l,  y(M)  = a+^,  iß(u)^a-{-ßu 
1 . r tt-\-ßudu 

Das  Integral  ist  bekanntlich  leicht  zu 
berechnen. 

Sei  ferner  gegeben: 

xdy — y rfx — dx  \ (x  * + y *)  = 0, 

SO  hat  man: 

m = l,  7(u)=:-«-V'(l  + «.),  V>(«)  = 1, 
also : 

d.  h. 

lgi  = lg(ll  + >'l  +u*)-f  Igc, 
wenn  man  cr  = lgc  setzt,  also: 


- ztß  (u)  du  -|-  f(u)  du  = 0. 

3!  = c(m+VI  + “*)  = c(j  + I 
woraus  sich  ergibt: 

x’— 2yc— c*  =0. 

Differenziirt  man  den  Ausdruck  links 
nach  c,  so  kommt : 

y=-c, 

und  hieraus  und  aus  der  Gleichung 
x’— 2ry— c*  = 0 die  Grösse  c eliminirend, 
erhält  man: 

x>4y"=0; 

es  ist  dies  ein  singuläres  Integral^  da  es 
im  allgemeinen  Integrale  nicht  enthal- 
ten ist. 

Die  Gleichung  Px+(ly  = 0,  welche  wir 
oben  , nis  die  singuläre  Auflösung  ent- 
haltend, hinstelltcn,  gibt  dasselbe  Re- 
sultat. 

7)  Transformation  der  Varia- 
blen. 

In  den  Abschnitten  4 und  6 sind  die 
beiden  Hauptfälle  enthalten,  in  denen 
es  gelingt,  eine  Gleichung  von  der  Form 
Pdx  und  Qdy  zu  integriren.  Ks  kann 
aber  oft  eine  andere  gegebene  Gleichung 
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entweder  auf  die  Form  der  linearen  oder 
der  homogenen  Gleichungen  lurückgc- 
fOhrt  werden. 

Ä)  Sei  I.  B.  gegeben: 

(«X  + Ay  + r)  rfx  = («x  +^y+y)Jy, 

60  setzt  man: 

äj:  + % + c=/,  ttx-\-ßy-^y~Uy 

and  erhält: 

adx-^-hdy^dtf  <fdx-\-ßdy^dUy 
ßdl  — hdu  -<tdt’\-adu 

^ aß^ha  * ^ aß— btt  ’ 

und  unsere  Gleichnng  nimmt  die  Ge- 
stalt an: 

(«« + ßi)  dt  = («•»  -f  bt)  duj 
welche  offenbar  linear  ist. 

B)  Sei  ferner  gegeben: 

y"-‘dy+y"f(x)rfx  = -/(x)<fx; 
setzen  wir  hierin: 


so  wird : 


. y 


m-l  , « 

y 


Form  bringen.  Setzen  wir  za  dem 

Ende : 

k k 

x=z  , 5f=ru  , 

indem  wir  uns  die  Bostimmnng  der  Ex- 
ponenten h und  k Vorbehalten,  so  kommt: 

Setzt  man  hierin : 

(m+1)  k — 1+iHa 
(iHj  — mj)A  = a, 

(p^+l)  *-l-p*  = 0, 

AA  = o,  kB=b,  kC=c, 

SO  nimmt  die  Gleichung  die  Form  an: 

mdz  -f-  bi^du  = cu^dv, 
und  es  ist  zu  setzen: 

1 . 1 


Ab * k——— , 

TO-hl— »t  Pl+l-'P 


also : 


also: 


-~\-uf(x)dx=ff  (x)  dx. 


Es  ist  dies  aber  offenbar  eine  lineare 
Gleichung. 

C)  Auf  gleiche  Weise  kann  man  die 
Gleichung 


m + l-m, Pi  + '-P 

x = z ^ y=» 

Die  resultircndc  Gleichnng  ist  linear, 
wenn 


'm— m,  +1' 


welche  die  Bernoullische  Gleichung  ge- 
nannt wird,  der  Substitution 


unteriichn,  und  erhält : 

<fn  = — (n  — l)y  ”rfy, 

d.  h. 

— ^2 +uf(x) <f-r  + 7 (*) 

fl—  1 

abermals  eine  lineare  Gleichung. 

In  Abschnitt  6)  betrachteten  wir  be- 
reits eine  Gleichung,  deren  Integration 
durch  diese  Substitution  gelang,  und 
welche  von  noch  complicirtcrcr  Gestalt 
war. 

D)  Die  allgemeine  Gleichung: 

Az”y’’dx+Bz”'  >yP  'rfy  = Cx"'  'y'’  dy, 
die  also  aus  drei  TheiUäUen  von  ratio- 
naler Form  besteht,  lasst  sich  durch 
Transformation  immer  auf  eine  einfachere 


ist. 

Unter  den  übrigen  Fällen  ist  nament- 
lich der,  wo  « = 2 ist,  betrachtet  worden ; 
die  Gleichung  heisst  in  diesem  Falle 
die  Riccatisebe,  nach  demjenigen 
Mathematiker,  der  sich  zuerst  mit  ihr 
bescliaftigt  hat. 

(Vincent  Riccati,  1707 — 1775.) 

8)  Die  Riccatische  Gleichung. 

Die  Riccatische  Gleichung: 

1)  f/y  -|-  a y * rfx  = 

ist  in  dem  Falle  augenblicklich  au  inte- 

griren,  wo  m = 0 ist.  Man  erh&lt  dann: 


dy  = (6  — ay*)dx. 


Um  andere'  Falle  zu  ermitteln , setzen 
wir : 

a t ft—  1 j 

y=t  , dyzzttt  ot, 
nnd  erhalten : 
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2) 

Weun 


«I**  * rf» + ö2  ■ = 6x”*</x 


«— l=:2«=m 


setzt.  Es  kommt  dann: 

X* 

und  wenn  man : 


istt  so  hat  man  eine  homogene  Glei- 
chung. Es  ist  dies  also  der  Fall,  wenn  r/x— 

ft=— 1,  mr:  —2. 

Die  Gleichung  nimmt  dann  die  Form  an: 
x^rfz  -1-(Aj  * — öx’)  dx=0. 

Andere  Fälle  ergeben  sich , wenn  man 


(m4-3)x 


m-h.» 


dv  — 


9 = AJ‘+zz‘’, 


-m  + 3 ' 


m+  2 
m -1-  3 


hu^dv  a , , 

4)  '/“  + .TTq-;rT^  K ”*+'’rfi», 

dy  — (A/>x^  'z)dx+x^dz,  t>-  • i,  i,  «■  . 

' Die  Gleichung  4)  hat  ofTenbai*  ganz  die 

Dies  in  die  ursprüngliche  Gleicbnng  Form  der  ursprünglichen  Biccatiseben 
emsetzend,  erhält  man  nämlich:  Gleichung  1).  Sie  ist  also  an  integriren, 

*’*  + (^px^^-'  + yx?-'z)rfx 

-ra(A«x-^'-f2Ax^  + ^2+x%’)rfx  "'  = “^3  = “^ 

= kx^dx,  setzt  und  die  Substitutionen 
Dieae  Oleichnng  besteht  dann  nur  wie-  _ 1 a' 

der  aus  3 Theilsätzen  ^ wenn  man  an- 
nimmt,  dass: 

p-l  = 2/A  Ap-^aA  =0^ 

9— l = p + 9,  9-h2rt^  = 0 

ist. 


ganz  wie  vorhin  macht. 

Ist  m'  aber  nicht  gleich  —4,  so  kann 
man  setzen.* 


Hieraus  folgt: 


1 


m'4-3 


also: 


P=“l,  A^-,  7=^2, 


1 , 5 


Die  so  entstehende  Oleichnng  wird  dann, 
im  Falle 

m'+i_ 

m'+3 

ist,  der  Substitution: 

1 


und : 

3)  z~'dz  + ax~'z’dx=  bx”dx 

8'-=  unterworfen  «nd  dadurch  wie  rorhin  auf 
homogen,  «enn  eine  integrirbnre  Gestalt  gebracht.  E. 

»i  = — 2 ist  dies  also  möglich,  wenn: 

. . - A , '"-(4 

Die  Gleichung  ist  aber  auch  lu  in-  ~ 4,  m _ — =.  — 4, 

d.  h.  wenn  m einen  der  Werthe  .hat: 


tegriren,  wenn 

rr»  = — 4 

ist.  Dann  hat  man  nämlich: 
x^dt-^at*dxzzbdxy 


d.  h. 


r - /^_  zii 

J b^az*  ~ J x*^ 


a 8 12  16 

-3-  -P  “7 


oder,  was  dasselbe  ist,  wenn: 
m— 

Die  allgemeine  transformirte  Qlciclutng  ~ ™2r— 1 

SmTln”""  wo  r eine  beliebige  positive  ganie  Zahl 

ucui  uuui  vorstellt. 

xr—  kann  aber  auch  in  die  ursprüng- 

w liehe  Gleichung  1)  setzen: 
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woraas  sich  dann  ergibt: 

* z*"rfx  = at/x^ 

oder  wenn  man 

^ — * 1 — TT“  ® 

m+  1 


m-f  1 


=y, 


m+  1 


5)  (//+a'y'»rfz  = 6V”  rfx'. 

Dies  ist  wieder  die  ursprüngliche  Form. 
Die  Integration  gelingt  also,  wenn: 


Namentlich  sind  hier  folgende  FftU« 
bemerkenswerth. 

1)  Sind  in  der  Gleichung  1)  <r,  ^ ij 
sämmtlich  Constanten,  so  ist  offenbar 


auch  ^ eine  solche;  man  setst  also: 
dx 


dx** 


woraus  sich  ei^ibt: 

y=cx+e; 

t ist  eine  willkürliche  Constante.  Um 
c SU  climinlren,  setzt  man  den  Aui' 
druck ; 

X dx 


ist,  d.  h.  wenn 

_ _ -4>(-r) 

”“2r+l~  2.(-r)-l 
ist. 

Es  kann  also  immer  die  Integration 

4r 

aasgeffihrt  werden , wenn  m = 1 

und  r eine  ganze  positive  oder  negative 
Zahly  auch  gleich  Noll  ist,  ausserdem 
wenn  m = — 2 ist. 

Die  Kiccatischc  Gleichung  lasst  sich 
noch  unter  eine  andere  Form  bringen, 
in  welcher  ihre  Behandlung  einfacher 
wird.  Wir  kommen  nachher  auf  dieselbe 
zurück. 

9)  Differenzialgleichungen 
von  höheren  Graden. 


Ist  die  Gleichung  in  Bezug  auf  den 
Differenzialquotienten  von  höheren  als 
vom  ersten  Grade«  also  von  der  Form: 


io  Gleichung  1)  ein,  nnd  erhält: 

Dies  ist  also  die  Integralgleichung,  e 
ihre  willkürliche  Constante. 

Beispiel. 


sei  die  Differenzialgleichung.  Das  In- 
tegral also: 


oder: 

(y-e)*-a>x*  = 0. 

II)  Es  ist  oft  gerathen,  die  Gleichung 

nicht  nach  ^ , sondern  nach  y oder  x 
äs  . ni  • 

anfzulösen.  Man  hat  dann  die  Glei- 
chung 

y = F(x,  p), 

oder  bezüglich 

x = F(y,  p). 


wo  rr,  • • • y,  f]  im  Allgemeinen  Fnnctio- 
nen  von  x nnd  y sind , so  ist  es  nicht 
immer  angemessen,  die  Gleichung  vor  der 
Integration  auf  die  Form 


dx 


V 


zu  bringen , also  die  algebraische  Glei- 
chung in  Bezug  auf  aufzulösen.  Oft 
dx 

ist  es  besser,  eine  Beziehung  zwischen 
X nnd  y und  einer  Constante  auf  di- 
rectem  Wege  aus  der  gegebenen  Glei- 
cbmig  abzulciten. 


dy 

ist , zu  behandeln.  Man  differenziirt 
dann  die  erste  Gleichung  nochmals,  und 
hat  nun,  wenn  man  von  y = F{x,  //) 
ausgeht: 

aUo  eine  Differeniialgleichung  «wischen 
z und  p.  Gelingt  deren  Integration,  so 
kann  man  p aus  dem  erhaltenen  Intc- 
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gra!  and  der  gegebenen  Gleichong  eli- 
miniren , so  dass  inan  das  Integral  der 
Torgelegten  Gleichung  erhält,  d.  h.  eine 
solche,  die  nur  x,  y und  eine  willkür- 
liche Constante  einscbliesst. 

Beispiel.  Sei  gegeben: 
(y-px)«-cV»_,,  rfy 
1-f-p*  * ^~dx’ 

dnreh  AnflOsen  nach  y erhält  man; 

Differenaiirt  man,  so  ergibt  sich: 


III)  Die  eben  als  Beispiel  behandelte 
Gleichung  ist  nur  ein  besonderer  Fall 
der  folgenden: 

y = px-|-/‘(p), 

wo  f eine  beliebige  Function  vorstellt. 
Dieselbe  ist  durch  die  eben  gegebene 
Analysis  immer  zu  integriren.  Man  er- 
hält dämlich  durch  Differenziiren: 
xäp-]-r  (p)rf/>  = 0, 

und  immer  gibt 

p = e 


dm  • p (c* 4-6*) 

df=:pdx+xdp+  = 

oder,  da 

ist ; 

Diese  Gleichung  hat  2 Auflösungen: 


p(c>  + i') 

x-f"  f — - — ■ — 0. 

Eliminirt  man  aber  aus  der  letzteren 
und  der  gegebenen  Gleichong  p,  so  hat 
man  keine  willkürliche  Constante,  man 
wird  also  auf  diese  Weise  im  Allge- 
meinen ein  singuläres  Integral  bekom- 
men, wenn  es  nicht  in  bestimmten  Fäl- 
len ein  particoläres  ist. 

Der  Worth  p = e,  in  die  gegebene 
Gleichung  eingesetzt,  gibt  dagegen : 

(y— ex)*  — c’e*  =A*(l4-c^), 
nnd  dies  ist  das  allgemeine  Integral, 
dessen  willkürliche  Constante  e ist. 

Differenziiren  wir,  um  das  singuläre 
Integral  zu  ermitteln,  nach  e,  so  kommt: 
x(y— ex)4-c*e4-6*c-0, 
d.  h.  wenn  man  e ans  dieser  Gleichung 
nnd  dem  allgemeinen  Integral  eliminirt: 
(A*4-c*)y*4-6*-c*  = (c»4-6»)6*. 
Diese  Gleichung,  als  die  einer  Curvc 
betrachtet,  stellt  offenbar  eine  Ellipse 
vor. 

Denselben  Ansdruck  hätte  man  erhal- 
ten, wenn  man  p aus  der  Gleichung: 

P(c'  + 6') 

* V'(c‘+i’)0>’  + 4) 
und  der  gegebenen  eliminirt  hätte.  Sie 
stellt  in  der  Tbat  ein  singnläres  Inte- 
gral Tor,  da  sic  in  dem  allgemeinen 
nicht  enthalten  ist. 


dy-pdx 
»fc’4-6*)  \ 


das  allgemeine  Integral , welches  also 
heisst : 


y = ex+f{c). 

Differenziirt  man  nach  e,  so  kommt: 

^ x+rw=o. 

Es  ist  aber' ganz  dasselbe,  ob  man  e 
ans  der  Gleichung: 

y = ex  + f{e), 

x+rw=o, 

oder  p ans  den  Gleicbnngen: 
y=px+f(p), 
x+r'(p)^0 

eliminirt,  woraus  sich  ergibt,  dass  beide 
Methoden  zu  demselben  singulären  Inte- 
gral fuhren  müssen. 

IV)  Die  eben  gefundene  Intcgrations- 
methode  ist  auch  auf  den  allgemeineren 
Fall  anwendbar,  wo  die  Glcichnng  in 
Bezug  auf  x und  y linear  ist,  dieselbe 
also  die  Gestalt  hat: 


WO  f und  F ganz  beliebige  Funktionen 
sind.  Man  erhält  nämlich  durch  Diffe- 
renziiren : 


= (ji)^P  +f<J‘)dx+b(j>)dp, 
oder  wegen 

dy  zz  pdx 

lp-f(p)]<‘‘‘=^f  W <1/1 +f  {/’)  <ip, 

eine  Gleichung,  die  offenbar  in  Bezng 
auf  X linear  ist,  also  immer  auf  Qua- 
draturen zarückgeführt  werden  kann. 

Aus  dem  Integral  and  der  gegebenen 
Gleichung  ist  dann  p zu  eliminiren, 
Beispiel. 

y = x(l  + p>). 

Durch  Differenziiren  erhält  man: 


(p  — 1 — p * ) dx  = 2p  X dp . 
Das  Integral  ist: 


d.  h. 


dx  _ ^ ^ 2p  dx 

X “ J 1— 
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WO  zu  setzen  ist: 


als  gegebene  Funktion  von  p betrachtet 
werden. 

Nun  ist  aber: 


rerrnöge  der  gegebenen  Gleichung.  also* 

V)  Auch  dann  gelingt  die  Reduction 
auf  Quadraturen  immer,  wenn  die  ge- 
gebene Gleichung  von  der  Gestalt: 

P)  = 0 d.  h. 

und  die  Function  F in  Bezug  auf  .r 
und  y homogen  ist.  Sie  lÄssi  sich  dann 
nftmlich  immer  auf  die  Form: 


liy  = pdx  = udx  + xdu^ 


dx  du 

X 


d.  h. 


**'/  (f.  p)  = 0. 


/*  dti 

p-u 

/du 

p^ 


, . ,,,  , . . A i-  i.  •.*  e \ c . » Diese  beiden  Gleichungen  in  Verbin- 

bnngen.  (Vergleiche  Abschnitt  6 } betzt 

man  also:  . . 

y = ux,  y = '/(*‘.P) 

.0  crh&It  man:  “ ““-J  P w»- 

durch  man  das  Integral  erhält, 

7(“.  P)  = 0,  Will  man  lieber  die  Quadraturen  nach 

und  vermöge  dieser  Gleichung  kann  u p ausrdhren,  so  setze  man: 


also : 


r ->'L = _r /’-^= - lg (,-«)+ f 

J p-u  J p — u J p — tt  J p — u 

/'if  rjp_ 

P-“  “ J p-'‘ 


Beispiel. 
Wir  setzen: 

nnd  erhalten: 


1 y=- 

p — U p — M 

y </x — xdy  = b x Y(dx ' + dy  ’ ) 


p>  y=«, 


dx 

«-p="V(l+p’). 


Man  hat  aber : 


f <ip 

p-u 

/•  <lp 

^ p — 

(p+i'^)+igc, 


wo  c die  willkürliche  Constante  ist.  Also: 


_c(p+V'l+p«)" 
nV(l+P>)  ’ 
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Aus  diesen  beiden  Gleichongen  ist  p so 
eliminiren. 

VI)  Noch  einfacher  ist  die  Integra- 
tion, wenn  die  Gleichung  die  Form  hat: 

oder: 

x = F{p). 

Im  ersten  Falle  ist: 

rfar  = — dtf, 

V 

also,  indem  man  theilweise  integrirt: 

p J p*  ' 

Ans  dieser  and  der  gegebenen  Gleichung 
wird  p eliminirt 

Im  letztem  Falle,  wo  x=F(ji)  die  ge- 
gebene Gleichnng  ist,  setzt  man: 
dy  =:  pdx, 

also : 

d h y=p^-f-^<‘F’ 

>/=pF(p)-/f(p)äp, 
and  die  Elimination  geschieht  wie  oben. 
Bei  spie  1. 

4rK(l+p’)=«p: 

hieraus  folgt: 

va+p') 

/apdp 


Wie  auch  die  Ordnung  einer  jeden 
Gleichung  eines  Systems  von  Differen- 
zialgleichungen beschaffen  sei,  wenn  nur 
die  Anzahl  der  Variablen  die  der  Glei- 
chungen um  1 übertrifft,  in  jedem  Falle 
lässt  dasselbe  sich  auf  ein  anderes  Sy- 
stem zurückffihren,  welches  derselben 
Bediiignng  genügt,  und  wo  sämmtlicho 
Gleichungen  erster  Ordnung  sind.  Es 
ist  dies  der  in  2 D)  bewiesene  Satz. 
Sind  X,  X,,  X,  ■ • • die  Variablen, 

so  kann  man  also  als  allgemeinste  Form 
des  Systems  der  hier  zu  betrachtenden 
Gleichungen  annchmen: 

1)  ff + ... 

ffVx  + njVx, +ffjVx,  ...  ff  'rfx  =0, 


. . . tfj‘”~'^dx^z=0. 

Ans  diesen  n Gleichungen  aber  kOnnen 
immer  (a  — 1)  Differenziale  eliminirt,  und 
das  System  auf  eine  Gestalt  gebracht 
werden: 

Die  Grossen  U^y  ...  V sindFunc« 
tionen  von  x.  Xj,  x,  . . , x^.  Der  Sym- 
metrie wegen  aber  setzen  wir  noch: 

V Y ^ 

/r  i ^ 

*■  I - V ’ 


d.  b. 

y=px-aYil+p')  + c, 
oder  wenn  man  ana  der  gegebenen 
Gleichnng; 


findet : 


, U =— 

X'  H X 

und  bestimmen  die  Variable  ti  durch  die 
Gleichung : 

dx 

Es  verwandelt  sich  das  System  2)  dann 
in  das  folgende: 


3) 


dx 

du 


= X, 


iük-' 

du 


dx . 
du 


d.  h. 

(y  — c)*  = X*. 

10)  Behandlung  derjenigen  Sy- 
steme von  Differenzialgleichun- 
gen mit  beliebig  viel  Varia- 
blen, wo  die  Anzahl  der  Glei 
ebungen  um  eins  kleiner  ist  als 
die  der  V ariablen. 


Die  neu  eingeführte  Variable  u hat 
die  Rigonsebaft,  dass  nicht  sie  selbst, 
sondern  uur  ihr  Differenzial  du  in  dem 
System  3)  vorkomifjt.  Eine  solche  Va- 
riable bezeichnen  wir  als  „Index  des 
Systemes  3.“ 

Das  letztere  System  soll  den  folgen- 
den Betrachtungen  zu  Gruude  gelegt 
werden. 
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^Jntegral  des  Systems  3)  heisst  jede  so  konnte  mnn  aus  denselben  die  Grossen 
Function  von  :r,  ...  welche  gleich  x,  Xj,  x,  . . . x^  berechnen,  und  dic- 


einer  Constante  gesetzt  die  Gleichungen 

3)  erfüllt,“  <— Sei  also  /*(x,  x,,  x, . . ,.r^) 

ein  solches  Integral,  so  muss  die  Glei- 
chung : 

4)  {{x,  x^,x,  ...  x^  = « 

durcli  die  Gleichungen  3)  identisch  wer- 
den. Diese  letzte  Gleichung  nennen  wir 
Integralgleichung,  nnd  kOnnen  dieselbe 
auch  anf  die  Form  bringen: 

7 (*,  x„  X,  . . . x^,  n)=0; 

den  Ausdruck  Integral  aber  wollen  wir 
stets  nur  für  das  erste  Glied  einer  in 
der  Form  4)  geschriebenen  Intcgrnlglci- 
chung  gebrauchen. 

Differenziirt  man  nun  die  Gleichung 


selben  wftren  sammtlich  Constanten 
gleich,  also : 

— = ^-  z=^J?  = 0 

du  du  ‘ ' du  ’ 

was  den  Gleichungen  3)  widerspricht. 

„Sind  also  n von  einander  unabb&n- 
gige  Integrale  gegeben,  f,f^  ... 

so  kann  jedes  andere  nur  die  Form 
haben : 

„Umgekehrt  ist  jeder  Ausdruck  von 
dieser  Form  ein  Integral.“  Es  ist  näm- 
lich vermöge  der  entsprechenden  Inte- 
gralgleichungen : 


4)  nach  m,  so  crhftU  man,  wenn  x,  X|, 
X,  . . . x^  als  Functionen  von  u be- 
trachtet werden: 


dx  du  dx  I du 


du 


=0, 


/■„='/(“>  «1  • • • "„)=/»< 

wo  also  ß eine  Constante  ist 

Satz  B.  „Das  System  3)  hat  immer 
n von  einander  unabhängige  Integrale.“ 
Um  dies  nachzuweisen,  gehen  wir  von 
der  Form  2)  aus,  und  bedienen  uns  des 
schon  bei  den  Gleichungen  mit  2 Varia- 
blen angewandten  Verfahrens. 

Zunächst  schreiben  wir  diese  Glei- 


oder  da  diese  Gleichung  durch  die  Glei-  ebungen  in  folgender  Weise: 
chungen  3)  verificirl  werden  soll,  mit  rfx  =«  (x  x . , . x ) dx 

Benntzung  der  letztem:  ‘ 'iV  ’ » * ’ ' « ’ 

Bf  Bf  Bf 

+ ■ ■ • >(*•  'I  • • • 


Diese  Glcicbung  dednirt  das  Integral 
völlig,  d.  h.  jede  Function,  welche  sic 
erfüllt,  ist  ein  Integral.  Setzt  man  näm- 
lich für  X,  X.,  X,  ...  .V  wieder  die 

„ . dx  dx . , , 

Werthe  ....  so  erhalt  man: 

du  du  ’ 

-^=0,  also  fxa. 

du 

Satz  A.  „Hat  man  n Integrale  des 
Systems  derart,  dass  keins  eine  Funktion 
der  übrigen , also  alle  n von  einander 
unabhängig  sind , so  kann  kein  neues 
Integral  gefunden  werden,  welches  nicht 
eine  Function  derselben  sei.  Es  hat 
also  das  System  3)  nur  n von  einander 
unabhängige  Integrale.“ 

Hätte  man  nämlich  n + 1 voneinander 
unabhängige  Integralgleichungen: 
f=a,  = . . . f =>'  - 


dx„=.7_^(x,  X,  . . . x^)dx, 

oder  wenn  wir  einer  jeden  dieser  Grössen 

X nach  und  nach  die  Werthe: 

s 


geben,  welche  continnirlich  aus  einander 
entstehen,  immer  unter  der  Voraussetzung, 
dass  auch  die  Functionen  '/|  7^  > 7^ 

eontinuirlich  bleiben,  mit  Berücksichti- 
gung, dass 

lim  (x  X = 

'1  t 's 

ist: 

x^  • = Xj  • + y , (x»,  X , • . . . x^*)  (x(  ’i-x») 

Gicbt  man  hierin  dem  Index  s alle 
Werthe  von  1 bis  n,  so  hat  man  n Glei- 
chungen, wclcbedic  Grös8enx'|,x's  . . x^ 
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geben,  wenn  man  die  Anfangswerthe  x“,  jr,»  ...  und  auBaerdcm 
hftt.  Es  ist  ferner: 


geben,  wenn  man 


n Gleichungen,  welche  die  Wcrthe  von  x^  w,x  w ...  x/-) 

für  \ \ ^ . . . xj'  \ die  aus  den  vorigen  Gleichungen  gefundenen 

Ausdrücke  substitnirt;  fährt  man  so  fort,  bildet  also  die  Gleichungen; 

/-— ) ...  x;'-')x,('-)_.(r-0), 


.W=x(’— )+„(,(— ) 


SO  findet  man  schliesslich: 


oder  X.  . X.  . , , X selbst  als  Fnnc- 
tionen  der  Anfangs werthe  jr® , Xj* 
. , . x^*,  und  von 

Diese  OrOssen  sind  also  Functionen  von 
X , da  sie  sich  mit  der  Zimabmc  von  x 
continuirlich  Indern,  x kann  also  als 
unabhlngige  Variable  betrachtet  werden. 
Der  Anfangswerth  von  x,  x®  kann  eine 
beliebige  Zahl  sein,  etwa  Null.  Die  ent- 
sprechenden  Anfangswerthe  x,®,  x,®  ... 
x^*  sind  dann  durch  unsere  Gleichungen 

nicht  bestimmt,  also  willk&rliche  Con> 
stanten. 

Man  hat  also  n Gleichnngen  von  der 
Form: 

6)  »,=V'i  V) 

= *i'.  Xj*  . . . x^*) 


Ein  System  von  Gleichungen  wie  6^ 
kann  man  auch  als  System  von  Integral- 
gleichungen betrachten.  Sie  unterschei- 
den sich  von  der  in  7)  gegebenen  Form 
dadurch,  dass  jede  Gleichung  n Constan- 
ten  aber  ausser  der  onabbftngigen  Va- 
riablen nur  noch  eine  zweite  Variable 
enthält. 

Diese  Formen  aber  haben  wesentlich 
andere  Eigenschaften,  als  die  bis  jetzt 
betrachteten  Integralgleichungen.  Nach 
Analogie  des  im  Abschnitt  3)  Gesagten 
kann  man  diese  Gleichungen  6)  anch 
schreiben: 

x,  = *,‘+y^^7,  (x,  X,  . . . xjdx, 
*i=*3"+y*  X,  . . . x^  <tr 


Entwickelt  man  ans  diesen  Gleichnn- 
gen  die  Constanten,  so  erhält  man  Glei- 
chungen von  der  Form ; 

7)  i,'>=/’,(x,  X„  X,  . . . x^), 

r,'=fi{x,  X„  X,  . . . x^) 


V =/«('-  *■> 

und  dies  sind  offenbar  die  Integrale  nn- 
sers  Systems. 

Wir  nennen  diese  n Integrale  Haupt- 
integrale  znm  Unterschiede  von  ande- 
ren, wo  die  Constanten  nicht  die  ihnen 
hier  gegebene  Bedeutung  haben,  die  An- 
fangswertbe  der  abhlogigon  Variablen 
au  sein. 


und  aus  dieser  Form  lassen  sich  in  Be- 
zug auf  die  Wertho  der  Variablen  ganz 
ähnliche  Schlüsse,  wie  am  angeführten 
Orte  ziehen.  Offenbar  ist  anch  das  hier 
gegebene  Verfahren  eine  Methode  zur 
wirklichen  annähemngsweisen  Integration 
der  gegebenen  Gleichnngen. 

Das  System  von  Integralen,  welches 
wir  als  Hauptintegrale  bezeichnet  haben, 
ist  von  grosser  Wichtigkeit  för  verschie- 
dene Fragen  der  Analysis.  Dasselbe 
lässt  sich,  wie  auch  die  Integrationsme- 
thode sei.  immer  wieder  finden,  wenn 
man  n beliebige,  von  einander  unabhän- 
gige Integrale  hat.  Sei  nämlich  : 

8)  n,  = y,(x,  I,  . . . xj, 

«.  = '/!  (».  *1  • ■ • 
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P = n äf 


cio  solches  System.  Um  ans  demselben 
die  Hanptintegralc  zu  ermitteln,  geben 
wir  X eine  beliebige  Zahl  x®,  etwa  0 als  , 

Anfangswerth,  nnd  mOgen  dieser  die  möge  nun 
Werthe  x,®,  z,®  . . ■ z^®  (ur  die  an- 
dern Variablen  entsprechen,  so  ist  auch 

"i=Vi(^“.  ».•  ••• 

«.  ar,»  . . . */) 

V \1H/  X =0, 


2 -r  -x  =0 

.OX  p 

f>=*  p ^ 


WO  also  eine  der  Grössen  JH'  und  M 
Tor  der  Hand  noch  gan*  willkürlich  ist. 
Man  hat  dann  offenbar: 


• • • V)-  ^ ^ ^ 

Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  Xj®,  p = u 3 |f 
» • . X • entwickeln  und  erhält: 

• H 


p=  ‘ 


P = " dM 


= "i’  "»  • • 

• • %)- 

Offenbar  aber  ist: 

= y.,  (x",  rr„  n,  . 

ÖM  . _ä(WXp) 

<’x  ''p“  dx 

P p 

. 

also: 

Z=xjj^{x',  ir,,  rr,  . 

• • ««)■ 

p-n  P = " ; 

^ jif S MM. 

p=' 


Setzt  man  hierin  fOr  n,,  «,  ...  wie-  p—  l ^ 

der  die  Werthe  aus  8)  ein,  so  hat  man  p = n H{MX) 

ein  System  ganz  von  der  Form  7);  i*  2 !H'  , - — d^"’ 

ist  nämlich  eine  Zahl,  von  deren  Aus-  p=  I "*p  P- > p 

Wahl  allein  die  Gestalt  der  Hanptintc- 
grale  noch  abh&ngig  ist.  “ " 

11)  Theorie  des  Jakohi’schen  _ 

Multiplicators.  p_i  dip  p = i 

Es  ist  Jakohi  gelangen  die  Theorie  «illkiirliche  GrOsse  » he- 

des  Multiplicators,  welche  Kulcr  für  eine  . /Usr* 

Gleiehnng  mit  2 Variablen  angewandt  et'«"“'"  *"■ 

hat,  auf  ein  System  wie  das  hier  bc-  p — n ) 

trachtete,  von  n— 1 Gleichungen  mit  n S.  — w— 

Variablen  au  erweitern.  P— * ^p 

Wir  geben  diese  wichtige  Theorie  hier  mid  jeder  Ausdruck  Jlf,  welcher  diese 
in  aller  Kürze.  — Zu  dem  Ende  sei:  “ • ” ' * * 


p = «d(M'X)  p = nd(W-%) 

n 2 - — 't  = u' 2 P 


^JLi 

du 


Y 

•’  du  “ • 


dx . 


’ = A 


Gleichung  erfüllt,  soll  jetzt  ein  Multi- 
plicator  des  Systems  1)  genannt  werden. 

Es  ist  offenbar  also  auch  W ein  MuU 

du  ” tiplicator,  da  vermöge  der  letzten  Glei- 

das  gegebene  System,  wo  wir  X|,  x,...  auch. 

X als  Variable  annchmen.  Nehmen  wir  p = « w.W  A 

fl  ■ y L=0 


an,  es  sei 

fix,,  X,  . . . 

ein  Integral,  also; 


dx 


P^'  -p 

jSt,  und  wir  haben  den  Satz: 

,, Jedes  Integral  ist  der  Quotient  zweier 
Multiplicatoren.“ 

- — “fl Dieser  Sau  lässt  sich  auch  urakehren: 

n »Der  Quotient  jeder  zwei  Multiplicu- 

eine  Gleiehnng,  welche  wir  auch  schrei-  toren  ist  ein  Integral.“ 
ben  können;  Denn  sind  gegeben  die  Gleichungen; 


o\  Y I Y 4-  M X 0 

2)  n-” 
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p=«ö(,rx  ) 

£ . P=0, 

P=>  \ 


£ 

p=l 

welche  die  MnUiplicatoren  definiren,  so  bat  man  : 

d{MX^  ö\ 

j M 


p-n  d (AfXp) 


dx 


dM 


= 0, 


dx 


’dx 


also; 


p = «dX  p = H ,)» 

MS  + X 


p-{ 

oder  wenn  man  mit  M dmdirt; 

pztn  dx 

3)  's  —J" 


dx 


P=  ' 


Es  ist  leicht  za  sehen,  dass  auch  diese  Gleichung  den  Mnltiplicator  vollständig 
deftnirt.  Wenn  man  von  der  dem  andern  Mnltiplicator  entsprechenden  Gleichung: 


p = ndX  pro  a lg  fl' 


S 

P=  I % 


+ S 
p = < 


dz 


X.  0 


I 1 .i 

«los»  lg^  = A 


die  vorletzte  obzichl,  so  ergibt  sieh  : 

''  = "aig£' 

X _!^X  =0. 

1 

p=  I p 

Diese  Gleichung  mit  2)  verglichen,  zeigt, 
eine  Integralgleichung, 

also  auch 

*'-e^ 

M 

eine  solche,  folglich  ^ ein  Integral  ist. 

Hat  man  also  sn  einem  System  von 
n Gleichungen  n+1  von  einander  unab- 
hängige Mnltiplicatorcn,  so  lässt  sich 


ausserdem  aber  die  Constantc  «.  Eine 
der  Gleichungen  des  Systems  1)  wird 
dagegen  eine  identische  Folge  der  übri- 
gen, da  man  bat; 


dz 


Man 


woraus  dx  berechnet  werden  kann, 
n 

hat  also  durch  die  Anwendung  des  In- 
tegrals das  System  von  n — 1 Gleichun- 
gen mit  n Variablen  (n  — 1 Gleichungen 
sind  cs  nämlich  nach  Elimination  des 
willkürlich  cingeführten  rfu)  auf  n — 2 
Gleichungen  mit  n->l  Variablen  redu- 
cirt.  Khn  zweites  Integral  würde  das 
System  auf  («— 3)  Gleichungen  mit(n— 2) 
Variablen  reduciren  und  so  fort,  so  dass 
durch  Division  von  je  zweien  ein  Svstem  jedes  Integral  eine  wesentliche  Vercin- 


fachung  der  noch  übrigen  Aufgabe  be- 
dingt. 

„Ist  von  einem  System  aber  ausser 
12)  Wechselbeziehung  zwischen  einem  Integral  auch  ein  Mnltiplicator 

bekannt,  so  kann  man  immer  den  Mnl- 
tiplicator  desjenigen  Systems  ermitteln, 
welches  entsteht,  wenn  man  durch  Ein- 
setzen des  Integrals  das  gegebene  re- 
ducirt.“ 

Um  dies  zu  zeigen,  sei  f das  Intc- 


von  n Integralen  ermitteln,  also  die  Glei- 
chungen vollständig  integriren. 


Integralen  und  Mnltiplicatorcn 

Auf  den  folgenden  Betrachtungen  be- 
ruht die  eigentliche  Anwendung  der  Mul- 
tipHcatorentheorie. 

Ist  wieder  ein  System  von  der  Form 


1)  des  vori^gen  Abschnittes,  und  eine  In-  , ^ Mnltiplieatör  des  gegebenen 
teirra  17  pir  nntr_  Systems,  JW,  der  gesuchte  Multiplicator 

des  redneirten  Systems.  Wir  nehmen  an. 


tegralglcicbnng: 

f = a 

gegeben , so  hat  man  eine  Gleichung, 
aus  der  eine  der  Variablen,  z.  B.  z 


dass  bei  letzterem  die  Variable  weg- 
geschafft  worden  ist  Man  hat  nnn: 


berechnet  und  in  die  Gleichungen  1)  ein- 
gesetzt werden  kann.  Dieselben  ent- 
halten dann  nur  noch  n 1 Variablen, 

'S'x  f 

27 
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oder,  wenn  man  diese  Gleichung  nach  differenaiirt: 

ar  P = " „ du 


41  S X f!L  = 0, 

WO  der  Abkürzung  wegen  gesetst  ist:  halten  sic  also  noch  jfj,  *,  • • • 

df  und  /*.  Nimmt  man  f—tt  als  constant 

an,  so  hat  man  das  redudrte  System; 
” ist  dagegen  unter  f der  Ausdruck 

In  den  Grössen  X.  • • • A „ denken  f{^„  ‘ versUnden,  so  i.tdie 

wir  nns  jetzt  zr  , durch  die  Gleichung:  Eliminationsgleichung 

ti  tisch,  es  findet  also  keine  Bcduction 

fix  X * • • z ) — f statt.  Wir  bezeichnen  nun  die  Diffc- 

' ” renzialquoticnlcn  von  ..Y^  mit: 

eliminirt;  nach  dieser  Elimination  ent- 


' dx,  r 

* dx,  / 

\ df  / 

wenn  wir  diejenigen  darunter  verstehen,  mern  deutet  darauf  hin,  dus  das  Difife- 
wclche  nach  der  Elimination  von  x renziiren  in  dem  alten  Sinne  nach 

” I ...*  sUttfindet.  Es  ist  also  offenbar: 


\ 

V d/-  / 

dx„  üf 

da  nur  die  Grösse  f nach  der  Elimination  noch  x^  enthalt. 
Die  Gleichung  4)  nimmt  also  die  GestaU  an : 

p = tt  dlgti 

. + .r  X -a^=0. 
P ;»=!  f r 


5) 

Es  ist  aber  . 


SS  ' * 

leichnng  3)  des  vorigen  Abschnit 

♦ 

i = n dlgW  p = H /dX  \ p-n  id  X \ "f 

X \-ir+s  L^)+  a:  1 f)äT=o, 

,=:l  P P 0=1  ' p=l^  Of  ' P 


Setzt  man  dies  in  die  Gleichung  3)  des  vorigen  Abschnittes  ein,  indem  man  s=p 
setzt,  so  kommt: 

P = 


p=i  ' F p 

und  indem  man  hiervon  die  Gleichung  5)  abzicht: 


P-"  dig: 

X X + X 

. P dx  , ■ "p 

p=l  p p-i  F 


im  letzten  Gliede  ist  die  Summe  nnr  bis  ti  — 1 genommen,  da  x^  als  eliminirt  zu 
betrachten  ist.  Was  das  erste  Glied  anbetrifft,  so  ist: 


p = t 

X 


: fdig£^ 

= i ^ 

1 + 1 “ 1 dx  , 

V > 

f \ df  J P 

p 

p = n-l  J 

'dlg*\  dlg* 

- 1 

ü 1+  “ 

P=. 

t % J df 
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wovon  das  letale  Glied  verschwindet  vermöge  der  Gleichung: 
p = H df 

^ dx  — 0, 
p=l  ^ P 

welche  das  Integral  dcfinirt.  Man  hat  also; 

6)  £ X I “ 1+  X 1^1  =0. 

pyriT-/  , ' 

p- I . p ' 1 r 

Da  Differcnxiation  nach  f nicht  stattfia>  reclucirt,  von  diesem  System  ein  Inte£p*al 
det,  so  kann  man  setzen,  und  liat  f'*  sticht  u.  s.  w. 

dann  das  rcdocirte  System.  Vergleicht  Indem  man  die  Systeme  aber  in  die- 
man  aber  diese  Gleichung  mit  Gleichnng  scr  Weise  fortgesetzt  reducirt,  erhalt  man 
3)  des  vorigen  Abschnittes,  so  sieht  man,  auch  durch  Wiederholung  des  oben  go- 
dass  dieselben  völlig  übcrcinstimmen,  gebenen  Verfahrens  die  Multiplicatoren 

vs.nn  ;W  ^ 1 j Jer  entsprechenden  Systeme,  nämlich: 

wenn  man  sn  mit  — und  das  ursprüntr*  ^ ^ y . 

« „ 

liehe  mit  dem  reducirten  System  ver-  ^ — d?'  "’ 

tauscht.  ^ — L ' 

„Ist  also  M ein  Multiplicator  des  ur-  ®'*n— I 1 

sprttnglichcn  Systems,  so  ist:  „ „ 

m*  J ” 

M,=~=z^  df  Af>  ~df^ 

"*«-3  '’*»  ^*«-2 


der  entsprechenden  Systeme,  nämlich: 

„ _ y 

ox  , dz  dx  . 


der  des  reducirten  Systems,  welches  ent-  . * , 

steht,  wenn  man  jr  climinirt.“  „ « w » » « 

n Hat  man  n—2  Integrale  des  Systems, 

Natürlich  muss  diese  Elimination  auch  so  wird  dasselbe  schliesslich  auf  eine 
in  dem  Ausdmeke  von  stattfinden,  Gleichung  mit  2 Variablen  reducirt,  und 
so  dass  M ^ die  Constanto  « enthält.  der  Multiplicator  dieser  Gleichung  ist: 

Es  sei  nun  ein  zweites  Integral 

/■|  = “.  ”n-l=~df  df  dp 

gegeben,  so  lässt  sich  dasselbe  mittelst  dx  dx  S — 

der  Oleichong:  » «—1  n—'i  dx. 

Dieser  Ausdruck  der  immer  einer 

immer  durch  Elimination  von  auf  die  Gleichung  mit  2 Variablen  angehOrt, 


Gestalt  bringen: 

r n)=:n|, 

wo  f*  eine  andere  Function  ist,  Üeber- 
haupt  nehmen  die  Integrale  durch 
saccessive  Elimination  die  Gestalt  an: 

/■(i,,  X,  . . . X )=n, 


r(3:.,  *,  ■ 


'n-2>  = 


wird  von  Jakobi  der  letzte  Multiplicator 
genannt.  Er  gehört  zu  einem  Systeme 
von  der  Gestalt : 

da“'’  du~^" 

wo  Functionen  von  x,  x^  und  von 
Constanten  sind,  d.  h.  wenn  man  ffu  eli- 
roinirt,  zn  der  Gleichung : 

7)  f (fix— {rfx,  =0. 

Er  ist  definirt  durch  die  Gleichung: 

8)  ^— + - =0. 

dx  dx, 


,(©)/  . dx  dx, 

^'3'>'(X|,X,...X^  ,r,«,  ...«  ) = « ‘ 

^ r r Bestimmen  wir  aber  den  Enler’schen 

Unter  dieser  Form  ergeben  sie  sich  auch  MultiplicAtor  A der  Gleichnng  7) , so 
offenbar,  wenn  man  ein  Integral zunächst  muss  sein: 
des  reducirten  Systems  sucht,  dasselbe  Af , Jx  — AfJx,  = J/*, 

dnreb  Elimination  von  x . abermals  . a 
n— ’l  d.  n. 
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fl. 


oder  wenn  man  die  erste  Gleichung  nach 
X,,  die  zweite  nach  x differensürt: 

dx  dx  I d X I ~ dx  ’ 


d.  h.: 


dx  ” dxj  ' 

eine  Gleichung,  die  offenbar  den  Euler* 
sehen  MuUiplicator  detinirt.  Sie  stimmt 
aber  völlig  flberein  mit  der  Gleichung 
8),  wenn  man 


scut. 

„Der  letzte  MultipHcator  ist  also  mit 
dem  Euler’schen  MultipHcator  des  auf 
eine  Gleichung  mit  2 Variablen  rcducir- 
ten  Systems  identisch^** 

Da  nun  die  Keuutniss  des  KulcrVhen 
Multiplicators  die  Integration  der  Diffe- 
renzialgleichung auf  Quadraturen  zurück- 
führt,  und  der  letzte  MultipHcator  aus 
einem  des  ursprünglichen  Systems  und 
TI  — 2 Integralen  desselben  ermittelt  wer- 
den kann,  so  ergibt  sich  folgender  Satz. 

„Ist  in  einem  System  von  « — 1 Diffe- 
renzialgleichungen mit  u Variablen  ein 
MultipHcator,  ausserdem  aber  n— 2 In- 
tegrale bekannt,  so  wird  das  letzte  In- 
tegral durch  blosse  Quadratur  gefunden.*« 
Dieser  Satz  verbunden  mit  dem  oben 
gegebenen,  dass  der  Quotient  zweier 
MnltipHeatoren  immer  ein  Integral  ist, 
gibt  noch  folgeiidcii  Zusatz: 

„Sind  i Integrale  und  « — 1 — s Multi- 
plicatorcn  bekannt,  wo  s jede  ganz  po- 
sitive Zahl,  auch  Null  sein  kann,  so 
macht  die  volUt&odigc  Integration  nur 
noch  eine  Quadratur  nüthig.‘* 

Durch  Division  je  zweier  der  h — 1 — * 
MultipHcatoren  erhält  man  nämlich 
Ti  — 2 — s neue  Integrale,  so  dass  man 
deren  jetzt  n— 2 hat,  die  man  mit  einem 
beliebigen  MultipHcator  verbindet. 


M constant,  so  erhält  man: 


p=  I ‘'*p 

Da,  im  Falle  diese  Gleichung  erfüklt  wird, 
jede  Constante  die  bezügliche  Definitions- 
glcichung  des  Multiplicators  erfüllt,  so 
kann  man  auch  jlf  = l setzen.  Es  ist 
dann  der  letzte  MnltipHcator: 

M = ^ . 

n-i  i)f  of 

dx  dx  — ^ 

H TI—  l dx, 

Beispiel.  Jede  Aufgabe,  welche  aus 
der  Variationsrechnang  entspringt,  und 
ausdrückt,  dass  ein  einfaches  Integral 
ein  Maximum  oder  Minimum  sei,  führt 
zu  einem  Systeme  von  Differenzialglei- 
chungen von  der  Form: 

^ <>1,  _ "'f  _ ^'/ 

tU  <v,’  dt  ~ dp,'"  ~^~dp^ 

ift.  - _ ^ ‘‘P’  - 

dl  dt 

dp„  d; 

WO  7 eine  Function  der  mit  p und  y 
bczeichnetcn  Grössen  ist.  Die  Anzahl 
der  Gleichungen  ist  also  nach  Elimina- 
tion des  Index  t 2a  — 1.  — Gleiche  Form 
nehmen  auch,  wie  Hamilton  gezeigt  hat, 
die  mechanischen  Gleichungen  an,  falls 
für  die  Aufgabe,  die  man  betrachtet,  das 
Prinzip  der  lebendigen  Kräfte  stattiindet, 
und  (lies  ist  an  sich  ersichtlich.  Da  aus 
diesem  Prinzip  das  der  kleinsten  Actio- 
nen folgt,  also  die  fraglichen  Gleichun- 
gen der  Mechanik  als  einer  Minimums- 
aufgabc  entspringend  betrachtet  werden 
können.  (Vergleiche  den  Artikel:  Varia- 
tionsrechnung.) 

Setzt  man  nun : 


d</ 

^ H 


13)  Bestimmung  eines  Multi- 
pli c ators. 

Der  MultipHcator  eines  gegebenen  Sy- 
stems kann  unter  Umständen  constant 
sein,  und  dieser  Fall  setzt  eine  Bedin- 
gungsglcichung  voraus,  der  das  gegebene 
System  genügen  muss.  Setzt  man  näm- 
lich in  die  Gleichung: 


p = fi 
V 

p=  I 


dx 


= 0 


Tl-f-  l 


dtf  dif- 

dy,*  ^Ti-l-i”  dy. 


= • ‘ * = 

so  ergibt  sich,  wenn  s kleiner  als  1,  oder 
gleich  n ist: 
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dx  ~ dp  da  * 
s ' s 


woraus  folgt: 


n— I dx 
p—  I p 


i=:»dX 


nur  von  x^  abb&ngig)  so  kann  man  in- 
tegrircn,  und  erh&lt: 

•/  X _ D — I dx_ 


p = n ^ 

./  -V,  dz 


P“*  p Es  ist  dies  jedoch  der  einsige  allgemei- 

Der  Mulliplictor  des  in  Rede  stc-  ncre  Fell,  wo  der  MuUiplic«tor  von  vorn 
henden  Sy.tcm»  ist  also  gleich  1,  d.  h.:  here.n  and  ohne  Integration  des  Systeme 
_ , . , gegeben  ist. 

„Hat  man  die  Integrale  einer  der 

Mechanik  oder  der  Variationsrechnung  14)  Eigenschaften  der  Inte- 
entsprechenden  Diffcrensialgleichung  bis  gralc« 

anf  eins  Sei  wieder  da.  gegebene  System: 

tere  immer  durch  blosse  Quadratur  zu  ® 

finden.“  rfx,  « 

Ein  MuUiplicator  Iftsst  sich  aber  auch  1)  — ••• 

in  einem  allgemeinem  Ealle  ermitteln, 

der  genau  dem  entsprechenden  Falle  in  Grössen  jXj,  X,  • • • X von 

der  Theorie  des  Euler’schen  Mulliplica-  .....  **  u 

. ,-..-•.,1.,  X,,  x^  * • • X , nicht  aber  von  u unab- 

tors  entspricht.  *1»  * n’ 

Es  war:  b&ngig  sind.  Sei  ferner: 

'r  X 

p—\  P P p=i  ein  System  von  Integralen,  die  von  ein- 

, o . . ander  nnabh&ngig  sein  sollen,  so  ist : 


tors  entspricht. 

Es  war: 

p = n dlgjf  pzindX 

X X -dl“+  £ 3-^  = 0, 
p=  I ^ P p=  I ^■’^p 

und  wegen  des  gegebenen  Systems : 

^-x  ^ 

p — ndx  d lg  _ _ 1 p = M d X 

wo  eine  beliebige  der  Grössen  x,, 

X-  • • • X sein  kann.  Betrachtet  man 
also  al.  unabhängige  Variable,  und 

beieichnet  da«  vollstSndige  Differcn.ial 
Ton  lg  ]tf,  nach  genommen,  wenn  alle 

Grossen  i als  von  z^  abhängig  gedacht 
werden,  mit  dlg flf,  «o  hat  man : 


• +dt;^n=o- 

dx  n 


p = n d lg  df  dx  d lg  if 

~ ~d*~  T^~  <<•',  ’ 

p=l  P • 

ix.^  p = n dXp 

alio:  dlg.tf=— ^ ,9T~ 

X,  p=i  «’-'p 

Ist  also  der  Ausdruck 


If  df 

dX|  dx. 


Diese  H— 1 Gleichungen  können  dazu 
dienen,  n— 2 der  Grössen  Xj,  X,  • • • 
zu  eliminiren.  — Bekanntlich  l&sst 

sich  diese  Elimination  so  anstellen,  dass 
man  die  erste  Gleichung  mit  einer  noch 
zu  bestimmenden  Function  k |,  die  zweite 
mit  einer  andern  1,  u.  s.  w.,  die  letzte 
mit  k multiplicirt,  und  die  Producte 
fl  — l 
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sftmmtlich  addirt;  da  n—2  Gleichangcn  zwischen  den  I willkürlich  zar  Bestim* 
mang  derselben  venvendet  werden  können,  so  kann  man  setzen : 


*■'  dx  -V,  + 


dx, 


ox,  ’ ox. 


dx, 


11  = 0. 


" _L=0, 

dl. 


fl—2 


i/:. 


dx 


fix 


:=0, 


oder  abgekürzt: 


8) 


-Ti  . 


-=o, 


‘’/'p  ^'■p 

Jl  ^ = 0 ■■■  Sl  —f-=0, 
P dx^  Pdx 


wo  alle  Summen  sich  auf  die  Werthe  von  p,  von  p = l bis  p = n— 1 erstrecken. 
Es  folgt  dann  ans  den  Qleichnngen  2)  noch; 


,£l 


n-i  p dx 


n—  I 


d/* 

+ X 5-^  = 0- 

« P dx 


oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  wir  unter  U eine  neue  Function  verstehen : 

X df  x._, 

4)  = -ri„TT^=  — 


P dl 


P dx^ 


U 


Die  Gleichungen  3)  und  4)  mnltipliciren  wir  nach  der  Reihe  bezüglich  mit : 
cfx,,  (fx,  • • • tfx  , 

I»  1 n’ 

wo  das  Zeichen  d nach  der  vorhin  schon  eingefuhrten  Bezeichnung  eine  beliebige 
unendlich  kleine  Aenderung  der  Grössen  x^,  x,  x^,  die  von  den  Relationen, 

welche  die  Gleichungen  1)  ergeben,  also  ganz  unabhängig  ist,  andeutet.  Addirt 
man  dann  alle  Producte,  so  erhält  man  mittels  der  Gleichung: 


df 


oder,  wenn  man 
setzt : 


t/i  =A 
P P 


Hatte  man  statt  der  Grössen  xY^,  X,  • • • X^ ^ n— 2 beliebig  andere  elimi* 

nirt,  so  wäre  man  auf  ähnliche  Ausdrücke  gekommen;  man  bat  also,  wenn  fp 
/*,•••  Integrale  sind,  folgende  identische  Beziehung: 

5)  X„i/x, -X,cTx^  = A,.r/-, + 

X^dx,-X,<fx^  = k,'Jf,  + k^’Jf,+  ■■■ 

x/x.-x.<rx^=*,'vr,+*,'vr.+  ••• 
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WO  die  Grössen  k^^  Fanctionen  von  x^, 

• • • X sind. 
n 

Auch  diese  Gleichungen  können  zur  Definition  der  Integrale  f,  * j 

dienen.  Setzt  man  n&mlicb  f^y  ^^  * * * Constanten,  so  wird: 


also: 

X^dlr,-X,rfx^=0, 


<rA  = cf/^,=  . . . c;^„_,=o, 

X dx.-X.dx  =0  . . . X dx  ,-X  ,dx  =0. 

n * * !•  n rt—  1 fl—  l n 


Dies  System  aber  stimmt  offenbar 
mit  dem  gegebenen  System  1)  überein, 
wenn  man  ans  letzterem  du  eliminirt. 

Die  Aufgabe,  ein  System  von  Diffe- 
renzialgleichnngen  zu  integriren,  wird 
durch  die  Gleichungen  5)  also  auf  die 
andere  Aufgabe  der  Transformation  eines 
Systems  von  Ansdräcken,  wie  die  auf 


der  linken  Seite  in  5)  befindlichen  auf 
die  rechts  stehende  Form  reducirt. 

Es  ist  übrigens  leicht  einzuschen,  dass, 
wenn  man  die  beiden  Seiten  der  Glei- 
chung 5)  mit  beliebigen  Grössen  U^t 
f/j  • • • multiplicirt,  man  auf  Ausdrücke 
kommt  von  der  Gestalt: 


6)  V,dx,  + V,Jx,+  . . . +V„<fx^=P,'tn  + l‘,<lf,+  • • • 


wo  die  Grössen  V von  der  Form  sind : 


V =U  X , 
p p " 

wenn  p kleiner  als  n ist,  und: 

V^  = ~(U,X,+U,X,+  • ••  +t/„_,x„_,). 

Multiplicirt  man  aber  mit  den  Grössen  F,,  l\  ' * * Gleichungen  1) 

und  addirt  sie,  so  ergibt  sich: 


7) 


dx 


oder : 

K,*fx,  + K,rfx,+ 

Diese  Gleichnng  ist  also  eine  Folge 
der  Gleichungen  1),  und  zwar  eine  ganz 
beliebige,  so  lange  die  Grössen  V nicht 
weiter  bestimmt  sind.  Bildet  man  n 
solcher  Gleichungen,  die  von  einander 
unabbAngig  sind,  so  bat  man  ein  System 
Ton  Differenzialgleichungen,  welches  mit 
dem  System  1)  ganz  identisch  ist,  und 
die  Integraticm  dieses  Systems  kommt 
also  darauf  hinaus,  den  Ausdruck  links 
in  Gleichung  6)  auf  die  Form,  welche 
rechts  steht,  zu  bringen.  Wie  auch  also 
die  Form  der  gegebenen  Differenzialglei- 
chungen sei,  immer  lassen  sich  mit  Hülfe 
der  Integrale  Ausdrücke  bilden,  welche 
ans  fl— 1 Gliedern,  ganz  Ähnlich  wie  in 
den  Gleichungen  5)  bestehen,  und  die 
Aufgabe,  ein  System  von  n— 1 Gleichnn- 
gen  von  der  Form  7)  zu  integriren,  ist 
wesentlich  identisch  mit  der  Bildung  von 
fs— 1 Gleichungen  von  der  Form  6),  d. 
h.  mit  der  Transformation  von  n Syste-* 
xnen  von  n Gliedern  V^dx^,  K,  dx,**» 


...  +r  dx  =0, 

fl  n 

auf  n — 1 Pgd/’i,  • • • 

P ,df 

n — I 'fl — I 

Die  Integralgleichungen  lassen  sich 
aber  auch,  wie  wir  gesehen  haben,  unter 
noch  einer  andern  Form  nnsdrücken. 

8)  f(.x„  X,  ■ ■ • xj  = ix, 

X,  • • • «)  = «„ 

X,  . . . x^,  <r,  <',)=«, 

I . V 

welche  entstehen,  wenn  man  successive 
ans  2 der  Integralgleicbnngen  Xg,  x,  ••• 
x^ eliminirt,  oder  wenn  man  durch 

successives  Einsetzen  der  nach  einander 
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gefundenen  Integrale  d«6  gegebene  Sy* 
Stern  redneirt. 

Wir  nennen  den  Ausdruck  links  in 
der  ersten  Gleichung,  welche  nur  ciue 
Constante  aber  n Variablen  cntli&lt,  jetzt 
erstes  Integral,  den  in  der  zweiten  mit 
2 Constanten  und  n — 1 Variablen  zwei- 
tes Integral  u.  s.  w’.  Die  vorhin  be- 
trachtete Art  der  Integrale  besteht  also 
ans  n — 1 ersten  Integralen. 

Kennt  man  nur  ein  « — Ites  Integral, 
also  eine  Gleichung,  welche  n — 1 Con- 
Btanten  und  eine  Variable  enthält,  so 
ist  nichts  desto  weniger  die  Aufgabe  ge- 
löst. Es  lassen  sich  n&mlich  augenblick- 
lich noch  n — 2 andere  Integrale  bilden, 
welche  keine  neuen  Constanten  enthält. 
Sei  nämlich: 

«r,  <r.  • • • = 

das  gegebene  Integral.  (Offenbar  kommt 
es  auf  die  Auswahl  der  Variablen 
X,  unter  den  n gegebenen  Xi,  • 

X nicht  an. 


nach  u differenziiren , statt  der  Grössen 

— aber  deren  Werthe,  die  sich 
du  du 

aus  den  Gleichungen  1)  ergeben,  ein- 
setzen,  und  man  hat  eine  zweite  Glei- 
chung, die  w’ir  mit 

^=0 

bezeichnen  wollen. 

Differenziirt  man  auch  diese  nach  u 
und  ersetzt  die  darin  vorkommenden 

Diffcrenzialquotienten  . 

du  du 
dx^ 

durch  ihre  Werthe,  so  ergibt  sich 

eine  dritte  u s.  w. , so  dass  man  auf 
dieselbe  Weise  durch  fortgesetztes  Diffe- 
renziiren n — 1 erhalten  kann.  Aus  den- 
selben kann  man  dann  immer  n — 2 Con- 
stnnten  eliroiniren  und  sich  so  Integrale 
von  der  Form 

r,=n,,  f,  = a,  • • . 


n 

Man  muss  dann  die  Gleichung 

* n — *i 

9)  y(x„  I, 

<rUi<  •r.  • • 


bilden. 

Selbstverständlich  lässt  sich  anch  das 
System  8)  auf  die  Form  bringen: 

• • «)=0, 

■ V «.  <».)=o, 

«1.  n,)  = 0, 


(n — l)  f 

•r  (* 


Die  Ausdr&ckc  in  8)  geben  ähnliche  Beziehungen , wie  die  in  den  Gleicbnn- 
gen  5)  enthaltenen.  Es  ist  nämlich: 

w(n  — 2)  y(" — -) 

' X , +1 X =0. 

Ox  «-'  öl  " 

n — I rt 

Diese  Gleichung  hmlct  identisch  statt,  wenn  man  nach  dem  Differenziiren  die 
Constanten  rr,  . . . tr^ ^ durch  ihre  aus  den  übrigen  Integralen  gezogenen 

Werthe  ersetzt. 

Man  kann  die  eben  gefundene  Gleichung  auch  schreiben : 

(n_2)  X — X 

<7'  n n — I 

öi  ; ir  ^ ~u~* 

n — l n 

w'o  U eine  neue  Unbekannte  ist;  also  wenn  man  beide  Glcichnngcn  bczflglich  mit 
dx^ ^ und  mnltiplicirt  und  addirt: 

X i/x  , — X Jx  — 

n rt — 1 rt  “ I rt  ' 

Nimmt  man  jetzt  die  beiden  Glcicbungcn: 

dx  ..  - ix  . ' lix  " 
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«“-I  n 

mnltipHcirt  die  erste  mit  die  zweite  mit  und  addirt,  indem  man  setzt; 

0=*  J 4-  ull 

dx  dx 

n—  I fl—  1 

welche  Gleichung  zur  Bestimmung  von  ^ dienen  soll,  so  hat  man: 


• ft  fl 

indem  man  diese  Gleichungen  bezüglich  mit  ilx^  und  multiplicirt,  und  zo 
der- mit  dx^ ^ roultiplicirten  Gleichung 


II 4-  uXl 

dx  . ^ dx 


addirt,  erhält  man: 


und  indem  man  in  dieser  Weise  fortl^hrt,  ergibt  sich  ein  den  Gleichungen  5) 
übnliches  System,  in  welchem  jedoch  die  Gleichungen  einfacher  sind.  Nämlich: 

10)  X^Jx,~X = + a,d/~''>+  . . . 

X^Jx,-X,dx^=  . . . + ~ 

X^dx,-X,Jx^=  a^"df^^h- . . . 


Es  ist  hier  f ein  erstes  Integral,  den  Constantcn  irgend  welche  Zahlen- 
ein zweites  u.  8.  w.  werthe,  so  bat  man  ein  partikuläres  In- 

Das  erste  Integral  f kommt  also  hier  tegral.  Es  gibt  aber  wie  in  den  Glei- 
nur  bei  der  Transformation  des  ersten  chungen  mit  einer  abhängigen  Variablen 
Ausdruckes  vor.  auch  singuläre  Integrale. 

Auch  diese  Gleichungen  dienen  zur  man  nämlich  die  Functionen 

Definition  des  ersten,  zweiten  n.  s,  w.  /*,  , /*'"  Constanten  gleich, 

fl— 1 ten  Integrals.  so  verschwinden  die  Ausdrücke  rechts, 

Gibt  man  in  irgend  einem  Integral  and  man  erhält: 

Xj<fx^,=0,  X^dx,-X,rfx^=0  . . 

Gleichungen,  welche  mit  den  gegebenen  a = 0 

1)  identisch  sind.  Dasselbe  tritt  aber  stellt  also  ein  singuläres  erstes  Integral 

auch  ein,  wenn  man  das  2 te,  3te  . . , dar,  wenn  dieselbe  keine  Folge  der  Olei- 

*• — 1 Integral  'gleich  Constanten  setzt,  chnng  /*=«  in  Verbindnng  mit  den  übri- 

damit  aber  statt  der  Gleichung  f-  n die  gen  Integralgleichungen  ist. 

andere  n = 0 verbindet.  Für  a aber  lässt  sich  leicht  der  Werth 

Die  Gleichung  ermitteln.  Da  nämlich  . 
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die  GrCese  x,  nicht  enthalten, 
eo  ist,  wenn  man  x,  differenziirl ; 

X. 


X_  = 


dx.* 


also  «r:^. 
dx, 

nicht  gleich  Noll 


es  mo86  also,  da 
sein  kann: 

-rr. 

5i;-* 

aein,  und  diese  Gleichung  definirt  das 
singuläre  Integral.  Es  ist  also  gegeben 


Answahl  würde  man  auf  Gleichungen, 
wie: 

dn  dqi 

=00,  =^  = eo  . . ., 

dx, 

kommen. 

Es  gibt  aber  auch  singuläre  Integrale 
höherer  Ordnung.  Ist  ein  erstes  Inte- 
gral /■=  n nämlich  bekannt,  so  kann  man 
mit  dessen  Hülfe  eine  der  Variablen  x, 
eliminiren.  Von  den  Gleichungen  tO) 
fällt  dann  die  erste  weg,  and  die  übri- 
gen werden  erfüllt,  wenn  man 
^(n  2)  gigi,.),  Constanten  setzt, 

(»  — ■■’) 


wenn  ein  erstes  allgemeines  Integral  f oder  wenn  man  nur  / ,/  * 

bekannt  ist.  gleich  Constanten,  und  ausserdem 

Sei  aber  das  erste  Integral  unter  der  a,'  = 0 

Form  gegeben : letztere  Gleichung  vertritt  also 

u(x  X . I , n)  = 0,  das  zweite  allgemeine  Integral,  und  ist 

^ ^ ■ " daher  als  singuläres  Integral  sweiter 

so  ist  die  Gleichung  Ordnung  zu  betrachten.  Nimmt  man 

/•=«,  /’  = «! 

an,  SO  fallen  die  beiden  ersten  Gloichun- 
eine  Folge  derselben,  nnd  denkt  man  sich  qikJ  man  sieht,  dass 

in  If  lür  « diesen  Werth  eingesetzt,  so  n " = 0 

wird  die  erste  Gleichung  identisch.  Man  • 

hat  also,  wenn  man  nach  x^  differen-  ein  singuläres  drittes  Integral 


« = /■(*!.  *1  •••*„) 


ziirt,  unter  dieser  Voraussetzung: 


dtf  da 


dx  ^ da  dx  ^ 


= 0, 


d.  h. 


d«  __  df  ^ ^x^* 

dXj  dxj  d(f 

da 

and  im  Falle  des  singnliren  Inte^^als, 
ist : 


ein  solches  n ter  Ordnung 

ist.  Hat  man  die  entsprechenden  voll- 

ständigen Integrale,  so  lassen  eich  leicht 
die  singnl&rcn  daraus  ableitcn.  Oflfen- 
bar  ist  n&mlich: 


dx^ 


1 

wo  also  T — = 00 
dx 
P 


also : 

dV 


d,, 


dx 


= 00, 


dxi 


df 


dxj 

(n-2) 


dx^ 


-=«>i 


0,  oder  -r — = oo 

dx 


Eliminirt  man  ans  einer  dieser  beiden  unter  der  Form 
Glcichnngcn  und  aus  y = 0 die  Constantc 
ftf  so  hat  man  also  singuläre  Integrale, 
falls  man  nicht  anf  particul&re  Integrale 
hierbei  gelangt. 

Die  Gleichung: 


die  entsprechenden  Gleichungen. 

Ist  die  entsprechende  Gleichung  nicht 


p-l-t’  p-t-2 


dx,‘ 

rührt  von  der  hier  gewählten  Form  der 


= V 

sondern  unter  der  allgemeinem: 


.«p)  = 0 


Differenzialgleichungen  her,  wonach  allein  gegeben,  so  hat  man,  wenn  man  für  it 


X/x,-X.dx^ 

derart  transformirt  wurde,  dass  alle  In- 
tegrale rechts  erschienen.  Bei  anderer 


den  Werth  gesetzt  denkt,  eine  iden- 
tische Gleichung,  und  folglich,  wenn  man 

nach  X , , differentiirt ; 

;>+l 
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dx 


p+i 


dn 


da 


drt  dx 


-£.=0, 


alao: 


da  dl 

P _-T 


P >+t 

<r 


dar 


l’X 


P+I 


P+I 


d,l 


da 


Da  also  im  Falle  des  singnltren  Inte- 
grals 

\ - 

%+.  S+. 

sein  soll,  so  ist  entweder: 

d,/  Vr/i 

•T — =0,  oder  ^ ~ — =co 
Off  ox  , , 

p p+ 1 


zu  setzen.  Aus  einer  dieser  Oleichon- 
gen  und  aus 

v=0 

aber  wird  dann  eliminirt.  — Diese 

Kegel  gilt  für  die  singuUren  Integrale 
aller  Ordnungen.  Waren  p vollständige 
Integrale  durch  p Gleichungen  von  der 
Form  : 

welche  die  all^meinste  Relation  ist,  ge- 
geben, 80  würden  sich  leicht  die  Aus- 
drücke  von  combinatorischcr  Foiin  für 
die  singulären  Integrale  ableiten  lassen. 

Man  kann  aber  den  letzteren  auch 
eine  Form  geben,  die  für  alle  gemein- 
schaftlich ist. 

Es  ist  nimlich  offenbar: 


und  folglich  ist  die  Grösse  (n  — ^ Euler'sche  oder  letzte  Multiplicator, 
2 

Man  hat  aber: 


, 


wie  man  erb&lt,  wenn  man  das  Differenzial  nach  -v^_|  nimmt  Es  ist  ferner: 


(a-3) 


(n  — i) 


X_ 


dx 


dx 


dx. 


dfcy  iL' 

-dT 


I»t  aber  M der  Hnitiplicator  dea  gegebenen  Syatema,  nnd  N der  leute  Mnitipli- 
cator,  so  war: 

M 


N=- 


df  df^') 
dx,  dx. 


also 


nnd,  da: 
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iV=- 





»X,  dx. 


(«-■!) 


M-- 


W«nn  mau  aber  die  Wcrthe  von  3^"  *^  . . . o mit  einander 


mnltiplicirt^  ergibt  sich: 

0)  (’) 

a fl-''- 


dx,  dx. 


ä/-' 

dx. 


eine  Qleichnng,  ans  der  sich  folgende  Relation  zwischen  den  Coefßdenten  a und 
dem  Mnltiplicator  ergibt,  und  die  eine  Definition  des  letztem  enthält: 


M = 


(k)' 


Da  die  Gleichung: 

■ =0,  «/-)=0... 

die  singnlärcn  Integrale  der  verschiedenen  Ordnungen  ergeben  nnd  die  linken  Sei- 
ten dieser  Gleichungen  im  Kenner  des  Multiplicators  als  Factoren  erscheinen,  so 
ergibt  sich  hieraus  auch  t 

„Die  singulären  Integrale  aller  Ordnungen  werden  gefunden , wenn  man  den 
Mnltiplicator  gleich  unendlich  setzt.“ 

15)  Anwendung  auf  eine  Gleichung  höherer  Ordnung  mit 
2 Variablen. 

Die  Gleichung  Mtor  Ordnung  mit  2 Variablen  hat  die  Gestalt: 

1)  F(x,  x„  ^ 

d”x 

oder  wenn  man  - — ‘ hieraus  cnt'vickelt: 
rfx" 


2) 


äx — ' 


dT- 


dx 


fOr  welche  man  nach  dem  Obigen  auch  das  System  von  n Gleichungen  nehmen 
kann: 


3) 


dx^  dx, 

^=x..  — = z. 


dx 


dx 


dx  — *»'  dx  • '«)’ 


oder,  wenn  man  die  Gleichung: 
dx 


- = VC(x,  x„  X,  . . . x^) 

binznffigt,  worin  \fi  eine  ganz  beliebige  Fnnction  iat,  welche  zur  Bestimmung  von 
dx 

H dient,  also  z.  B.  ^ = 1 setzt; 
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4) 


dx 

di" 


1 

da"  ” 


dx , 


Jt 


n — 1 


dx 

n 

du 


= 7- 


du  « • ■ • 

Dies  System  von  n oder  n-f*l  Gleichungen,  je  nachdem  man  u vorhanden  oder 
eliminirt  denkt,  ist  ganz  nach  den  obigen  Regeln  zu  behandeln.  Hat  man  ein 
erstes  Integral  von  der  Form: 

5)  f(x,  x„  X,  . . . JT^  = r', 

80  geben  die  Gleichungen  3)  ohne  Weiteres  : 


6) 


t!  I 

*1. 


<^’»i 

dx* 


dx" 


d,  h.  eine  Gleichung,  die  ganz  ähnlich  erster  Ordnung  ergibt,  dagegen  2 Inte» 
der  gegebenen  Gleichung  1)  ist,  nnr  um  grale  n — Itcr  Ordnung,  3 h — 2ter  . . . 


eine  Ordnung  niedriger,  und  die  Con- 
stantc  « enthält  Die  Gleichung  6)  kann 


n Integrale  erster  Ordnung. 

Hat  man  ein  Integral  f>ter  Ordnung, 


also  wie  1)  behandelt  werden.  Findet  so  ergibt  sich  durch  DifTcrenzüren  des> 
man  ein  Integral  von  ihr,  so  hat  man  selben  nach  w,  und  indem  man  für  die 
ein  zweites  Integral  der  Gleichung  1),  Diffcrenzialquoticntcn  die  aus  den  Glei- 
weiches  2 Constanicn  enthalt  und  eine  chungen  4)  gezogenen  Werthe  setzt,  so- 
Differenzialglcichung  n — 2tcr  Ordnung  gleich  ein  Integral  p — 1 ter  Ordnung, 
vorstellt.  Durch  surcessives  Auffinden  eins  p~2ter  Ordnung  u.  s.  f.,  so  daas 
der  Integrale  kommt  man  auf  das  n — Iter  die  Kenntniss  eines  Integrals  schon  alle 
Ordnung,  von  der  Gestalt: 

7)  7(x,  ft,  rt^  ...  = 

also  eine  Gleichung  zwischen  den  beiden  chnng : 

Variablen  x,  x,,  welche  n Constan- 
ten  enthalt.  Mit  dem  Auffinden  dieser 
Gleichung  ist  die  Aufgabe  gelöst,  da 
man  eine  Relation  zwischen  x und  x,  hat. 

Dieser  Ausdruck  heisst  daher  anch  all- 
gemeines Integral  der  Gleichung  nter 
Ordnung.  Es  enthalt  n Constanten.  x.  =:x  zn  beginnen),  wo  zu  setzen  ist: 


von  niederer  Ordnung  ergibt. 

Um  den  Multiplicator  des  Systems  3) 
oder  4)  zu  finden , hat  man  die  Glei- 


p = n d(MX  ) 

Z _ XX  0, 


(uegen 


ist  nämlich  hier  mit 


X,  = 1,  A|=Xj,  . 

= X , A ZZft  (x,  X,  . . . X ). 


Jede  Gleichung  ntcr  Ordnung  mit  2Va< 
riablen  hat  also  nur  ein  allgemeines  In- 
tegral, da  sich  nur  eine  Gleichung  wie 
7)  ans  einem  System  von  n Integralen  chung  vei^andclt  sich  deshalb  in 

ox 


n—  I 
Die  Glei> 


oi^I  i'iM  dM 


‘ dx. 


dM  , dM  ^ 

L„  

» dx,  , ' ' nx_ 

1 fl 


Die  Gleichung  zur  Bestimmung  des  Mnltiplicators  (vergleiche  Abschnitt  12)  war: 

,<(x  p = n 

* - P 


M = e 


-u 


. = 0% 


*ber ; 


also : 


dX  ,, 

^ P - 

dx  dx  ' 

P " 


M = e 


-f 


— / dx  dx^ 


wenn  man  t = 0 setzt;  und  die  Möglichkeit,  den  Multiplicator  zu  bestimmen,  setzt 

titf- 

also  voraus,  dass  der  Ausdruck  ^ nur  ©ine  Variable  x enthalte. 

rt 
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E8  muss  sonach  sein : 


d.  b.: 


v = *n'*'W+;ir(*.  *1.  X,  . . . x^_|), 


WO  / und  ^ beliebige  Functionen  sind. 

Der  Multiplicator  lässt  sich  also  immer  bestimmen  bei  einer  Differenzial- 
gleicbong  nter  Ordoang  von  der  Gestalt: 


dx" 


V.(x)‘ 


T.  , / dx.  d*x. 

-T  ‘ 


rf*"-'  “ "*  dx"“' 

Also  hat  man  von  dieser  Gleichung  n — 1 Integrale  erster  Ordnung,  oder  was 
dasselbe  ist,  ein  Integral  n— Itcr  Ordnung,  so  führt  die  Bestimmung  des  In- 
tegrals ntcr  Ordnung,  also  des  allgemeineren  Integials,  nur  auf  Quadraturen 
zurück. 


1) 


16)  Lineare  Differenzialgleichungen. 

Ein  System  linearer  Differenzialgleichungen  hat  folgende  Gestalt: 

x.+yl.  x,+  . . . 


J = x,+A,’  z,+  . . . +-4/  + 


dx 

da 

dx, 

dx 


:^A,"  X,+A,"  x,+ 


+A  " X 4/1" 

B n-  B+i’ 


^ = /l.(— Ox.+,.,(«-)x.+  . . . 4V~'k+^,+  /"" 

dx 


= 1, 


wo  die  Grössen  A^y  A/  • • • A,  • • • 

A_  , sämmtlich  Functionen  von 

und  schreiben  in  gftmmtlicbcn  Nennern  den 
sich  hieraus  ergebenden  Ausdruckdwstatufx. 
Um  dies  System  auf  die  einmal  von  Offenbar  hat  man  nun,  wenn  man  dem 
uns  angenommene  Form  zu  bringen,  ver-  Ausdruck  X wieder  die  oben  eingeföhrte 


«+i 

X allein  sind. 


binden  wir  damit  die  Gleichung: 


P 

Bedeutung  gibt: 


X.l,  X^  = A}f-%,+Ay-'\,.  . . 


wenn  p grösser  als  Nult  ist,  also : 


dx 


P 


also: 


fl— 1 Integrale  zu  bestimmen  branebt, 
da  das  letzte  durch  blosse  Quadratur 
gefunden  werden  kann.^* 

Die  Integration  der  linearen  Differen- 
zialgleichungen gewährt  aber  noch  an- 
dere Vortheile,  von  denen  der  wichtigste 
der  ist,  dass  die  Eenntniss  einer  Anaahl 
von  particulären  Integralen  auf  die  des 
allgemeinen  Integrals  führt.  Um  dies 
zu  zeigen,  nehmen  wir  zunächst  an,  dass 
nnd  der  Exponent  enthält  in  der  That  die  von  x, , x,  . . . x freien  Glieder 
nur  die  Veiündcrliche  x.  ^ 

Man  hat  also  auch  hier  den  Satz:  ''^^n-1-1  **’  ^sämmt- 

„Dass  man  in  jedem  System  von  ii  lieh  gleich  Kall  seien.  Man  hat  dann 
linearen  Differenzialgleichungen  nur  zu  integriren  das  System : 


M-e 


-nx’TAjp-'i 

P = I ^ 
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2)  ^ = ■'>+  • • • +\  V 

^ = A,’  z,+A,' s.  ...  +A„' 

i"“"  ‘ü’  P"'  2)  ein  ander«  Integral  j dies 

tieullres  Integral  von  der  Form  ■ ist  jedoch  erster  Ordnung. 

II  (x  X t-0  oder  » -r  Ourch  fortgesetztes  Differenziiren  und 

’ ' I ii\  ) Benutzung  der  übrigen  Gleichungen  des 

also  ein  partieuläres  Integral  nter  Oni-  2)  kann  man  dann  im  Allge- 

nnng  gegeben,  so  erhält  man  durch  Dif-  " Part'culärc  Integrale  gewinnen, 

ferenziiren  desselben:  vorciusgcselzt,  dass  keine  der  entste- 

henden  Gleichnngen  identisch  wird, 
Ansnahmelällen  statlfinden 
äx  ‘ kann.  Ist  dies  jedoch  nicht  der  Fall, 

. ei,  ■ , , kann  man  diese  Gleichungen  auf  die 

also  mittels  der  ersten  Gleichung  des  Form  bringen : * 

x,=f,(x),  x,=f,(x),  x,=f,{x)  . . . x^=/;^(x). 

gj^eben:''"  SeUen  wir  voraus,  es  sei  ein  zweites 

*l=/'l'W,  X, =/•/(*),  x,=f,'(x)  , . . X^=f^'(x), 

so  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  auch  die  Ausdrücke: 

X,  (x)+;t/-,'(x),  x,  = „/-,(x)+;»/-,'(x)  . . . ^„  = Bf^{x)+ßf^' (x) 

unter''«^'iTrw°ii?n"^"^“‘?l'‘“'’"“^  I»'eg'-»lKleichungen  sind,  wo 

unter  « und  ß willkürliche  Constanten  versUnden  werden.  Es  ist  nämlich  wenn 
man  das  erste  System  in  die  Gleichungen  2)  einsetzt: 

^^  = A,r,+A,f,+  . . . 


und  wenn  man  das  zweite  System  einsetzt; 

+A^r„’i 

i^:=A,'f,'+A,'f,'  . . . +A„7„'. 

n.  8.  w. 

Mnltiplicirt  man  sämmtliche  Gleichungen  des  ersten  Systems  mit  a und  die  des 
zweiten  mit  ßy  und  addirt^  so  erhält  ynim  also: 

i^f.+ßf,  ^ = A,(«f,+ßr,')+A,(af^+ßf/)+  . . . +A^(«f„+ßf^'), 

— '■If  ^ +ßr,')+A.’(«f,+ßf,>)+  . . . +v(«'/'„+/>/'w'). 

n.  8.  w. 

Dies  letzte  System  stimmt  aber  mit  den  Gleichnngen  2)  völlig  überein,  wenn  man 
settt : 

SO  dass  diese  Werthe  in  der  That  dem  System  2)  gcnflgcn,  also  als  Integrale  zu 
betrachten  sind. 

28 
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Darch  Wiederholung  dieser  Schlüsse  gelangt  man  zn  folgendem  Satze: 

„Hat  man  n particul&rc  Integrale  von  der  Form: 

*i=fi"W  • • ■ 

und  bildet  man  aus  diesen  durch  snccessivcs  DifTerensüren  die  entsprechenden 
Ausdrücke: 

*.=AW;  =/■>'(•>•)>  = 

*,=/•,  (JT),  *.=A'(x).  . . . *.=/•„("“ 

I =f  (x),  X =f  '(x),  X -f  "(x)  ...  X ’)(x), 

BO  sind  die  allgemeinen  Integralgleichungen: 

*.  = "/■. W+^f.' W+yf." W+.  • • +»/■/" 

x,=nf,{x)-i  ßf,'(x)+yf,"(xy\  . . 3fJ-"~'\x), 


\=”rj=‘nßf^'i^)+rr„"(')+  ■ ■ ■ 

Diese  Gleichungen  sind  in  der  That  ^ ^ (n— 1) 

die  allgemeinsten,  da  sie  n Constanten,  n + i’  " + * * **  n-I  l 
a,  ß 9 enthalten.  Gleichungen  1)  nicht  skmmtlich  Null  sind, 

BO  lassen  sich  die  allgemeinen  Integrale 
Ks  reichen  also  n particulftre  Integrale,  jqj.  Gleichung  1)  des  vorigen  Abschnitts 
von  denen  jedes  2 Variable  aber  keine  imnicr  schon  dann  durch  Quadraturen 
Constanten  eiithftlt,  aus,  um  das  System  hcrstcllen , wenn  man  n particulire  In- 
volUländig  zu  integriren.  tegralc  der  Gleichungen  2)  hat,  in  wel- 

chen also  die  letzten  Glieder  Null  sind. 

17)  Variation  der  Conatnnten.  D'"“  I»te^«>e.  b«Oglich 

die  aus  ihnen  und  den  Glochnngcn  2) 
Betrachten  wir  jetzt  den  Fall,  wo  die  gebildeten  Werthe  für  r,,  . x 

von  I„  X,  . . . freien  Glieder  " 

x,  = /-.(x),  x.  = /-/(x),  x.  = /-.»(x)  . . . X.  =/•.("  -’)(x), 
x,=  f,(x),  x,  = f,'{x),  x,=/-,"(x)  ...  x,  = f^’'-'\x), 


Setzt  man  nnn,  um  die  allgemeinen  Werthe  der  Integrale  von  den  Gieiebun- 
gen  1)  zu  ermitteln: 

3)  *i  = «i/'i(*)  + ",fi'W  + n|fi"W+  • • • 

x,  = n,AW+a,f.'(x)  + «.f,"(*)+  . . . +arS”-'k^} 
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wo  iniless  die  Grössen  er,,  n,  ...  keine  Constanten,  sondcm  Functionen  von 

X sein  sollen.  Es  ist  zu  untersuchen,  ob  nnd  unter  welchen  Bedingungen  diese 
Wcrthe  von  x,,  x,  . . . die  Gleichungen  1)  erfttllen  können.  UilTercnziirt 
man  die  erste  der  Gleichungen  3),  so  kommt: 


dx 


är,  w 

dx 


dx 


+« 


da 


+/*t 


("- ') 


dx' 


und  dies  muss  wegen  der  ersten  der  Gleichungen  1)  sein  gleich : 

A,x,-\.A,x,+  . . . +A^x^+ 

welcher  Ausdruck  wegen  der  Gleichungen  3)  tu  setzen  ist  gleich: 
"i  ['^1  fl  W+^i/’i(*)+  • • . ~{-A^f^(x)] 

+ n,Mif,'(x)  + A,/'/(x)+  . . . +^„f„'(x)] 


Da  aber  die  Ausdrücke: 

X,x:f.(x),  x,=  f,’(x)  ...X.  =/("-'>(,) 

particulärc  Integrale  der  Gleichungen  2)  sind,  so  müssen  sie  für  *,  in  die  Glei-^ 
chungen  2)  gesetzt,  dieselben  befriedigen,  nnd  man  erhält:  * 

-^^A,f,'{z)+A,f,'(x)+  . . . +^„f,;(x) 


dx 

so  dass  man  hat: 


(x)+  . . . +A  f 

n M 


In  gleicherweise  behandelt  man  die  Übrigen  Gleichungen  3)  und  zieht  aus  ihnen 
folgendes  System  von  Gleichungen: 


("— 0 


(X). 


<tx''»'"'^ » 

Lassen  sich  diese  Gleichnngen  erfüllen,  so  ist  also  das  System  1)  integrirt. 

28* 
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Diese  Gleichungen  4)  sind  aber  in  Bezug  auf  die  DifiTcrenzialquotienten 


rfx  ’ 


dj^ 

dx 

auflöst: 

. linear,  man  crh&lt  also  aus  ihnen, 

wenn  man  sie  nach  diesen  Grössen 

5) 

. . +B  A , 

« II  -f  1 ’ 

II 

wo  die  Grössen 

ß„  B,  . . . ß„,  B,'  ... 

bestimmte  Functionen  von  x sind.  Die 
Bestimmung  von  n,  ***  % 

auf  n Quadraturen  zurückgefuhrt,  da  die 
rechten  Seiten  nur  die  Variable  x cnt> 
halten.  Die  Werthe  von  «j,  ... 

welche  Jeder  also  eine  IntcgrationBCon- 
stantc  enthalten,  werden  in  3)  einge- 
setzt und  man  erhalt  so  die  Integrale 
der  Gleichungen  1)  mit  n Constanten. 
Man  hat  also  in  der  That  die  allgcmeU 
nen  Integrale. 

Das  eben  gegebene  Theorem  rührt 
von  Lagrangc  her,  und  wird  gewöhnlich 
als  „Variation  der  Constanten**  bezeich- 
net. Die  Anwendungen  dieser  Methode 
sind  für  Physik  und  Astronomie,  in  letz- 
terer namentlich  in  der  Theorie  der  Stö- 
rungen. von  grosser  Wichtigkeit  ge- 
worden. 

Es  ist  aber  der  Vaiiation  der  Con- 
stanten noch  eine  weitere  Ausdehnung 


für  den  Fall  gegeben  worden , wo  man 
weniger  als  n particulärc  Integrale  kennt. 

Mittels  ähnlicher  Betrachtungen  ist  es 
nftmlicb  immer  möglich,  wenn  man  ein 
particulftres  Integral  der  Gleichungen  2) 
des  Abschnitt  10)  ohne  Constante  hat. 
sowohl  die  Gleichungen  2)  als  auch  die 
Gleichungen  1)  auf  ein  anderes  System 
linearer  Differenzialgleichungen,  tvclches 
eine  Variable  weniger  hat,  zu  reduciren; 
wenn  man  2 particulärc  Integrale  hat, 
so  wird  dasselbe  auf  ein  System  mit  2 
Variablen  weniger  reduclrt  u.  s.  w. 

Sei  z>  B. 

das  gegebene  particul&re  Integral  der 
Gleichungen  2),  so  bildet  man  zunftebst 
auf  die  mehrfach  angedcutete  Weise  die 
zugehörigen  Gleichungen 

*.=/■■  w.  *.=/■.  w • • ■ *«=/■„(*)• 

Nehmeu  wir  nun  an,  die  allgemeinen  ln* 
tegralc  der  Gleichungen  1)  b&ttcD  die 
Form; 


die  man  ihnen  immer  geben  kann,  wenn  Up  w,  . . . zu  bestimmende  Functio- 
nen von  X sind. 

Diese  Werthe  setzen  wir  in  die  erste  der  Gleichungen  1)  ein  und  erhalten: 
d.  h.: 

+ ^.  («.-«, )/’,(f)  + ^,  («,-«, )/'j(.r)+  . ..  + 

Die  craten  Glieder  beider  Seilen  dieser  Gleichung  über  sind  gleich,  da  die  Glei- 
chungen 

■r,  =/■,(')  • • ■ 

die  Gleichungen  2)  crrdllen,  also: 
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)/■,(*)+  . . . 

nod  auf  dieselbe  Weise  bildet  man  ans  den  übrigen  Gleichungen  1)  die  folgenden : 


du 


wenn  wir  setzen: 


SO  nehmen  diese  Gleichungen  die  Gestalt  an: 


du 

Zieht  man  die  erste  Gleichung  von  allen  übrigen  ab,  so  erhält  man  links  die 
dv  dv  I 

Ausdrücke  ...  — ^ — , und  rechts  die  Grössen  v.,  t»,  . . . w in 

dxdxdx  »1  — 1 

linearer  Form,  also  Gleichungen  von  der  Gestalt: 

6) 


. . . +ß„_,«„_,+ß, 

rft-. 


fl 

+ ß ' 


n— 1 


. . . +ß  ,+ß(" 

‘ I ‘ I 1 ' \ I „ 


dx ‘ -1  > •'l  

wo  die  Grössen  £f,,  ß/  . . , B leicht  zu  bestimmende  Functionen  von 

X sind. 


Man  hat  also  zur  Bestimmung  von  ti|  , 


n— 1 


in  der  That  ein  lineares  System,  welches  eine  Variable  weniger  als  die  Gleichnn« 
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gen  1)  enth&U.  Zugleich  ist  ersichtlich,  dass  wenn  die  Gleichungen  2)  des  Ab- 
schnitt 15),  wo  also  die  Schlassglicder  \ ' ' ' gleich  Null  sind, 

zu  integriren  vorlicgcn,  ein  dem  System  6)  ganz  gleiches  System  entsteht,  welches 
wir  mit  7)  bezeichnen  wollen,  worin  die  Grössen  Ä,,  Ä,  . . , j»  * • * 

B ganz  dieselbe  Bedeutung  wie  in  6)  haben,  die  Grössen  B.  BJ  , . . 

«—  I II  w 

bJ-*^  aber  sämmtlich  gleich  Null  sind. 

Um  u^  zu  bestimmen,  hat  man  nach  der  Auflösung  der  GIcichnngen  6)  noch 
die  Gleichung: 

^ = -3.7i'W‘’i  + 3.7,'(x)r,+  . . . +-^,7  'Wo  ,+Ci. 
ax  H n II  — I 


nnd  diese  ergibt  u,  durch  blosse  Quadratur,  wenn,  wie  cs  nach  der  Integration 
der  Gleichungen  6)  ja  der  Fall  ist,  Cj,  r,  . . . _ j als  Functionen  ron  x ge- 

geben sind. 

Schliesslich  ist  dann: 

M,  = r',  + M,  . . . u^=r^_l+«, 


io  die  Gleichungen : 

X|  = "ifiW-  X,  = «,/■,(*)  . . . x^  = uj^(r) 

ZU  setzen,  so  dass  dann  die  Aufgabe  vollst&ndig  gelöst  ist. 

Seien  jetzt  2 particuläre  Integrale  der  Gleichungen  2)  gegeben: 
x.=fi(x),  x,=f,'{x) 

und  daraus  bez&glich  gebildet : 

I,=ft(x)  und  I,  = /■,'(*)  . . . x^  = f^(x)  und  x^  = f^(x), 

so  kann  man  wiciler  die  allgemeinen  Integrale  der  Gleichungen  1)  setzen: 
X’i=«iAW.  X,  = «,f,(x)  . . . X^-H^f^^(^x) 


und  die  Gleichungen  6)  bilden. 

Nehmen  wir  jedoch  zunächst  an,  es  lägen  die  Gleichungen  2)  zum  Integriren 
vor,  so  wären  die  transformirten  Gleichungen  von  der  Gestalt,  die  wir  mit  7)  be- 
zeichnet haben,  also: 


7) 


~-Ä,  t',  + Ä,n,  + . 


B 


«—  1 «—  I 


+ 8* 


dr 


_ #j  ("  — 2) 


■ • • +ß. 


' ' t* 


da  aber  die  Ausdrlicke  Xj=/'/(4-),  x,  . . , x^=^^'(x)  particollre  Inte- 

grale der  Gleichungen  2)  sind,  so  müssen  dieselben  identisch  worden,  wenn  man 
setzt:  • 

«,/•,  (x)  = f,'(x),  u,f,{x)  = f,'(x)  . . . = 

da  die  particulären  Integralen  doch  in  den  allgemeinen  enthalten  sein  müssen. 
Unter  dieser  Annahme  aber  ist: 


f„'(x) 

“"“CW’ 
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„ _/.'W 

*~A(x)  fAx)’ 

Man  hat  also  particnlärc  Integrale  der 
Gleichungen  7),  von  welchen  sich  die 
linearen  Gleichungen  6)  nur  durch  die 
8cblu»glieder  unterscheiden,  also  in  der- 
selben Weise  mit  ihnen  verbunden  sind, 
wie  die  Gleichungen  1)  mit  den  Glei- 
chungen 2)-  Man  kann  also  auch  nach 
der  eben  gegebenen  Methode,  wenn  wie 
hier  ein  particulares  Integral  der  Glei- 
chungen 7)  gegeben  ist,  dos  System  6) 
auf  ein  anderes  bringen , welches  eine 
Variable  weniger  hat,  so  dass  man  jetxt 
nur  noch  ein  System  von  n — 2 abhln- 
gigen  Variablen  hat. 

Dictelben  Betrachtungen  und  Rech- 
nungen sind  zu  wiederholen,  wenn  man 
noch  ein  particul&rcs  Integral  der  Glei- 
chungen 3)  hat,  d.  h. : Jedes  allgemeine 
Integral  der  Gleichungen  2)  reducirt  die 
Systeme  1)  und  2)  auf  eine  Variable 
weniger, 

18)  Andere  Eigenschaften  der 
linearen  Differenzialgleichun- 
gen. 

Die  Beziehungen,  welche  sich  Tür  die 
Integrale  der  linearen  DifTerenzialglci- 
chungen  I)  und  2)  des  Abschnitts  16) 
finden  lassen,  sind  selbst  dann  von  ho- 
hem Interesse,  wenn  sie  nicht  zur  Dar- 
u «« 

jCj  , j*,  = c , *1- 


/•/(x)  „ J^_  /VW 

/•.(x)  »-■  VW  '"‘W 

Stellung  der  Integrale  i|i  einer  den  frü- 
hem Theilen  der  Anal}'si8  entnommenen 
Form  führen.  Die  Entwickelung  der 
durch  diese  Gleichungen  definirten  Func- 
tionen in  Reihen,  die  Erkenntniss  ihrer 
Eigenschaften  fangt  an,  eine  Hauptauf- 
gabe der  neueren  Analysis  zu  bilden, 
und  schliesst  die  wichtigsten  und  schön- 
sten Probleme  ein,  welche  man  sich  auf 
der  jetzigen  Stufe  der  Wissenschaft  zu 
stellen  genOthigt  sieht.  Diese  Betrach- 
tungen aber  hängen  mit  den  allgemei- 
nen Eigenschaften  der  linearen  Differen- 
zialglcichnngen  aufs  Engste  zusammen, 
und  muss  daher  dieser  Gegenstand  hier 
noch  etwas  weiter  ansgenihrt  werden. 

Daher  geben  wir  nachfolgenden  Sats. 

Satz  I.  „Die  Integration  jedes  Sy- 
stems linearer  Diffcrcosialgleichangen 
führt  auf  ein  System,  welches  eine  Va- 
riable weniger  hat.  Dies  letitcre  System 
wird  aber  im  Allgemeinen  nicht  mehr 
linear  sein.“ 

Wir  werden  diesen  Satz  nur  au  den 
Gleichungen  2)  tn  bcw’cisen  haben,  da, 
falls  diese  vollständig  integrirt  sind)  die 
Integrale  von  1)  sich  anmittelbar  durch 
die  Variation  der  Constanten  ergehen. 

Wir  machen  in  diesen  Gleichungen 
folgende  Transformationen : 


wo  M,  (*|,  t'i  ...  Functionen  von  x sein  sollen.  Setzt  man  diese  Aus- 

drücke in  die  Gleichungen  2)  ein , so  ist  leicht  ersichtlich,  dass  überall  die  Ex- 
ponentialgrösse  sich  weghebt,  und  man  hat: 

8)  —=A^  + A,v^  + A,v,+  ... 

= + ■■■  +V  "n-l 


- + 


dt 


dx  ' 


+ A,' 


w,  + A, 


(»-  0. 


tJ,+ 


Der  Ausdruck  für  -r-  wird  ans  der  er 
az 

sten  Gleichung  in  die  übrigen  eingesetzt ; 
dadurch  verschwindet  eine  Variable  w 
gänzlich. 

Man  hat  Gleichungen  mit  n— 1 
abhängigen  Variablen  r,,  t,  ... 

worin  aber  Ausdrücke  von  2ter  Dimen- 


sion, V|  V,  . . , Vorkommen.  Kach 
Integration  dieser  Gleichungen  gibt  die 
erste  der  Gleichungen  8)  die  Grösse  u 
durch  Quadratur. 

Satz  II.  „Ist  ein  particnläros  Inte- 
gral der  Gleichungen  1)  von  der  Form 
ohne  Constaoten  gegeben, 
und  bildet  man  daraus,  wie  gezeigt, 
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= . . . x^  = (f 80  sind  die  allgemeinen  Integrale  der  Gleichan- 

gen  1) : 

*i  = V,(x)+V/|(x),  x,=y,(x)+^,(x)  . . . = + 


wenn 

V'iW.  M'iC-r)  . . • V'^(^) 

die  allgemeinen  Integrale  der  Gleichun- 
gen 2)  sind.“ 

Offenbar  nämlich  sind , falls  diese 
Ausdrücke  die  Gleichnngen  1)  erfüllen, 


dieselben  allgemeine  Integrale , da  die 
Grossen  n willkürliche 

Constanten  enthalten.  Dass  diese  Aus- 
drücke in  der  That  Integrale  von  1) 
sind,  ist  unmittelbar  zu  verificiren.  Setzt 
man  nämlich  in  die  erste  Gleichung  1) 
diese  Ausdrücke  ein,  so  kommt: 


!•+  I 


i V'i+-dj  V'i4-  . . . 


Der  Dehnition  gemäss  aber  ist  die  Satz  UI.  In  einem  bestimmten  Falle 
Summe  der  ersten  m + I Glieder  rechts  kann  man  ein  System  particulärer  Inte- 
dem  ersten  Gliedc  links  gleich,  und  die  grale  der  Gleichungen  D finden,  wenn 
noch  übrigen  Glieder  rechts  dem  zweiten  man  ein  particulärcs  Integral  der  Glci- 
Gliedc  links.  Die  Gleichung  wird  also,  chungen  2)  von  bestimmten  Eigenschaf- 
und  ganz  ebenso  die  übrigen  Gleichun-  ten  hat.“ 
gen  des  Systems  1)  identisch.  Sei  nämlich : 

«).  a)  . . . x^  = f^(x,  a) 


ein  System  particulärer  Integrale  der  Gleichungen  2),  welches  sich  aus  der  Kennt- 
niss  eines  einzigen  Integrals  ergibt;  a soll  eine  willkürliche  Constantc  sein,  nnd 
die  Functionen  f^^  ...  sollen  für  Jedes  a die  Gleichungen  verificiren: 

/■,(«.  «)='<„+,(«).  /■.(«.  <•)="*'„+ 1 W • • • /■„(“>  ')(„). 

Die  Ausdrücke-  rechts  sind  hier  die  Schlussgliedcr  der  Gleichungen  1),  in  w'clcbcm 
a für  X gesetzt  ist. 

Dergleichen  Integrale  lassen  sich  sogleich  bilden,  wenn  man  die  allgemeinen 
Integrale  der  Gleichungen  2)  hat.  Man  hat  dann  nämlich  n Constanten  zur  Ver- 
fügung, die  man  so  bestimmen  kann,  dass  die  zuletzt  geschriebenen  Gleichungen 
vcrificirt  werden.  In  jedem  Falle  aber  werden  die  Gleichungen  1)  vcrificirt  durch 
die  Ausdrücke: 


denn  es  ist: 


x,  = f f^{x,  tt)da  . . . x=f  f(x,a)dtt, 

Ja  Ja  J» 

dx  f.x  df  (x,a) 


oder  da  für  jedes  a 


also  auch; 


f,ix,x)  = A^^y-''> 
dx  ""l*!  J dx 


oder  da  ein  Integral  der  Gleichungen  2),  mithin: 
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.(,—  1),,  I)»  / ü (*— / 


») 


ist: 


d r*  f^{x,a)da 

= '*S’~  A(-r.o)<fr+  f.^(z,a)dx 


Diese  Gleichung  stimmt  in  der  Tbat 
mit  der  entsprechenden  des  Systems  1) 
Uberein,  wenn  man: 

/f  (*,«)  da=x^ 

0 

set2t;  und  dn  man  Hlr  s alle  Zahlen  von 
0 bis  n setzen  kann,  so  verideiren  diese 
Ausdrücke  in  der  That  das  System  1). 
Fügt  man  zu  ihnen  die  allgemeinen  In> 
tcgrale  der  Gleichungen  2)  hinzu,  so  hat 
man  also  deren  allgemeine  Integrale. 
Offenbar  dient  dieser  von  Caneby  her- 
rührende  Sau  auch,  die  Variation  der 
Constanten  in  anderer  Weise  zu  geben, 
da  er  aus  den  vollständigen  Integralen 

i,=i»,  f,  (*)+«,/■/  (*)+ . 


der  Gleichungen  2)  die  der  Gleichungen 
1)  finden  lehrt. 

Mit  Bezug  auf  das  Auftiuden  particu- 
lärer  Integrale  ist  es  von  Wichtigkeit, 
zu  wissen,  ob  ein  gegebenes  Integral  ein 
particuläres  oder  ein  singuläres  sei. 

Diese  Betrachtung  wird  jedoch  bei  den 
linearen  Betrachtungen  unnOthig  durch 
den  folgenden  Satz. 

Satz  IV.  ,,Die  linearen  Differenzial- 
gleichungen haben  überhaupt  keine  sin- 
gulären Integrale.“ 

Ks  folgt  dies  unmittelbar  aus  der  Form 
der  allgemeinen  Integrale. 

Die  allgemeinen  Integrale  der  Glei- 
chungen 1)  haben  nämlich  nach  Glei- 
chung 3)  des  Abschnitts  16)  die  Form: 


l,=(r,A(l)  + <r,  ...  +«//" 


*«="•  /■„w+“»cw+  • • • 

Die  Orüssen  rf|,  er,  . . . rr^  waren  Functionen  von  x,  welche  durch  die  Glei- 
chungen 5)  des  Abschnitts  5)  bestimmt  sind,  und  jede  eine  Intcgrationsconstante 
enthalten.  Setzen  wir  daher  statt  n"!  • • • bezüglich  «i+c,,  + . . . 

Integrationsconstanten  sind,  so  nehmen  die  Aus- 
drücke folgende  Form  an: 

*i-»i  A'W-  • • • '^(*)=ti,=o, 


*»-»«(*)-'• /hW-«./»'«-  . • • '^W  = «„  = 0. 

Die  erste  Gleichung  wollen  wir  als  das  wenn  man 
Integral  »tcr  Ordnung  betrachten.  (Ver-  ^ ^ 

gleiche  Abschnitt  14.)  Da  dasselbe  nur  ^—1^  = 0 oder  y-^  = qo, 

und  X enthält,  so  wird  man  das  ent- 
sprechende  singuläre  Integral  finden,  setzt. 
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Oie  erste  Gleiclmng  «her  gibt  (x)  = 0, 
führt  also  zu  keinem  singulären  Inte- 
grale, da  sich  x gleich  einer  Cunstanten 
aus  ihr  ergibt;  die  zweite  Gleichung 
aber : 

l = co, 

ist  unmöglich. 

Das  singuläre  Integral  n — Itcr  Grd- 
(Im,  ££i_Q 
de,  de,  ~ 


d h. 


-r.'w-AW^=o, 


nung  wird  gefunden,  wenn  man  r,  etwa 
aus  der  zweiten  in  die  erste  und  dann : 

(S;)-'  CS;)=« 

setzt,  wo  jedoch  c^  die  durch  die  2tc 
Gleichung  u,=:0  bestimmte  Fnnction  von 
c,  und  X,  ist.  Man  hat  also: 
dM,  (?r, 

oder  — ! 3-r  = 00 , 

(IC , (»X, 


die  2te  Gleichung  aber  gibt: 

-A  W-A'W'^ 


:0, 


In  jedem  Falle  also  würde  man  für  x 
lediglich  eine  Constnnte  erhalten.  Glei- 
ches zeigt  sich  in  derselben  Weise  für 
die  Integrale  niederer  Ordnung,  so  dass 
bei  allen  singuläre  Integrale  ausge- 
schlossen sind. 

Diesem  Satze  zufolge  kann  jede 
Fnnction,  welche  die  Gleichungen  1) 
oder  2)  verificirt,  als  particuläres  Integral 
betrachtet,  und  demgemäss  mit  Hülfe 
desselben  die  Aufgabe  rcducirt  werden. 

19)  Anwendung  der  Variation 
der  Constnnten  in  Astronomie 
und  Physik. 

In  den  Anwendnngen  der  Mathematik 
auf  Physik  und  Astronomie  kommt  oft 
die  Aufgabe  vor,  DifTerenzialglcichungcn 
zu  integriren,  welche  von  sehr  compli- 
cirtcr  Form  sind,  aber  einfach  werden, 
wenn  man  gewisse  darin  vorkommende 


dx . 


i-AW^=o. 

sehr  kleine  Grossen  vernachlässigen  will. 
Man  kann  dann  diese  kleinen  Grössen 
in  der  Tliat  zunächst  vernachlässigen, 
und  hierauf  eine  erste  Annähening  grün- 
den. Von  dieser  ausgehend,  kann  man 
dann  die  Methode  der  Variation  der 
Constanten  enwenden,  um  zu  einer  2icn 
Näherung  zu  gelangen. 

Es  ist  dies  z.  D.  der  Fall  bei  der 
StOrungsrcchnung  in  der  Astronomie. 
Vernachlässigt  man  die  Einwirkung  der 
Flaueten  auf  einander  als  sehr  klein  ge- 
gen die  Einwirkung  der  Sonne  auf  je- 
den derselben,  so  ist  die  Aufgabe,  die 
Bewegung  der  verschiedenen  Planeten 
zu  bestimmen,  bekanntlich  eine  sehr  ein- 
fache, und  diese  Lösung  kann  als  erste 
Annäherung  betrachtet  werden. 

Im  Allgemeinen  aber  lassen  sich  die 
Gleichungen  auf  die  Gestalt  bringen: 
dx 


dx^ 

— 

Wir  nehmen  nun  an,  jeder  der  Ausdrücke  fi,  . . . f^y  also  , bestände  aus 
2 Theilcn  wo  t eine  sehr  kleine  Cunstante,  also  ebenfalls  sehr  klein 

wäre.  Als  erste  Näherung  können  dann  die  Integrale  der  Gleichungen: 

dx 


rfX| 

dx 


= G„ 


= 


genommen  werden.  Mögen  dieselben  die  Gestalt  liaben: 

•'^1=71  <<i<  n,  ■ • • «„).  *,  = '/.(*.  «1.  • • • 

">  • • • ”n>’ 

wo  Op  die  Intcgrationsconstantcn  sind,  und  den  Bedingungen  der 

Aufgabe  gemäss  bestimmt  werden  müssen.  Um  nun  eine  zweite  Näherung  zu  er- 
langen, setzen  wir: 

•^,=7,  (*.  ",  + '^1.  <',+»1,  • • • 

WO  für  s alle  Wertbe  von  1 bis  n zu  setzen,  ...  zu  bestimntende 

Functionen  von  x sind. 
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7 vcrtniischl.  Dann  ist  identisch: 


Den  Bcdio^DKen  der  Aufgabe  gemäss  man  a*|,  . x mit  if 

ist  nämlich  der  Zuwachs  von  «j  . , . ” 

rr  mit  «//  zugleich  sehr  klein,  also  von 
n 1 ® 

gleicher  Ordnung  als  #.  Wir  wollen  nun 
mit  y ® stets  den  Werth  von  y^(x, 


dx 


mit  7 den  Werth  von  ^ „ 

* n'  'j  was  auch  die  Grössen 

7,  % + seien,  also  wenn  man  für  dieselben  be- 

bczeichncn.  Ebenso  sollen  6’  ®,  //  • züglieh  + . . . setzt,  ebenfalls 

u • * * identisch: 

die  Werthe  von  u , H sein,  wenn  man 


darin  Xj,  x,  . . . bezüglich  mityi®, 
. y^*  vertauscht,  dagegen  sollen 


dx 


die  BeKcichnungen  6'  , //  bleiben,  wenn  ^^  ***^*^  7 • • • Integrale  der  gc- 

* * gebenen  Gleichungen  sein  sollen,  so  ist. 

dy,  ^7,  t-ndy  dt 

c + ,//  =-p:=^+*  s -j 

* ‘ ax  <)j  dx 

und  wenn  man  die  höheren  Potenzen  von  s vernnchUssigt: 


(1  +,//  •= 


also  wegen  des  Werlhes  von  (1 


dx 


l = n ()if  • di 

f'  -,i 

I = 1 da^  dx 


t=H  dl/  • di 

H • = X i ! . 

* t =■  1 dn^  dx 

Diese  Gleichung,  ein  Sjnibol  für  u an-  gesetzt  hat,  kann  man  durch  Wiederho- 
derc,  die  daraus  entstehen,  wenn  man  lung  dieses  Verfahrens  noch  zu  einem 
s = l 2 n setzt  nibt  höheren  Grade  der  Annahemng  ge- 

’ ■ ■ ■ ’ * dx'  dx  ' ‘ ' laugen. 

" , ü .•  , . 20)  Methoden  zur  gleichzeiti- 

— als  Funct.onen  von  a-  und  den  Con-  ge  n I nte  g ra  ti  on  d e r si  m ul  tane  n 

stAnten  o;  die  Grössen  X lassen  sieh  also  I'nearen  Differenzialgleichun- 
durch  Quadratur  bestimmen.  gen. 

Diese  Methode,  ebenfalls  von  Lagranec  System  von  n simultanen  Diffe- 

herrührend,  ist  für  den  Fall  der  mccha-  kann,  wie  wir  gesehen 

nischen  Gleichungen  noch  namhafter  “ . Gleichung  «tcr  Ordnung 

Vereinfachung  fähig,  die  jedoch  hier  ? j ^ Variablen  zurOckgeführt  werden, 
noch  nicht  dai^stcllt  werden  kann.  >r  nicht  immer  das  bequemste 

Verfahren  zur  Ausführung  der  Xntegra- 
Nach  der  Berechnung  der  Werthe  von  tlon.  Für  die  linearen  Differenzialglei- 
A,  . . . 1^,  und  nachdem  man  diese  chungen  empfiehlt  sich  namentlich  das 
»in  folgende.  Seien  wieder  die  gegebenen 
Gleichnngon : 

rfx.  . 

— 4iX|+.<^,Xj+  . , . 4-A  + 


in  die  Werthe  von  Xj,  x,  , . . x^ 
1) 


«+» 


dx 


n-f-t 


Wir  mnltipliciren  sämmtliche  Gleichungen  bezüglich  mit  den  Factoren: 


Digitized  by  Google 


Quadraturen  — Zurückf.  auf.  444  Quadraturen  — Zuruckf.  auf. 

A,  ...  I» 

und  addiren  die  Prodnete;  es  ergibt  sich  dann  fUr  die  linke  Seite  der  enUtehen* 
den  Gleichung: 


X — + X +i 

A,  ^ i-  ... 

oder  wenn  man  seut: 

du  di.  dÄ,  *^^«—1 

' — X,  X,  . . . —X  — ; 

dx  dx  dx  n— 1 dx 

Für  die  rechte  Seite  aber  ergibt  sich  folgender  Ausdmek,  wenn  man  statt  x^  die 
Grösse  m einführt: 

+ ...  +i,i  , ^ ^ 

' ' n—l  n • n 


+ A , A ("-D) 

n fl  — 1 fl  ' 

Zur  Bestimmung  der  Grössen  i„  X,  . . . X^_^  kann  man  nun  die  mit 
Xp  X,  . , . mulliplicirten  Ausdrücke  einzeln  den  mitx,,x,  mul- 

di  dx  ^^fi  1 

tiplicirtcn  Ausdrücken  — r*  • • • 1 auf  der  linken  Seite  glcidt 

dx  dx  dx 

setzen;  es  ergibt  sich  dann  zur  Bestimmung  der  X ein  System  von  n— 1 Gleichungen, 
die  aber  nicht  linear  sind. 

2)^-^+X,A,+X,A,'+  ... 


*^+X,A,  + X,A,'A-  . . . 

+ . . . 
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dx  « — 1 fl  — 1 


+ -1  .A  '^-A 

M — 1 «— 1 


("-1) 


«-1 


Gelingt  es,  diese  Qleichangen  anfznlösen,  so  hat  man  nur  noch  zu  integriren  die 
Gleichung: 

3)  ^ + '+  . . . +A 

' ^ * w n n — 1 H n ' 


dx 


_Ll  J ("“*)—  J ("  — 0 


IHese  Gleichung  ist  eine  lineare  mit  2^,  ^ ^ {n — 1) 

Variablen  u nnd  x,  sie  kann  daher  im-  1 • • • #1  * ‘ * ' ... 

mer  .nf  Qa«lr.t»ren  ^ («  - .)  Cons.anten,  die 

den.  Dieses  Verfahren  bestätigt  also  n * 

(»-') 


.A 


den  schon  in  dem  Vorigen  gegebenen  n _ a a» 

Satz,  dass  ein  System  linearer  Uifferen-  "^n+i*  w-+-l  ’ ‘'’w-l-l 

zialgleichnngen  sich  immer  auf  eins,  wcl-  aber  beliebige  Fnnctionen  von  4:  sind, 
ehes  eine  Variable  weniger  enthält,  re-  Jedoch  kann  man  der  Entwickelung  in 
duciren  lasse,  welches  jedoch  nicht  mehr  diesem  Falle  durch  eine  leichte  Modi- 
linear  ist.  fication  eine  mehr  symmetrische  Form 


indess  ist  cs  im  Allgemeinen  nicht 


geben. 


thunlich,  die  Gleichungen  2)  «uf  Qna-  "“"“jP“''?”.  "äralieh  die  Glei- 

dratnren  znrückanführen.  '•'“”8'"  • V 

^ 1*  j-  - All  WO  wir  uns  unter  diesen  Grössen  will- 

gem}0  les  nu  I g i kürliehe  Conslnnten  denken,  und  addiren 
.n  dem  lalle,  wo  A,,  A,  , . . A^,  Producte,  indem  wir  setzen: 


Ai  A,x,+  . . . +A  = 


Es  ergibt  sich  dann: 


4-  + 


+ + V+  •••  +^iiV" 

Zur  Bestimmung  der  Constanten  X,,  A,  . . . nehmen  wir  nun  folgende 
Gleichungen  an: 

2)  i,A,+l,.l,'+  . . . = 

l^A^+k,A^+  . . . = 

WO  m eine  neue  Constaot«  ist.  Eliminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  sämmt- 

l ^fi 

liehe  oder  vielmehr  die  Verhältnisse  'p  • * • (man  kann  nämlich  eins  der 

A|  A. 
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I,  I.  B.  seticn),  die  allein  in  Betracht  kommen,  so  hat  man  den  Werth 

von  «I,  dessen  Determinantenfurm  sein  wird  : 


3) 


^ I ” ^ l > 

il,'— m,  A, 


(-•) 


-dl 


A , A A 
n’  n 


W_a 


. . A,' 

. . A, 


S”~'\ 

(»- 1)_ 

{—0 


Dies  ist  offenbar  eine  Gleichung  nten  Grades,  aus  der  sich  n Werthe  für  m er- 
geben, die  wir  mit  m,,  tn,  . . . bezeichnen  wollen.  Zu  jedem  dieser  Werthe 

geben  die  Gleichungen  2)  ein  eindeutiges  System  der  AnsdrDcke  ji  . . . . 

— , BO  dass  man  ii  solcher  Systeme  erhllt.  Mit  Benutzung  der  Gleichungen  2) 
und  der  Dcfinitionsglcicbung  für  w : 

+ 

ninitnt  ftber  die  Gleichung  für  ^ folgende  Gcstult  an: 


4) 


du 

dz 


+ l A 

^ n H-f  I 


wo  V eine  Function  von  x ist,  welche  bestimmt  wird  durch  die  Gleichung: 

Die  lineare  Gleichung  4)  ist  leicht  zu  integriren.  Ware  darin  K = 0,  so  hätte  man 

rf«  , , , I 1 

— =.mdx  also  lg«  = mx -J-lg  o,  u = ae  , 
u 

und  diese  ÄuBOsung  entspricht  dem  Falle,  und: 

WO  die  leuten  Glieder  ^_mzry^-mx^ 

,,.Ä  alle  gleich  Null  sind.  i • t 

n— I wo  ti  noch  eme  Integrationsconstante 

Mit  diesem  Falle  konnte  man  sich  bc-  enthalt. 
gnOgen,  da  auf  ihn  die  Integration  der  Sj«“,  “ ^le  entsprechenden 

Gleichnigen  1)  sich  ja  immer  durch  die  " Berthe:  m„  «,  . . . m^,  so  ergeben 
Variation  der  Constanten  zurtickführen  gjeh  demgemÄsa  auch  n Werthe  von  «, 
lasst.  Nimmt  man  aber  das  allgemeine  die  wir  mit  m,,  w,  . . . « bezeichnen 

ÄlcstrM^thirfal'^cVn  ->'en.  Zn  jedem  Werthe  von  „ aber 

zu  betrachten.  Setzt  man  den  Werth  fhOrt  auch  ein  System  von  Werthen 
von  w unter  dieser  Voransscunng  in  die  3en  Glei- 

Gleichung  4)  ein,  so  kommt:  chungen  2)  ergehen,  und  die  wir  dadurch 

• dö  — mx  ^0°  einander  unterscheiden,  dass  wir  die 

dx~  ^ * zu  gehörigen  mit  a/*\  .... 

^ A bezeichnen. 

a_y  Ve  dXj  Gleichung: 

i,x,+l,*,+  . . . +A„x„=u 
erfüllt  also  in  n andere  von  der  Form: 
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6) 


xS  ^Xi+xS'^x,+  ■ . . +).J-‘h^  = u, 


aus  denen  eich  ergibt; 
6) 


i Wx,+i,WjT,+  ...  +i^Wx^=U^, 

*!=/'!  ••i+/'i“.+  • • • +f‘n\' 


=i“l 


1 + ^1^"  ‘^«r  + 


WO  die  mit  ^ bezeichncten  Grössen  durch  Elimination  von  allen  x bis  auf  eins 
aus  den  Gleicbnngcn  5)  sich  ergeben  nnd  Constanten  sind. 

Es  ist  ferner: 


="'7 


X 

dx ; 


die  Aasdrficke  in  6)  enthalten  also  t»  willkürliche  Constanten.  Im  Falle,  dass 
in  den  Gleichungen  1)  die  Schlussglicder  fehlen,  ist  an  setzen : 

m X 

« s 

u =a  e , 

t $ ’ 

wo  die  Grössen  ap  willkürliche  Constanten  sind. 

Selbstverständlich  können  die  Wurzeln  der  Gleichung  3)  zum  Theil  oder 
sämrotlich  intaginftr  sein. 

Mögen  etwa  und  zwei  conjugirtc  imaginäre  Wurzeln  sein,  der  Art, 
dass  man  hat: 

m^=p  + qi, 


so  wird  man  demgemäss  auch  haben: 

wo  6^  und  Constanten  sind.  Es  wird  dann  in  jeder  Gleichung  für  eins  der  x 


X ein  Theil  Vorkommen: 


+ _,^i) J've-^P-V')^ax 

= fP'^(co8  yx-f-isin  9x)(6^  (cos  9X  — t sin  9X)  dx 

+ e^'*^(co8  9x  — isin9x)(6^— c^i)  j'Ve  (cos  9X + i sin  9x)dx 

— 2«^*(6^coi  qx—c^  sin  ?*)_/'*'«  cos  qx  dx 

+2c^^  (Ä^sin  9x  + c^co8  qx) J*Ve  ^^ain9x  dx. 
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In  dem  Falle,  wo  die  Schiassglieder  wo  die  G)e[chong  3)  zwei  oder  mehrere 
fehlen,  werden  die  Integrale  gleiche  Wurzeln  hat.  Sind  nämlich 

___  /* . "*»  dergleichen,  so  würden  die  ent- 

> ^ cosoxrfx  and  / l'e  ' sin^xrfx  * , , ... 

./  sprechenden  Werthe  and  gleich 

durch  die  Integrationsconstanten,  welche  werden,  und  in  den  Olcichangen  6)  sich 
mithin  beliebig  sind,  ersetzt.  Eine  Schwie-  die  entsprechenden  Glieder  in  eins  au- 
rigkeit  aber  macht  in  der  Thnt  der  Full,  sammenziehn,  dag  entsprechende  Glied: 


— m X 
' rfx. 


also  auch  nur  eine  willkürliche  Constante  , (0  . (s)  , (i)  , y 

enthalten  Die  Gleichungen  (i)  geben  ^ * * ' ' * n 

also  in  diesem  Falle  nicht  mehr  die  voll-  tionen  von  m za  betrachten  sein,  die 
ständigen  Integrale,  da  sie  nur  « — 1 

Constanten  enthalten,  indess  kann  man  dadurch  in  ^ ' ...  i ''  über- 

diesen  Fall  aus  dem  allgemeinen  in  der  , , - j j . nx 

V*  i * . UI  • 1 gehen  und  somit  wird  das  System  2), 

gewöhnlichen  Art  nbleiien,  dass  man  ® / , . . 

die  Wurzeln  m und  zunächst  nicht  wenn  man  darin  . . . für 

...  , • 1 • 1 „1  1 in  . • • schreibt,  nach  m zu  dilfe- 

gleich,  sondern  sieh  einander  nähernd  i 

denkt,  so  dass  der  Unterschied  vcrschwin-  renziiren  sein,  um  das  entsprechende 
don.l  klein  wird.  Erhält  demnnch 

einen  Zuwachs,  dnreh  welchen  es  in  .» , 
übergebt,  so  werden  die  zugohCrigcn 

dm  * dm 


2a)  A, 


</A 

dm 


(0 


« 


dm 


(«) 


dm 


(») 


+■^1 


di  (') 

(— ir-  _ 


di. 


w 


(0 


dm 


dl 


w 


.4.  + V-+  . . . = 


(•) 


^ dm  ” dm 

SS  9 9 

Statt  der  aus  den  Glcichnngcn  2)  ausfallenden  • • • A^^^^  erhält  man 

mittels  dieser  Gleichungen  ebensoviel  neue  Constanten: 

d i <^ 

"dm  * dm  dm  ' 

SS  s 

welche  sich  als  lineare  Functionen  von  a/*\a,^*^  . . . A^^*^  ergeben. 

Auch  die  Gleichung  für  in  den  Gleichungen  5)  muss  nach  dififerenzürt 
werden,  wenn  man  von  zu  seinem  Nachbarwerthe  Übergeht.  Diese  Glei- 
chung aber  wird : 

W rfi  (*)  äiS’'^  du. 


5») 


dm 


dm 


,x,+  ...  = _ 


dm 


Dies«  Gleichung  aber  ersetzt  die  ausfallende  Gleichung  5)  und  zeigt,  wenn  man 
sic  mit  den  Gleichungen  5)  verbindet,  dos»  statt  des  Gliedes  jWj^**^**^  den  Inte- 
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gralen  6)  der  Au.druck  erscheint.  Die  GrB.sen  /r  aber  ergeben  .icb, 

vfcnn  man  nach  und  nach  alle  x,  bis  auf  ie  ein«  ftna  e\  . 

Ä;tnl,tber“il’t  We“ 

^ = xe  (/.e 

t' 

wo  unter  a die Integraüonsconstante  in  veretehen  ist.  ~=«  ist  dann  alseine 
oene  Constante  au  betrachten.  * 

wird'di^et'ln«?  Scbln.sglieder  gleich  NnU  sind, 

«*  X m X 

<tXB  + e * <*» 

tiplil“'i,1“  vorkommendenExponentialgrössen  mitxmnl- 

Wflrden  3 Wurieln  gleich  so  ist  leicht  ersichtlich,  dass  man 

dieselben  alle  3 in  einander  übergehen  lassen  kann 

Man  muss  dann  die  Gleichung  2 a)  nochmals  nach  differeniiiren , und  er- 

d-'i  rf’l 

hält  die  Constanten  , > dm~<~  System,  welches  so  ans  2 a)  ent- 

steht, ebenfalls  in  linearer  Form;  zu  5a)  kommt  dann  die  Gleichung: 

5b>  - 

d’u 

und  in  den  Integralen  tritt  ein  mit  ^ multiplicirtes  Glied  hinin,  welches  sich 

f 

l“e*'nen;  CoLuntft"”®’"'’"  ”’V-+2«+«  redneirt,  wo  ^ 

Allgemein  für  p gleiche  Wurzeln,  hat  man  die  entsprechenden  Gleichungen 
2)  und  5)  p-1  mal  zu  differenziircn,  so  dass  in  den  Integralen  noch  die  Ans- 
du^  tfu^  rfP  'u 

drücke . ^ • • • hinsntreten.  Wir  erUntem  diese  Methode 

s s dm  ' 

s 

durch  dn  Beispiel. 

Seien  gegeben  die  Gleichungen : 

^+^y  + B*  = 0,  ^ + A.y+B,i  = 0, 

SO  wird  in  der  Gleichung  4)  ti=0  zu  setzen  sein,  und  sich  ergeben: 

a.  «tx 

u = ae  y 

2*°-*“*  zu  setaen  in  die  Gleichungen  1)  dieses  Abschnittes:  —A  für  A,, 
chnn^n  2)'’  ^ "i  > —B,  für  A,'.  — Es  gestalten  sich  also  die  Glei- 

^ I|  A-f-I,  — asi,,  I|  A|+Ii  = — «le, 

I,  (A-(-m)=— I,  fi,  I,(ß,  + m)z=— I,A,, 

oder  durch  Elimination  von  I,  und  A, : 
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oder : + m)  (ß . + m)  = i 


+ m ß 

Aj  ßi  + in 

eine  quadratische  Gleichung,  deren  Wuneln  iWj  und  «i  sein  m^gen,  so  dass 
man  hat: 


Die  Gleichungen  5)  aber  werden: 

aus  welchen  sich  ergibt: 

_ _ is'«j 

Diese  Gleichungen  werden  einfacher,  wenn  man,  wie  cs  im  Allgemeinen  erlaubt 
ist,  also  auch  A/  und  = l setzt. 

ScUcn  wir  dann  sutt  so  ergibt  sich: 


und  sur  Bestimmung  der  k: 

A + m,=-k'B, 

ausserdem : 


«^  = a|e  ‘ , v,  = a,e  • , 
wo  a,,  a,  die  Integrationscunstanten  sind. 

Habe  Jetzt  die  Gleichung  für  m,  d.  h. : 

(A-r  ai)  (ß  1 +»»)=  ß^  I» 

zwei  gleiche  Wurzeln,  ein  Fall,  welcher  eintritt,  wenn  man  hat; 

(A  + ß,)*+4(A,ß-ß^  A)=0, 

d.  h.; 

Xi  + ßj’_2A  ß,4-4Ai  ßoO. 

Statt  der  Gleichung  /l+m,=— welche  ausfbllt,  ist  in  diesem  Falle  die 
Gleichung  il+m,  = — i'B  nach  m,  lu  differenaiiren,  so  dass  man  hat: 

OIR  , 


jr,  = -ß(rtx  + ft)e 


Ferner  hat  man: 

und  indem  man  diese  Gleichung  nach  4cn  Werth  ^ , so  dass 


m,  differenzürt: 


dX' 

dm. 


d.  h.: 


dm 

du^ 
dm  ^ 

du. 


X,  = “ß 


man  auch  setzen  kann : 

__  mX  r I ß O . .a 

Xjr=  e [rt4--2—  (a^  + «)]- 

21)  Andere  Methode  zur  Inte* 
gration  der  simultanen  linearen 
Differenzialgleichungen,  wenn 
die  Coefficienten  constant  sind. 

Es  ist  oft  bequemer,  dass  man,  statt 
in  die  eben  gegebenen  allgemeinen  Glei* 


oder,  wenn  man  für  Mj,  n.A'einsetzt : (.hangen  einznsetzen,  für  den  ^rade 

vorliegenden  Fall  das  Verfahren  einfach 


— (A+m)(nx+  o)  e 


von  Anfang  beginnt. 
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D»u  empfiehlt  sich  aber  eine  einigermossen  abweichemle  Betrachtungsweise, 
welche  wir  hier  noch  geben  wollen  unter  der  Voranssetznng,  dass  es  sich  um 
Gleichungen  ohne  Schlussglieder  handle,  indem  man  im  entgegengesetzten  Falle 
die  Variation  der  Constanten  anwenden  kann. 

Seien  demnach  die  vorliegenden  Gleichungen: 

1)  -^=A^x,+A,  x,+  • • • +A  X , 

ojc  N n 

'!^  = A,’x,+A,'x,+  . . . +A^'X^ 


dx 

I 

dx 


("— I), 


mx  mx 

*1=01«  > = 


mx 

'«=*«*  ’ 


Ks  bandle  sich  sun&chst  nur  um  ein  System  partlcul&rer  Integrale.  Suchen  \n*r 
daher  die  Gleichungen  1)  zu  verihdren  durch  folgende  Ausdrücke : 

2) 

WO  m,  Al)  a,  • • • bestimmende  Constanten  sein  sollen.  Setzt  man  diese 

Ausdrücke  wirklich  in  die  Gleichungen  1)  ein,  so  erh&lt  man : 

3) 


_ » (n  — \)  , j («  — I)  , t A (« — 0 

ma^=A^^ 

Offenbar  geben  diese  Gleichungen  Werthe  für  n— 1 der  Constanten  A|t  a,  • • • 
A^  und  ausserdem  noch  für  m.  Es  können  also  die  Gleichungen  1)  veriflcirt  wer- 
den, indem  man  etwa  eine  der  Constanten  a^  gleich  der  Einheit  setzt.  Eliminirt 
man  alle  a,  so  ergibt  sich  zur  Bestimmung  Ton  m dieselbe  Gleichung  wie  im  vo- 
rigen Abschnitt,  n&mlicb : 


4) 


0= 


A^*—m 


A^(n-<\  0...^  («-<)_„ 


Die  Identit&t  derselben  mit  der  Gleichung  8)  des  vorigen  Abschnittes,  so  wie 
auch  der  Gleichungen  2)  desselben  mit  den  Gleichungen  S)  dieses  Abschnittes 
ist  leicht  zu  zeigen.  — Da  die  Glcichnng  4}  nten  Grades  ist,  so  geben  die  Glei- 
chungen 8)  su  jedem  der  m,  also  m|,  a*i  * * * ein  entsprechendes  System  der 

a;  wir  bezeichnen  diese  Systeme  bezüglich  mit: 

A,',  A ' • . • A ' 


Ci)  (2)  (i) 


29* 
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und  to  ergeben  sich,  wenn  man  diese  Werthc  nach  einander  in  die  Gleichungen 
2)  einsetst,  n Systeme  particnlftrer  Integrale: 





:r.=:a  ,,=  a • • • * =a 

* ‘ * j fl  rt 


Wm  X m X 

e ♦ . • * = <f  ' e 


Aus  diesen  particnliren  Integralen  aber  gewinnt  man  nach  den  oben  gegebenen 
Regeln  das  allgemeine,  w*enn  man  setzt: 

*,  = o,  «”*•*’+  • . • +it^a,^"K  " , 


/ \ 1^  X 

, (n)  n 

+ « a ^ ' t 
^ « n 


wo  die  Grössen  rrj,  a,  • • • r;  beliebige  Coiistantcn  sind. 


22)  Lineare  Differenzialgleichung  ater  Ordnung  mit  2 Va- 
riablen. 

Die  lineare  Differenzialgleichung  nter  Ordnung  mit  2 Variablen  hat  die  Form: 
dx 


dz 


‘ = A,x,  + Ari^+Ar-^+. 


-A  . 

n jj.n—  1 ' 


wo  die  Grössen  A,  . - • Functionen  von  x sind.  Auch  hier  un- 
terscheidet man  die  beiden  Fälle,  ob  das  Schlussglicd  gleich  Null  ist  oder 

nicht.  In  jedem  Falle  aber  kann  man  die  Gleichung  1)  durch  das  System  er- 
setzen : 


2) 


Hx,.  dx^ 


= * > 
n 


dXn 

-^  = A,j:,+A,x,+A,jr,+  . • • +A^_^x^_^+A^x^+A^^ 


also  durch  ein  System  von  n Gleichungen  erster  Ordnung,  auf  weichet  sich  die  in 
den  vorigen  Abschnitten  gegebenen  Theorien  ohne  Weiteres  anwenden  lassen. 
Setzen  wir  so  ist  dies  nur  auf  die  letzte  Gleichung  des  Systems  2) 

von  Einfluss,  welches  die  Gestalt  annünmt: 


3) 


dx,  dx.  , n— 1 

dx  * dx  * dx  n 

dx^ 

-j-  = A^z,  + A,x,+AtX,+  . . . +A  X +A  X . 

***  W“!  W— I W t% 

Der  Mnltiplicator  des  Systems  2)  oder  3)  hat  nach  Abschnitt  16)  die  Form : 
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M=e  J' 


A_dx 


da  alle  übrigea  Glieder  der  Summe  im  Exponenten  Nnll  werden. 
Hat  man  ein  particnUrea  Integral  der  Gleicbnngen  2)  oder  3); 

* !=/■(*). 

80  ist  auch  offenbar: 


_d’r(x) 

'-~dT' 


Vw 


dz’' 


and  diese  Aasdriicke  bilden  ein  System  zQsammengeboriger  particnl&rer  Integrale 
Habe  man  jetzt  n particulare  Integrale  fQr  die  Gleichungen  3) , oder*  was 
dasselbe  ist,  fdr  die  Gleichung: 


4) 


^ *‘-d  X A.A  ‘‘^•4. 


dz” 


+ 4 


dz” 


»i=/'W.  *i=f'W,  • • • *»=/("  '\i), 

80  ist  nach  Abschnitt  15)  das  allgemeine  Integral:  • 

x,  = «if(i)+«,/-'(x)+  ...  0(j.) 

Um  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  1)  au  finden  aber  muss  man  <r,,  <», . . . 
% Functionen  von  x betrachten,  und  die  Variation  der  Constonten  anwenden, 

welche  in  den  Gleichungen  4)  des  Abschnittes  16)  enthalten  ist.  Es  wird  Däm- 
lich, wenn  man  dort  setzt: 


beztlglich  für 


für 


fw.  rw  • • • 

f.w.  f.'w-  • 

UM  MM.. 

dz  ’ dz  ' tlz 

r,ix),  r,'{z) ...  /',(■*- ')(x)i 


. . . d"~’/"~’)(x) 

dz”-'  ’ dz”-'  dz”-' 

fOr 

5)  /-(x)^  + r(x)^+  ...  +f^”-'\z)'^=0. 

ißf}  •‘f  w Mz. . . . ^=0 

äx  dx  dx  dx  dx  dx 


d*  V(x)d«.  ,d"-y>wrf„  _ _ 

dz''  J^n-i  dz 


. n— 2 dx  * 


dx" 
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' fW  I V'W  do,  , . , rf"~  '/■(*-'>  (r)  ‘'"n,  ^ 

dx"-'  rfr"-‘  dx”-'  *'* 

ein  Sysmn,  welches  alle  rr  durch  Quadraturen  gibt. 

Eben  so  einfach  übertr&gt  sich  das  in  Bezug  auf  die  Rcduction  der  linearen 
DifTcrenzialglcichung  Gesagte  in  dem  Falle,  dass  man  weniger  als  n particulhre  ln* 
togrole  der  Gleichung  4)  kennt,  auf  diesen  Fall. 

Ist  nämlich 

*i=fW 


ein  gegebenes  Integral  der  Gleiclmng  4),  so  kann  man  das  allgemeine  Integral 
der  Gleichung  1)  gleich  uf{x)  setzen,  und  hat  dann  offenbar: 


iW^-^üM  + rix)- 

dx  dx  ^'''  •dx' 


Ar»  " 


dV(r)  I 3 da  df(x) 


dr"^ 


d*u 


dx  dx 


. ..  (X)  . d«  d"-  ' f(x)  , d.«  d“- V(*)  . . .d"« 

dr"  dx"  dx"-'  dx"--  dx" 

WO  die  Grössen  f«|,  n,,  • • • die  Binomialcoefßcicnten  vorstellen. 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  1)  ein,  und  berücksichtigt  dass: 

> j,— I 

vermöge  der  Definition  von  f(x)  ist,  so  ergibt  sich  daraus  eine  Gleichung  von 
der  Gestalt: 


d**w 

dx^ 


du 


d*u 


di+"*di^+' 


■-H“ 


d"-'» 


wo  fffp  ff, 


ff  Functionen  von  x sind;  setzt  man  also  wieder: 


du 

dx~'"' 

so  bat  man  die  Gleichnng  n— Iter  Ordnnng: 


ö) 


dt 


dx 


+«t 


d"~%- 


•f’ff 

— 'dx"--  " 


zn  integriren,  wonach  dann: 

«=y  tdx 

sich  durch  Quadratur  ergibt. 

Es  ist  auch  klar,  dass,  wenn  die  Gleichung  4)  znr  Integration  vorliegt,  also 
x4^_j_j=0  ist,  dann  auch  «,,=  0 wird.  Sei  «i/"(x)  also  das  allgcmoine  In- 
tegral der  Gleichung  4),  und 


so  bat  man: 

7) 


dx 


dvi 


dx" 


. 1 ‘ ‘ ‘ dx 


+ « 
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Die  Schlüsse  für  den  Fall,  wo  mehr  als  ein  partictü&res  Integral  der  Glei- 
chung 4)  gegeben  ist»  sind  nnn  wie  in  Abschnitt  16)  zu  machen.  Ist  f'(x)  ein 
zweites,  so  muss  also  f' (x)zzu^f{x)  geseut  werden  können,  da  v^f{x)  das  allge- 
meine Integral  ist.  Es  ergibt  sich: 


«I 


_/■'  w 

“fW’ 


dx  • 


Man  hat  also  ein  particultres  Intep-al  der  Gleichung  7),  dnreh  welches  die  Glei- 
chung 6)  um  eine  Ordnung  reducirt  wird  u.  i.  w. 

Die  SStze  des  Abschnitts  17)  lassen  sich  unmittelbar  auf  unsern  Fall  anwen- 
den. Wir  specialisircn  daher  nur  den  Satz  111),  welcher  jetzt  lautet,  da 


A ("■ 
»-H 


’)(«)= A 


'«  + 


,(») 


SU  setzen  ist: 

„Ist  x^^fix^  a)  ein  pardcul&res  Integral  der  Gleichung  4),  wo  a eine  will- 
kürliche CoDStante  ist,  nnd  man  für  jedes  a bat: 


f(*,«)=o,  ^1^=0- 


d"  ' f (i,  a) 


d,"-' 


für  den  Fall,  wo  x = a ist,  so  ist: 

- *i=  / /(*»«)<<« 

0 

Termehrt  um  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  4),  das  allgemeine  Integral 
der  Gleichung  1).** 

Diese  Methode,  welche,  wie  wir  bereits  gesehen  haben,  immer  die  Variation 
der  Constanten  ersetzt,  ist  oft  bequemer  in  der  Anwendung  als  die  letalere. 

Was  endlich  die  linearen  Differenzialgleichungen  mit  constanten  Coefficienten 
anbetrifft,  so  werden  hier  die  in  dem  vorigen  Abschnitte  gege- 
benen Betrachtungen  sehr  einfach.  — Seien  in  der  Gleichung  4)  in  der  That  die 
CoefBcienten  constant,  so  setzt  man  and  durch  Einsetzen  in  Gleichung 

4)  erhlU  man: 


Die  ft  Wurzeln  dieser  Gleichung  ffi|,  m,  • • • geben  eben  so  viele particnllxe 
Integrale,  und  man  hat  als  allgemeines  Integral: 


r I m 


wo  o,,  n,  • • • willkürliche  Constanten  sind.  Seien  conjngirte  ima- 

ginkre  Wurzeln,  so  setzt  man : 

m^=a— bi, 

nnd  erhält; 


m X m X ax 

a^e  * +«,e  ‘ =«  (* cos 6x+*sinbx), 
wo  A und  k willkürliche  Constanten  sind.  Werden  2 oder  mehrere  Wurzeln  «1^, 
m^,,  m^„  • • • gleich,  so  denkt  man  sich  dieselben  zunächst  unendlich  wenig  Ton 

einander  rerschieden.  Ist  nnn  a^e  * das  entsprechende  particnläre  Integral, 


Digilized  by  Google 


Quadrataren  — Zuruckf.  auf.  456  Quadraturen  — Zuruckf.  auf. 


so  müssen  auch 


d(«,  c ' ) d*(a^e  * ) 


dm 


rfm. 


> die  Gleichung  erfüllen}  Aosdrücke, 


für  welche  man  erhält: 


m X m X 

A s . s 

ß^e  +xa^e  , 

«I  X m X m X 

y,«  +x>a^e  , 


da^  d*tt 

Die  Ausdrücke  ß^— , y =: 1 sind  als  willkürliche  Constanten  au  be- 

dm  * 


•-ft 

trachten,  und  diese  Wcrthe  in  x,  statt  der  ausfallenden  u^,  e , * * ■ 

einsnsetzen.  Wie  leicht  zu  sehen,  hat  dann  das  Integral,  wenn  1 + 1 Wurzeln 
gleich  sind,  die  Form: 

Xj  = e (l  + Oi  x-t-a,x’+  ••  • o^x*). 

Dieser  Ausdruck  hat  in  der  Thai  n willkürliche  Constanten. 

Wir  fügen  diesen  Betrachtungen  einige  Beispiele  für  die  Integration  linearer 
Differenzialgleichungen  hinzu. 

I)  Nehmen  wir  zuerst  die  Gleichung: 

wo  0p  0,  > • • 0^  Constanten,  f(x)  aber  eine  beliebige  Function  Ton  x ist.  — 
Setzt  man  f (x)  zunächst  gleich  Null,  so  hat  man  als  Tollständiges  Integral : 

9)  X|  = rt,c  ^+0,e  , 

wo  statt  der  willkürlichen  Constanten  gesetzt  ist: 


iC  „ .-m.c 


wie  dies  ja  bei  willkürlichen  c immer  geschehen  kann,  «ip  m,  • • • sind 
die  Wurzeln  der  Gleichung: 

m**— 0|  m"”  * — o,  »•”  • • • — o^_  j«— o^=:0. 

Um  die  Auflösung  der  Gleichung  an  finden,  wenn  f(x)  beliebig  ist,  haben  wir 
gemäss  dem  Satze  3)  des  Abschnittes  17)  zu  setzen: 


dx"-‘  dx" 
wenn  x — e i.t,  und  dies  führt  zu  den  n Qleichnngcn : 

10)  • n,+«,  . • +0^=0, 

n,m, * + • .+a^m^*=0 
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«1*1*1**  ^ + «3*«,**  * * * ^~‘*„**,|**  ^ = 0, 

«jfft,  +«,mj  4-...  =f(0- 

AoflOsnngen  dieser  Gleichungen  lassen  sich  leicht  anter  allgemeiner  Form  fin* 
den.  SeUen  wir  nämlich: 

F{x)  = x -a,x  - . . . 

so  sind  m„  m,  • • ■ die  Wurzeln  der  Gleichung: 

F(z)  = 0. 

Wollen  wir  nun  z.  B.  «|  bestimmen,  so  multipliciren  wir  die  Gleichungen 

10)  bezüglich  mit 

kf  k^  • • • f 

nnd  addiren  sie,  indem  wir  zur  Bestimmung  der  k setzen : 

11)  t+t,  m,+*,  m, • + *,!»,•+•.  • m,"~'=0, 

m,*+  ■ • • +t-_,  »•i"~*=0 


*+*i  "«^*+  ^ + '=0. 

und  erhalten: 

12)  a,(*  + i,»i, +*,m, • + *,«,•+  Wi"~')  = AO- 

Setzt  man  also: 

l+*,*+t,z:*+  • • • +k^_^x'*~ ' +x’*~'  =■'(  (x), 
so  lehren  die  Gleichungen  11),  dass  m,,  tn,  • • • die  Ht~1  Wurzeln  der 
Gleichung : 

v(*)=o 

sind;  man  hat  demnach: 

»(*)=(*-»i)  (■*-”•»)  • • • 

ft  X—  m I 

Für  x—M,  wird  dieser  Ausdruck  ={;  man  erhält  aber,  wenn  man  Zähler  nnd 
Nenner  differenziirt: 


y(m,)  = F'(m,), 

WO 

zu  setsan  ist. 

Die  Gleichung  12)  ^bt  dann : 

„ -Ä 

‘ (>».)’ 

und  es  ist  ersichtlich,  dass  man  durch  ein  gleiches  Verfahren  erhält: 

„ -_Z(£L  „ - _Z(fL 

Han  hat  also,  wenn  man  dies  in  die  Gleichung  9)  setzt: 
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mU-c). 


sdrnck  mit  /(c))  so  ist 

x,  = / /(e)rfc4-V'(*), 

•'  0 


14) 


Bezcirhnon  wir  diesen  Ausdruck  mit  /(c))  so  ist  das  allgemeine  Integral  der 
Gleichung  8): 


wo  das  in  9)  gegebene  Integral  ist;  also: 
15) 


dc')y 


nc)dc) 


m X 1 /«X  —m  c 

+« " K+W(^)f„ « " nc)äc). 

II)  Nehmen  wir  ferner  als  Beispiel  einer  Qleichnngf  deren  Coefficienten  nicht 
coDStant  sind,  die  folgende: 

d” »,  «,  d"“'x  _a,  <f'~-x, 

^11  (<ix  + i)  {ax  + by 


x,=0; 


(ax4-6)"  ' (ox  + i)' 

rT|  • • • fs  und  6 sind  Constanten. 

Man  findet  ein  partielles  Integral,  wenn  man  setzt : 
x,  = (ax+4)^, 

denn  wenn  man  dies  einsetzt,  ergibt  sich; 

p(p-l)  • • • (p— «+l)o"+n,p(p-l)  • . • (p-n+2)o'‘~'+  ■ • . 

eine  Gleichung  nten  Grades  für  p,  deren  Wurzeln  Pn  Py  • • • sein  mögen* 
Das  allgemeine  Integral  ist  dann: 

p 

X,  =C|(ax*f  + c,  (ax  + i)^*-t-  • < • +c^(rtX-f&) 

Für  den  Fall,  dass  2 Wurzeln  unserer  Gleichung  gleich  werden,  sind  ähnliche 
Betrachtungen  wie  früher  zu  machen. 

Ul)  Schliesslich  wollen  wir  noch  die  Differenzialgleichung 


'C£i  = F{x) 


dx" 


betrachten.  Selbstverst&ndlich  l&sst  sich  das  Integral  derselben  direct  bestimmen. 
Man  hat  n&mlich; 


dT- 

dx" 


.^‘=fF(x)dx+c,  £^^.fdxfF(x)dx+ 
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-~=:Jdx  j* dx  j* F(jf)  djr  + fx*  + c,x4*p. 


dx 

also  schliesslich : 

x^-xzj'dx  j'  dx  • * • j'  F(x)rfx  + cx"~*+CiX**”'  + c.x"“^-J-  • • . 

wenn  man  unter  der  Bezeichnung  ^ das  n fache  Integral  nach  derselben  Va> 
riablen  x genommen  versteht. 

Wendet  man  jedoch  auf  die  vorgelegte  Gleichung  die  Variation  der  Constan- 
teo  an,  so  erhalt  man  einen  andern  bequemem  Ausdruck. 

Die  Gleichung 

dx" 

hat  offenbar  als  voUstlndiges  Integral  den  Ausdruck: 


wo  a,  ff,,  ff. 


y = «+ff,x+ff,x*+  • • • 
er  , Constanten  sind. 


Es  ist  also  (siehe  die  Gleichungen  5)  dieses  Abschnitts)  fflr  x^  derselbe 
Ansdruck  tu  setzen,  wo  man  die  Grossen  n bestimmt  durch  die  Gleichungen  : 


da  da.  .dff. 


...  +(n_l)x"  ^^=0, 

2^+...+(,_l)(«_2)x-^%i  = 0 


(«-3)(»-4)  . • ■ 1 -^+(„-2)(n-3)  • • • 2x^^ 

+(«-l)(n-2) 


da 


3x’ 


dx 


= 0, 


(— 2)(«-3)  . . • 2.1  ^^+(»-l)(«-2)  . • • 2*  ^^=0. 


da 


(«-l)(«-2).  ..  2.1-^  = f(x), 


Gleichungen,  ane  welchen  lieh  ergibt: 


n-l_  F(x)  *»■'(*) 

äjc  ~1.2-.-(n-l)’  dx  ~ 1.2"-(a-2)’ 


da 


X«  F(x) 


da 


dx  “2-l-2...(«-3)’ 
und  allgemein ; 


h— I _ 1 x‘F(x) 

““■f-2.31.2---(«-4)’ 
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da 


äx 


■1-  1 

“ 1.2-3...  («-*)V  1-2  1-2. 3 


+ 1-2 - (.-))" 


Es  ist  aber  nach  dem  binomischcD  SaUe; 


U i;  S-+-  ^ ^ i)  t.2...(,_i) 

woraus  sich  augenblicklich  ergibt: 
da 


+ C-1)  =0, 


dx 


s— 1 


“ Sy'-'*  'f(*)dr, 

n-i  1 •2-  •■(%—>)  J 


al«o : 


+ 


* , = ^x"  * ^F(x)  lit  — («  — 1)  x"  ' y * ^ w dx 
+ x’P{x)dx-^-  ■ ■ ■ +(-l)"-y  x"-'F(x)dx)- 


1 


Führt  man  noch  die  Intcgrationsconstantcn  ein,  so  ist  dieser  Ausdrack  au 
Termehren  nm: 


cx"  ’+c.x"  V • • ■ +c„_,-r+c„_,. 

Dieser  Werth  von  Hesse  sich  anch  anmittelbar  aus  x,=  /■  F (x)  d!r"  durch 
theilweises  Integriren  gewinnen. 

23)  Zurück  führung  der  nicht  linearen  aber  homogenen  simul- 
tane n Di  fferenaialglci  cho  n gen  und  d er  en  tsp  roch  e n d en  Gleichnn - 
gen  höherer  Ordnung  mit  2 Variablen  auf  Quadraturen. 

Ueber  die  höheren  Differenzialgleichungen,  welche  nicht  linear  sind,  liest  sich 
wenig  Allgemeines  in  Bezug  auf  die  Integration  sagen.  Jedoch  treten  noch  bei 
gewissen  anderen  Formen  wesentliche  Beductionen  ein. 

I)  Denken  wir  uns  zunächst  ein  System  simultaner  Differenzialgleichungen 
unter  der  allgemeinen  Form : 


1) 

f^(x,  X„  X, 

• • • X , 

dx^ 

dx 

© 

II 

/■,(*.  *1.  *1- 

,,x  ^ 

iC  dx* 

dx 

dx 

f^(x,  X„  X,  • 

(/x, 

* ’ V 17* 

^ . 
dx 

dx 

Die  Deünition  einer  homogenen  Function  pter  Ordnung  von  2 Variablen  x.  y, 
fp  (x,  y)  haben  wir  oben  dahin  gegeben,  dass  sie  die  Form  annehmen  kann: 

V (*>  y)=*’’^  (^)- 

Wir  definiren  jetzt  eine  homogene  Function  von  «+1  Variablen  Xj  • • - 
pter  Ordnung  dahin,  dass  sie  die  Form  annchmen  kann: 
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Setzen  wir  jetzt  vorans,  die  Fnnctionen  anf  der  linken  Seite  der  Gleichungen 
1)  seien  homogene  Functionen  von  irgend  einer  Ordnung  von  x,  x^  x^  • • * x^y 

nicht  aber  von  den  Diflferenzialqnotienten.  Jede  der  Gleichungen  kann  Übrigens 
eine  andere  Ordnung  haben.  Es  gilt  dann  folgender  Satz: 

,,Das  System  1)  lässt  sich  immer  auf  ein  anderes  znrückfiihren,  welches  eine 
Variable  und  eine  Gleichung  weniger  enthält.“ 

In  der  That  nehmen  unserer  Voraussetzang  gemäss  die  Gleichungen  1)  die 
Form  an: 


7 1 

X 

. !h 

dr, 

rfx. 

dx  \ 
■ — 

1 = 0, 

I.  X ' 

X 

X ’ 

ix' 

rfx 

dx  ) 

>1 

dx, 

rfxi 

dx  \ 
. — 

1 = 0 

^ X ’ 

X 

x' 

dx  ' 

dx) 

(£i, 

fl 

X 

ft 

dx, 

1=0, 

\ X* 

X 

X ’ 

dx ' 

dx  ' * ’ 

dx) 

indem  man  die  heraustretende  Potenz  von  x weglässt.  Wir  machen  non  die 
Substitutionen : 


x,=y|Xi  x,  = y,x 


äXj  _ 


dx 


so  werden  sie  von  der  Gestalt  sein: 


3)  7y,(yii  y.  • • ■ ff„ 

ans  welchen  sich,  wie  leicht  zu  sehen,  für  die  Grössen: 


y.+*^.  y.+^4’ 


dx' 


fix 


' dx 


Werthe  w,,  ii,  . . . ergeben,  die  nur  y^y  y.  • . • y^  enthalten: 


4) 


X 


w . 
n 


Indem  wir  jede  der  Gleichungen  4)  durch  eine,  z.  B.  durch  die  erste  divi> 
diren,  erholten  wir  n— 1 Gleichungen  von  der  Form: 

5)  Hl  Hi  ^=— , 

‘'yi  “i’  3y,  «,  ■ ■ ■ dy, 

welche  nur  y,,  y%  • • • enthalten,  also  in  der  That  ein  System  mit  einer  Va- 
riable weniger.  Nach  dessen  Integration  gibt  jede  der  Glerchnngen  4),  t.  B.  die 
erste: 


Es  ist  also  X durch  Quadratur  bekannt,  nnd  man  hat  dann  auch : 
x,=y,x,  x,zry,x  . . . x^  = y^x. 

Führt  man  das  Bystem  1)  auf  eine  Gleichnng  fiter  Ordnung  zwischen  2 Variablen 
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zurück^  80  besteht  die  Reduction  darin,  dass  die  Integration  durch  eine  Gleichnng 
n — 1 ter  Ordnung  und  eine  Quadratur  gegeben  ist. 

Anwendung  Sei  gegeben  das  System: 

dx,_Xf  I 

dz u*  dx  w * * ’ fix 
dx 

,,{x,  x„  I,  . . . -^=0. 

Setzen  wir  vorans,  dass  die  FnneUon  y in  Bezug  auf  x,  X|,  x,  . . . homogen 

sei.  Die  übrigen  Gleicbungen  des  Systems  sind  ebenfalls  homogen  in  Bezug  aof 
diese  Grössen,  wenn  man  hat: 

7)  u = nx+ajX|+  . . , 

wo  «r.  ff,  ...  ff  Constante  sind. 

' * »I 

Es  kann  dies  System  aber  auf  die  folgende  Gleichnng  nter  Ordnung  zurück- 
geführt  werden: 

, ' rfx,  d,X, 


. H — ) =0, 

dx"-'  dx" 


WO  der  Kürze  wegen  gesetzt  ist: 


Set  z.  B.: 


dz 


so  ist: 

dx.  dx,  d.x, 

“ *^”i/Ig(x«/  “ "dlg(x")" 

Unsere  Gleichung  nimmt  also  die  Gestalt  an: 

dr^  d>x  d"“^Xj  1 d**Xj 

v(x,  X., -p%  ...  - -)  — ü» 

' ' ^ Hv  rfy’  , n— 1 r , n ' 

ae  dv 


dlg^x") 


r = lgx“ 

i«t,  nnd  diese  Gleicbung  kann  auf  eine  von  n— iter  Ordnung  rodneirt  werden, 
dx,  d"'  ■ 


homogen  iat.  Dieae  Gleichung  nimmt 


wenn  «■  in  Bezug  anf  x,  x„  ~~ 
dv 

auch  die  Gestalt  an: 

r a d"  x^  a d Xjl 

n*  -^‘We-  de. 

Beispiel  A.  Es  sei  gegeben: 

~ ä d'x,/dx,y  - ^_Q 

' de*  Vdr/  -*‘*  ■♦■**  de 


de" 


Betrachtet 
Bezug  anf 


V 


‘ d*x 

dv* 


dt  » 


^ als  eine  besondere  Gröese  z,  so  ist  die  Gleichnng  in 
nicht  aber  in  Bezug  anf  z homogen,  wie  dies  sein  muss. 
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Die  Rcdaction  geschieht,  indem  wir  setzen: 

, a dx. 
f=lgx,  _ = x., 

so  dass  sieb  unsere  Gleichung  rcrwandelt  in  Jas  System: 


Es  sind  nun  die  Substitutionen  zu  machen: 


Ig(x'*)  \dlg(x“)/ 


dx, 


dlg(x") 


dt, 


:y,x,  x,=y,r, 

'^1 
adx 


■ ■^dx,  _ X»  (tjr,  xy, 

a dx  a * 


dlg(0 

dx,  __  xdx,  _ ^ j fy, 

f,  / fl.  ai/j?  fl  f/x  ‘ a * 
f/lg(x  ) 

Die  Gleichungen  des  Systems  werden  also  : , 

ttdx 

Setzt  man  die  ans  beiden  Gleichnngen  gesogenen  Werthe  Ton  — gleich,  so 
erhält  man: 

also  in  der  That  eine  Gleichung  erster  Ordnung  mit  2 Variablen. 

B e I s p i e 1 B.  Es  sei  gegeben  das  System : 


und 


. » Hx  , X yx  1 


wo  die  Function  q in  Bezug  auf  x,  x,,  x,  homogen  ist.  Man  hat  dann: 


Hz 


oder  ^-^^-^=2x,, 
dx  ■ 


nnd 


dx 


oder  was  dasselbe  ist: 


,/  rf(^i*)  d*(x,*)  ^ 

Diese  Gleichung  lässt  sich  also  immer  der  Form  1)  gegeben;  es  sollen  aber  die 
auf  eine  Ton  erster  Ordnung  redneiren,  Gleichungen  nicht  mehr  in  Bezug  auf 

wenn  y,  in  Bezug  auf  x,  x.  ho- 

'dx  gigen  Variablen  x,,  x,  . . . x nnd  ihre 

mögen  ist  Diflferenzialquotienten , homogen  sein. 

Dass  sich  aus  diesem  Satze  noch  eine  dann  gilt  der  Satz,  dass  sich  das 

Menge  anderer  Resultate  ziehen  lassen,  einer  Variablen  we- 
ist leicht  ersichtlich.  niger  redneiren  lässt.  Offenbar  nehmen 

nämlich  in  diesem  Folio  die  Gleichnngen 
n)  Sei  jetzt  wieder  ein  System  von  1)  die  Form  an: 

dx 


Hierin  snbstituirt  man: 

x,=y,  x„  x,=y,x, 


dX|  dx, 
z,dx'  Xjrfx 


x,ifx' 


) =0. 
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und  erhält: 


— I * X ^ dx  dx'  x^  dx  dx 


z.  dz  dx 


dx. 


Aui  einer  dieser  n Gleichungen  wird  die  GrOssc  - j gefunden  und  in  die  Übri- 

X ^dx 

gen  eingesetzt.  Man  hat  dann  fi^i  Gleichungen  mit  n Variablen: 
yif  y*  * • • y„_,. 
nach  deren  Integration  man  erhält: 

— = (/,  also  lg  X,  = /*  U dx, 

x^dx  J 

wo  U nur  x,  yi  • • • enthält,  die  sich  also  nach  der  Integration  alle  aU 

Functionen  einer  Variablen  x ergeben.  Schliesslich  ist  zu  setzen: 

Beispiel  A.  Sei  das  System  gegeben: 


dx. 

dx. 

Är=">’ 

di'“''*  ' 

dx 

dx 

v(*.  * 

* ^ 

n dx 

dx^ 

wo  tf  eine  in  Bezug  auf  X|,  x,  • • • homogene  Function  sein  soll.  Die 

übrigen  Gleichungen  sind  ofiTcnbar  in  Bezug  auf  die  Variablen  nnd  ihre  Differen- 
zialquotiontcn  ebenfalls  homogen. 

Man  kann  aber  das  System  ersetzen  durch  die  Gleichung: 

dx,  d*X|  d”x 

~dx"  'dx^'  “ ‘ 


wo  ff  in  Bezug  auf  X|, 


dx,  d*x,  d**x, 


dx  * dx* 


dx" 


dx" 


homogen  ist,  nnd  die  Integration 


dieser  Gleichung  gelingt  also  mittels  einer  andern  von  der  Ordnung  n— 1. 
Beispiel  B.  Es  sei  gegeben: 

dx*  X dx  X*  ’ 

eine  übrigens  lineare  Gleichung ; wie  denn  alle  linearen  Gleichungen  ohne  Schluss- 
glied  nur  einen  besondem  Fall  der  jetzt  betrachteten  bilden.  Wir  ersetzen  sie 
durch  das  System: 


dx  X dx  X*  * dx 


und  indem  wir  einf&hrcn; 
erhalten  wir: 


*.=  »■*1 


dx  * dx  X dx  X*  ’ 


dx^ 

*=»•*" 
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oder  durch  EiuseUen  von; 


au0  der  zweiten  Gleichung  in  die  erste: 

. dW  I i4  V . B - 


Fahren  wir  hier  ein: 
■o  kommt  : 
oder; 
d b.: 


1 


1 1 , ^ ^ * _n 


du 


x^=(A-l)»+Bu’  + l, 


'«^=fBu>  + (A- 


ans  dieser  Gleichung  ist  x und  folglich  auch  y|=—  als  Fnnction  Ton  « bekannt. 
Yermittelst  der  Gleichung: 


dx^ 


erhält  man  dun : 


lg-*i=y* Fi  At.  = 

An.  den  Werthen  von  z nnd  x^  i.t  dann  u in  eliminiren. 

31)  Ueber  By.teme,  die  nicht  homogen  lind. 

Eine  Rednction  tritt  anch  bei  andern  Formen  Ton  Differenzialgleichnn- 
g«n  ein. 

I.  M&ge  ein  Sy.tem  von  der  Form  gegeben  sein : 
y,(z^-z.,»P>*„»P**,  ...x\,xP^+'^,xP‘  + ^^>  ... 

n /fr  /Ix 


p^+l  dx 


dx  V 


■,.(zP-,„zP.*„z^*z,  . . . x\,zP‘  + - ^ 

" dx  dx 

»4-1  dx 


ix  \ 


. (z/>-z.,zP.z„z/>-z.  . . . x^"z„.z^>  + > ^,zP.+*  ^ . . . 


dx 


dx 


9- 


wo  die  Exponenten  p,,  ...  p beliebige  Zahlen  lind. 


30 
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El  lUst  lieh  aneb  diea  System  aof  eins  mit  eiaar  Variablen  weniger  redn- 
cirem  Zn  dem  Ende  seUen  wir: 

u 

Xi=— i-,  . . . X , 

^ fn 


du 


und  erbalten  ein  neues  System  Ton  der  Gestalt : 

y.(«w  «.  • • • V 

du  du  ^**n 

Diese  Glelchnngen  geben  die  Grossen  x-~,  ^ j*  • • • ^~J~  als  Functionen  Ton 

dx  (ix  aX 

Wj  allein.  Dnrch  Division  jedes  dieser  Anidrücke  durch  einen  davon  erbilt  man 
du 

die  Grössen  als  Functionen  der  u.  Nach  der  Integration  dieser 

dUi  du^ 

Gleichungen  ergibt  sich  dann: 

5^=Kdii„  lg*=/Kd«„ 

WO  dann  auch  x^,  x,  . . . x^  bekannt  sind. 

Anwendung.  Nehmen  wir  den  Fall,  in  welchem  das  System: 


dx.  dx^ 

dx~^'^  rfx"' 


dx 


ft  — 1 

dx 


v(*. 


oder  die  Gleichung: 


, rx  X ^ ^ =0 

dx’  d*. 


die  obige  Bedingung  eriüllt.  Offenbar  ist  dies  immer  bei  den  a— 1 ersten  Glei- 
chungen der  Fall,  wenn  man  setzt: 

F.=Fi+l.  i>s=i>i+2  . . . p^=Pi+»-l, 

denn  diese  Gleichungen  lassen  sich  auch  schreiben: 

i’»+'dx,  + ' P‘  + *dx,  Pi+*  Pi+"— 

-r  ^=rx  X-,  X — 1=X  X.  ...  X 


dx 


dx 


X.  ...  X 


dx 

^,+■-1  dx^ 

= x 

dx 

Es  kommt  also  nur  auf  die  letzte  Gleichung  an,  welche  die  Form  haben  muss: 


+ + . . . xP*’+»-\,xP‘+"^»)  = 0 


oder: 


/(xi’>x„x>’>+‘^xP>-*--^l£i  ...  xP‘+"!?üii\=o. 
' dx  dx>  ; 


dr" 

p,  ist  eine  ganz  beliebige  Zahl.  — Nehmen  wir  z.  B.  an,  ca  wlre  p,  = — 1,  so 
ergibt  sich: 

^ x"~*  = 0. 

'i^x’  dr’*dx>’”  } 
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In  diesem  Falle  Iftsst  sich  der  Bedingung  auch  eine  andere  Form  geben.  Da 
sich  nimlich  jede  homogene  Glcichang  zwischen  Jfy  y n die  Form 

bringen  lAsst: 


V.  ...  !=)=a  oder  ...  5!?)=0, 

\yy  y'  ^y  y y' 

so  wird  jede  in  Bezug  auf  die  Variablen  Xj  x^  , , . x^y  und  aof  die  Differen- 
ziale dXy  dx^y  d*x^  . , . (f^x^  (nicht  auf  die  Differenzialqootionten)  homogene 
Glcichang  die  Form  annchmen: 


d.  h.: 


dXj 

X X 

~dx*' 

X X* 


<l**x. 


dx'  dx* 


n— 1 

X 


also  die  obige  Form.  Man  hat  also  auch  den  Satz:  „dass  jede  in  Bezug  auf  alle 
Variablen  und  die  Differenziale  homogene  Gleichung  um  eine  Ordnung  erniedrigt 
werden  kann.“ 

Beispiele.  Sei  gegeben : 

itx*rf*y  = (xrfy-y  ir)>, 

eine  in  Bezug  auf  x.  y,  dx,  dyy  d*y  homogene  Gleichung  vierter  Ordnung. 

Wir  schreiben  sie  zunächst  unter  der  gewöhnlichen  Gestalt: 


und  Tertaiuchen  sie  mit  dem  Systeme: 


(*yi-y)*. 


Da  hier  j>,=— 1 ist,  setzen  wir: 


und  erhalten: 


oder: 


y = «i*.  yi=«i 


r 


dr_  du,  _ du, 

also : 

setzt  man  noch : 


so  erhalt  man : 


d.  h.: 


r du,  ^ndv  + udu,, 

»du  , , , .n 

— = *i„  «,=lgc(e-«)  , 

l 

e * =c(e— »)", 

30» 
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wenn  man  wieder  tetot: 


Es  war  ferner: 


also: 


X ~~  «I  » ” !;(*;— n)”"  r—ii  t ’ 

, , A(e— n)  . 

lgx=lg-^ \ jri>  = Ä(©— »), 


wo  h die  Integrationsconstante  ist.  Ans  dieser  Gleichnng  und  aus  is)** 

ist  V >n  eliminiren.  Es  kommt: 


(A-*) 

eine  Gleichung,  die  2 willkfirliche  Constanten  c und  A enthalt. 

Sei  ferner  gegeben: 

dy*  d»y 

Offenbar  eribllt  diese  Qleichnng  die  verlangte  Bedingung.  Wir  nehmen  dafür 
das  System ; 

<ix>  * dx  dx 

und  snbstitniren  wie  oben: 

y=“*, 

da  die  Gleichung  y i = m,  nichts  Neues  gibt.  Wir  erhalten : 

!+(*_+  «).  = mux-^,  X ^+«=y:. 

Aus  der  zweiten  Gleichnng  ziehen  wir: 

dx  ^ du 
X ~~  y^-«’ 

und  indem  wir  dies  in  die  erste  setzen: 

l+y,*=m«(yj-i<)^, 

d.  h.; 

du  ^ ’n  II  dy  I __  dx 

yi-u“  i +y,’~  *■ 

Wir  führen  hier  indess  wieder  ein: 


und  erhalten: 
d.  h.: 


^-=M,  rfx  = — , 
* yi 

«y ^ 

i+yi’  ~ yi’ 

y.‘^yi  _<^y 

i+y.'^T 


oder: 


y=c(l+yi>)*  , 
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also: 


ife=— T=^=,  *=y* -y- 

feä-.  f#-. 


n.  Seien  wieder  n Gleichnngen  mit 
•*+1  Variablen  . . . x nnd 

ihren  Differenzialen  gegeben. 

Setzen  wir  vorans , dass  alle  eine  der 
Grössen  nicht  selbst , sondern  nur 

ihr  Differenzial  enthalten  • so  kann 
man  dx^  eliminiren,  nnd  man  hat  a— 1 

Gleichnngen  mit  n Variablen,  nach  de> 
ren  Integration  sich  durch  Quadratur 

ergibt.  — Sind  in  den  Gleichungen  I 
Variable  ^ ...  nicht 

selbst  enthalten,  so  ergeben  sich  dnrch 
Elimination  ihrer  Differenziale  Qlei* 
chungen  mit  n— l-}-l  Variablen,  nach 
deren  Integration  man  noch  t Quadra- 
tnren  bat,  welche  sich  yermittelst  der 
Gleichungen  ergeben,  welche  für  dx^, 

grefunden  wer- 
den. Es  tritt  aber  auch  schon  dann 
eine  Rednction  ein,  wenn  von  den  n 
Gleichungen  nur  n—t  von  ••• 

sogleich  aber  auch  Ton  ihren 

Differenzialen  frei  sind.  Denn  es  ent- 
halten dann  diese  n—t  Gleichungen  nur 
*•—<+1  Variable,  können  also  integrirt 
werden.  Die  übrigen  < Gleichungen  ent- 
halten dann,  wenn  man  nach  der  Inte- 
gration ans  den  Integralgleichungen  die 
Grössen  z,x,...x 

* ' s— i*  s-f-t 

als  Functionen  von  x bestimmt  noch 

s+l  Variablen,  und  das  System  zerfallt 
in  diesem  Falle  in  eins  von  n — t und 
eins  von  I Gleichungen,  oder  in  eine 
Gleichung  n— Iter  und  eine  <ter  Ord- 
nung. 

Anwendungen.  1)  Die  Gleichung 
nter  Ordnung  mit  2 Variablen: 

' dx‘  ic*+'  d*"  / 

verwandelt  sich  offenbar  durch  die  Sub- 
stitution : 


in  eine  n—s  ter  Ordnung: 

/ d,  d"-*y\ 

nach  deren  Integration  gefnnden  wird; 

. I 

*1=  y y<*  . 


wo  »lache  Integral  Ton  y 

nach  dx  vorstellt. 

Ist  im  Besondern  die  Gleichung: 

'^'d*"-‘  d.»/ 

gegeben,  so  ist  zu  setzen: 

d"->*. 

^(v.£)=o. 

eine  Qleichnng,  die  immer  auf  Qnadra- 
tnren  Iflhrt,  da  eich  daran» ; 

ergibt. 

2)  Da  von  den  Gleichungen : 


dx 


dx  ' 


dx 


n—i 


dx 


/■(*>  ■*!,  . X^, 


d** 


welche  einer  Gleichung  ater  Ordnung 
gleichbedentend  sind,  die  n— 1 ersten  x 
und  z,  selbst  nicht  enthalten,  so  wird 
die  Gleichung  immer  nm  eine  Ordnnng 
niedriger,  wenn  z oder  x^  anch  in  der 
Qleichnng : 

nicht  Vorkommen,  dieie  alao  die  Oe- 
•talt  hat; 
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^£i' 

. dx’ 

dx> 

dx"  ' 

fx 

d'x, 

d"x, 

l*'  ■*’ 

~Äi'  ■ 

dx"  ■ 

oder: 


Die  letzte  Form  iit  jedoch  achon  in  1)  enthalten.  Fehlen  x und  x,  gleichzeitig, 
hat  man  alio: 


\ dx^  dx"*  ' (/  " / * 


IO  tritt  eine  Bednction  nm  2 Einheiten  ein. 
Allgemein  aber  lässt  sich  die  Qleichnng: 


f\ 


\ dx*’  dx'+'  ' dx'  + * 
anf  eine  ron  n— <— Iter  Ordnung  rednciren,  also  auf  eine  nm  eine  Einheit  niedri- 
gere, wie  die  in  1)  betrachtete  Gleichung.“ 

Denn  setzen  wir: 


» + I 


7*+», 


dr’ 


0 = 0- 


dx' 


*+!’ 


dx* 


»+» 


dx" 


so  hat  man: 


Es  ist  aber: 


+J’  **+»•••  *»’  dj)“®’ 


dx 


dx 


dx 


dx  *+*’  dx  »+3’*'  rfx 
oder  wenn  man  alle  diese  Gleichungen  durch  die  erste  dividirt: 


dx 

i 

dx 


■‘s-ft  *1+ » ‘^t+l  's+t  “s-l-i  ‘s-t-t 
Es  sind  dies  n— 1~8  Gleichungen,  welche  verbunden  werden  mit  f=0i  ans  welcher 
dx^ 


_i±l 

^4-s 


dx 


dx 


Glcichnng  man  dx  mittels 


Es  ergibt  sich: 


dx 


= X eliminirt. 

1+8 


fl’  1+  8 


dx  V 
n \ 


Man  bat  also  n— i~l  Gleichung  mit  n— t Variablen*  welche  sich  auf  eine  von 
fl— i->lter  Ordnung  znrückihhren  lassen. 

8)  Ist  namentlich  gegeben  die  Gleichung: 

a— S 


^)  = o, 
Vdx"-*  dx"  / 

Inrch  das  Sjstem: 

dx  V dx 


^dx  * dx' 

so  kann  man  sie  ersetzen  durch  das  Sjstem: 
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Dod  wenn  man  aus  der  zweiten  Glei-  oder: 
chnng  in  die  erste  substituirt: 

rL  * 

\ —1  » dx^_^} 

Ans  dieser  Gleichung  aber  kann  man 
erhalten: 


owre— a — 


1 „ 1 

y--JT*  ^ d* =^Kc-o)-c*ig(c+*) 

+c.]  ix. 


eine  Gleichungt  deren  AnflOsnng  sogar 
dnrch  Quadraturen  gelingt. 

Beispiele.  Sei  gegeben  die  Glei* 
chung : 


Diese  Gleichung  ist  ron  x und  y frei, 
sie  muss  also,  wie  in  1)  dargethan,  anf 
Quadraturen  rähren. 

Seift  man  in  der  That 


so  folgt; 


d.  h.: 


= «, 


dx  — 


adu 


Mittels  der  Gleichung : 


dy  •=  udx  = 
erbiU  man  aber: 

y-- 


audu 

Fa+i*’)* 


Ans  dieser  Gleichung  und  der  fdr  x ist 
u zu  eliminiren.  Das  Resultat  ist: 

(x-0'+(y-C,)’  = o». 

Sei  ferner  gegeben: 

SO  setzen  wir: 


c«* 

+ -^+C,. 

25)  Erhöhung  der  Ordnung  einer 
Gleichung. 

Wir  haben  bis  jetzt  Falle  betrachtet, 
wo  ein  System  ron  Differenzialgleichun- 
gen sich  auf  eins  redneiren  l&sst,  wel- 
ches eine  Variable  weniger  enth&lt.  Es 
ist  jedoch  nicht  immer  gut  gethan,  diese 
Rednetion  auch  wirklich  auszoffibren,  da 
sie  oft  die  charakteristischen  Eigenschaf- 
ten der  vorgelegten  Gleichungen  ver- 
dunkelt. Ja  in  manchen  Fällen  ist  es 
sogar  besser,  wenn  man  ein  Sntem  in 
ein  anderes  verwandelt,  das  eine  Variable 
mehr  enüiilt,  also  entsprechend  eine 
Gleichung  ater  Ordnung  zwischen  zwei 
Variablen  in  eine  Gleichung  n+lter 
Ordnung.  Es  geschieht  dadurch  zuwei- 
len, dass  die  neue  Gleichung  leichter  in- 
tegrirt  werden  kann,  sei  es  in  Gestalt 
schon  bekannter  Functionen,  oder  in  Ge- 
stalt von  Reihen  oder  bestimmten  Inte- 
gralen, Wird  aber  auch  dies  nicht  er- 
reicht, so  kann  die  Erhöhung  der  Ord- 
nung möglicher  Weise  dazu  dienen, 
charakteristische  Eigenschaften  an  dem 
vorgelegten  Systeme  zu  entdecken.  Dies 
geschieht  z.  B.  oft  dann,  wenn  die  vor- 
gelegte Gleichung  nicht  linear  ist,  man 
aber  durch  Erhöhung  des  Grades  zu 
einer  linearen  Gleichung  gelangen  kann. 

Wir  wollen  uns  hier  z.  B.  die  Auf- 
gabe stellen,  diejenigen  Gleichungen  erster 
Ordnung  zwischen  zwei  Variablen  zu  er- 
mitteln, welche  durch  Transformztion  in 
eine  lineare  Gleichung  zweiter  Ordnung 
ohne  Schlussglied  übergehen.  — Wenn 
man  in  die  allgemeine  lineare  Gleichung; 


1) 


d’u  du 

— + a^+ßu^O, 


nod  ei  ergibt  (ich: 
dfi 

du  dx  «s 


wo  nnter  rr  und  Functionen  von  x ge- 
dacht werden,  ehisetzt: 

wo  a eine  Coattante  itt,  to  rerwandelt 
(ich  dieie  Oleichung  in  die  folgende; 
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oder: 


57.+“ 


odef  wenn  man  setzt: 

ii-t  i- 

äx  ’ a ' 


2) 


dz  n. 

— +ai*+«2+>'=0 


g = ha 
ist. 

Ks  kann  diese  Erhöhang;  der  Ordnung 
sogar  gerathen  sein  in  Besag  auf  Glei- 
chungen , die  sich  durch  Trennung  der 
Variablen  unmittelbar  auf  Quadraturen 
zurückfübren  lassen.  Es  ist  nftmlicb 
möglich,  dass  dem  Integrale  der  Torlie- 
y willkürliche  Functionen  von  x sind,  genden  Gleichung  statt  der  transcenden- 
stets  in  eine  lineare  zweiter  Ordnung  ten,  scheinbar  nicht  weiter  redudrbaren 
rerwandeln,  wenn  man  setzt: 

1 d\gu 


Umgekehrt  lasst  sich  also  diese  letzte 
Gleichung  erster  Ordnung,  die  nur  dann 
linear  ist,  wenn  u=:0  ist,  und  wo  n und 


Form  der  Quadratur  eine  einfachere  Form 
gegeben  werden  kann,  welche  eben  durch 
Erhöhung  der  Ordnung  erhalten  wird. 
Das  beste  Beispiel  zu  diesem  Verfah- 
Ein  besonderer  Fall  der  Gleichung  2)  ren  ist  die  Art,  wie  La  Orange  das 


ist  z.  B.  die  Riccatische  Gleichung,  die 
wir  in  Abschnitt  7)  betrachtet  haben. 
Im  Allgemeinen  aber  lassen  sich  ans 


Additionstbeorem  der  elliptischen  Trans- 
cendenten  ableitet.  (8iehe  den  Artikel : 
Elliptische  Transcendenten).  Sie  muss 


diesem  Resultate  für  die  Gleichungen  daher  an  dieser  Stelle  dargestelh  werden. 
Ton  der  Form  2)  manche  Folgerungen  Liege  zur  Integration  Tor  die  Glei- 
ziehen.  — Hat  man  nämlich  2 partielle  ebuntt  erster  Ordnung : 

^7  . di;/ 


Integrale  der  Gleichung  1): 

u=f(x)  und  w = y(x), 
so  ist  das  allgemeine  Integral : 

wo  A und  B willkürliche  Constanten 
sind,  und  das  allgemeine  Integral  der 
Gleichung  2)  ergibt  sich  aus  der  Glei- 
chung: 

1 du 


8) 


^ = 0. 


V(l-k’  siny  ')^  V(l-*>Bin 
in  welcher  die  Variablen  getrennt  sind. 
Bezeichnen  wir  den  Ausdruck : 


r''  '‘'f 

J 0 


sin  y *)* 


nämlich : 


mit  F(y),  wo  F(y)  bekanntlich  nicht 
auf  andere  Transcendenten  oder  alge- 
braische Functionen  reducirt  werden 
kann,  so  ist  das  Integral  unserer  Glei- 
chung: 

F{;)  + F(^)=c. 

Zur  Bestimmung  der  Constante  c be- 
merken wir,  dass  für  y =0  auch  F(y)  = 0 
wird.  Entspreche  diesem  Werthe: 

A ^ — 

gesetzt  wurde,  und  /‘'(x),  v'(')  so  ist  also: 


~ « [/![*)+«'/ WJ’ 


B 


Differenzialquotienten  von  f{z)  und  q (x) 
vorstcllen.  Dies  Integral  enthält  also, 
wie  dies  sein  muss,  nur  eine  Constante. 

Für  die  Riocatisebe  Gleichung  ist  su 
setzen : 


f(n)  = c, 


f(7)  + f(V')  = fW- 

Wir  soeben  aber  jetzt  durch  andere  Be- 
y trachtnngen  dem  Integrale  von  3)  eine 

* ^ * nicht  mehr  transcendente  Gestalt  zu  ge- 

die  zugehörige  Gleichung  zweiter  Ord-  ben.  Zu  dem  Ende  führen  wir  eine 
nung  ist  also : Grösse  < ein  durch  die  Gleichung : 


ffi 


!|?=vn- 


dt 


hv-C',oogIe 
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and  die  Gleidmng  3)  leriUlt  dann  in  du  System: 

4)  ^=_V(l-*«sinv(,'). 

Da  von  t nur  das  Differenzial  vorkommt,  so  können  wir  den  Anfangswerth  die* 
ser  Grösse  beliebig  nehmen,  und  setzen  daher  fest,  dass  für  y=0  auch  f=0 
sein  soll. 

Die  Gleichungen  4)  nehmen  die  Gestalt  an : 

5)  =l-i:’siny.’,  =l-**iin,(->. 

Durch  Subiraction  der  zweiten  von  der  ersten  ergibt  sich: 


Der  Tbeil  links  nimmt  auch  die  Form  an : 

~ dt  dt  • 


setzen  wir  also: 


woraus  sich  ergibt:» 


y-|-^^,=v,  y— ^ = e, 


sin</  —sin  ^ = 2cos  — sin 


V 

2* 


sm  7 + sin^=2  sin^  cos  g, 
sin  (f  * ~sin  ift*  ==  sin  u sin  r, 

so  wird  unsere  Gleichung: 

* <ht  dv 

6)  -^=-*>..n«sin.. 

Um  nun,  wie  angedeutet , den  Grad  der  Gleidmngen  5)  zu  erhöhen,  mösien  die- 
selben differenziirt  werden: 

»X  V L*  • t«  . 

7)  -j“7  = — Är*8in'/ CO87,  -jT  - I// CO8  j/t. 

dt*  dt* 


Diese  Gleichungen  werden  addirt  und  subtrahirt,  wobei  wir  die  Belationen  be- 
rücksichtigen : 

2 sin  <f  cos  (f  = sin  2 ^-  = sin  (m+ o), 

2 sin  ^coB  ^ = 8in2^=sin(M— 1^), 

8)  3— ■ = — f «ma’coe»,  -rr=  •••>•*»•■• 

fli*  at* 


Die  Oleichnngen  7)  nnd  8)  bilden  ein  System  von  3 Gleichungen  mit  4 Varia- 
blen, welches  sich  leicht  iniegriren  lasst.  Dividiren  wir  nimlich  die  Gleichungen 
8)  beide  durch  die  Gleichung  6),  so  ergibt  sich: 


9) 


d*u 

dt*  __  C08S  de 
du  eine  dl* 

di 


d*t 

dt*  _ coBe  dm 
dp  ~~  sinn  dl' 
dl 


d.  h.: 


<< ( 'g  ^)  = <<  (lg  «in  i-).  <*  ( 1« ('8 


Man  hat  also  zwei  erste  Integrale : 

10)  ^ = ABint,  ^=Ä8in«, 

dt  dt 
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wo  A und  ß Integrationsconstanten  sind.  Wir  bemerken,  dass  fdr 

y = 0,  = rt 

wurde,  und  dass  somit: 

« = trs—ff 

sich  ihr  diesen  Fall  ei^ibt. 

Es  ist  ferner»  wenn  man  die  Gleichnngen  4)  berflcksichtigt,  in  diesem  Falle: 


also : 


^“=l-V(l-**8mn’),  $ = l+Va-**sinß’). 

at  dt 


oder  wenn  man  diese  Werthe  mit  den  Gleichungen  10)  Tergleicht; 

«in«») 


sinrr  sina 

Ans  den  Gleichungen  10)  lasst  sich  aber  t climiniren,  indem  man  den  Qnotien* 
teo  beider  Gleichungen  nimmt: 

11)  ßtiDudu  A sintäv, 
was  sn  dem  Integral  führt: 

12)  Hco8U  — A coacA-^’ 

Zur  Bestimmung  von  C setzt  man  wieder: 

y=0,  11=  fr,  r=— «, 

und  erhält: 

(B— ^)cos  «=6\ 

oder  mit  Berücksichtigung  der  Werthe  von  A und  B: 

^ 2 cos  a 

~ sina  * 

In  die  Gleichung  12)  sind  noch  die  Werthe  von  u und  t einzuführen: 

B cos  (y  + y.)  = A cos  (7  — y-)  + C, 

oder: 

(B  — ^)  cos  y cos  ip—{BA-A)  sin  y sin  y»=  C, 
oder  wenn  man  für  A und  B substituirt  und  den  Ausdruck: 

V(l  — k*sin«')  mit  A« 

beaeichnet : 


13)  cos  y OOS  tp^axn  t 

Diese  merkwürdige  Formel  gibt  also 
das  Integral  der  Gleichung  3)  als  algc« 
braisebe  Function  von  siny  und  siny'. 
Sie  bildet  den  Ausgangspunkt  der  Theo- 
rie der  elliptischen  Transcendenten. 

26)  Integration  einer  Dl  fferen* 
zialgleicbnng  erster  Ordnung 
mit  zwei  Variablen  durch  Rei- 
hen. 

Die  Im  Abschnitt  9)  Satz  B.  gegebe- 
nen Betrachtungen  gewähren  die  Mög- 
lichkeit, die  Integrale  eines  Systems  von 
n Gleichungen  mit  n-fl  Variablen  pä- 
herungsweise  zu  integriren.  Die  An- 
fangswerthe,  welche  die  Intcgrationscon- 
stanten  bestimmen , sind  dabei  immer 
so  zu  wählen,  dass  die  Functionen,  welche 


' sin  y»  A«  = cos  «. 

in  den  voi^legtcn  Differenzialgleichun- 
gen Vorkommen,  bei  dem  gewählten  In- 
tegralionswege nicht  durch  Discontinni- 
täte-  oder  mehrfache  Punkte  gehen.  Bei 
dieser  Vorsiclit  ist  es  aber  auch  mög- 
lich , den  Integralen  die  Form  von  Fo- 
tenzreihen,  welche  convergiren  müssen, 
zu  geben,  and  ist  diese  Form  im  Allge- 
meinen die  zweckmässigste.  Es  ist  der 
Beweis  der  Allgemeingültigkeit  dieser 
Form  hier  znnAchst  zn  führen.  Wir 
thnn  dies  nach  Briot  nnd  Bonqnet  (tkeo- 
rie  des  fonctions  douöiement  pmodiques). 

Wenn  die  Fnnctlon  f(x)  der  com- 
plexen  Variablen  x continnirlich  und 
eindeutig  bleibt  innerhalb  eines  Kreises 
nnd  auf  dessen  Peripherie,  dessen  Mit- 
telpunkt dem  Werthe  x = ent- 
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spricht,  *)  and  dessen  Radius  r sein  mCgc,  so  hat  man  nach  einem  Ton  Cauchy 
herrübrenden  Satze  (vergleiche  den  Artikel:  Quantitäten): 


dx^ 


d7(o_i-2. 1 r”,, 

v-2^7  0 


-f-  r e ) e 


Sei  die  Constante  M grösser  als  der  grösste  Werth,  welchen  der  Modul  von 
/■(x,  + re’^*)  innerhalb  der  Intcgrationsgrenzen  annehmen  kann,  so  ist  offenbar: 


d.  h.: 

D* 


,n  2nJ  u 


yV(^o)  1-2...II..W 

mod  — . 

j H n 

oX-  r 


Die  Function  /*(x,  y,  z)  soll  endlich  und  continnirlich  bleiben,  so  lange  jede 
der  als  complex  zu  denkenden  Variablen  x,  y,  s sich  innerhalb  eines  Kreises, 
bezüglich  mit  Mittelpunkt  x, , y,, , s,  und  mit  dem  Radius  r,  r',  r",  oder  auf 
dessen  Peripherie  belindct.  Sei  ferner  M der  grösste  Werth,  welchen  der  Modul 
von  f(x,  y,'  z)  in  diesen  Grenzen  annchmen  kann,  so  ist  nach  dem  vorhin  ange* 
nibrten  Cauchy’schcn  Satze : 

Ji  + a'  + n"-,  ..  — n — m'  — n" 

(2t)' 

/ / +rc^ , y.  + r'e*  , s*  + r"e^  ) 

0 ./  0 0 


(«»+»'  »'  d»'d»", 

und  wenn  man  jedes  Element  des  Integrals  durch  die  Grösse  M welche 
grösser  als  der  Modul  ist,  ersetzt,  erhält  man: 

2)  modi- 


^<1-2. 


M 


dx,  dy,"  ffj,  rV"  r"" 

Es  gibt  eine  Function,  deren  partielle  Differenzialquoticnten  ffirxzix,,  y=ry^, 
s=:s,  Werthe  haben,  welche  den  eben  gegebenen  Grenzwerthen  der  Module  von 
f(z,  y,  z)  gleich  sind. 

Die  Function: 

8)  v(i,  S,  t)  = - * 


lässt  sich  nämlich  offenbar  in  eine  convergonte  Reibe  nach  ganzen  positiven  Po* 
lenzen  von  x— x,,  y—y*>  entwickeln ,•  so  lange  die  Module  von  x~x„ 

y^y^,  bezüglich  kleiner  als  r,  r"  sind.  Das  allgemeine  Glied  dieser 

Reibe  aber  ist: 

M(x-x,)"  (y-y,)"  (s-».)" 

« ,H*  „n*^  * 

r r r” 

und  nach  dem  Taylorschen  Satze  ist  somit: 


*)  Wir  erinnern,  dass,  wenn  man  x=;7+gi  setzt,  p und  q als  rechtwinklige 
Coordinaten  za  betrachten  sind,  and  die  Grösse  rsf  der  analytische 

Modal  von  x ist. 
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+"  y 2. ..n. 1.2. ..fl'. 1.2.. 

At  ** 


Wir  betrachten  jetit  zunächst  die  Dif- 
fereotielgleichang  erster  Ordnung  mit  2 
Variablen : 

du  . 

4)  «) 

Um  die  Constante  zu  bestimmen,  setzen 
wir  fest,  dass  für 

Z = 5„  U=M4 

sein  soll,  und  wählen  diese  Werthe  so. 
dass  in  der  Umgebung  derselben  f{z,  w) 
eindeutig  und  continuirlich  ist.  — Setzen 
wir  der  Einfachheit  wegen: 


Es  wird  dann  der  Anfangswerth  ron  e 
für  x = 0 auch  =0  sein.  Setzen  wir 
dv 

fegt,  dagg  F (x,  «)  oder  — eindeutig  und 
ox 

continuirlich  bleibe  fUr  alle  Werthe  Ton 
V und  X innerhalb  der  Kreise,  welche 
mit  den  bezüglichen  Radien  ^ and  r 
vom  Anfangspunkte  der  Coordinaten  aus, 
welcher  x = 0 nnd  e = 0 entspricht,  gezo> 
gen  sind , so  wie  auf  den  Peripherien 
dieser  Kreise  selbst.  Sei  ferner  Af-der 
grösste  Modul,  welchen  in  diesem  Ge* 
biete  die  Function  F hat  Besitzt  die 
Differenzialgleichung  ein  Integral,  so  fin- 
det man  durch  Differenziiren; 


i-t,=  x,  = f(t,  u)  = F(x.  r). 

dt  d‘v  _ HF  dF  dt> 

6)  dx'~  dx^  dv  dx' 


d‘u  i>^F  d»F  dt  d»F/di>\*  ^ HF  d'o 
dp"  dx^'*’^dxdc  dx'^dt*  Vdx/  dt  dr> 


6) 


Nehmen  wir  jetet  die  Differenzialgleichung: 
dtt  , . ^ 

_ = V (X,  .t)= 


in 

7) 


welcher  für  x=0  auch  w — 0 sein  soll. 
Ganz  ebenso  wie  oben  erhält  man: 


<fir  . V d*u> 
-_  = ,(x,w),-^-  = 


dif^  d(f  die 

C'X  die  dx’ 


d»ir_d»7  /dwy  dy  d^ir 

“ dx*  dxdtc“^  die’  Vdx  / dw  dx* 


BO  lange  die  Gleichung  6)  ein  eindeuti- 
ges und  continuirlichcB  Integral  hat. 

Macht  man  x — 0und»c  = 0.  so  nehmen 
y und  seine  partiellen  Diffcrcnzialquo- 
tienten  reelle  und  positive  Werthe  an, 
und  aus  Betrachtung  der  Gleichungen 
^ dit 

7)  ersieht  man  leicht,  dass  auch 


, . . . reell  und  positiv  sein 

dx*  dx* 

müssen,  wenn  man  xxO  setzt. 

Vergleicht  man  nun  die  Gleichungen 
5)  und  7),  so  sieht  man,  dass  für  x = 0 
dv  V die  , 

der  Modul  von  kleiner  als  -r-  ist, 
dx  ox 


n.  B.  f. 
Wenn 


also  die  Functionen  v und  to 


wirklich  vorhanden  sind,  so  sind  fttr 
x = 0 alle  Differenzialquotientcn  von  v 
kleiner  als  die  cntiprcchendcn  von  sc. 

Die  Function  ir  aber  ist  wirklich  vor- 
handen, denn  durch  Integration  der  Glei- 
chung 6)  ergibt  sich: 

8)  „_^=-^fplg(l-p. 

Es  ist  hierbei  berücksichtigt,  dass  « für 
x=0  verschwinden  soll.  Hier  ist  so 
also  eine  Function  von  x.  Nach  den  all- 
gemeinen Prinzipien  über  Functionen 
bleibt  *p  so  lange  eindeutig  und  conti- 
nuirlich, so  lange  x kleiner  als  p bleibt 
und  die  beiden  Wurzeln  der  quadrati- 
schen Gleichung,  welche  se  gibt,  nicht 
gleich  werden.  Letzteres  ist  aber  der 
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Ftll,  wenn  der  Differensialqootient  des 

Gliedes  links  1—^  gleich  Null  wird,  d.  h. 

wenn  ist.  Sucht  man  den  ent> 

sprechenden  Werth  R ron  x,  so  hat 
man: 

d.  b.: 


oder; 

Ä=(i-r2^e)j, 

ein  Ausdruck,  der  stets  kleiner  als  g ist. 

Ist  A der  grösste  Modul,  den  le  inner- 
halb des  Kreises  mit  Radius  R annimmt, 
BO  hat  man : 

.,  A 

— <1 . 2 . . . — , 

dx"  R“ 


wenn  man  x=0  setzt;  also  umsomehr: 


mod^<t.2 

rfi" 


fl 


Ä**’ 


Daraus  folgt  dann,  dass  die  Reihe, 
welche  der  Maclanrtnsche  Satz  ergibt : 


für  alle  Werthe  Ton  x,  deren  Modul 
kleiner  als  R ist,  convcrgirt.  Denn  es 
ist  der  Modul  des  allgemeinen  Gliedes 
der  Reihe  offenbar  kleiner  als : 
. /modx\rt  . , 

A I — J ; ist  also  mod(x)<Ä,  so  ist 


die  Reibe  der  Moduln  und  folglich  die 
Reihe  für  v selbst  convergent. 


Die  Function  u,  welche  durch  diese 
Reihe  deünirt  ist,  genügt  aber  der  vor* 
gelegten  Diffcrcnzi^gleichnng  4),  denn 
man  hat: 


R(x,  v)  = F,+  F,’x+F»^ 


wenn  man  unter  F*'  die  totalen  Differenzialquotienten  ron  x unter  F,,  F*,'. .. 
die  Anfangswerthe  Ton  F*  , , , rerstebt.  Die  Differenzialqnotienten  ergeben 
■ich  durch  die  Gleichungen: 


10) 

Ferner  ist: 


dx  dt  dx'  ~dx*  dxdt  IdLr/  dxdx** 


de  (dt\  . (d^t\  /d*e\  x> 

dx  Id**/.  1 . 2'*’  ■ ■ ■ 

M»n  mnsa  die  tos  5)  gefundenen  Werthe  Ton  *“  Gleichungen 

10)  einsetzen,  nachdem  man  x=0,  v=0  gemacht  hat.  Man  sieht  aber,  dass  die 
Glieder  rechts  der  Gleichungen  5)  und  10)  identisch  sind  t und  man  hat  also 
identisch: 


so  dass  der  Differenzialgleichung  genügt 
wird. 


Es  lässt  sich  nun  leicht  zeigen,  wie 
man  durch  Reihenentwicklung  die  Diffe- 
renzialgleichung 


du 


anflOsen  kann,  wenn  der  Integrationsweg 
eine  beliebige  Linie  ABCDE  (Fig.  57) 
bildet,  auf  welcher  sich  jedoch  kein 
Discontinuitäts-  oder  rielfacher  Punkt 
der  Function  ^(z,  u)  befindet.  Derglei- 
chen Punkte  seien  Af.  Ist  nämlich 


Fig.  67. 


für  Punkt  A z = t^,  ii  = w,  willkürlich 
angenommen , so  hat  man  nach  dem 
Maclaurin'schen  Satze,  wenn  für  Punkt 
B s = Z|,  u = u^  ist: 
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und  die  Dififcrcniiialqnotienten  geben  die  Gleichungen  5),  wenn  man  darin  wieder 
x = i— e = M— M,  setzt,  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Gleichungen: 

' dz~“  ^ dz^  d\  du  dz 

wo  u=u,.  z = 3o  zu  setzen  ist  « = «o  Werth  z~z^  annimmt,  so 

Es  darf  der  Modul  von  B aber  nicht  lange  /■(«,  c)  eindeutig  und  continuirlicn 

bleibt. 

Sei  nämlich  ii  + u eine  zweite  Function, 
so  muss  sein: 


grösser  sein  alsr 


wo  r nnd  q bezüglich  die  grössten  Mo- 
duln von  z— *0»  «—«*  sind,  für  welche 
f{t,  ti)  continuirlich  und  eindeutig  bleibt, 
M der  grösste  Modul  von  F (z,  «)  zwi- 
schen A und  B.  Man  kann  aber,  wie 
weit  auch  der  Endpunkt  unseres  Intc- 
grationsweges  K von  A entfernt  sei, 


also : 


0. 

az 


Ci 


Da  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  für 
r = 0 verschwindet,  so  enthält  sie,  da  f 


durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens  angegebenen  Grenzen  eindeutig 

immer  zum  Ziele  gelangen.  Zu  dem  ganze  Potenz  von  v als  Factor, 

Ende  schlage  man  von  B aus  mit  Ra- 

dius  BC  einen  Kreis,  derart,  dass  , 

de  m . . 

( ~-K,\  ''W- 

fiCSVl-«  und  durch  InteKration  unfeinem  belie- 

WO  r',  Q*  die  grössten  Moduln  sind,  für  Wege  erhält  man. 

welche  2 — Z|,  a— M,  continuirlich  und  1/1  1 /** 



wenn  m grosser  als  1 iit. 

Diese  Gleichung  ist  nnmOghch,  da 
U =0  ist,  das  bestimmte  Integral  aber 
ei'nen  endlichen  AYerth  haben  muss. 

Ist  m = l,  BO  hat  man: 


continuirlich  und 
eindeutig  bleiben,  M'  der  grösste  Modul 
von  f(z,  w)  zwischen  B und  C ist. 

Man  hat  dann,  wenn  man  für  Punkt 
C s = z,.  u = Uj  setzt: 


1 rfs« 


1 .2  dt,* 

hier  die  Anfangswertbe, 


^=V  (*)  *> 


/: 


7 W* 


tp  u^  sind 

welche  durch  die  vorige  Reihenentwick- 
lung gegeben  sind.  Es  ist  klar,  dass 
man  auf  dieselbe  Weise  von  C zu  einem 
hinreichend  nahe  gelegenen  Punkt  D nnd 
BO  zuletzt  zu  E derart  gelangen  kann, 
dass  man  das  Ziel  immer  durch  eine 
endliche  Menge  von  Entwickelungen 
nach  ganzen  positiven  Potenzen  bezüg-  ß^eihen. 
lieh  der  Grössen  t— 2— z,,  s—s,... 
erreicht.  Bemerkenswertb  ist  cs , dass 
man  im  Allgemeinen  besser  thnt,  die 
Beihenentwickclnngen  nicht  nach  dem 
Maclaurinscben  Satze,  sondern  direct 
nach  der  Methode  der  unbestimmten 
Cocfficicntcn  vorzuuehmen.  Wir  werden 
später  Beispiele  geben. 

Es  lässt  sich  aber  auch  zeigen,  dass 
es  ausser  der  so  gefundenen  keine  zweite 
Fnnction  u gibt,  welche  die  Differenzial-  oben  kann  man  die  Behandlung 

, . , du  w . f..  auf  den  Fall  zurftckführen , wo  die  An- 

gleichnng  ^ = s)  erfflllt,  und  für  der  Varmblen  t=0,  u=0, 


und  d»  r,  = 0,  ist  auch  »=0. 

27)  In  tegration  V onn  Gleichun- 
gen mit  n + 1 Variablen  durch 


Die  eben  gegebenen  Principien  er- 
strecken sich  auf  den  allgemeinsten  Fall 
von  n Gleichungen  mit  n+1  Variablen. 
Wir  setzen  wieder: 


1) 


rf«_ 

dz' 


f(z,  «, 


■). 


■) 
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11^=0  . . . sind.  /',  sollen  eindeutig  und  continairlich  bleiben,  so  lange  die 
Moduln  ron  z,  . . . nicht  grOsscr  als  r,  ...  sind.  Jf,  . • . sind 

die  grössten  Werthe,  welche  die  Moduln  von  f,  ...  auf  dem  Integrationswege 
annehmen.  Wir  setzen  dann : 


y = 


Die  partiellen  Diffcrcnzialqnoticntcn  von  /*,  f^  . . . für  & = m = u,=  . . . = 0 ha- 
ben dann  Werthe,  deren  Moduln  kleiner  sind  als  die  entsprechenden  Differcnzial- 
qnotienten  von  . . . 

Setzen  wir  jetzt: 


dp  ' , 

— = (z,  i-, 


>o  haben  die  Differcniialquotientcn: 

\ di  • v*»/.’  \ di« 


die  man  durch  Gleichungen,  entsprechend  den  Gleichungen  5)  des  vorigen  Ab- 
schnitts, findet,  Moduln,  die  bez&glich  kleiner  sind  als  die  reellen  und  positiven 
Grössen; 


die  man  in  ähnlicher  Weise  findet. 

Aber  die  letzten  Gleichungen  sind  leicht  zn  integriren.  Man  hat: 

also : 


-i.  -i- 

und  wenn  man  die  so  gelundenen  Worthe  von  e,  Cj  ...  in  eine  der  nriprfing- 
liehen  Gleichungen  einsetzt: 

2)  (1-f* 

Die  Integration  gibt: 

Diese  Gleichung  bestimmt  eine  Function  ky  die  gleichzeitig  mit  s verschwindet 
und  bis  zu  einem  gewissen  Modul  R eindeutig  und  continuirlich  bleibt.  — Sei  A 
das  Maximum  des  Moduls  von  k innerhalb  dieser  Grenzen,  so  ist: 


. , 

..äk  = ^. 

1-i 

V 

'JHMt  , 

.rr.  + • 

• • / 3 • ■ 

( 


und  um  lo  mehr: 


<1-2. 


ä" 


ÜTii 


M.A 

I — 

K" 


Digitized  by  Google 


Qaadr&turen  — Zarackf.  auf*  480  Quadraturen  — Zuruckf.  auf. 


woraus  daun  folgt,  dass  die  Entwick-  der  Ausdruck  links  in  der  Gleichung  2) 
lungen:  Null  wird.  Es  findet  dies  sUtt,  wenn 


so  lange  conrcrgiren,  als  der  Modnl  von 
i kleiner  als  R ist,  und  diese  Reiben 
genhgen  also  den  gegebenen  Diffcren- 
aialgleichnngen.  ^ Es  ist  noch  R zu 
bestimmen.  Da  k mit  s verschwindet, 
so  bleibt  diese  QrCsse  eindeutig,  so  lange 
als  irgend  2 Wurzeln  uer  Gleichung  3) 
nicht  gleich  werden.  Letzteres  aber  tritt 
ein,  wenn  der  Differenzialqnotient  in 
Bezug  auf  fr  im  Ausdrucke  links  der 
Gleichung  3) , oder  was  dasselbe  ist, 


ist  Setzt  man  den  kleinsten  dieser 
Wertbo  in  die  Gleichung  3),  so  gibt  der 
zugehörige  reelle  und  positive  Werth  von 
£ das  gesuchte  R an.  Der  Ausdruck 
aber  wird  einfacher,  wenn  man  die  Qren<* 
zen  der  Entwickelung  etwas  verengt. 

Zu  dem  Ende  ersetzt  man  die  Moduln 
r,  r^  ...  durch  den  kleinsten  unter 
ihnen,  und  die  Maxima  Jf,  ...  durch 
das  grösste  derselben.  Dann  nimmt 
Gleichung  2)  die  Gestalt  an: 


ky  dkz 


di 


und  die  Integration  gibt: 


r 

#(«irrT) 


*)■»+' 


Die  Function  k bleibt  dann  eindeutig  Sei 
und  continnirlich  bis  zu  einem  Wertbe 
R,  welchen  die  Formel  gibt: 


du  .. 


*)• 


(m+ 


d.  h. : 


r 

Ä=g(i-« 

Man  siebt,  dass  die  ganze  Entwicklung 
nur  die  Wiederholung  der  im  Abschnitt 
26)  gegebenen  ist. 

28)  Betrachtung  desFalles,  wo 
sich  auf  dem  Integrationswege 
Discontinuit&ten  finden. 

Der  Fall,  wo  sich  eine  Discontinuität 
auf  dem  Integrationswege  findet,  kann 
allerdings  wie  bei  den  bestimmten  Inte- 
gralen durch  eine  beliebige  kleine  Aus- 
biegung vermieden  werden. 

Indess  ist  gerade  die  Betrachtung  die- 
ser Discontinuitaten  eine  Quelle,  aus  wel- 
cher die  Erkenntniss  höchst  wichtiger 
Eigenschaften  der  Functionen  zu  schöpfen 
ist.  Wenn  wir  diesen  Gegenstand  also 
im  Allgemeinen  in  die  Theorie  der  Trans- 
cendenten  zu  verweisen  haben,  so  be- 
schränken wir  uns  hier  auf  eine  Glei- 
chung zwischen  zwei  Variablen  erster 
Ordnung,  wo  für  einen  gewählten  An- 
fangsworth von  z und  u der  DifTeron- 
du 

zialquotient  ^ unendlich  wird.  Die 
äz 

Ansfhhmng  ist  dem  schon  angeführten 
Bnche  entnommen. 


Wie  vorhin  führen  wir  durch  Substitu- 
tion die  Anfangswerthe  auf  den  Fall  zu- 
rück, wo 


s = 0,  «=0 

ist.  Nehmen  wir  an , dass  für  diese 
Werthe 

f(P,  0)  = oo 
ist,  so  setzen  wir: 


/•(», 

nnd  erhalten : 


*) 


V («.  i) 


dt 

5-«='/ (“-*)■ 


wo  für  s=0,  w = 0 auch  q =0  ist.  Da 
also  in  der  Nachbarschaft  dieses  Werthes 
<7  continnirlich  bleibt,  so  kann  man  nach 
dem  obigen  Verfahren  z in  eine  Reihe 
nach  ganzen  positiven  Potenzen  ent- 
wickeln : 

i — A^  u u ^ -f  . . . 

Das  von  « freie  Glied  verschwindet  je- 
denfalls, da  für  w = 0,  s = 0ist.  Nehmen 
wir  der  Allgemeinheit  wegen  an , dass 

u*  die  erste  Potenz  von  u ist,  welche 
vorkommt. 

Um  ((  zn  bestimmen,  entwickeln  wir 
auch  7 (u,  z)  in  eine  Reihe  nach  Poten- 
zen von  u und  z: 


7 (u,  t)  = flu”-f6t  + ciis+ez*-l-  . , . 
wo  m eine  ganze  positive  Zahl  ist. 
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Gleich  Null  kann  m nicht  sein,  weil 
dann  fQr  z = 0 7 (w,  »)  nicht  gleich  Nall 
wftre. 

Setzt  man  in  7 («,  z)  den  eben  ge- 
fundenen Werth  von  t ein,  so  kommt: 

'/  (»«.  »)=  ow™+M,«''+  . . . 

and,  indem  man  den  Werth  von  s diffe- 
renziirt: 

Dieser  Ausdruck  mit  y («,  s)  identificirt, 
gibt: 

'+A,(n+ l)u”  = mi”* 

woraus  folgt,  dass  a nicht  gleich  Null 
sein  kann,  weil  sonst  A,  o<Ier  n gleich 
Null  w&rcn.  Das  IcUtcrc  widerspricht 
der  Annahme,  das  ersterc  dem  Umstande, 

dass  u"  die  erste  wirklich  rorkommende 
Potenz  von  u war.  In  diesem  Falle  gibt 
es  also  kein  mit  s verschwindendes  In- 
tegral. 

Es  mnss  also  sein; 

«— l = m,  A,  ir=a, 

d.  b.: 


I . 

u.=:Ä.r’"+  'e^+l  ' 


= B.r<"  + 


J 7+imTr  . 

+ I m-f- 1 ** 


Während  also  der  z entsprechende  Punkt 
einen  nnemilich  kleinen  Kreis  um  den 
Punkt  z = 0 beschreibt,  geht  in  a,, 

«I  in  , M In  M und  m 

. iTi  — I fu’  m 

wieder  in  m,  über.  Wenn  also  der  Dif- 
fcrcnzialquütient  für  ssSj,  « = « un- 
endlich wird,  und  m die  Ordnung  des 
niedrigsten  partiellen  DiCfercDzialqaotieii- 

ten  von  — nach  u ist,  welcher  nicht 

verschwindet,  so  hat  die  Grösse  m-j-l 
verschiedene  Werthe,  von  denen  jeder 
in  den  folgenden  übergebt,  während  s 
um  den  Punkt  z^  einen  Kreis  beschreibt. 
Nach  Umläufen  kehrt  11  za  seinem 
alten  Werthe  zurück. 

Setzen  wir  jetzt: 


«=»-1-1, 

and  man  bat; 

a m-|- 1 , 

• = 3 « + . . . 

m + 1 

Ist  z sehr  klein , so  kann  man  also 
setzen: 


.=i..-+ '+ . 


ist.  Es  gibt  also  m+1  Werthe  von  u 
für  jeden  Werth  von  z. 

Setzt  man  noch  z = ref*  und  seien 
« , ...  die  zugehörigen  Werthe  von 
H,  so  ist ; 

_! Vi_ 

i«,=B,r’"+'e’"+ 

1 7 -f  ^ ff. 

«i  = B,r^e'»+'  ’’ 


Während  einen  Umlauf  macht,  macht 

z deren  m+t;  denn  setzt  man z, 

BO  ist:  ' 

s = p’"+'  e(’"+‘)»< 

denn  wird  S-  um  vermehrt,  so  ver- 
mehrt sich  r um  es  macht 

also  u einen  Umlauf.  Hieraus  folgt: 
„dass  « eine  eindeutige  Function  von 
ist‘‘  und  sich  folglich  in  eine  conver- 
girende  RcUie  nach  ganzen  Potenzen  von 
! 

= entwickeln  Usst.  Man  hat 

also ; 


u = B.  z.’"+  . . . 

Dies  gibt  m4-!  verschiedene  Werthe 
- - ”*"H 

von  M,  da  *=  yz^  eben  so  viel 

Werthe  hat. 

29)  Kcihenentwicklungcn  für 
verschiedene  Integrale  von  Dif- 
ferenzialgleichungen. 

Sei  gegeben  die  Gleichung: 
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Nehmen  wir  an,  dass  für  x=0, 

l’y 

dz~  ^ ’ dz' 


sei,  so  hat  man: 
-y+x'  — 3z’. 


^V  = +y  + *‘— 3->"'  + 6a:— G, 
^ = -y-**  + 3 1’  -6  r+6, 
y~  —y+x'  — 3^*46x  — 6, 

»X* 


^ = (-l)"(y+x‘-8*»+6i-6). 
dz” 

Diese  allgemeine  Formel  gilt  für  jeden  Werth  von  m,  der  grösser  als  3 ist. 
Setzen  wir  x = 0,  y = yoi  gibt  der  Maclaurinsche  Satz  aber: 

y=».-y.*+y.^^-j.if^3+Cy,-6)f;^374-(y.-6)j;2^;^+  . . . 

Nadi  Abschnitt  25)  convergirt  diese  Beihc  so  lange,  als  der  Modal  von  x, 
r 

die  Qrösse  : ß = (1  — e ^ q nicht  Ubersteigt. 

r und  (i  sind  hier  die  grössten  Moduln  von  x und  y,  Air  welche  — y— x* 
eindeutig  und  continuirlich  bleibt.  Da  dies  immer  stattflndet,  so  ist: 

^=:ao,  ß = oo, 

und  cs  convergirt  die  Reihe  für  x immer.  Dieselbe  nimmt  auch  die  Form  an : 

y = (y.-6)(l-*+ J72  ~ 1 .2. 

+6(l-jr+j^-  1.2.3)- 

Offenbar  aber  l&sst  sich  diese  Reihe  summiren  und  man  hat : 
y = (y.  -6).“*+6(l-a:)+3x»-»*. 


II)  Sei  gegeben: 


x^+y  = 0,  oder 
dx*  ^ dz*  X 


eine  Gleichung,  für  die  man  auch  das  System  setzen  kann: 

dy di y 

rfx  *’  dx  x' 

Die  Integration  kann,  wenn  Reihenentwicklung  nach  ganzen  Potenzen  gefordert 
wird,  nicht  mit  x=0  begonnen  werden,  da  in  diesem  Falle  ^ unendlich  werden 


kann. 

Setzen  wir  also: 


•’y«. 


so  erhalten  wir: 


da* 


a*  da*  a' 
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also  nach  dem  Taylorachen  Sataei 

. ,/  \ ^aiz  — ay  ^a~‘^a  (x— n)* 

» = »«+»«  - 1727  3-  • • 

üm  ans  Abschnitt  26)  die  Grenzen  der  Convergenz  dieser  Reibe  zu  ersehen » ha- 
ben wir  zu  setzen : 


»=y„+y.. 


= y„'+*i-  X=a+I,. 


Das  System  ron  2 simultanen  Gleichungen  wird  dann : 
e/x,  '*  dx^  « + x, 


Der  Ansdmck  y '+»i  bleibt  stets  cindentig  und  continuirlich, ■, lÜr  alle 

tf+x, 

complexen  Wertbe,  in  welchen  der  Modul  von  x,  kleiner  als  der  von  a ist.  Wir 
setzen  also  : 


und  för  r,  r^  diejenigen  Werthe,  welche  sich  aus  der  Rcihonentwichlung  für  y 
ergeben,  wenn  man  darin  X|=0,  also  x = 2a  schreibt.  Auf  ähnliche  Art  wer- 
den die  Moduln  M und  A/,  bestimmt.  Man  ersieht  auf  diese  Weise,  dass  unsere 
Reihe  nicht  immer  convergirt.  Würde  man  die  Gleichung: 

xg+,  = 0 

fortgesetzt  differenzüren,  so  erhielte  man: 
dx~ 


. l*y— f 


dx 

Nimmt  man  nun  an,  dass  für  x=0  auch  y=0  sei,  und  setzt  voraus,  dass  kein 
Differcnzialquotient  unendlich  wird,  so  erhält  man,  wenn  y«' der  Anfangswerth  von 


^9  • 


dx 


iit,  durch  Entwicklung  nach  Maclanrin; 


i+  • • •). 


,,*’.!**  1 
y-y.  1.2+1.21.2.3  1-2-3  1-2-3-4' 

und  da  diese  Reihe,  wie  sich  direct  ergibt,  immer  convergirt,  so  gibt  sie  ein  In- 
tegral. ist  dies  aber  ein  particolares , da  es  nur  eine  Constante  enthält.  In- 
dess  lässt  sich  das  allgemeine  dnreh  Variation  der  Constanten  (Abschnitt  16) 
hieraus  bestimmen.  Zu  dem  Ende  sei : 

y (*)=j^-j-72  + f:2rr^-  • • •’ 

ao  ist  C'f  (x)  das  allgemeine  Integral,  wo  jedoch  C eine  Function  ron  x ist. 
Setst  man  in  die  simnltaoen  Oleichnngen: 

£ = z,  x^+y=0, 

y=Cy(l),  l=C,  v'(x) 

J f* 

C»'(x)+7(x);j^=C,  ,'(*), 

xC,  .,."(x)+»,'(x)^  + C,(x)  = 0, 

Gleichungen,  welche  man  auch  schreiben  kann ; 

y (*)^=  (C-C,)./  (x), 


ein,  so  erhält  man: 


*»'W-^+(c-c.)tW=o. 


81* 
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'•)-  _(C-C  ) 


X (x)  verßchwindet  nämlich,  weil  y = q {x)  ein  Integra)  ist.  Durch  Sub- 

traction  ei^ibt  sicb^  nachdem  man  bezüglich  durch  q (x)  und  xq\x)  dividirt  hat: 

dx 

Wegen  X9"(jr)-f*7 0 nimmt  dieee  Gleichung  die  Oeatall  an: 
d{C-C,)_  y/(x)  ,)"(T) 

(C-C.)rf*  v'W 

und  daa  Integral  ist  offenbar; 

lg(C-Ci)=  -lg»  (i)-lgy'  w+lg«, 

oder  : 

tf  Xf'x(C~C,)  = a, 

WO  (T  die  Integrationseonstante  ist. 

Setzt  man  hieraus  in  die  erste  Gleichung  des  Systems  den  Werth  von  C— C, 
ein»  so  hat  man: 

» (*)^  + “7^  = 0, 

'dz  » tx) 

d.  b.  integrirt: 

Das  allgemeine  Integral  der  Torgelegten  Oleichnng  ist  also; 

Entwicklung  nach  ganzen  positiven  Potenien  von  x kann  hier»  wie  vorauszusehen 
war»  nicht  staufinden. 

III)  Sei  gegeben: 

Man  Bndet,  wenn  man  weiter  differensiirt : 


dx 


Die  Gleichung  gibt  keine  allgemeine  Entwicklung  nach  ganzen  Potenzen  von  x. 
d*y 

da  für  x = 0,  *7-7  nnendlich  werden  kann.  Indess  gibt  diese  Form  ein  particula- 
dx^ 

res  Integral,  welches  wie  oben  znr  Auifindung  des  allgemeinen  verwendet  wer* 
den  kann. 

Setzt  man  n&mlich  x=0,  und  verlangt,  dass  keiner  der  Differenzialqnotientcn 
unendlich  sei,  so  ergibt  sich : 


allgemein : 


d*y_ 

dx‘ 


n d*y  . 

~8*'’  Si“®’ 


d*u  n* 

di‘  ~ T^' 


wenn  m ungerade  ist : 


dx” 
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^2«  ^ 2m  + l 

Ei  ergibt  iich  bieraai,  wenn  y = y,  f&r  z=0  iit; 

„ nx'  , «’z*  n»z*  . 

1.2-3'''l-2-.5~i-2..7'^  ■ ■ 

«ine  immer  convergirende  nnd  leicht  zn  snmmirende  Reihe,  welche  gibt: 

_^C8m(xyn) 


Um  des  allgemeine  Integral  ut  haben,  wendet  man  wieder  die  Variation  der  Con* 
etanten  an.  Ist  C jetzt  nicht  constant,  so  hat  man : 

iin  (x  Vn) 

y*)  I c ^ 

dx  dx  X dx 

d.  /»jüClM'j 

d»y  _ d>C8in(iV»)  . „rfC  j/’»in(zV»)'i  , ^ \ * / 

ST»  - äF ^—+2^7  *'  

also  wenn  man  dies  in  die  vorgclcgte  Qlcichong  oinsetzt  mit  Berücksichtignng, 
, sin  (x  V»)  . - , . 

dass  ■■  ^ — - ein  Integral  ist: 

iin(xVn) 

rf*C  . / . rt  X rfC8in(xV»)  ^ 

^.m(zV«)+2z;^— ^^+2^  ——=0, 

SelbstTeritandlich  iit  dai  hier  eingcschlagene  Verfahren  dasselbe , als  wenn  wir 
die  vorgelegte  Gleichung  in  2 simultane  verwandelt  hätten  Die  Gleichung  nimmt 
die  Gestalt  an : 

^+2V«eot(xV«)5j  = 0, 


also  durch  Integration: 


i£-  c, 

dx  ~ (Bin[iVa])’’ 


C=C'+C"cot(xV"), 

welches  das  vollständige  Integral  gibt: 

_ C'sin  (iy«)  + C"cos  (x  V«) 

y-  - • 

rV)  Es  soll  jetzt  die  Gleichang; 

OX*  X ox 

durch  die  Methode  der  nnbestimmten  Coefficienten  integrirt  werden.  Da  es  mOg* 
lieh  sein  kann,  dass  für  x=0,  ^~  = oo  wird,  so  lassen  wir  die  Exponenten  nn- 
bestinunt.  and  setzen: 


y = i4|x"+w4,x^+/l,x^+  . . . 

Dies  zweimal  difTerenziirt  and  in  die  gegebene  Gleichung  eingesetzt,  gibt: 
0=i<i  x”+i4,  x^-+-j4,  x^+  . . . 

+ . . . 

+j4,  o («— l)x"~^+ .4, /9(/J— l)x^  .4,/ (y— 1)  *+  . . . 
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Setzt  man  den  Coefficienten  von  «—2  gleich  Null,  eo  kommt: 

0 = 0. 


Wenn  ^—2  kleiner  als  o w&re,  so  würde  sich  auch  ^ = 0 ergeben,  was  nicht  mög- 
lich. Wir  setzen  also : 


/J-2  = «,  y-i-ß  • ■ •> 

worans  sich  ergibt: 

« = 0,  ^=2,  y=4  . . 

A,ß*+A,=0, 

A,  y'  + A,  = 0, 

also: 

A — J — t J 

^2-  2MCgi  • • • 


1-2^ 


X« 

2^^4^:6i+ 


. •)■ 


Man  erhält  auch  hier  nur  ein  particulärcs  Integral.  Uebrigens  sind  in  nnacrer 
Annahme  über  die  Exponenten  ß , , . WillkQrlichkeiten  enthalten.  Sie  lieaaen 
sich  auch  so  wählen,  dase  man  das  vollständige  Integral  erhielt,  wenn  man  diese 
Exponenten  negativ  nähme. 

V)  Die  beiden  zuletzt  behandelten  Qleicbnngen  sind  nur  besondere  Fälle  der 
folgenden : 


<£r* 


dx^ 


Indem  wir  auf  ein  allgemeines  Integral  ans  den  bereits  angeführten  Gründen  ver- 
zichten können,  wollen  wir  setzen: 


ft  , A n-+- 1 , j ^ + 2 , 

also: 

^ = .4,n*''-'+.4,(o-i  l)r”+.4,(o.|.2)x"+'-t-  . . 

dx 

^=.4.o(o-llz"--+.l,(«-(-l)«i"-'H-il,(„+2)(n-l-l)i"-(-  . . . 


also  dnreh  Einsetzen  in  die  Gleichung,  and  dnreh  Zosammcnfassting  der  mit  der- 
selben Potenz  von  x multiplicirten  Glieder  erhält  man; 
l)-l-mi4,  « = 0, 

A^  it  («4*1)  + »«  >1,  (n-f-l)=  0, 

^i(«  + l)(«  -f  2)+mX,  (rt+2)  + nA^  = 0, 
j (a + 2}  (« -4-  3)  “f"  ni  yl  j (a  4*  3)  + n A I — 0 


A^(n4-i-l)(«4-s)4-  (a4-s)4-«i4,_  ^ = 0. 

Bie  erste  Gleichung  gibt: 

R=0,  oder  ft  = l— m. 

Je  nachdem  wir  den  einen  oder  andern  Werth  nehmen,  wird  die  Reihenentwick- 
lung eine  ganz  verschiedene  sein.  Gehen  wir  zunächst  von  4t=0aas,  so  kommt: 


allgemein: 


4 = * — 

f s(m-f-s— 1) 
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also: 

Ä 0 A — 

1.2.3...  »(m+l)(*+3)...(«+2i-l) 

Es  ergibt  sich  hieraus  die  Beibenentwicklung; 

y = Aif(x), 

WO  zu  setzen  ist : 


, . 1 2'’ 


(i)'* 


1(m+  1)  ■^1.2(m  + l)(m+3)  I.2.3(m41)(m+3)(m+5) 


+ 


■^1.2..  .»(»+l)(m+3).  . . (m  + 2»-l)'*'  ' ’ 
Setzt  man  dagegen  n = l— m,  so  komnat  man  in  ganz  ähnlicher  Weise  zu  der 
Entwicklung: 

g = Bf,(x), 

WO  zu  setzen  ist: 


— m + 3 


V>{x)=z 


— m+ 1 


1(-«4  3)  +i.2(-«  + 8)(-m+5)^ 

- m+2p  4 1 

+1  -2  . . .p(-m+3)  (-i»+5) . . . (-m+2p  + l)"*"  ‘ ' ' 
Geben  beide  Reihenentwicklungen  einen  Werth,  so  bat  man  offenbar  als  allge- 
meines Integral: 

y = Ay  (x)  + fii/.(x). 

In  der  Tbat  convergirt  die  Reibe  y (x)  immer,  wenn  m keine  negative  ganze  und 
ungerade  Zahl  ist,  wie  leicht  zu  sehen,  die  Reihe  wenn  m keine  positive 

ganze  und  ungerade  Zahl  ist,  welche  grösser  als  +1  ist.  Mit  Ausschluss  dieser 
beiden  Falle  ist  also  in  unserer  Formel  das  allgemeine  Integral  enthalten.  Selbst 
in  diesen  Fällen  aber  haben  wir  ein  particulärcs  Integral : 
y = Af/(je)  oder  y=IV^(x). 

Das  allgemeine  gibt  dann  die  Variation  der  Constanten.  Man  erhält,  wenn  A als 
Function  von  x betrachtet  wird: 


G)’' 


— m+5 


äx‘  ' '-''-''-'dz 

aUo  durch  Einactxcn  in  die  Differeniialglcichnng : 


'dz 


durch  Integration  also: 


dz 


"['/(*)]■ 


A = 


also: 


dz 

y=C'i{x)f  + C’,?(x), 
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oder  wenn  m eine  positire  ungerade  Zahl  ist : 

V = C,/.{x)r  + C.7W 

Diese  Formel  ist  anch  dann  za  nehmen,  wenn  m = l ist.  Obgleich  dann  n&m- 
licb  beide  Reihen  convergiren,  so  werden  sie  doch  identisch,  nnd  die  Formel: 
y = Aif\x)^Btp{x\ 

beschränkt  sich  anf  ein  Glied,  gibt  also  nar  ein  particnl&res  Integral. 

Es  lässt  sieh  für  das  Integral  unserer  Gleichung  aber  noch  eine  andere,  oft 
vorthcilhaftcre  Reihenentwicklung  geben. 

Scucn  wir  zu  dem  Ende: 

y = i4i"r/(*) + 

wo  Ay  ...  zu  bcBtimmcndc  Constanten,  7(4:)  eine  Function  von  :r, 

7''(x)  . . . die  UifTercnzialquoUcntcn  derselben  sein  sollen. 

Man  erhält  durch  DitTerenziiren : 

^ ^^?  = m4nr"~"7  (x)-f  m '7'(x)+rai4,(a  + ‘i)x”/"(x)4'  • . . 

X dx 

+ m>4x””'7'(x)+m^i*“7"(j:)+  . . 

rfx* 

+24  a x“~"’7'(x)  + 2^,  («+ ')  x“7"(x)+  , . . 

+ 4x"7"(x)+  . . . 

Dies  in  die  DitTcrcnzialgleichung  cinsetzend,  und  den  CoefdeieDten  des  mit 
multiplicirtcn  allgemeinen  Gliedes  gleich  Null  setzend,  erhalten  wir: 

[(« +p)  (n+;»+m- 1)  /4^  + (2  a+2/>  + m-2) 

fftr  jeden  Werth  von  p,  der  grosser  als  1 ist. 

Diese  Gleichung  >vird  erfüllt,  wenn  man  setzt: 

(«+/;)(«+p+m-l)y4p+(2(cT2;»+m-2)/lp_l=0, 

und  gleichzeitig; 

V^hx)+n,,^f‘-^'>{x)=0. 

Wegen  der  Willkürlichkeit  der  Constanten  nnd  der  Fnnction  7 sind  offenbar  diese 
Annahmen  gestattet.  Die  letzte  Gleichung  wird  offenbar  für  jedes  perfüllt,  wenn 
man  setzt: 

7"W  + "7  (*)  = 0, 
und  das  allgemeine  Integral  dieser  Gleichung  ist: 

7 (x)=:C8in(xy«)+C|  cos  (xVn). 

Setzt  man  jetzt  anch  die  Coeffidenten  der  mit  x^~*  und  " multiplicirten 
Glieder  gleich  Null,  so  kommt: 

a(a  — l)  + mo  = 0,  4,  («+l)(o+m)  + 4 (m  + 2n)  = 0. 

Die  erste  Gleichung  gibt: 

«=0  oder  « = 1— m, 
die  zweite  in  jedem  der  beiden  Fälle: 

A^  = -A. 

Sei  zunächst: 


« = 1 — m, 
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eo  wird  die  Relation  iwiachen  A und  A , sein: 

ji  p-l 

p(p-m+i)A^-(m-2p) 

Durch  BOccesfiiTeB  Einsctsen  der  Worthe  von  p , erhält  man  einen  entwickelten 
Ausdruck  für  A^,  der  mit  A multiplicirt  ist.  Wegen  der  Constanten  C und  C^ 

kann  aber  A = 1 gesetzt  werdeO}  und  man  hat; 


4 — — (w-2/>)(m  — 2p4-2)  . . . (m-4)  1 

‘ p”  (|»-m  + l}(;i  — m)  . , . (3— »*)  1 • 2 • • • p’ 

worans  sich  ergibt: 

* dx  ■ ^(i»-3)  . . . (m-p+1)  ' ‘ 

WO  der  Kürze  wegen  gesetzt  ist: 

A = Csin(j:V'n)+6’|  cos(xV"). 

Diese  Reihe  wird  nbbrechen,  wenn  >^^  = 0 wird,  und  in  diesem  Falle  hat  unsere 

Oleichnng  also  ein  ans  einer  endlichen  Anzahl  Glieder  bestehendes  allgemeines 
Integral.  Es  tritt  dies  ein,  wenn  m eine  positive  grade  Zahl  ist. 

Setzen  wir  nnn  auch  rr=0,  so  wird  die  Relation  zwischen  A und  A 


p p(m  + p-l)  p-l 

oder  in  entwickelter  Gestalt,  wenn  man  .4  = 1 seist ; 

. _ (i«+2)(m+4)  ■ ■ . (w+2p-2)  (-l)P 
P (m  + l)(m  + 2)  . . . (m+p  — l)  l-2-"p’ 

woraus  sich  ergibt: 

. (-x)P(«+2)(m+4)  ■ ■ . (m+2p-2)dPl  , 
dx  * ' ‘ • 2 • • • p(m  + l)(m+2)  . (m+p  — 1)  ^ * ’ * 

wo  il  die  obige  Bedeutung  hat. 

Diese  Reihe  bricht  ab,  wenn  m eine  negative  grade  Zahl  ist.  Also: 

„Unsere  Oleichnng  hat  ein  in  endlicher  Form  darzustellendes  Integral  im> 
mer  dann,  wenn  m eine  positive  oder  negative  grade  Zahl  ist.** 

VI.  Wir  betrachten  schliesslich  noch  die  Gleichung: 

«/*«  . m 

dteeelbe,  auf  welche  wir  früher  (in  Abschnitt  25)  die  Riccatische  Oleichnng  surück' 
geführt  haben. 

Wurde  die  letztere  in  der  Form  dargestellt: 

du  . , m 

and  waren: 

«!=/■(*).  «.  = '/W 

die  particnlären  Integrale  der  ersten  Gleichung,  so  war  das  allgemeine  der 
Biccatischen : 

_rW  + cy/(x) 

^ «i/w+e'/wr 

Setzt  man  xP  = kz,  so  nimmt  nnserc  Gleichung  die  Gestalt  an: 
p*  2p— J d'u  p(p  — 1)  p— 3 du  m „ 

*.*  dT’+-k  ^ 

wird  also  angenommen: 
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2/1-2  = »«,  P---+X, 


und  durch  x dividirt,  so  hat  man; 

d»u  m 1 rfu 
dp  ' m+2  z dz 


Ak' 


oder,  wenn  man  setit: 

m , 

-5-+1 


*•  = - 


M 


Vm  -f  2/  < 


Vm  X 2/  ätt 

dp-^—ir- 

Diese  Gleichung  aber  stimmt  völlig  mit 
der  in  V)  behandelten  überein,  wenn 
man  darin  sctxt: 

für  m und  —1  für  «, 

m-f  - 2 

m 

Ist  negative  oder  positive 

grade  Zahl,  so  wird  also  das  Integral  in 
geschlossener  Form  aufzuünden  sein. 

Setzt  man  H 2i,  so  erhält 

m + 2 ^ 


oder : 


4i 

'±2i-r 

4i 


2i-i  1' 


Wir  haben  schon  früher  direct  gezeigt, 
dass  in  diesen  Fällen  sich  ein  Integral 
der  Riccatischen  Gleichung  finden  lasse. 

Auf  die  in  V)  behandelte  Gleichung 
lassen  sich  übrigens  noch  die  folgenden 
zurückfübren : 

dx 

Setzt  man  hierin  ; 


1 du 


au  dx* 


so  kommt: 


— = rt  6 M e‘ 
dx* 


und  wenn  man: 


2Va6 


("-  + ■)' 


«=0, 


d'u  1 du 

1-  «=0. 

dx*  z dz 

Sei  ferner  gegeben: 

Wir  setzen : 

y = x s, 

und  erhalten : 

d'z  . 2(n  + l)  d» 

dx*  X dx  ' 

30)  Integration  von  Differen- 
zialglcicliungendurchbcstimmto 

In  tc  gralc. 

Da  viele  Reihen  durch  bestimmte  In- 
tegrale summirt  werden  können,  so  ist 
es  oft  möglich,  auch  Intc^alen  von  Dif- 
ferenzialgleichungen die  h orm  bestimm- 
ter Integrale  zu  geben.  Man  knnn  auch 
in  manchen  Fällen  eich  dircctcr  Metho- 
den bedienen.  Indessen  sind  hierbei 

mancherlei  Vorsiehtsmaassrcgeln  nöthig. 
Zunächst  mnss  klar  sein,  ob  immer  oder 
in  welchen  Grenzen  das  bestimmte  In- 
tegral einen  Werth  habe.  Es  kann  fer- 
ner das  Resultat  illusorisch  werden,  wenn 
die  Function  unter  dem  Integralzeichen 
für  einen  bestimmten  Werth  disconti- 
nuirlich  wird,  ein  Umstand,  der  mit  der 
Answahl  der  Anfangswerthe,  d.  h.  der 
Integrationsconstanten , in  enger  Verbin- 
dung steht  F.nlsteht  das  bestimmte  In- 
tegral durch  Summirung  einer  Reihe,  so 
ist  ferner  festzustellen , ob  es  so  lange 
gelle,  als  die  Reihe  convergirt,  da  cs 
Vorkommen  kann , dass  in  gewissen 
Grenzen  die  Summe  dieser  Reihe  eine 
ganz  andere  Form  hat  als  in  andern. 
Umgekehrt  kann  auch  das  bestimmte 
Integral  weitere  Grenzen  haben  als  die 
Summe.  Kurz,  im  Allgemeinen  gehört 
die  ZurOckführung  des  Integrals  einer 
Differenzialgleichung  auf  irgend  eine 
Form,  oder  eine  Reihe  von  Formen,  die 
in  allen  Grenzen  ein  Resultat  geben,  zu 
den  schwierigsten  Untcrsuchnngen  (wo- 
bei auch  die  complexen  Werthe  der  Va- 
riablen zu  berücksichtigen  sind),  wegen 
des  Wechsels  dieser  Form  bei  ücher- 
schreitung  der  Discontinnitäten  und  Mehr- 
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deutigkeiten.  AU  Muster  der  Behänd*  den  keineswegcs  die  noch  eehr  naive 
luDg  eines  solchen  Problems  kann  die  Weise  hinreichend,  in  welcher  man  sich 
Abhandlung  Ricmann’s  (siehe  die  Ab-  beut  zu  Tage  in  Wien  mit  diesem  Pro* 
bandluDgen  der  Göttinger  Gesellschaft  blem  abtindet. 

der  Wissenschaften)  über  diejenige  li-  Wir  mfissen  uns  hier  mit  einigen  ein- 
neare  DifTerenzialgleichung  dienen,  wcl-  fächeren  Beispielen  begnügen, 
eher  die  hypergeometriechc  Reihe  ge-  I)  Wir  wollen  zunächst  die  in  V)  des 
nOgt  Was  speciell  die  Ausdrücke  in  vorigen  Abschnitts  betrachtete  Gleichung 
der  Form  bestimmter  Integrale  anbe-  wieder  aofnehmen. 
trifft,  BO  ist  aus  den  angeführten  Grün-  Es  ist: 

, » ^ cos  «ü*  «*  cos  «* 

CO.(„COS„)=  1 . . . 

Wir  multipliciren  mit  sin  </tu,  und  intogriren  in  den  Grenzen  o und  n,  was 

jedoch  nur  einen  Werth  gibt,  wenn  m positiv  ist.  da  im  entgegengesetzten  Falle 
an  den  Grenzen  die  Function  u'ncndlich  würde.  Berücksichtigen  wir  ferner  bei 
dieser  Integration  die  Formel: 

r"  2*.  1.3.5.  ..(2»-l) 

Jo  (>i+2)tu+4)  . . . C«  + 2i)J  „ 

wo  /i  grösser  als  zu  nehmen  ist.  (Es  folgt  diese  Formel  ans  den  in  Abschnitt 
27)  des  Artikels:  «.Analytische  Quadratur*'  gegebenen,  durch  fortgesetzte  Wieder- 
bolnng  des  Verfahrens.)  Man  erhält  dann  das  Schlussresultat: 


p7t  _ j 

/ COS  (r  cos  «u)  sin  tu  dia 

9 0 


dm — , . . 


-f 

d.  h.  wenn  man  nz:zyn  setzt: 


/cos  (z  Yn  cos  tu)  sin  tu”  'd-.»=  C 
0 Jo 


r « 

= 1 sin  (u 

9 0 

l-2-3...p(M+l)(<n4  3)...(ni+2;>-l)'^ 


«X* 

m—  I 2 

sin  Ul  dia[l— 


+ 


(¥)’ 


V—  • . . 


{-¥)' 


1- 


1 . 2 (m+1)  (»*4'  3)  '*'1.2...  p(m-i-l)(m-f3) . . . (m  -|-2;j— 1) 

Ks  ist  dies  aber  offenbar  die  in  V)  des  vorigen  Abschnittes  mit  y (z)  bezcichncto 

Beibe,  mnltiplicirt  mit  / sin  tu’”  dtu.  Da  nuny  = Ay  (x)  eine  willkürliclie  Con* 

J 0 


■tante  enthält,  so  ist  ein  particuläres  Integral  der  vorgelcgtcn  Gleichung : 


/« 

0 


cos  (x  Vfi  cos  tu)  sin  tu”*  *dtu, 


jedoch  nur  dann,  wenn  m positiv  ist. 

Die  mit  ^(x)  bczeichnete  Reihe  lässt  sich  auch  unter  der  Form  schreiben: 

C-f)’ 


\f,(z)-x  (1- rr7“z-rs+ 


l-(-i»+3)‘*'l  •2(->n+3)(-m+5) 

(-f)’ 

1.2..K-'"+3X-’»+5)  .(-m+2p+l)'' 


•]. 


und  man  sieht  hieraus  leicht,  dass  sich  der  Ausdruck  in  den  Klammem  von  der 
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Reihe  <f(x)  nur  dadnrch  unterscheidet,  dass  für  m gesetzt  worden  ist  >-fn+2. 

Die  Verwandlnng  in  ein  bestimmtes  Integral  ähnlich  dem  vorigen  setzt  also  ror- 
aus,  dass  m kleiner  als  2 ist.  In  diesem  Falle  bat  man: 

cos  (xVnw)  sin  w*  du#. 

./  0 

Beide  Ausdrücke  haben  einen  Sinn,  wenn:  0<m<2  ist,  und  in  diesen  Fällen  ist 
also  das  allgemeine  Integral : 


>=■'/■ 

0 


cos  (jT^ncos  u#)  sinu#’”  du#  + 


J 0 


co8(xyncosu#)sinci#^ 


=f 

J 0 


n cos(x y« cos tt#)  j 


. . 2m— 2 , „ I — w 

Asmu#  -\-Bx 


da». 


Ausserhalb  der  Grenzen  Null  niid  Zwei  besteht  immer  eins  der  particulären  Inte- 
grale, aus  welchen  sich  nach  der  im  vorigen  Abschnitt  gegebenen  Methode  das 
allgemeine  ümlen  lässt.  An  den  Grenzen  selbst  findet  nur  ein  particnlircs  Inte- 
gral statt.  Für  m = 0 wird  die  Gleichung: 

d*t/ 

woraus  das  Integral  direct  zu  finden  ist: 

yr:  Csin  (xynl  + ß cos  (xVn), 

welches  sich  auch  ans  Betrachtung  des  bestimmten  Integrals  für  y nnd  Anwen- 
dung der  Variation  der  Constanten  ergeben  würde. 

Für  m = 2 ist  die  Gleichung: 

d>y  2 du 

+ “ ^-f-«y  = 0. 
ax*  X dx  ^ 

Sie  ist  schon  im  vorigen  Abschnitte  behandelt  worden  und  ergab  das  Integral : 

C sin(xV«)  + G cos  (x  V#t) 
y_ ^ . 

einen  Werth,  den  man  anch  direct  erhält,  wenn  man  setzt: 


wo  dann  die  vorgelcgte  Gleichnng  wird: 


Es  verdient  noch  der  Fall  Berücksichtigung,  vro  m = l wird.  Obgleich  in 
diesem  Falle  beide  particulären  Integrale  gültig  sind , so  werden  sie  doch  in  die- 
sem Falle  gleich  nnd  geben  also  nicht  das  allgemeine  Integral.  Jedoch  erhält 
man  dasselbe,  wenn  man  in  dem  allgemeinen  Werthe  von  y für  m setzt  l + <f. 
und  (f  abnehmen  lässt.  Man  bat  dann  nämlich  t 

y~r  cos(xynco8  u>)  [A  Binui‘^+ tü 
0 

aber: 

(x8inu))'~*^=l  — Jlg(xsiniü)-4-  . . . 
sin  £ü*^=  1 + Jlgsin  OJ+  . , . 

also  mit  Vemachlässignng  der  die  erste  übersteigenden  Potenzen  von  J: 

/TI 

co8(xynco8(o)(A-f  ®)lgsintü— Älgx]  ) dm. 

0 
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Setseo  wir  hierin : 
so  ergibt  sich: 


il+B  = C,  (f(/4-ß)  = 2£, 


oder  da  C und  E endlich,  J aber  unendlich  klein  sein  soll: 

JB=-E, 

Durch  EinseUen  dieser  Werthe  erhftlt  man: 

r.n 


/ 

/ 0 


co6(xVnco8  «u)  [C+E  lg(xsin  ct>*)]du). 


Anf  die  hier  behandelte  Differenzialgleichung  wurde  die  Riccatische  (VII  des 
vorigen  Abschnitts)  zurückgeführt.  Nehmen  wir  wieder  die  Gleichung: 

d*M  . m 

= “■ 

woraus  sich  die  Riccatische  ergab,  so  ist  das  allgemeine  Integral  derselben  also 

immer  ln  der  Form  eines  bestimmten  Integrals  su  finden,  wenn  ■ ”*  ^ zwischen  0 

m + 2 

und  2 liegt.  Diese  Bedingung  ist  immer  erfüllt,  wenn  m positiv  ist.  Ist  m aber 
negativ,  so  geben  die  Grenzbedingnngen,  wenn  man  m = — s setzt: 

offenbar: 

s>2  und  s>4, 

also  bei  negativen  m findet  die  oben  gegebene  Form  noch  dann  statt,  wenn  m 
zwischen  ~4  nnd  — x liegt.  Macht  man  die  im  vorigen  Abschnitte  gegebenen 
Substitutionen,  so  erhllt  man  in  diesen  Fallen: 


T'*"' 

s = A I cos  (ftx  • cos  cü)  sin  w 

* 0 


Q 

'+  ‘da 


wo  gesetzt  ist: 


+ Bx 

j 

iYA 


’i  ^ 2 

r#  cos  X ^ i cos  co)  sin  w da, 

J 0 


1+  2’ 


4=V(-1). 


Dnrcb  Wcgschsffcn  des  Imaginären  crhtlt  man: 

m 

T+‘ 


“=/  ( 

J 0 


71  T+' 

^fAX  C08W_^^— 


) (A  sin  (u 


3 

m4>  i 


+R*sinu"*‘^  döjt 


Das  Verbältniss  ist  dann  die  einzige  in  dem  Integral  der  Riccatischen  Glei- 
chong  vorkommende  Constante. 

In  den  Grenzen  0 nnd  —4  für  m hat  man  nur  ein  particoUres  Integral, 
welches  man  erhalt,  wenn  man  bezüglich  den  mit  A oder  B mnltiplicirten  Thell 
der  Noll  gleich  setst.  Das  allgemeine  Integral  der  Biccadichen  Gleicbozig  gibt 
dann  die  Formel: 
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du 

— - + 

^ au 


wo  u das  gefundene  parlicul&rc  Integral 
der  Oleichnng: 

d*u  . m 

= Ax  *M 

dx* 

ist. 

FQr  m = 0 hat  man ; 
d^H 


dl 


-M  = 0, 


C«'  + Ee~* 

N = 1 

t 

In  dem  cinsigen  Falle  , wo  m = — 2 
ist,  werden  beide  particularen  Integrale 
illusorisch.  Es  ergibt  sich  in  diesem 
Falle  direct: 

d^u Au 

dx"*  X* ' 

eine  Gleichnngt  die  der  in  Abschnitt  2) 
II.  behandelten  Klasse  angeboren , und 
deren  Integral  ist: 

u=  Cx*^‘  + Ex*’*, 


wo: 


2yA 

m +2 


ganz  wie  im  vorigen  Abschnitte  zo 
setzen  ist.  Das  Intcgml  ist: 


u ~ Ce*"  + Ee  * . 


Ist  m=  —4,  80  erhalt  man: 


d*w  2 du 

P - U 

di^  Z di 


= 0, 


und  wenn  man  : 


r 


setzt : 


also: 


wo  und  kf  die  Wurzeln  der  quadra- 
tischen üleicbung: 

A»-*  = A 


sind. 

II)  Wir  wollen  aber  auch  auf  directc 
Art  die  Gleichung: 


mx  dx 


offenbar  dieselbe,  mit  der  wir  uns  eben 
beschäftigten,  durch  bestimmte  Integrale 
auflOsen,  um  eine  Anwendung  auch  die- 
ser Methode  zu  zeigen.  Wir  folgen 
hierbei  dem  Gange,  welchen  Lobatto 
(Crclle’s  Journal,  Bd.  17)  cinschl&gt. 
Das  Resultat , wie  cs  schon  gegeben 
worden  ist,  rOhrt  von  Kummer  her. 
Setzen  wir: 

y—j  * 

wo  P eine  zu  bestimmende  Function  von 
p ist,  so  erhält  man: 


xy= J“ e~P^Pxdp  = - e P*P-\-  j' » dp, 

f e~P‘^Pp'zdp=-e~P’‘Pp^+  f e~P^d(Pp'), 

dx*  ß ’ 

und  wenn  man  dies  in  die  gegebene  Gleichung  setzt: 

a=t-P=‘P(c^-r')+  r t-P^[d(Pp')-c'dP-'^'^Ppdp]. 

*/  m 


Setit  man  den  unter  dem  Integralreichon  erhaltenen  Theil  gleich  0,  so  kommt: 
(p'  - e’)  dP+  Ppdp  = Q, 


oder  durch  Integration: 


m+  I 


P = (e«-p>)  . 

Die  Qrenaen  des  für  y gesetitcn  Integrals  ergeben  sich,  wenn  man  den  Theil 
ansserhalb  des  Summenseichens , welcher  für  die  Grenswerthe  gilt,  Terschwinden 
lasst.  Es  ist  also  zu  setzen: 
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m—  I 

e-P^{c*~rn~^=o. 

Itt  — poflitiT,  BO  wird  diese  Gleichung  erfüllt,  wenn 

in 

p = +c  oder  ~ —c 

ist.  [Der  Werth  /?  = oo  gibt  im  Allgemeinen  kein  Resultat,  weil  ja  x aach  ne- 
gativ sein  kann.*)]  Nehmen  wir  also  — c und  -f*r  als  Intcgrationsgrcnzen,  so  er- 
gibt sich : 

m+  t 

y=/t  f dp 


0 


m+  I 


oder  wenn  nan  für  p setst  cq : 

, _üi±_i 

^ 0 

wo  die  Constante  A einen  andcin  Werth  aU  vorhin  hat.  Es  ist  dies  ein  parti- 
cnläi-es  Integral.  indess  findet  man  unter  gewissen  Bedingungen  ein  «weites, 
wenn  man  in  die  gegebene  DifTcrcnzialgleichong  setzt: 

1 


m 

y = mx  s . 

Ks  wird  dieselbe  dann : 

rf*»  ^ m+  * di 

äx*  mx  <ir 

Diese  Gleichung  aber  hat  die  Form  der  ursprünglichen , wenn  man  in  derselben 
m mit  — m vertanscht.  Ist  also  - positiv,  so  erb&lt  man  ganz  wie  oben: 


JL  *'0 

mx”* 

Finden  also  beide  Bedingungen  Staat,  so  ist  der  allgemeine  Werth  von  y: 

m+  1 m— 1 

y=r'  (.*»•+ (1  _ ^ + B (1  - ~^]ä9. 
0 

Setzt  man: 

m—  1 _ 

m 

so  ist: 

ÜL±1=2-«. 

m 


*)  In  der  angeführten  Abhandlung  nimmt  Lobatto  irrthümlicher  Weise  die 
Grenzen  c und  co  als  allgemein  gültig.  Dieser  Fall  ist  aber  ein  trefflicher  Beleg 
dafür,  wie  das  Resultat  sich  mit  der  Auswahl  der  Constanten  Ändert.  Sind  diese 
so  gewählt,  dass  x positiv  bleibt,  so  kann  das  Integral  auch  in  den  Grenzen  0 
zind  00  genommen  werden,  sonst  nicht. 
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Bei  positivem  n ist  nun  dieser  Ausdruck 
immer  positiv,  wenn  n kleiner  als  2 ist 
und  in  diesen  Fallen  findet  der  Aus- 
druck für  das  allgemeine  Integral  statt. 
Ausserhalb  dieser  Grenzen  ist,  wie  leicht 
zu  sehen,  entweder  der  mit  A oder  der 
mit  ß multiplicirte  Thcil  ein  particulä- 
res  Integral  der  vorgelegten  Oloichung. 
Der  Fall,  wo  n imaginär  ist,  würde  je- 
doch andere  Betrachtungen  erfordern. 

III)  Schliesslich,  um  auch  die  Inte- 
gration einer  hühern  Differenzialglei- 
chung durch  bestimmte  Integrale  zu  zei- 
gen, entnehmen  wir  der  angeführten  Ab- 
handlung noch  die  Behandlung  der 
Gleichung: 

— 2— = 
c/x" 

mit  der  Bemerkung,  dass  das  Resultat 
schon  früher  durch  Scherk  mittels  der 
Summation  von  Reihen  gefunden,  und 
direct  durch  Jakobi  verificirt  worden  ist. 

Wir  setzen : 


Pi 

»+l 


Pir 


ist,  so  verschwindet  derselbe  für  p,=oo 
immer,  wenn : 


"+• 


-p,x 


= j' eP^Pdp, 


H+l 

positiv  ist,  d.  h.  wenn: 

ist,  eine  Bedingung,  welche  für  anend* 
liches  Pi  immer  zu  erfüllen  ist,  da  n 
eine  positive  ganze  Zahl  sein  muss.  Man 
bat  also  das  partieuUrc  Integral : 
n+  I 

^ 0 

Stellt  nun  s irgend  eine  i*  + lte  Wur- 
zel der  Kinhcit  vor  , so  ändert  sich  P 
nicht,  wenn  man  *p  für  p setzt,  und 
man  hat  also  n -f- 1 particuläre  Integrale 
von  der  Form: 


wo  P wieder  eine  Function  von  p sein 
soll.  Es  ist  dann: 

^^r.PYdp,  ' 

(ir”  *' 

also  wenn  man  in  die  ursprüngliche 
Qleichuog  einsetzt: 

J Pp*dp-  j"  eP^xPdp-a, 

oder,  wenn  man  das  eweitc  Integral  theil- 
weise  integrirt: 


CD  — 


-eP*  P+ f [Pp”dp+dP\=a. 

Die  Gleichung  ist  erfüllt,  wenn  ma 
setzt; 

Pp^  dp  -1  dP=0, 

und ; 

-rt, 

wo  p,.  P.,  p„  p,  die  Werthe  von  p,P 
an  den  Integrationsgronzcn  sind.  Uic. 
erste  Gleichung  aber  gibt  integnrt: 

"+‘ 


Ist  « eine  primitive  Wurzel,  so  ist  in 
dieser  Formel  t nach  und  nach  zu  ver- 
tans'cben  mit : 

Da  nnn  jedes  dieser  particnlären  Inte- 
grale der  Gleichung ; 

d" y 

—i-xy  = a 
dx" 

genügt,  eo  ist  zn  sehen,  dass  die  Somme : 


_ _P. 

y=r  e "+' dp[Ce»’*-|-C,ie''’* 

J n 


P=Ce 


P 

■ n+l 


und  die  zweite  wird  errüllt,  wenn  man 
fetzt : 

Pi=®i  p.-o.  e=<»- 

Da  nämlich  der  erste  Theil : 


■•00  — - 
0 

+ C.t’e‘*^*+  + 

genügen  muss  der  Differenzialgleichung : 

^>-xy  = C-|-C.-hC,-j-  . . . 

dx** 

Damit  diese  mit  der  gegebenen  überein- 
Btimme,  ist  zu  setzen : 

C+C.+C,-F  . . . +C=a, 

eine  Bedingung,  welche  die  »-t-1  Con- 
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stanten  aaf  n reducirt,  wie  es  aach  sein 
muss,  da  die  vorgelcgte  Gleichung  nter 
Ordnung  ist. 

31)  Ueber  eine  Differenzial- 
gleicbung  mit  3 Variablen. 

Boi  allen  bis  jetzt  behandelten  Auf- 
gaben war  die  Anzahl  der  gegebenen 
Differenzialgleichungen  um  Eins  kleiner 
als  die  der  Variablen.  Es  konnte  daher 
eine  der  letzteren  als  nnabh&ngige  Va- 
riable betrachtet  werden,  und  die  Anzahl 
der  Integrale  war  gleich  der  der  gege- 
benen GIcichnngen.  Die  Sache  wird 
aber  anders,  wenn  diese  Bedingung  nicht 
mehr  erfüllt  ist. 

Zunächst  wollen  wir  uns  auf  den  ein- 
fachsten Fall  einer  Gleichung  mit  3 Va- 
riablen, von  der  Gestalt: 

Xdx+Ydy\-Zdiz:0 

beschränken,  wo  K,  Z Functionen 
von  jr,  t/,  s sind,  nm  in  den  nächsten 
Abschnitten  die  gefundenen  Resnltate 
möglichst  zu  erweitern. 

Die  Frage  stellt  sich  hierbei  zunächst: 

„Wie  viel  unabhängige  Variablen  sind 
unter  diesen  dreien  vorhanden?** 

Offenbar  ist  nach  Bestimmnng  dersel- 
ben auch  die  Anzahl  der  Integrale  be- 
kannt, denn  die  Summe  der  unabhängi- 


gen Variablen  und  der  Integrale  ist 
gleich  3. 

Es  mfissen  nämlich,  w’enn  x allein  un- 
abhängige Variable  ist,  zwei  Integral- 
gleichungen stattfinden,  welche  y und  s 
als  Functionen  von  x geben.  Sind  x 
und  y unabhängige  Variablen,  so  ist 
nur  eine  lutcgralglcicbung  gefordert, 
welche  s als  Function  von  x und  y gibt. 
Ein  dritter  Fall  ist  unmöglich. 

I)  Nehmen  wir  zunächst  den  letzten 
Fall  an,  dass  also  2 unabhängige  Va- 
riablen X nnd  y vorhanden  sind.  Wir 
schreiben  dann  unsere  Gleichung  folgen- 
dermaassen : 

eine  Gleichung,  welche  offenbar  gleich- 
bedentond  ist  mit  dem  System: 

dx  Z ’ fly  Z * 
Difforenziirt  man  aber  die  erste  Glei- 
chung nach  y (mit  Berücksichtigung,  dass 
auch  die  Grösse  s,  welche  in  X,  F,  Z 
enthalten  ist,  als  Function  von  x and  y 
betrachtet  werden  muss,  da  ja  das  Inte- 
gral z als  eine  solche  i^nction  ergeben 
muss),  und  die  zweite  nach  x,  so  erhal- 
ten wir  gleiches  Resultat,  nämlich: 


a»Z  _ Va,  dy)'^  \dy  du  dy/ 
djc  dy  Z*  * 


-Z 


/dY 

d F dz\  , 

rdZ  dz  ds\ 

(di  + 

Idx  ^ dz  dx) 

z> 


d*  di 


hieraus  folgt,  wenn  man^den  gemeinschaftlichen  Kenner  wcglftsst,  nnd  für  ^ 
die  Werthe  setst: 


Dies  ist  eine  Bedingung,  welche  durch 
die  Coefficicntcn  X,  Y,  Z erfüllt  werden 
muss,  damit  z eine  Function  von  x und 
y sei,  also  die  vorgelegtc  Gleichung  nur 
ein  Integral  habe.  Man  nennt  sic  „Be- 
dingung der  Intcgrabilit&t**,  obwohl  nicht 
ganz  passend,  da  eine  Integration  der 
Gleicbung  in  jedem  Falle  möglich  ist. 

Wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so 
lässt  sich  die  Auffindung  des  Integrals 
leicht  in  folgender  Weise  bewerkstelligen. 
Da  in  der  vorgelegten  Gleichung  z 
als  Function  von  x und  y zn  betrachten 
ist,  so  kann  man  zunächst  y constant 
denken.  Sie  nimmt  dann  die  Gestalt  an: 
Xrfx-|-Zdz=0, 


eine  Gleichung,  welche  nur  die  Variablen 
X und  i enthält.  Man  integrirt  dieselbe. 
Die  willkürliche  Constante  des  Integrals 
kann  jedoch  eine  Function  der  als  con- 
stant gedachten  Grosso  y sein. 

Dem  Integrale  gibt  man  am  passend- 
sten diejenige  Form,  welche  wir  in  Ab- 
schnitt 9)  als  Hanptintegrale  bezeichnet 
haben,  d.  h.  wir  geben  x eine  beliebige 
Zahl,  etwa  Nnll  oder  allgemeiner  x,  als 
Anfangswerth,  und  bezeichnen  als  zn- 
gehorigen  Werth  von  z. 

»,='/  (*.  y.  *) 

ist  d»nn  das  Hanptintcgral.  — Wieder- 
holnngswcise  bemerken  wir,  dass  sich 
32 
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aas  jedem  Integral  unserer  Gleichung 
/(*>  y»  »)  = c das  Hauptiniegral  6nden 
lasst.  Setzt  man  n&mlich  hierin  für  x 
und  z,  für  z,  so  hat  man: 

f{x,  y,  *)=/■(•*..  yi  »•)- 

eine  Gleichung,  an«  der  sich  t,  ergibt. 
Da  nun  die  Gleichung 

Xir4^ydy+Zdz=0 

für  jeden  Werth  von  x,  also  auch  für 
gelten  muss,  wo  dann  dx  = 0,  z = *, 
wird,  so  erhalten  wir  : 

—0, 

wo  Z.  diejenigen  Werthe  von  Y 

und  Z sind,  welche  man  erhält,  wenn 
man  darin  x und  » bezüglich  mit  x, 
und  s*  vertauscht,  wahrend  y beliebig 
bleibt. 

Die  Integration  dieser  Gleichung  gibt 
nun  s,  als  Function  von  y allein  mit 
einer  willkürlichen  Constanto  a.  Sei : 
s,  = V'(y,  «), 

so  ist  also  das  Integral  der  anftnglich 
vorgelegten  Gleichung: 

V'(y»  «)='/  (^t  y*  *)• 

Die  Integration  ist  also  zurückgeführt 
auf  2 Gleichungen  mit  2 Variablen: 
Xdx+Z(/i-0  und  y,dy-fZodz,  = 0, 
welche  man  unabhängig  von  einander 
integriren  kann.  Von  der  ersten,  in  der 
man  y constant  denkt,  ist  jedoch  das 
Hauptintegral  »^  = y(x,  s)  *u  bilden, 
und  schliesslich  aus  beiden  zu  eli- 
miniren.  . 

Beispiel.  Sei  gegeben  die  Glei- 
chnng : 

( oy  __  hz)dx  + («  — ax)dy + (6x — cy)dz  — 0. 
Es  ist  also: 

X = ay  — 6z,  y = cz— aj:,  Z = 6x-cy, 
Ausdrücke,  die  offenbar  der  Bedingung 
der  Integrabilität  genügen. 

hat  also  die  beiden  Gleichungen : 
(ay— 6s)  dx  + (6x— cy)  dz =0, 
cs,  rfy  — cyds,  = 0, 

indem  man  x«=0  setzt. 

Das  Integral  der  ersten  Gleichung  ist : 


oder: 

c,  ( 4s  - ny)  = (*t . - ay)  (cy  - &*)  • 

Die  «weite  Gleichung  integrirt,  gibt 
aber: 

s^=py, 

also  dnreb  Elimination  von  z, : 

(6rt  — a)  (ry  — 6x)  = c (6z  — ay)i 
wo  a die  willkürliche  Constante  ist. 
Setzt  man: 


c 


so  ist  noch  t 

cif  — bx  _ 
bi  — ay  ^ * 

wo  y ebenfalls  willkürlich  ist. 

II)  Ifn  Falle,  dass  die  Bringung  der 
Integrabilität  nicht  erfüllt  ist,  gestaltet 
sich  die  Betrachtung  der  Gleichung 
X dx  + y (/y  4- Zifz = 0 
sehr  einfach. 

Dieselbe  kann  nur  eine  nnabh&ngige 
Variable,  und  muss  mithin  2 Integrale 
haben.  Nun  ist  es  klar,  dass  die  vor« 
gelegte  Gleichung  immer  ein  Integral 
gibt,  wenn  man  zwischea  x,  y und  z 
eine  ganz  willkürliche  Beziehung  an- 
nimmt, die  wir  durch: 

1)  0 = y (*,  y,  z) 

bezeichnen  wollen.  Man  kann  mittels 
derselben  eine  Variable  s eliminiren, 
und  cs  verschwindet  dann  anch  di  durch 
die  Gleichung: 


wenn  man  den  daraus  gezogenen  Werth 
von  dz  in  die  vorgclegte  Gleichung  ein- 
setzt.  Letztere  verwandelt  sich  also  in 
eine  Gleichung  mit  2 Variablen,  deren 
Integral  sein  soll : 

f(x,  y)  = ir. 

Die  willkürliche  Gleichung: 

0 = 7 (=,  y,  £) 

kann  dann  als  ein  zweites  Integral  be- 
trachtet werden.  Also: 


lg  (6r — ay)  = lg  (cy  - 6x) +lg  y , 
wo  y die  willkürliche  Constante  ist. 

Setzen  wir  hierin  x=0,  s=Zo, 
kommt: 

lg  (6zo-«y)=lgey+Ig  y, 
also  durch  Subtracrioo : 


lg 


bi  - ay_, 

6s,  — ay  ry 


„Wird  die  IntegrabilitüUbeding^ng  nicht 
erfüllt,  80  hat  die  Gleichung  immer  2 
80  Integrale,  Ton  denen  jedoch  eine  gans 
willkürlich  iat.“ 

Der  nfithigen  Rechnnng  kann  man 
anch  folgende  Form  geben.  Man  mul- 
tipUdre  Gleichung  2)  mit  der  unbekann- 
ten GrÖ8se  I und  addire  «ie  tnr  Torge- 
legtcn  Gleichung,  80  ergibt  eich: 
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3) 

wenn  man  sor  BeitimTnaag  ron  X seist: 

4)  Z+i5f=®- 

Die  GleichuDgen  1)  and  4)  dienen  dann, 
am  ans  Gleichung  3)  z und  X tu  elimi* 
niren,  and  diese  Oleichnng  3)  gibt  dann 
das  Eweite  Integral,  während  tf  ganz 
willkürlich  and  7=0  das  erste  Inte- 
gral ist. 

III)  Das  in  II)  enthaltene  Resultat 
ist  als  das  allgemeine,  das  in  1)  enthal- 
ten, als  ein  Ausnahmefall  zu  betrachten, 
da  hierbei  eine  Bedingungsgleichnng 
erfüllen  ist.  Indess  braucht  eine  Diffe- 
renzialgleichung mit  3 Variablen  nicht 
gerade  die  hier  angenommene  Form  zu 
haben,  da  dy,  dz  in  jeder  Potenz, 
Homogenität  yorausgesetzt , erscheinen 
können.  Immer  aber  ist  das  in  II)  ge- 
gebene Verfahren  anzuwenden.  Sei  z.  B. 
die  allgemeinste  Relation  zwischen  dx, 
dy,  dz  angenommen,  welche  eine  homo- 


gene Gleichung  zweiter  Ordnung  gibt, 
also: 

1)  dz*-|-A  dx  di B dy  dz  xz  C dx* 

f £dardy-|-Fdy*, 
wo  A,  Bs  C,  E,  F Functionen  ron  r, 
y,  z sind.  Immer  kann  man  setzen: 

V (*.  jr.  *)=0. 

WO  7 eine  beliebige  Function  ist.  £11- 
minirt  man  mittels  dieser  Gleichung  und 
ihres  Differenzials  s nnd  dz  aus  der 
Gleichung  1),  so  hat  man  eine  Differen- 
gleichung  mit  2 Variablen  x und  y,  die 
integrirt,  und  mit  7 = 0 verbunden,  die 
Aufgabe  löst.  — Stellen  wir  aber  jetst 
die  Frage:  „Unter  welchen  Bedingungen 
hat  die  Gleichung  1)  nur  ein  Integral?** 
so  ist  der  Gang  der  Untersuchung  ähn- 
lich wie  in  1)  anznstellen. 

Wir  setzen: 

2)  dssrpdx-fydy, 

wo  X nnd  y nnabhängige  Variable  sein 
sollen.  Dieser  Werth  wird  in  1)  einge- 
■eut,  wo  dann  dz  eliminirt  ist.  hUn 
hat: 


(p*-\-Ap  — C)dx*  + {q*-^Bq  — F)dy*-i-(2pq  + Aq-^Bp~E)dxdy  = 0. 

Da  nnn  x nnd  y unabhängige  Variablen  sind,  so  ist  dieser  Gleichung  nur  zu  ge- 
nügen, wenn  man  setzt: 

3)  p*  + Ap—C=0,  F=0,  2pq-^Aq-\-Bp—E~0. 

Es  sind  dies  3 Gleichungen,  aus  denen  man  p und  q eliminircn  kann.  Die  re- 
suUirende  Gleichung  zwischen  A,  B,  C,  E und  F muss  daun  identisch  erfüllt  wer- 
den. Setzen  wir  der  Kürze  wegen : 


c=-x+0”. 

F=-^+H^, 

und  also  die  Bedingungsgleichnng : 

(-Ä±2G){-B±^H)  + A(-B±W)-\-B(-Ä±2H)^2E  = 0, 


d.  h.: 

5) 


±(BB-GB)+2GH-E-~=0. 

2 


Diese  Bedingtmgsgleichung  ist  jedoch  nicht  die  einzige.  Wegen  der  Gleichung 
2)  muss  nämlich  anch  sein: 

dp dg 

dy  “ dx* 

Differonziiren  wir  also  bezüglich  die  Gleichungen  4)  nach  y und  x mit  Rücksicht 
darauf,  dass  z eine  Function  von  x und  y ist,  so  erhalten  wir: 
dA.„dC  dA  ,„dC  dB.„dff  dB 

*»±257  ?=-ä7±2  57  - 

oder,  wenn  wir  für  y und  q die  Werthe  einsetxcu : 


32* 
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Die  Coefficienten  A,  B,  C,  E.  F miueen  32)  Ueber  eine  Gleichung  mit 
also  beide  Bedingungsglcichtingcn  5)  f»  Variablen  von  der  borm: 


und  6)  identisch  machen,  damit  ein  In- 
tegral der  Gleichung  1)  genügen  könne, 
üebrigens  ist  es  nur  nöthig,  dass  eins 


A ^<lx ^+A^dx^•^ 


-\-A  de  =0. 


Die  Gleichung,  wo  die  Differentiale 


der  beiden  Systeme  erfüllt  werde,  welche  ^ j-  z/j;  in  linearer  Form  vor- 

«;«««  r««n  eWftll  in  f>’)  und  “*»*•’  n 


entstehen,  w'enn  man  überall  in  5)  und 
6)  die  untern  oder  die  obern  Zeichen  kommen  und  A^^  . 

nimmt.  Jedoch  darf  man  nicht  etwa 
in  5)  die  untern  und  in  6)  die  obern 
Zeichen  nehmen 


A willkür- 

n 

liehe  Functionen  von  x,, 

sind,  hat  in  ihrer  Allgemeinheit  zuerst 


Sind  aber  dieie  Bedingungen  der  In-  PfaEf  behandelt,  sie  wird  daher  noch  oft 
teirrabiliUlt  erfüllt,  so  ist  die  Losung  wie  als  Pfar  sehe  Gleichung  bezeichnet  Ein« 

rTnf.as.«.sr.Ks>na>  but  81C  Jukobl 


in  1)  zu  machen. 

Mao 
erhält: 


weitern  Untersuchung  hat  sic 
Man '"denlcPsäerst  « constant,  und  (Crclle’s  Journal,  Band  2 und  17)  un- 
terworfen. Die  hier  trou  möglichster 
KOrse  mit  einiger  Vollständigkeit  su 
gebende  Behandlung  wird  sich  an  die- 
jenigen Untersnehungen  anschlicssen, 
welche  der  Verfasser  dieses  Wörterbuchs 

„ . , . ‘ wrt  darüber  angestellt  hat.  (Crelle*s  Jonmal 

das  Hauptintcgral  dieser  Gleichung,  wo  „ , 

fl.r  Anfanirswerth  von  * gleich  der  Zahl  . 


Sei : 


dz^-^Adxdi-Cdc*. 

Vf  ») 


der  Aufangswerlh  von  x gleich 
X,  angenommen  ist.  Man  hat  dann 
noch  zn  integriren  die  Gleichung; 

wo  Fj  sich  aus  ß,  F ergeben, 

wenn  man  darin  x,  s mit  x,,  ver- 
tauscht: Aus  dem  Integral  dieser  Glei- 

chung, welches  sein  soll: 

y (y>  *•)  = «» 


1)  Xif/x,-hX,dx,-|- 


s K 

= £ 


Xdr^  =0, 


nnd  stellen  zunächst  die  Frage,  wie  viel 
Integrale  dieselbe  im  allgemeinen  Falle 
habe,  d.  b.  wenn  zwischen  den  Grössen 


nnd  aus  dem  Hauptintegral  der  ersten  ^ X.  . , . X keinerlei  Bedingungs 
ist  dann  wieder  s,  zu  eliminiren.  » 

Man  sicht , wie  diese  Methode  An- 
wendung ßndet,  wie  hoch  auch  die  Di 


gleichuDgen  stattfinden.  Wir  bemerken 

wenomiK  uuue  ’'”<='»>  eine  Auflösung  der  Gleichung 

mension  der  Differeniiale  sei,  dass  sieh  deslo  allgemeiner  ist,  ans  je  weniger 


aber  mit  derselben  auch  die  Ansalil  Integralen  sie  besteht,  da  je  mehr  Intc- 
der  Integrabilitatsbcdingungen  vermehren  grale  gegeben  sind,  desto  weniger  von 

^ .1-^  ........  ..  hlnsKAiit 


muss. 

Wären  in  Gleichung  1): 

A=zB  = 0, 

80  dass  diese  also  lautet: 

= Cfix’  + Erfxrfy-f  F t/y*, 


den  Grössen  x willkürlich  bleiben. 

Wir  unterscheiden  jetzt,  wie  schon  frü- 
her, die  beiden  Diffcrenzialzeichen  d nnd 
d derart,  dass  wir  cf.dann  nehmen,  wenn 
wir  einen  Theil  der  veränderlichen  r 
von  den  andern  als  derartig  abhängig 


BO  w&rcn  die  Gleichungen  3)  von  der  betrachten,  wie  cs  durch  die  Integral- 


Gestalt: 

p'  = C,  i'  = F,  2pq  = E. 


gleichuDgen  angezeigt  wird. 

Betrachten  wir  aber  die  x als  rollig 
unabhängig  von  einander,  so  bedienen 


Die  erste  Bedingung  der  Intcgrabilität  uns  des  Zeichens  «f,  während  also 
ist  dann: 


F'=4CF, 

eine  Bedingung,  welche  offenbar  bewirkt, 
dass 

rfz*=(VC</x  + VF(fy)’ 
wird.  In  diesem  Falle  ist  also: 
dz:xyCdx±yFdy, 

und  die  Gleichung  ganz  so  wie  in  1) 
SU  behandeln. 


XX^dx^  immer  gleich  0 ist,  ist  dies  mit 

XX  dx  nicht  der  Fall.  Indessen  kann 
s s 

man,  während  die  x ganz  beliebig  sind, 
9t  neue  Variablen  cinfQhren,  welche  be- 
liebige Functionen  der  x sein  sollen. 
Wir  theilen  diese  neuen  Variablen  aber 
in  zwei  Groppen,  die  eine  ans  p Glie- 
dern, r,,  f,  . . . y die  andere  aus  y, 

u,,  it,  . . . bestehend,  p nnd  y sind 
nicht  bestimmt,  jedoch  natürlich  immer 
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|>+?  = "-  Vermöge  der  Beetimmnngsgleiehangen  kann  man  dann  setzen: 


dx 


dx 


Ox^ 


p ‘ 

nod  such  in  den  Grössen  Xy  Xp  , x |darch  f. 


ersetzen. 

2) 


Es  ist  dann  identisch: 


dx 

+ T—  du  , 
% ? 

■■•V“.  • 


wo  T yy  r,  . , . T . (I ^ leicht  zn  bestimmende  Fnnctionen  von  I,  , . , 

«i  • • • “y  8>«a»  <*nd  man  hat,  wenn  man  die  DiflFerenziale  nach  und 
nimmt: 

dx  dx 

^r=^\dT’ 


Vertauschen  wir  jetzt  das  Zeichen  cf  mit 
dy  was  immer  geschehen  kann,  da  d 
das  allgemeinste  Gesetz  des  Differen- 
ziirens,  d einen  bestimmten  Fall  anzeigt, 
so  ist: 

also  auch: 


■^V‘r  + - V“*  = 0- 


Damit  diese  letzte  Gleichung  erfüllt 
werde , müssen  entweder  alle  Differen* 
ziale  d(^,  verschwinden,  d.  h.  alle 

I und  u constant  sein,  oder  die  Coeffi- 
denten  T nnd  1/  derjenigen,  wo  dies 
nicht  der  Fall  ist,  gleich  Null  sein.  Die 
beiden  bis  jetzt  willkürlichen  Gruppen 
der  t nnd  u bestimmen  wir  jetzt  derart, 
dass  alle  T gleich  Null  sein  sollen,  und 
alle  « constant.  Sollte  also  keins  der 
T Tcrschwinden,  so  wäre  /^  = 0,  qzzn  zu 
setzen  u.  s.  f.  Man  bat  also  im  allge- 
meinen Falle  p Gleichungen  von  der 
Form : 


3) 


-^^.är=o- 


wo  für  r nach  und  nach  1,  2 . . . p zu 
setzen  ist.  — Das  System  der  Glei- 
chungen 3)  ist  als  Yoliständig  identisch 
mit  der  gegebenen  Glcichnng  1)  zu  be- 
trachten. Denn  da  in  der  Gleichung  1) 
gewisse  unabhängige  Variable  vorhanden 
sein  müssen,  so  kann  man  sich  eben 
die  t als  solche  denken«  und  wenn  man 
nach  jedem  derselben  differenziirt , so 
verwandelt  sich  eben  die  Gleichung  1) 
in  3).  Was  die  Grössen  u anbotriff^ 
so  müssen  dieselben  gleich  Constanten 
gesetzt  werden,  damit  Gleichung  1)  er- 
füllt sei. 


„Die  Grössen  u sind  mithin  die  Inte- 
grale der  Gleichung  1).‘* 

Es  ist  dies  eben  die  Definition,  welche 
wir  von  Integralen  gegeben  haben.  Um 
die  allgemeinste  Anflösang  zn  haben, 
muss  die  Anzahl  der  Integrale , d.  b. 
der  Grössen  u möglichst  klein  sein.  Es 
fragt  sich  also,  welches  die  kleinste  An- 
zahl derselben  bei  willkürlichen  Werthea 
der  X sein  kann.  Aus  Gleichung  2) 
ergibt  sich  jetzt : 

4) 


d.  h.: 


4a) 


du. 


zlV, 


k dx  * 

$ 


und  da  die  Anzahl  der  X n ist,  so  hat 
man  n Gleichungen  von  der  Gestalt  4a), 
welche  man  erh&lt,  wenn  man  nach  und 
nach  1,  2,  3 . . . n für  s setzt.  Aus 
diesen  n Gleichungen  sind  die  Grössen 
Vy  , . ,y  Mj  . . . derart  zu  be- 
stimmen, dass  die  Anzahl  der  V nnd 
die  der  ii  gleich  q ist,  nnd  es  kann  also 

im  Allgemeinen  q nicht  kleiner  als  ^ 

sein.  Denn  sonst  würden  nach  Elimi- 
nation der  ü nnd  u noch  Bedingungs- 
gleicbungen  zwischen  den  X stattfinden. 
Es  sind  also  zwei  F&lle  za  nnterschei- 
dcQ,  je  nachdem  n grade  oder  ungrade 
ist.  — Im  erstcren  Falle  ist  die  Anzahl 

der  u wirklich  gleich  im  letztem  die- 


nen die  Gleichungen  4a)  zunächst,  um 
|(n+l)  der  Factoren  ü zu  bestimmen. 
Da  dann  die  Anzahl  der  Integrale  « 
auch  gleich  ftker  nur  noch 

4(»4-l)  — 1 oder  Gleichungen 

übrig  sind,  so  ist  eins  der  Integrale  in 
diesem  Falle  ganz  willkürlich.  Wlrwer- 
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den  dies  willkürliche  Integral  mit  beseichnen.  Man  hat  also  in  beiden  Füllen 
die  Identitäten: 


5) 

6) 

und  es  sind 


# -8n 


1 X (fx  . .. 

s - 1 

S=3fl+1 
s = 1 

die  Integrale  der  Qieichung: 
s=Sfi 

^ X/x,  =0, 


wo  a^,  <1, 


a beliebige  Constanten  vorstellen.  Die  Integrale  der  Gleichung : 


sind  dagegen: 


s = 1 

2 

$=  1 


= 0 


</  = c,  u,=a„  u,  = a,  . . . u^=a^, 

WO  ^ eine  willkürliche  Function  der  x ist. 

Die  Integration  einer  totalen  Differensialglcichnng  stellt  sich  also  wesentlich 
verschieden,  je  nachdem  die  Antahl  der  Variablen  gerade  oder  ungerade  ist.  Für 
den  letatern  Fall  haben  wir  bereits  schon  das  einfachste  Beisptel  n = 3 betrachtet, 
und  gefunden,  dass  in  der  That  von  den  2 Integralen  eins  willkürlich  ist. 

Die  Grössen  l haben  wir  oben  als  unabhängige  Variable  betrachtet.  Es  lässt 
sich  nnn  zeigen,  dass  man  fUr  dieselben,  deren  Anzahl  in  beiden  Fallen  gleich 
fl  ist,  ganz  beliebige  Fanctioneo  der  x nehmen  kann,  ohne  dass  sich  die  Integrale 
ändern. 

Nehmen  wir  nämlich  2fi  bezüglich  Gleichungen  von  der  Gestalt: 

• y »p  W,  ■ . • «j), 

WO  die  i willkürlich  sind,  die  w ihre  ihnen  gegebene  Bedeutung  behalten,  so  ist 
offenbar: 

2 (/x^  =2CJt  + 2 B(fu, 


eine  Gleichung,  die  ganz  wie  Gleichung  2)  ist. 

Wegen  der  Gleichung  4)  muss  aber  auch  sein: 

2l/.(ru,=z2C  <Jt 

h h rr  h h' 

eine  Gleichong,  die  sich  nur  erfüllen  lässt,  wenn: 

B,=  U^,  C^=0 

/ 

{üt  jedes  r ond  h UL  Die  « sind  also  Integrale,  was  auch  die  < sein  mdgen. 


33)  Integration  der  totalen  Difforeniialgleichnng  Ittr  den 
Fall,  dass  die  Aneahl  der  Variablen  grade  ist. 

Wir  integriren  zunächst  die  Gleichung : 


t=  2n 

£ jr  (i*  =0, 

1=  I 

d.  h.  wir  bestimmen  in  Gleicbnng  5)  des  vorigen  Abschnittes  die  Integrale  «.  Der 
Kunstgriff,  dessen  mad  sich  hierbei  bedient , besteht  in  der  Auswahl  der  an  sich 
wiUkQrlichen  unabhängigen  Variablen  I.  Zn  dem  Ende  setzen  wir : 

L\  = v»„  u,  = r«,  . . . u^=Vn^, 
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wo  V allein  die  erste  nnabhingige  Variable  enthalten  soll,  die  Grössen  a aber 
" ‘ ' Es  ist  dies  a.  B.  der  Fall,  wenn 


nar  Fnnciionen  der  übrigen  f,* 
man  seist: 


sind. 


"-h 


<r,=l,  ff,=— , 


d.  b.; 


_U, 

'~U.’ 


Oleichnngen,  durch  welche  die  nnabh&n*  a^  als  eine  Fnnction  der  Übrigen  sich 
gigen  Variablen  I vollständig  bestimmt  ergäbe). 

werden.  Wir  führen  jetst  noch  das  Differenaial* 

Beizt  man  noch  zeiohen  d ein,  welches  immer  andenten 

^ soll,  dass  nach  der  ersten  der  nnabhän- 

gigen  Variablen,  also  hier  nach  difife- 
renziirt  worden  ist,  während,  wie  eben 
nnd  mnltiplicirt  die  Oleichoog  5)  des  gezeigt,  d anf  ein  Differenziircn  nach 
vorigen  Abschnitts  mit  A , so  erhält  jedem  I,  d anf  ein  ganz  beliebiges  Diffe> 

renziiren  gebt.  Der  Ausdruck  rechts  in 


man ; 

V 

nnd : 


Gleichnng  7)  ist  nun,  wie  wir  gesehen 
haben,  von  ganz  unabhängig,  daher 
sein  Differenzial  d gleich  0,  d.  h : 

8)  ZAX  ~=0.  d(£AX<rx)  — 0. 

‘ Die  Gleichungen  8)  können  wir  jetzt 

Die  Gleichung  8)  findet  darum  statt,  auch  schreiben: 


J AXdx  = 2a i/v, 


weil  die  Grössen  ii,,  w. 


u von 


unabhängig,  also  -^  = 0 ist. — Betrach- 


£(AXdx)t:0, 

da  d so  gut  wie  der  Differenxialquotient 

--I  nur  Differenziircn  nach  andeutet, 

tet  man  t,  jetzt  allein  als  unabhän- 

gige  Variable,  so  sind  die  Grössen  «„  Denkt  man  sich  nun  unter  den  *,  wie 
A . , . « « u . . . « von  t nn-  ^och  hierbei  geschehen  muss,  die  bezttg- 

’*’*»•’**•’**»*  ‘ liehen  Functionen  von  , so  ist  diese 

abhängig,  also  bei  dieser  Bclrachtungs*  letztere  Gleichung  offenbar  identisch, 
weise  als  constant  zn  denken.  Diese  einher  auch  ihr  Differenzial  nach 

2n— 1 Grössen  sind  mithin  Integrale  der  gjjjem  beliebigen  Gesetze  genommen. 
Gleichnng  8)  (wenn  nämlich,  wie  hier  also: 

angenommen  wurde , a,  = 1 ist.  Bei  an-  j/tjya  \ — n 

dem  Annahmen  wäre  auch  c,  ein  In-  ' . 

tegral,  es  lande  aber  dann  zwischen  den  Offenbar  aber  erhält  man  dorch  theiU 
<r  eine  Beziehung  statt,  vermöge  deren  weises  Differenziiren: 

d(£AXdx)  = Jd(AX)  dx-\-XAXddx=:AJdXdx^dAlXdx'{‘XAXddx; 
es  ist  aber: 

XXdx-0, 

also: 

d{XAXdx)  = AXdXdx+XÄXddx-0. 

Ferner  hat  man : 

d{2AXdx)=lAXddx-^Xd{AX)dxziO, 

nnd  dorch  Snbtraction  der  beiden  letzten  Gleichungen : 


9)  Xd{AX)dx  = AXdXdx, 

Da  die  Differenziale  , dx^  . . . dx^^  ganz  willkürlich  sind,  so  müssen  die 

mit  einem  jeden  derselben  mnltiplicirten  Glieder  auf  beiden  Beiten  der  Gleichung 
9)  einzeln  gleich  sein.  Dieselbe  zerfällt  sonach  in  2n  andere  Gleichungen : 
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p = 2H  dX 

10)  dCAX,)=A  ^ Edx, 

p=i  ^*1  P 

p — ‘in  dX 

d{AX,)  = A X Edx 

p=i  p 


p = 2ndX 


p=,  <■*, 


EAx  , 


oder  da  man  hat: 


dX^  dx  . 

BO  Terwandeln  sich  die  Gleichungen  10)  in; 

t)  ~ /d  X s V 

p — 'in  /d  X <k  V V 

X,dA  = A^Z  ( 

p~,  v^*,  / p 


x„  d^= 

in 


p = ^n,dX  dX„  . 

= A^X  (P 

p=l  ) P 


iA 


2n  p 

Es  lind  dies  nach  Elimination  von  welche  also  nach  den  uns  bekannten  Re- 

. , welch«  durch  blosses  Abziehn  einer  p'"  .«‘^»'‘'chen  muss,  erhalt  man  n.tür- 
A lieh  im  Allgemeinen  Integrale  von  die- 

Gleichung  von  den  fibrigen  geschehen  8cr  letztern  Form.  Da  wir  aber  die  u 
kann,  2n~l  Oleichnngen  mit  2n  Varia-  suchen,  so  müssen  die  a ans  den  Inte- 
blen.  Die  2n  — l Integrale  dieses  Systems  gralen  cliroinirt  werden, 
aber  sind,  wie  wir  bereite  gesehen  ha-  Dies  erfordert  aber  die  Auaiwung 
ben,  die  Grossen  ff,,  a,  , , . fr^^,  u„  neuer  Differenzialgleichungen, 
oder  vielmehr  im  Allgemei-  Bezeichnen  wir  mit 

nen  jedes  System  von  2/i— 1 von  einen-  irgend  ein  System  von  Integralen  der 
nnabb&ngigen  Fnnctionen  dieser  Gleichungen  11),  wie  es  durch  die  Anf- 
GrosMn.  lösung  derselben  gegeben  ist,  so  hat 

Bei  der  Integration  dieses  Systems  11),  man  identisch: 

XAX<rx=B,dß^-{.B,irß^-\.  . . . 

denn  da  die  ß Fnnctionen  der  a oder  u sind,  so  sind  mithin  auch  die  « oder  « 
Functionen  der  /9,  also: 

. di4  ^ du  . du 


und  die  Gleicbong; 


2AXdx-=Xadu 


mnss  die  hier  hingoschricbeno  Form  annehmen.  Die  Grössen  B sind  dabei  nnr 
Fnnctionen  der  ß,  also  von  oder  was  hier  dasselbe  ist,  von  A ganz  frei.  Die 
Gleichung  1)  des  vorigen  Äbsebnittes  geht  also  Aber  in; 
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12) 


£ 


= 0. 


Die  ß sind  hier  gegebene  Functionen  der  x,  die  B werden  bestimmt  dnrch  die 
2n  Gleicbongen : 


=~‘ 


dF 


dx 

s 


wo  fdr  < SU  scteen  ist:  1,  2 . . . 2n. 
Eine  dieser  Gleichungen  maas  eine  Folge 
der  übrigen  sein,  die  andern  dienen  zur 
Beatiromnng  der  B als  Functiooeu  von 
X.  Diese  Variablen  x.,  x,  . . . x. 

l»  S 

werden  aber  mit  Hülfe  der  2a— 1 Inte- 
gralgleichnngen  bis  auf  eine  als  Functio- 
nen der  ß ansgedrfickt»  und  in  den 
Grüssen  B kann  nach  der  Snbstitntion 
derselben  x^  nicht  mehr  Vorkommen,  da, 
wie  wir  eben  gezeigt  haben,  dieselben 
nnr  von  den  ß abhängig  sind.  Es  bleibt 
also  noch  übrig,  die  Gleichung  12)  zu 
integriren.  Da  die  Anzahl  der  Variablen 
ß ungerade  ist,  so  erfordert  sie  nach 
dem  vorigen  Abschnitte  ein  willkürliches 
Integral.  Dazu  wähle  man  eins  der 
s.  B.  ß^.  Dies  kann  unbeschadet  der 
Allgemeinheit  geschehn,  da  ja  jedes  In- 
tegral als  eine  willkürliche  Function  eines 
beliebigen  Systems  anderer  Integrale 
betrachtet  werden  darf.  Wir  setzen  da- 
her ß^  einer  Constanten  gleich.  Nun 
hat  die  Gleichung  12)  noch  2n— 2,  also 
eine  grade  Anzahl  von  Variablen.  Ihre 
Losung  kann  also  durch  ein  System  von 
der  Form  11)  bewirkt  werden,  in  wel- 
chem man  dieX,x  durch  die  ^ und  die 
Zahl  n durch  n — 1 ersetzt.  Sind  y^^ 
y,  . . . Integrale  dieses  Sy- 

stems, so  kann  man  wieder  gleich 
einer  Constänte  setzen,  und  erhält  ganz 
wie  oben  eine  der  Gleichung  12)  ana- 
loge 

SCdyz^O 

mit  2rt— 4 Variablen.  Fährt  man  so 
fort,  BO  hat  man  nach  und  nach  ein 
System  von  2a— 5 Gleichungen  mit 
2n— 4,  2a— 7 Gleichungen  mit  2a— 6, 
u.  s.  w.,  endlich  1 Gleichung  mit  2 Va- 
riablen. Indem  man  dos  erste  Integral 
jedes  Systems  einer  Constanten  gleich 
setzt,  erhält  man  so  die  Integrale: 

^1.  /t.  ■ X,, 

im  Ganzen  n Integrale,  and  diese  sind 
offenbar  die  Integrale  der  vorgelegten 
Gleichung  5)  des  vorigen  Abschnittes,  d. 
h.  diejenigen  GrOssen,  die  wir  mit  w^, 

w,  . . . bezeichnet  haben. 

* 1% 

Bis  zn  diesem  Funkte  bat  Pfaff  das 


Problem  behandelt.  Die  Ansfühning 
wird  aber  bei  weitem  einfacher  nnd  ele- 
ganter, wenn  man  sich  mit  Jakobi  der- 
jenigen Integrale  bedient,  welche  wir 
oben  als  Hanptintcgralo  bezeichnet  haben. 

84)  Einführung  derHauptintc- 
grale  in  Bezug  anf  die  hier  be- 
handelte A ufgabe. 

Nachdem  das  System  11)  integrirt  ist, 
kann  man  die  Integrale  ß unter  unend- 
endlich  vielen  Formen  schreiben.  Wir 
führen  jetzt  die  Form  der  Hanptinte- 
grale  ein,  d.  h.  wir  setzen  X|=0  oder 
gleich  einer  andern  beliebigen  Zahl.  Es 
mögen  dann  sich  verwandeln  x,  in  x/, 
Xg  in  x^'  u.  8.  w.  Wir  ersetzen  dann 
das  System  der  ß durch  das  System 
X,',  Xg',  x/  . . ,,  und  die  Gleichung  11^ 
des  vorigen  Abschnitts  wird  dann: 
jAX<fx=sK(rx', 

wo  die  ÜC,nur  Funktionen  der  Grössen 
X,',  X,'  , . . sind.  Das  Wichtige  die- 
ser Form  ist  nun,  dass  man  diese 
Grössen  /C  augenblicklich  bestimmen 
kann.  — Zu  dem  Ende  bezeichnen  wir 
mit  A',  X/,  X/  ...  die  Werthe, 
welche  bezüglich  A,  X^f  annehmen, 
wenn  man  darin  x^,  x^  ...  x.^^  mit 

0,  X*'  ...  x'-  vertauscht.  Da  non  die 
* «n 

Gleichung : 

SAXdx=:XK(/x' 

für  beliebige  Werthe  der  x gilt,  so  ist 
auch: 

^A'X'Jx'  = S/Cdx', 
also  identisch: 

JC=A'X, 

and: 

12 a)  ^AX<rx  = ^A'X'  dx\ 

Da  Xj'  an  die  Stelle  von  ßg  getreten 
ist,  so  ist  tt^=x,',  einer  Constänte  gleich 
gesetzt,  das  erste  Integral  der  Olcicbnog 
5).  ' Man  bat  nun  zn  integriren  die 
Gleichung: 

.JX'Ar'  = 0, 

welche  12)  entspricht,  nnd  deren  Varia- 
blen X,',  x^'  . . . x',,^  sind.  Die  Inte- 
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gration  führt  anf  ein  Syatem  von  2h  — 2 
DifferensialgleichungcDf  welches  wir  mit 
11a)  beseichnen.  Es  geht  aus  11)  da- 
dnrch  hervor,  dass  man  darin  die  beiden 
ersten  Gleichungen  gana  fortlaast,  und 
in  den  übrigen  X,, 

yl  vertanscht  mit  ar,',  z/ 
. . . X/,  X/  A,.  Das 

System  11  a)  habe  nun  die  Hanptinte* 
grale  x,"  ..  und  der  Werth 

von  für  x,'  = 0 sei  A^*,  so  bat  man 
ganz  wie  oben : 

Xi4,XVx'  = X.l/  X'Vx", 

Man  setzt  w,  = x^"  einer  Constanten 
gleich,  so  ist  zu  integriren  die  Gleichung: 
XX"dx"  = 0. 

Diese  zerfUlt  wieder  in  ein  System  von 
2a ~ 4 Gleichungen,  welches  der  GleN 
chnng  11)  analog  ist  und  das  wir  mit  11  b) 
beseichnen.  Es  entsteht  ans  11),  indem 
man  die  ersten  4 Gleichungen  weglftsst, 

für  X,  ...  X.  , X.  ...  X , ,4  aber 
* 2n*  * ln' 

schreibt:  x/',  x."  . . . x'',,^.  . . . 

X"^^,  4,.  Dieses  System  11b)  möge 

nun  zu  Hauptintegralen  haben:  x^'"... 

X ***  Q.  s.  w.  Man  bat  also  nach  und 
8h 

nach  zu  integriren  die  Systeme  11),  11a), 
11  b),  11  c)  n.  s.  w.,  im  Ganzen  n Systeme 
mit  bezüglich  2n,  2h--2,  2n~4  ...  2 
Variablen  (mit  Ausschluss  der  Grössen 
4,  4,,  4|  . . .,  die  sich  immer  nach 
Auflösung  der  übrigen  Gleichungen  durch 
blosse  Quadratur  ergeben).  Die  Haupt* 


integrale  der  verschiedenen  Systeme  wer- 
den gebildet,  indem  man  nach  and  nach : 


der  Null  oder  einer  andern  Zahl  gleich 
setzt,  und  jedes  System  gibt  ein  Integral 
der  Gleichung  5),  nämlich: 

Wir  wollen  noch  die  Grösse  4 der 
Ueboreinstimmung  wegen  mit  A^  be- 
zeichnen. 

Schon  im  Abschnitt  9)  haben  wir  eine 
Variable,  die  nicht  selbst,  sondern  deren 
Differenzial  allein  in  dem  gegebenen 
System  vorkommt,  als  Index  des  Systems 
bezeichnet.  Wir  wollen  diesen  Ausdruck 
hier  so  erweitern,  dass  wir  eine  Variable 
noch  dann  Index  nennen,  wenn  nur  das 
Differenzial  einer  Function  von  ihr  in 
den  Gleichungen  vorkommt.  In  den 
Gleichungen  11)  kommt  nun  nur: 

vor,  und  somit  ist  4 und  in  den  Syste- 
men 11a),  11b)  . . . also  auch  4,, 
4,  . . . ein  Index.  Jeder  Index  hat, 
wie  wir  noch  erinnern  wollen,  die  Eigen- 
schaft, dass  er  ohne  Erhöhung  des  Sy- 
stems eliminirt  werden  kann.  Zieht  man 
nämlich  in  11),  nachdem  durch  4 divi- 
dirt  ist,  eine  Gleichung  von  allen  übri- 
gen ab , BO  ist  d lg  4 verscharnnden. 
Nach  der  Integration  der  so  gebildeten 
Gleichungen  gibt  eine  beliebige  der  Glei- 
chung 11),  z.  B.  die  erste : 


A,  \<x.  !>x  I P 


nnd  da  mittet,  der  Integrale  alle  x als  Functionen  einer  dieser  OrSasen  bestimmt 
werden  können,  bat  man; 

/öX. 


J X,^\dx,  öxj  P 


Es  ergibt  sich  also  der  Index  eines  Systems  immer  durch  blosse  Quadratar. 
Die  Gleichung  11a)  lantet  nun: 


SXdx  = ^(X,’ix,  + X/ix,'+  . 

Man  bat  ferner,  wenn  man  das  eingcschlagene  Verfahren  wiederholt: 


p=:8n  A f 

^ = ^ (A/Vr/'+X.'V*."+  . . ) 

^r3  r r 


n.  8.  w.,  also  schliesslich: 


Digitized  by  Google 


Qnadrataren  — Znrückf.  auf.  507  Quadraturen  — Zurückf.  auf. 


13)  + . . . 

^ I ^ ^ I ^ g 

A,’A,'A,'  ..  .A^ 

+__ . !L  X w 

^ • • • ^«  *"  ' 
Man  kann  hierbei  als  unabhängige  Variable  betrachten  die  Indices  A,,  A,  A 


A,' 
A ’ 


A'A, 


■ ■ A_ 


oder  auch  die  Factoren  . , ^ — . . . — j j — . 

I t 11  ,1 

Die  eehr  wichtige  Gleichung  13)  gibt  die  Form  an,  auf  welche  lieh  der  Ani- 
dmek  J'Xcfx,  wo  eine  beliebige  Veränderung  aozeigt,  bringen  lisat,  wenn  die 
Gleichung  2Xdx  = 0 integrirt  ist. 

Um  die  Wichtigkeit  dieser  Gleichung  zu  zeigen,  bemerken  wir,  dass  es  oft 

▼orkommt,  dass  einige  der  Functionen  X,  also  etwa  X , , , X , , « . • . 

’ . n+p  + V n+p+t 

gleich  Null  sind,  wihrend  die  rorhandenen  X Functionen  der  2a  Variablen 

X sind.  Man  hat  dann  nur  nöthig,  p Systeme  von  der  Form  11),  11a)  a a . sn 
integriren,  um  eine  Gleichung  von  der  Form  za  haben : 


14) 


»F 


J;>+1  s;>+i 


. + X , ^'>dx  , ('’)=o. 

^ ii+p  n+p 


Die  ersten  Hanptintegrale  der  p — \ vorher  gebildeten  Systeme  sind  zu« 
gleich  Integrale  der  Gleichung  XX(/x=0;  cs  fehlen  also  noch  n-'p>|-l 
Integrale,  da  ihre  Anzahl  n ist,  und  diese  werden  erhalten,  wenn  man 

P+1  Grössen  . ..r  , gleich  Constanten  setzt.  Es  sind 

*P  »•rp 

also  in  diesem  Falle  statt  n nur  p Systeme  zu  integriren.  Ansserdem  hat  man: 
15)  .TX  Js:  = ^X,<fx.'  + V^''x.'Vx."+  . . . 

V'x  (>— ) 

+ A,A,...  X ip-»  »P-» 


A,'A,' 


A,A, 


Sp  + I ""8p+l 
+ 


+ • 


)■■ 


(l’)rfx  (f) 
''\+p 

Besonders  wichtig  ist  der  Fall,  wo  ;>  = 1 ist.  Man  hat  dann  nach  einer  Integra- 
tion bereits  die  Gleichung  14).  Es  ist  lediglich  das  System  11)  in  integriren, 
und  die  Hanptintegrale  desselben  sind  auch  die  Integrale  der  rorgelegten  Olei- 
chnng  5).  Die  Gleichung  15)  aber  nimmt  in  diesem  Falle  die  Gestalt  an: 

15a)  XX<fx=.^(X.'cfx,'-(-X.'Jx.'-|-  . . . ). 

Dieser  Fall  ist  darum  so  wichtig,  weil  auf  ihn,  wie  in  seiner  Zeit  gezeigt  werden 
soll,  die  partiellen  Differenzialgleichnngen  erster  Ordnung  sich  immer  zurilckfOhren 
lassen. 


35)  Integration  einer  totalen  Differenzialgleichung  mit  einer 
nngraden  Anzahl  von  Variablen. 

Wir  haben  uns  jetzt  mit  der  Integration  der  Gleichung  6)  zu  besdi&ftigen, 
welche  wir  schreiben  wollen: 


16) 


f=Sfl+l  h = H 

X X^  = jlffqr-{-  X 
s = 1 h=  1 


Setzt  man  die  willkürliche  Function  ff>  gleich  einer  Constante  a,  so  kann  man 
mittels  der  Gleichungen; 
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< = 8n*fi 

(f  =0,  (fr/=  £ ^ (far^  = 0 

1=1  * 

eins  der  x und  du  ent«prechcndo  (fx  auf  der  linken  Seite  tod  16)  eliminiren, 
während  rechts  das  erste  Glied  fortfKllt.  Man  hat  dann  eine  Gleichung  mit  Sn 
Variablen,  die  auf  n Integrale  zurückgeführt  werden  soll. 

Somit  ist  die  Anfgabe  Tollständig  gelöst.  Wir  wollen  jedoch  durch  EinfUh* 
rung  der  Hauptintegrale  der  Gleichung  16)  eine  einfachere  Gestalt  geben. 

Zn  dem  Endo  f&bren  wir  statt  x , ^ und  , , die  Grössen  a und  <fa> 

8n+l  sn+l  ^ ^ 

ein,  mittels  der  Gleichungen: 

»(•'..  = -s  = 

El  wird  dann: 


wo  geutit  wurde: 


l = «l«+l  1=8» 


dx 


Sfi-fl 


^ '^S»+  I dyi 

^*Sn+l 

Dem  Ausdrucke  KcTx  aber  kann  dieselbe  Form  wie  dem  Ausdrucke  .^Xdx 
in  Gleichung  13)  gegeben  werden,  da  derselbe  nur  2n  der  Grösse  x enthält,  wenn 
man  das  darin  vorkommende  y als  constant  betrachtet.  Sind  wieder  x,',  xj' . . . 
die  ersten  Hauptintegrale  der  sich  hieraus  ergebenden  n Systeme,  welche  durch 
Intcgratiou  der  Gleichung  JSVdxzxLO  entstehen,  wenn  man  darin  <f  als  constant 
betrachtet.  Seien  V\  F"  . . . die  entsprechenden  Wertho  von  K,  welche  entste- 
hen, wenn  man  x,,  x^  , , . bezüglich  durch  x,',  x,'  , . . x'^^,  x.",  x,"  . . : 

ersetzt;  haben  dieselbe  Bedeutung  wie  oben,  so  ist  also: 

S = tfl+1  ^ 

17)  S X^dx^=ldj+-‘ 


A/A,'  ...A^' 
A,A,...A^ 


V, 

Sn  tn 


(") 


Die  den  Systemen  11),  11a)  ..  . analog  gebildeten  Gleichungen  nehmen  aber  in 
diesem  Falle  eine  symmetrische  Form  an,  welche  für  die  Folge  von  Wichtigkeit 
sein  wird.  Es  ist  nämlich  wegen  Gleichung  16): 

sx  trx~itrtf=x  Udv. 

Man  kann  nun  aus  denselben  Gründen  wie  in  Abschnitt  32)  annehmen,  dass  alle 
Grössen  U die  erste  nnabbängpge  Variable  nur  in  einem  gemeinschaftlichen 

Factor  -p-  oder  enthalten,  wie  dies  auch  unmittelbar  Gleichung  17)  zeigt, 

.«a  I A ■ 

and  setit  nun: 

A l=ft, 

■0  hat  man: 

f=Stt  &=n 

S AK  dx  —Idg  = 1'  a.d»,, 

1=1  * * A=l  * * 
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wo  die  Factoren  ft  von  A unabhingig  sind.  Man  erhält  nun  ebenso,  wie  im  be* 
xeicbneten  Abschnitte  : 

(f  (2' X öx— =0, 

und : 

^ d(2A  X cTx — = 

Da  aber  die  Lösung  unserer  Gleichung  erfordert,  dass  einer  Constante  gleich 
sei,  so  ist: 

dfß  ~ 0 and  folglich  auch  cf  d ^ z=  0. 

Man  erhält  dann  durch  Transformation  der  leisten  beiden  Qldichungen: 

4 2 X d tTx  + 2 d ( A X ) Jx  - d^  cf  y - 0, 
A2XdtTx+2(f(AX)dx=0, 


also  durch  Subtraction: 

18)  2d  (XX)  Jx-du  tfy  = A 2 ifX  dx, 

wenn  man  die  Gleichung  2Xdx  = 0 berücksichtigt.  Hieraus  bildet  man  ganz  wie 
in  Abschnitt  32)  das  System: 


19) 


p — 2n+  1 
2 1 

dx 

P * 

\ 1 

V ‘ 

p = 8n+I 

T 

yäX 

i 

dX, 

P=i 

\dx. 

dx 

P 

p = S»+l 

+ A -r 
*11+ 1 P-' 


d,, 


Mit  dieicn  *n+l  Gleichungen  verbindet  man; 

d*  = 0. 

dx 


Offenbar  kann  man  durch  blosses  Abziehen  zunächst  du,  dann  aber,  nach  Division 
dA 

durch  A,  auch  -^=dlg^  eliminircn.  Ig^  und  fx  ergeben  sich  dann  nach  lnte> 

gration  des  so  redneirten  Systems  durch  blosse  Quadratoren.  Es  sind  also  ond 
A Indices  des  Systems  19).  Nach  Elimination  derselben  hat  das  System  also 
noch  2a  Gleichungen  mit  2n+l  Variablen.  Ein  Integral  desselben,  y = a,  ist 
aber  bereits  bekannt.  Setzt  mau  x^=0,  so  erhält  man  In  Verbindung  mit  = a 
die  Hanptintegrale  x,',  . . . x'^^,  and  es  wird: 


2i4X(fx=X(ltTy+2  Ftfx)  = ttcfy  4-v4'2  F'cfx'. 


Der  Ansdmek  2 f’Vx'  enthält  nur  2«— 1 
Variable.  Man  setzt  wieder  x^  gleich 
einer  Constanten,  und  zur  Bestimmung 
der  übrigen  Integrale  der  Oleichuog  16) 
ist  dann  wieder  von  einem  Systeme  wie 
11a)  auszngehcn,  oder  was  dasselbe  ist, 
von  dem  System  19),  wenn  man  darin 
xX  mit  X*  V*  vertanscht,  nnd  = 0 
setzt. 

86)  Bedingungen,  unter  wel- 
chen weniger  Integrale  als  im 
allgemeinenFall  6 derGleichung 
genügen. 

Die  vorigen  Abschnitte  erschöpfen  den 


allgemeinen  Fall  unseres  Problems.  ~ 
Wie  aber  bei  einer  Gleichung  mit  3 Va- 
riablen der  Fall  eintreten  konnte,  dass 
sie  nur  ein  Integral  hatte,  so  ist  es  bei 
2i«  nnd  2a +l  Variablen  ebenfalls  mög- 
lich, dass  sie  auch  weniger  als  »,  betüg- 
n-f-1  Integrale  habe,  and  haben  wir  für 
alle  diese  Fälle  die  entsprechenden  Be- 
dingungsgleichungen  zwischen  den  Grössen 
X aufznstellen. 

Wir  nntcrscheiden  wieder  die  beiden 
Hauptfälle,  wo  die  Anzahl  der  Variablen 
grade,  nnd  wo  sie  ungrade  ist. 

L Fall  einer  groden  Anzahl  von  Va- 
riablen. 
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In  der  Gleichang:  groM  BelbstTeret&ndlicb  aach  die  der  Vt 

80  hat  man  nur  2«— 2^  — 1 Integrale 
i X ilx  zziZUifu  Systems  11). 

s=t  ^ * Es  kann  also  dies  System  II)  in  die- 

kommt  die  er.te  veränderliche  I.  nur  8emFalle  anch  nur«n;2«-2?-lGlei- 
al«  gemein.chafilichcr  Factor  der  Grössen  'bongen  bestehen  da  sich  nur  soviel 
V vor,  nnd  die.  war  der  Grund,  dass  eon  einander  unabhängige  Gleichungen 
die  2n-l  Integrale  des  Systems  11)  durch  Diffcrensiiren  der  Integralgleichnn- 
au.ser  den  s>  noch  au.  den  Verhältniseen  ergeben,  und  es  folgt  hieraus,  d«. 

29  von  den  2n— 1 Gleichungen  des  oy- 
Sterns  11)  Folgen  der  übrigen  sein  müssen. 

Dieser  Bedingung  wollen  wir  snnäcbst 
einen  analytischen  Ausdruck  geben 
Zu  dem  Ende  schreiben  wir  mit  Ja- 
kobi : 


bestanden. 


fU  Ei  _ 

i/,‘  i/, ■ t/, 

Ist  nun  die  Ansahl  der  Grossen  w, 
also  der  Integrale  der  Gleichung  IXdxzzO 
kleiner  als  n,  etwa  n^g  ^ und  eben  so 

dX  dx 

« p 

und  die  Gleichungen  11)  haben  dann  die  Gestalt; 
20)  X,dA  = AZ(j>, 


X^dA=AX(p,  2)  dl 


P 


X^^dA  = AX(p,  2a)  dr^, 

wo  die  Summen  auf  alle  Werthe  von  p,  von  p = l bis  p = 2a  gehen.  Ausserdem 
ist  offenbar: 

p),  (p,  p)  = 0. 

Damit  die  2g  letzten  dieser  Gleichungen  Folgen  der  Übrigen  sind,  muss  man  die 
CoefÜcienten  von  ...  dx^^  und  dÄ  in  diesen  letzten  Gleichungen,  der  Summe 

der  entsprechenden  Coefheienten  der  2n—2g  ersten  Gleichungen,  wenn  man  die- 
selben mit  an  bestimmenden  Grossen  mnltiplicirt,  gleichsetzen  kdnnen. 

Es  ist  also  für  jede  Zahl  r,  die  der  Reibe  2n^29+l,  2a— 2f+2  ...  2a 
entBommen  ist: 


21) 


p = 2a-2?  e = 2a-2j 

^ V ’-f’’  ■■)=  -*■ 


e=! 


WO  p jede  Zahl  ron  1 bis  2a  rorstellt. 

Die  Grössen : 

(sa-lj+l)  (Jn-*j+l) 


tn—tf 


(»»->?+  0 


(sa)  (in) 

sind  als  unbekannte  Grössen  zu  be- 
trachten. 

Für  jeden  Werth  von  r hat  man  hier- 
nach also  2a-f*l  GleicbuDgen,  und  wenn 
man  ans  diesen  die  entsprechenden  <r, 
an  Ansahl  2a— 29,  eliminirt,  so  bleiben 
noch  29-Hl  übrig,  nnd  da  r 29  ver- 
•ebiedene  Werthe  annimmt,  so  würde 


man  im  Ganzen  2 9 (29 1)  Bedingungs- 
glcichungen  zwischen  den  Grössen  X 
haben,  welche  anzeigen,  dass  die  Glei- 
chung sXdz  = 0 nur  a— 9 Integrale 
habe. 

Stellten  wir  uns  die  allgemeine  An/- 
gabe,  n Gleichungen  mit  a+/F  Varia- 
blen zu  integriren,  und  n‘^unen  wir  an, 
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da«8  ein  solches  System  nur  n Integrale  habe  (die  Ansahl  der  Integrale  der  der 
Gleichangen  gleich  sei),  so  sind  hierbei  ebenfalls  gewisse  Bedingangsgleicbnngen 
so  erfüllen. 

Sind  n&mlich  x^,  y,,  Variablen  des  Systems, 

so  geben  die  n Integrale  alle  n QrCssen  x als  Function  der/^Grflssen  y;  die  letz- 
tem sind  also  unabhängige  Variable.  Ist  somit: 


-T  y I «/y . + l'j  <<1»1  + • ■ • 

r=  I ^ ^ 


eine  Gleichung  des  Systems,  so  ist: 
r = a dr 
£ X — . 
r=i  '•öy,  » 


lässt,  so  ist  die  Antabl  dieser  Bedin- 
gungen offenbar 

Setzt  man  s.  B.  a = l,  ;i=2a— 1,  so 
wird  diese  Anzahl:  (2n  — l)(n~l). 


Die  Gleichung  zerfällt  also  in  p andere, 
und  da  das  System  aus  n Gleichungen 
besteht,  so  hat  man  deren  np^  welche 

binreicheo,  die  np  Grössen  t — zu  bc- 

stimmen.  Nimmt  man  die  Ansdrücke 
dx  dx 

f r 

fhr  awei  derselben  r — und  -r — diffe- 

^y,  ^y,' 

renaiirt  den  ersten  nach  den  zwei- 
ten nach  BO  erhält  man  zwei  Aus- 


Dieser  Fall  stimmt  mit  dem  unserigen 
überein,  wenn  man  ein  Integral  voraus- 
setzt,  also  n — ^ = setzt. 

Die  Formel  2y(2y  + l),  die  wir  für 
die  Anzahl  der  Bedingnngsgleichungen 
fanden,  gibtdann:  2(2a— l)(n->l),  also 
die  doppelte  Ansahl  der  auf  anderem 
Wege  gefundenen  Bedingnngsgleichun- 
gen,  — Es  löst  sich  dieser  Widerspruch 
dadurch,  dass  von  den  aus  21)  folgen- 
den Bedingungsgleicbnngen  immer  die 
Hälfte  wcgfällt,  mithin  deren  Zahl  nur 
,(2?  + l)  ift. 


drücke,  die  einander  gleich  sind.  Jede  Um  dies  zu  zeigen,  wollen  wir  den 
dieser  Gleichungen  ist  eine  Bedingung  entwickelten  Ausdruck  für  die  Bedin- 
fOr  das  Vorhandensein  von  n Integra-  gnngsgloichongcn  bilden,  d.  b.  aus  den 
len,  und  wenn  man  r alle  Werthe  von  Gleichungen  21)  die  a eliminiren.  Die 
1 bis  M,  $ alle  von  1 bis  p annehmen  Resultate  in  Determinantenform  sind: 

(1,  1)  (I,  2)  (1,  3)  . . . (1,  «-)  (1,  r), 

(2,  1)  (2,  2)  (2,  3)  . . . (2,  «•)  (2,  r) 


22) 


= 0. 


(le,  1)  (w,  2)  (w,  3)  . . . (ir,  »)  (ir,  r), 
(p,  1)  (p,  2)  (e,  3)  . . . (r,  «)  (»,  r) 


(1,  1)  (1,  2)  (1,  3)  . . . (1,  «)  (1,  r), 
(2,  1)  (2,  2)  (2,  3)  . . . (2.  «•)  (2.  r) 


(»,  1)  (w,  2)  (w,  3)  . . . (w,  «>)  (»,  p), 
■^i>  -X,,  X,  ...  X^,  X^ 


Jede  der  Zahlen  r nnd  e kann  die 
Werthe  Ton  2a— 2,  + l bis  2«  anneh- 
men.  le  ist  immer  gleich  2n  — 2;. 

Die  Anzahl  der  Gleichungen  22)  ist 
also  49’,  die  der  Gleichungen  22a)  29, 
waa  znsammen  29(29  + 1)  Gleichnngen 
gibt.  Jedoch  fallen  von  dem  Sjstem  22) 
eine  Anzahl  Gleichangen  weg. 

Zunächst  ist  (/>,  s)=— (1,  p)  und  die 


Anzahl  der  Colnmnen  ungrade.  In  29 
von  den  Gleichangen  22)  ist  nnn  r = v. 
Vertauscht  man  also  die  vertikalen  Co- 
Ininnen  mit  den  Horizontalreihen . so 
wird  dadurch  das  Vorzeichen  der  De- 
terminante geändert.  Boi  jeder  solchen 
V ertanachnng  eher  bleibt  nach  einem  be- 
kannten Satze  die  Determinante  unver- 
ändert, und  folglich  mnss  dieselbe  iden- 
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tifcb  gleich  Null  eeio.  Es  fallen  also  Anzahl  der  Gleichungen  22)  bleibt  nur 
Ton  den  4^’  Gleichungen  22)  schon  2^  noch  was  mit  den  2q  Gleicbnn- 

als  identisch  weg.  In  den  Aq*  — 2q  gen  22a)  verbanden»  in  der  That: 
ftbrigen  ist  r von  v verschieden»  und  in  9 (27>fl)  Bcdingungsgleichongcn  gibt. — 
je  zweien  davon»  die  man  sich  durch  Soll  die  Gleichung  2^  X dx  nur  ein  In- 
Yertauschnng  von  r und  r entstanden  tcgral  haben , so  war  die  Anzahl  der 
denken  kann,  unterscheiden  sich  die  Bedinguiigsglcichungcn,  die  man  hier 
Ausdriieke  links  vom  Gleichheitszeichen  auch  Bedingungen  der  Integrabilität 
aus  dem  angeführten  Grunde  nur  durchs  nennt:  (2n  — l)(n  — 1).  Es  ist  dann  zu 
Vorzeichen.  Also  je  2 dieser  Gleichnn-  setzen  ir=:2,  und  die  Bedingungen  der 
gen  haben  gleiche  linke  Seiten,  und  die  Integrabilität  lauten  also: 


(1,  1)  (1,  2)  (1,  r) 

(1,  1)  (1,  2)  (f,  r) 

22  b) 

(2,  1)  (2,  2)  (2,  r) 
(r,  1)  (r,  2)  iv,  r) 

= 0. 

(2,  1)  (2.  2)  (2,  r) 
X„  -V. 

= 0. 

II)  Fall  einer  nngraden  Anzahl  von 
Variablen. 

Sei  nun  2fi>fl  4ie  Anzahl  der  Va- 
riablen. 

Bleibt  das  willkürliche  Integral  be- 
stehen , so  wird  mittels  desselben  die 
Anzahl  der  Variablen  auf  2n  redneirt» 
und  der  Gang  der  Untersuchung,  sowie 
daa  Resultat  derselben  ist  dann  wie  in 
A,  Da  aber  if  in  der  redneirten  Glei- 
chung vorkoromt»  so  sind  die  Bedin- 
gungsgleichnngen  und  also  auch  die  An- 
zahl der  Integrale  von  der  Auswahl  dos 
willkürlichen  Integrals  abhängig.  — Wir 
stellen  aber  jetzt  die  Frage;  »»Wie 
s = 2n-f  I 

müssen  in  £ die  Gros- 

se t 

sen  X beschaffen  sein,  damit  die  Glei- 
chung durch  n Integrale,  ohne  willkür- 
liches befriedigt  werden  kann“.  Der  Fall 
ist  offenbar  die  Verallgemeinerung  dessen, 
den  wir  in  Bezug  auf  3 Variable,  also 
M^l,  bereits  behandelt  haben,  wo  ein 
Integral  der  Gleichung  genügt,  und  die 
Bedingung  der  Integrabilität  sich  ergibt. 
Im  allgemeinen  Falle  ist  nnn  in  den 
Gleichungen  19)  offenbar  d^  = 0 zn 
setzen.  Es  entstehen  dann  Gleichungen, 
die  wir  mit  19a)  bezeichnen,  und  die 
ganz  gleiche  Form  mit  den  Gleichungen 
11)  haben,  jedoch  ist  ihre  Anzahl,  wie 
die  der  x,  2n-fl. 


Nach  Elimination  des  Index  A hat 
man  also  noch  2a  Gleichungen. 

Integrale  derselben,  d.  h.  von  un- 
abhängige Grossen,  sind,  wie  Gleichung 
16)  zeigt,  wo  das  erste  Glied  rechts  Itftf 
verschwindet,  die  Ausdrücke  u u, . . . ti^, 

ir  ij 

jf-y  jr  • • • ~TT*  ^ ^ 1 

1/ 1 f'  , t I 

gemeinschaftlichen  Factor  enthalten.  Man 
hat  also  2n  Gleichungen  mit  2a— 1 In- 
tegralen, w'as  nur  möglich  ist,  wenn  eine 
Gleichung  eine  identische  Folge  der  Übri- 
gen ist.  Die  Bedingung  dafür  wird 
durch  die  beiden  Gleichungen  21)  dar- 
gestcllt,  wenn  man  r:i2n'fi  setzt,  and 
die  Summe  auf  alle  Werthe  p von  1 
bis  2n  bezieht.  Die  Elimination  der  n 
führt  dann  wieder  auf  Gleichungen,  die 
22)  und  22a)  analog  sind,  wenn  man 
setzt:  r = u = 2n4-l,  «rn2a.  Dann  stellt 
das  System  22a)  nur  eine  Gleichung 
vor,  und  die  Glcichnng  22)  wird  iden- 
tisch aus  den  in  A erörterten  Gründen. 
Damit  also  die  Gleichung 

s = 2n-f  l 
£ X<iar  = 0 
1 

durch  a Integrale,  von  denen  keine  will- 
kürlich ist.  befriedigt  werden  kOnne,  ist 
folgende  Bedingung  zu  erfüllen: 


(1,  1)(1,  2)(1,  3) 
(2,  1)(2,  2)  (2,  3) 


(1,  2«)  (1,  2«  + l) 
(2,  2«)  (2,  2«  + l) 


= 0. 


(2»,  1)  (2«,  2)  (2«,  3)  . . . (2rt,  2n)  (2«,  2«+l) 

X,,  A„  A,  ...  Xj^, 

Für  n = l ist  diese  Gleichung  die  Bedingung  der  Integrabilit&t. 

Sollen  ausser  dem  willkürlichen  Integrale  noch  q andere  wegfallen,  also  im 
Ganzen  so  haben  die  Gleichungen  19a)  2n^2v~l  Integrale,  und  von  den 
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2»  Qleicimngcn,  die  nach  Elimination 
de«  Index  ans  19  a)  sich  ergeben,  siml 
somit  2^-|-l  identische  Folgen  der  übri- 
gen. Mull  erhält  wieder  duIBr  die  Be- 
dingungen 21),  in  denen  zu  setzen  ist: 
für  r alle  Zahlen  von  2n— 2?  + l bis 
2n+l,  für  p alle  Zahlen  TOD  1 bis 
und  wo  die  Summen  von  p = l bis 
auszudehncD  sind. 

Nach  Elimination  der  n stellen  sich 
dann  Systeme  wie  22)  und  22  a)  ein, 
wo  zu  setxcn  ist:  io::2rt  — 2^  wie  oben 
und  für  r und  v jede  der  Zahlen  von 
2#i— 29  + 1 bis  2«4*1. 

Die  Anzahl  der  Bedingungen  wäre  so- 
mit;  (294*1)  (274-2),  rcducirt  sich  aber 
in  derselben  Weise  wie  in  Ä anf  die 
HäUte,  d.  h.  anf  (274-1)  (74-1)  Bedin* 
gnngen. 

Soll  die  Gleichung  ZA’t/j:=0  also 
nnr  ein  Integral  haben,  so  wird  die  An- 
zahl der  Bedingungen  gefunden,  wenn 
man  setzt:  7 = «-!,  also:  n(2n-l) 
Bedingungen. 

Es  ist  ferner  «?=2,  und  für  r und  v 
jede  der  Zahlen  von  3 bis  2»  4-1  zn 
setzen. 

Die  Bedingungen  der  IntcgrabilitÄt 
schreiben  sich  also  im  Falle  einer  nn- 
graden  Anzahl  von  Variablen  ganz  wie 
die  für  den  Fall  der  graden  Anzahl  ent- 
wickelten (22  b). 

37)  Vereinfachung  des  allge- 
meinen Verfahrens,  wenn  die 
Anzahl  der  Integrale  geringer 
ist  als  im  allgemeinen  Falle. 

Nach  Fortfall  der  identischen  Glei- 
chungen und  nach  Elimination  von  A 
bat  man,  sowohl  wenn  die  Anzahl  der 
Variablen  grade,  als  wenn  sic  nngrade 
ist,  noch  2«— 27— 1 Differcnzialglcichnn- 
gen  11)  oder  19  a)  übrig.  Diese  ent- 
halten im  erstem  Falle  2n,  im  letztem 
2«4*1  Variablen,  und  da  die  Anzahl  der 
Integrale  der  Gleichungen  11)  2n— 1— 27 
ist,  also  ebensoviel  Variable  sich  als 
Function  der  übrigen  ergeben,  so  ist  die 
Anzahl  der  noch  übrigen,  also  unabhän- 
gigen Variablen  x im  ersten  Falle  gleich 
27  4- 1 , im  letzteren  27  4 2.  Dadurch 
erhalten  die  Gleichungen  11)  einen  ganz 
andern  Charakter  wie  ira  allgemeinen 
Falle,  wo  7=:0  ist,  also  nur  eine  un- 
abhängige Variable  sich  rorfindet. 

Seien  x,,  x,  . . . die  unabhängi- 
gen Variablen,  also  s bezüglich  gleich 
27  4-1  oder  gleich  274-2,  seien  ferner 
die  2«— 27— 1 oder  2«~i  bezüglich 
2n— s + l Gleichungen,  die  sich  aus  den 
Gleichnngen  11)  nach  Elimination  von 
A ergeben,  alle  von  der  Gestalt: 


Quadraturen  — Znrückf.  anf. 

+ Vi'A=0- 

wo  die  nicht  unabhängigen  Variablen 
zum  Unterschiede  mit  u bezeichnet  wor- 
den sind,  X und  Y Functionen  aller  x 
und  y,  in  jeder  Gleichung  die  Werthe 
der  X und  Y andere  sind,  und  die 
zweite  Summe  auf  alle  Werthe  von  *, 
TOn  h — 1 bis  Az=p  geht,  wo  o gleich 
oder  bczOglich  e = 2»-s-(-l  ist. 
Da  nun  Xj,  zr,  . . . von  einander 
unabhängig  sind,  so  kann  man  x, 

. . . constant  denken,  nnd  bat  zn 
integriren  das  System: 

* = p 

^ V»A=®- 

Hier  ist  die  Anzahl  der  unabhängigen 
Variablen  nur  Eins,  und  die  Anzahl  der 
abhängigen  p gleich  der  der  Gleichun- 
gen. Die  Integration  erfolgt  also  in  der 
gewöhnlichen  Weise.  Wir  setzen  x,=0 
und  bilden  die  Hauptintegrale:  y,',  y,' 

. . . In  die  vorgelegte  Gleichung 

setzen  wir  nun  diese  Werthe.  und  mö- 
gen dadurch  X und  F sich  in  X'  nnd 
Y'  verwandeln. 

Diese  Ausdrücke  entstehen  also,  wenn 
man: 

x,=0,  y,=y,',  Sp=yp' 
setzt,  Xj,  X,  . . . x^  aber  unverändert 
lässt  In  der  so  gebildeten  Gleichung: 

weiche  ein  System  vorstcllt,  denken  wir 
x„  X,  . . . constant,  und  erhalten; 

X,'<#x,-|-XF^'dy^'=0. 

Für  X,  = 0 sollen  nun  die  Hanptintegralo 
sein:  y,",  y/'  . . . y^"  und  durch' Ein- 
setzen vonO,y,",  y,"  . . . y " fürx, 
y/i  y.'  . . . y^'  sich  die  und  Y' 

verwandeln  in  X"  nnd  F".  Man  hat 
dann  ganz  wie  oben  zu  bilden  die  Glei- 
chung: 

A"<tr,-(-A  F"dy"  = 0, 

deren  Hauptintegrale  sind:  y,'",  y,'" 

. . . y^'"  u.  8.  w.  Man  hat,  wenn  man 

bis  zu  X('“')<tr^ -f  AF''*~')rfy(*~') 
fortfohrt,  s Systeme  von  p Gleichungen 
33 
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mit  Variablen  zu  integriren,  um 

das  System  11)  aufzalOscu. 

Die  Variablen  eines  jeden  Systems 
sind  die  llaaptintegrale  des  vorhergehen* 
den.  Die  Uauptintegralc  des  letzten 
Systems : 


sind  endlich  die  der  vorgelcgtcn  Glci* 
changen,  und  setzt  mau  dieselben  gleich 
Constanten,  so  hat  man  die  vollständige 
Auflösung  derselben. 


Die  hier  gegebene  Methode  erstreckt 
sich  auf  Jedes  System  von  p Gleichun- 
gen mit  s + p Variablen,  wenn  dasselbe 
p Integrale  hat,  was  allerdings  die  Er* 
fUllung  gewisser  Bcdingungsgleicbungcn 
zwischen  den  Coeffleieiitcn  X und  Y 
erfordert. 

In  uDserm  Falle,  uro  auf  diesen  jetzt 
zuriiekzukommen,  sind  diese  Bedingungs- 
gleichungcn  erfüllt,  weil  das  Vorhanden- 
sein von  p Integralen  von  Anfaug  an 
fcststeht.  Dies  lutegrationsvcrfahron  be- 
dingt aber  für  unsere  Aufgabe  eine  be- 


deutende Reduction.  Man  hat  nämlich 
statt  eines  Systemes  von  2n— 1 Glei- 
chungen mit  2«  Variablen,  worauf  die 
Gleichungen  11)  im  allgemeinen  Falle 
zurik-kgelührt  waren,  jetzt  29+1»  bezüg- 
lich 27~|-2  Systeme  mit  2i*— 27  — 1 Va- 
riablen. 

Die  allgemeinere  Aufgabe  führt  auf 
eine  Differenzialgleichung  von  der  Ord- 
nung 2a— 1 zwischen  2 Variablen,  die 
zweite  auf  1 Gleichungen  von  der  Ord- 
nung 2n^27—l,  also  eine  desto  bedeu- 
tendere Reduction , je  grösser  7 ist 
Führen  wir  jetzt  wieder  lÜr  y,,  y,  . . . 

V die  Werthe:  x , ,,  jr  , ^ . 4: 

^p  s-f  » *•+■  2 y 

ein,  wo  v bezüglich  gleich  2n  oder  gleich 
2n-fl  ist,  so  sind  die  Hauptintegrale  des 

ganzen  Systems  11)  Jetzt: 

*!+■: 

Werihc  für  4:  , x , „ . , . z , 
*4- #-f  2 k’ 

aber  die  unabhängigen  Variablen  Xj, 
X,  . . . x^  alle  gleich  Null  setzt,  so  bat 

man  identisch: 


\ und  wenn  man  diese 


lXf5xz 


4« 


(X 


(») 


«+1 


.(*) 


, + , ix'-"'  + . 

s+l  « + 


lf(»)  ), 


eino  Fonncl,  die  gan*  wie  löa)  gebildet  iEt.jond  wo  ^ 

u.  8.  w.  aus  i4,  X , .V  , „ entstehn,  wenn  man  darin  x.,  x,  . . . x , x , ,, 

* » + 1 S-j-i  ’ I»  T s+ i 

x^  ^ . . . vertauscht  mit  0,0  . . .0,  . . • 

Die  Anzahl  der  Glieder  rechts  ist  2n— 27  — 1 in  beiden  Fällen,  also  immer 
ungrade.  Man  setzt  also  ^ gleich  einer  Constantc,  und  löst  die  Gleichung 


V« 


ganz  wie  früher  auf.  Dieselbe  hat 
2i*— 27— 2 Variable,  also  n— 7— 1 Inte- 
grale, und  diese  geben  in  Verbindung 
mit 


die  n—7  Integrale  unserer  Gleichung: 
SXdx=iO. 

Klar  ist  cs  übrigens,  dass  diese  Reduction 
einer  Qleicbuug  von  der  Ordnung  2a  — 1 
auf  eine  von  der  Ordnung  2n  — 27  — 1 
schon  dann  cinträte,  wenn  es  sich  bei 
irgend  einer  Aufgabe  darum  handelte, 
eiu  System  von  Gleichungen,  deren 
Form  die  von  11)  ist,  zu  integriren,  und 
die  Bedingungen,  welche  dos  Wegfällen 
von  7 Integralen  erfordert,  erfüllt  wären. 

38)  Vortheile  für  die  Integra- 


tion, welche  sich  ergeben,  wenn 
einlntegral  bereits  bekannt  ist. 

Ans  den  in  den  beiden  letzten  Ab- 
schnitten gegebenen  Sätzen  lassen  sich 
auch  iUr  die  allgemeine  Aufgabe  der 
Integration  der  totalen  Differenzialglei- 
chungen wichtige  Vortheile  ziehen. 

Diese  Vortheile  bat  für  die  partiellen 
Differenzialgleichungen  erster  Ordnung, 
welche  eiu  besonderer  Fall  unserer  Glei- 
chung sind,  Jakobi  angegeben.  Die  Rc- 
snltatc  sind  bereits  früher  von  ihm  mit- 
gctheilt  (Crelle’s  Journal  Bd.  17).  In- 
dess  ist  Jakobi's  Arbeit  selbst  erst  lange 
nach  dem  Tode  des  berühmten  Mathe- 
matikers durch  Klebsch  publicirt  wor- 
den (Grelle  Bd.  60).  Schon  vor  dieser 
Publication  hatte  der  Verfasser  dieses 
Wörterbuchs  für  den  allgcmeiDem  hier 
behandelten  Fall  ähnliche  Resultate  ge- 
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Wonnen  (Grelle  Bil.  59),  welche  hier  noch  fol^n  sollen.  — Denkt  man  sich  Ton 
einem  za  intcgrirenden  System  zunächst  ein  Integra]  gewonnen,  so  wird  dadurch 
im  Allgemeinen  das  System  auf  ein  anderes  reducirt,  welches  eine  Qloichung  und 
eine  Variable  weniger  enthalt.  In  unserm  Falle  aber  ist  der  Vortheil  ein  grosserer. 

Sei  zunächst  die  Anzahl  der  Variablen  wieder  2n.  Ist  nun  ein  Integral  be* 
kaout,  so  kann  dies  immer  als  das  erste  betrachtet  und  mit  w,  bezeichnet  wer- 
den. Man  bringt  dann  unsere  Gleichung 

Z AX  dx  — du 


auf  die  Form: 

XÄXJx  — ^r^du^z=zo^du^+a^du^-\-  , . . 

Wie  in  Abschnitt  34),  wenn  man  daselbst  die  Grössen  /i,  <;  mit  a^y  vertauscht, 
beweist  man  die  Relation: 


.S  c)  ( A X ) (Ix - dff  j (Iii  j = A .r  (f X dx, 

und  aus  dieser  Gleichung  ergibt  sich  ein  System  von  der  Form  19),  nämlich: 


23) 


^ p = 2n 

A*.  dA  = — -i-|-A  £ 

p=i 

dii  P = 2h 

X^dA  = df,^  ^ + A X 

p=l 


(P. 

(p,  2)  JXp 


, 3«,  p=in 

= (P.  2»)a4:  . 

8n  |i=l  ' 


Mit  Ilfilfc  der  Gleichung  M^=const. 
und  durch  blosse  Subtraction  kann  man 
aus  diesen  2n  Qleichnngen  eliminiren 
.T|  und  die  IndicGs  A und  crj.  Ks  blei- 
ben dann  noch  2n— *2  Gleichungen  mit 
2a— 1 Variablen.  Die  Anzahl  der  Intc- 


, ff,  ff*  !• 

grale,  . u , — , . . . — 

n ff,  rtj  ff, 

ist  aber  2n— 3 (man  kann  nämlich  in 

der  Gleichung 


JTA  AT<f«— ff|(fv,  = a,(fu,-h  ff,  cTwj  -f  • > • 


ganz  wie  oben  die  erste  unabhängige 
Veränderliche  als  gemeinschaftlichen 
Factor  von  a,,  er,  . . . denken,  wodurch 

ff  ff  ff„ 

denn  die  Verhältnisse  — , — . . . — 

ff,  ff,  ff, 

von  derselben  unabhängig,  mithin  Inte- 
grale der  Gleichungen  23)  werden.  Diese 
Verhältnisse  aber  und  die  Grossen  w„ 
«j  . . . bilden  ganz  aus  den  früher  an- 
geführten Gründen  olle  Integrale  des 
Systems  23).  Damit  nnn  2a— 2 Glei- 
chungen 2n— 3 Integrale  haben,  muss 

eine  Glcichnng  des  Systems  eine  Folge 
der  übrigen  sein , nnd  dann  enthalten 
die  Oleichnngen  23)  swei  unabhängige 
Variablen.  Dies  ist  übrigens  aneb  an 
sich  klar,  da  der  Definition  zufolge  alle 
ff,  also  auch  o„  von  A unabhängig  sind. 


Nach  dem  im  vorigen  Abschnitte  Ge- 
sagten, zerfällt  das  System  von  2n— 1 
Gleichungen  mit  2n  Variablen  in  zwei 
Systeme  von  2ii— 3 Gleichungen  mit 
2w— 2 Variablen.  Ein'  System  mit  2is 
Variablen  wird  auf  eins  mit  2n— 2 Va- 
riablen im  Allgemeinen  durch  die  Kennt- 
niss  zweier  Integrale  redneirt  Man  kann 
also  sagen,  „dass  bei  unserer  Aufgabe 
die  Kenntniss  eines  Integrals  dieselben 
Dienste  tbue,  als  die  Kenntniss  zweier 
im  allgemeinen  Falle“.*) 

Da  aber  die  Gleichungen  11}  2n— 1 


*)  Dass  swei  Systeme  statt  eines  zu 
integriren  sind,  ist  hierbei  ganz  unerheb- 
lich. Immer  können  in  der  Integral- 
rechnnng  eine  beliebige  Anzahl  simul- 
taner Systeme  von  gleichviel  Gleichungen 
nnd  Variablen  auf  ein  einziges  zurück- 
geführt  werden.  So  z.  B.  setze  man 
statt  der  beiden  simultanen,  aus  je  einer 
Gleichung  bestehenden  Systeme: 
äy-f{x,y)<U,  dy'-if  {z',  y'idx’: 

= y)+B'f  {x,  y)]rf«, 

WO  A und  B beliebige  Constanto  sind. 
BxO  gibt  dann  die  erste  Gleichung« 
A=0  die  letzte,  und  man  sieht,  wie  dies 
auf  jede  Anzahl  von  Gleichungen  und 
Variablen  augewandt  werden  kann. 

33* 


Digilized  by  Google 


Quadraturen  — Zurückf.  auf.  516  Quadraturen  — Zurückf.  auf. 


Integrale  erfordern,  die  Qleichnngen  23)  aber  deren  nnr  2a— 3 geben.  lu  welchen 
noch  u,  kommt,  so  scheint  ein  Integral  zu  fehlen.  Offenbar  ist  d cs  aber  der 
Index  denn  t»,  ist  ja  von  A nnabhilngig.  „Ks  kann  also  das  noch  fehlende 
Integral  nach  AuBösnng  der  Oleichnngcn  23)  durch  blosse  Quadratnren  gefunden 
werden.“ 

Ist  noch  ein  ferneres  Integral  der  Gleichungen  23).  also  ein  solches,  welches 
weder  mit  ti,  noch  mit  «,  zusammenfallt,  gegeben,  so  kann  dies  für  «,  genom- 
men werden,  da  das  erste  Integral  jedes  Systeme  willkürlich  ist.  Es  ist  aber: 

^AX<fx  — n,Jui  — a,ifu,=a,Ju,+  • • ■ 


eine  Gleichung,  die  wir  auf  dem  in  Abschnitt  35)  eingeschlagenen  Wege  verwan- 
deln in  das  System: 


24) 


X,dA  = dn,  ^ + (p,  1)  i>x  , 

X.  dA  = d,„  \ 


du.  ^ du.  p = 2n 

2H  2n  p—  t ^ 

Ay  U|,  (T,  sind  Indiccs.  Mit  Hülfe  |Von 

tl , = CODBt.,  w,  = const 

rcdociren  sich  diese  Glcichangen  nach  Elimination  ron  x, » A,  o,  anf 
2n^3  Gleichnngcn  mit  2n— 2 Variablen.  Die  Anzahl  der  Integrale 


— . . . aber  ist  2« — 5.  Es  werden  also,  wie  anch  direct  aus  der  ünnbhüngig- 

rt,  «, 

keit  der  Grössen  A,  rr^  rr,  von  einander  folgt,  3 Variable  nnabhängig.  Zn  in- 
tegriren  sind  3 Systeme  von  2u  — 5 Gleichungen  mit  2«~'4  Variablen.  Anch  die- 
ses Integral  der  Gleichnngcn  24)  vertritt  die  Stelle  von  zweien.  Von  den  noch 
fehlenden  Integralen  der  Gleichungen  24)  ist  dann  u,  das  eine,  a,  das  andere.  ~ 
Ist  auch  von  den  Gleichungen  24)  ein  Integral  w,  bekannt,  so  hat  man  Gleichun- 
gen TOD  der  Form : 

25)  X^dA  = d«,^-(-<)<t,  ^ + ^ + -^-X(p,s)dx  . 

*»  $ s ^ 


Sic  zerfallen  in  4 Systeme  von  je  2n-*7  Gleichungen  mit  2n— 6 Variablen.  Hat 
man  so  alle  Integrale  «j,  gefunden,  so  erhält  man  dielndicescr  ohne 

Weiteres  durch  Auflösung  der  2n  linearen  Gleichungen: 


s = 2n 

AX  :z  S 
P sri 


wo  p alle  Werthe  von  1 bis  2n  annimmt,  die  Grössen  cr|,  rr,  . . . die  Un- 
bekannten sind.  Sind  aber  nur  die  Integrale  der  Gleichung  25),  nicht  die  noch 
übrigen  u bekannt,  so  ergeben  sieh  die  Indiccs  rf,.  rr,  durch  Quadratur. 

Man  kann  nun  wieder  ein  Integral  des  Systems  *£>)  als  bekannt  voraussclzen, 
von  dem  neu  entstehenden  wieder  eins  nnd  so  fort  bis  zum  rten.  Dann  bat 
man  Gleichungen  von  der  Form : 

9=r  dl»  p = an 

26)  X hA  — 1 d«  £ (p,  s)  dx  ; 

* 9=1  p=zi  P 

sind  ^'6  Integrale  dieser  Gleichung,  so  ist: 
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rA'cfor=^  a du  z 


^.T-t- 1 ‘^"jr+ 1 *sr+ 2‘^'2r+ s 


Siod  die  er,  u tmd  t>  bekaunt,  so  sind 
cs  auch  die  by  und  man  bchandeU  die 
Gleichung 

Jf6rfr  = 0 

gans  wie  die  Gleichung  5).  — Selbst- 
verstindlich  findet  alles  Gesagte  auch 
dann  statt,  wenn  die  Anzahl  der  Varia- 
blen 2n+l  ist,  nachdem  man  dieselbe 
mittels  des  willkQrlicben  Integrals  aol 
*2n  redodrt  bat. 

39)  Vortheile  für  die  Integra- 
tion, wenn  gleichzeitig  2 oder 
m eh r ere  Integral c bekannt  sind. 

Wir  nahmen  im  vorigen  Abschnitte 
an,  dass  man  ein  Integral  der  Gleichun- 
gen 11)  kenne,  diese  mittels  desselben 
auf  das  System  23)  reducire,  von  diesem 
wieder  ein  Integral  bestimme,  mittels 
desselben  das  System  24)  bilde  u.  s.  w. 
Es  kann  aber  auch  der  Fall  sein , dass 
man  zwei  Integrale  der  Gleichungen  11) 
gleich  von  Anfang  an  zu  bestimmen  im 
Stande  ist.  Wenn  eins  dieser  beiden 
Integrale  zugleich  eins  der  Gleichun- 
gen 23)  ist,  oder  was  dasselbe  ist,  ein 
Integral  der  Gleichungen 
£Xdj:=0, 

da  das  erste  Integral  jedes  Systems  ja 
als  Integral  dieser  letzten  Gleichung  be- 
trachtet wenlen  darf,  so  kann  man  ganz 
W'ic  im  vorigen  Abschnitte  operiren,  und 
es  würde  dann  die  Aufgabe  so  redneirt 


sein,  als  wenn  4 Integrale  eines  belie- 
bigen Systems  gegeben  w&rcn.  — Es  ist 
za  untersneben,  in  welchen  Fällen  dies 
gestattet  sei. 

Im  Allgemeinen  ist  ein  Integral 
der  Gleichungen  12)  eine  Function  von 
w^,  und  einem  beliebigen  Intcgral- 
•ystem  der  Gleichungen  23).  Es  kann 
aber  U|  mittels  der  Gleichung 
«,  =:const. 

eliminirt  werden.  Ist  dann  anch  in 
W|  nicht  vorhanden,  so  ist  letzteres  wirk- 
lich ein  Integral  der  Gleichungen  23). 
Die  Bedingung  für  letzteres  und  mithin 
dafür,  dass  u,  and  u,  die  Stelle  von  4 
Integralen  vertreten,  ist: 


Die  Klammer  zeigt  hier  an,  dass  in 
die  Variablen  jTf,  ansge- 

drfickt  sind  als  Functionen  von  «|,n,  A 
und  den  2«— 3 Integralen  der  Gleichnn- 
gen  23),  nnd  unter  dieser  Bedingung 
nach  tt  differenzürt  ist.  A kann  hierin 
indess  nicht  verkommen,  da  ein  In- 
tegral ist.  Die  linke  Seite  dieser  Glei- 
chung ist  nun  leicht  darznstcUen.  Da 
in  den  Gleichungen  23)  A,  a^  von  ein- 
ander unabhängig  sind,  so  zerfällt  dies 
System,  in  dem  man  bezüglich  a^  nnd 
A constant  denkt,  in  2 Systeme  von  der 
Gestalt: 


pz:  2n  du  p = 2n  V 


f>  = 2n 
P = 


Das  erste  System  bat  dieselbe  Form  als  11),  es  wird  also  jedenfalls  ein  In- 
tegral davon  sein.  Das  zweite,  welches  2n  Gleichungen  enthält,  die  s=l,  j = 2 

=2n  entsprechen,  gibt  die  Werthe  der  Differcnzialquotienten 


■fe) 


durch  Auflösung  linearer  Gleichungen.  Setzt  man  diese  Werthe 


r = *ii  du^ 
r=  1 r 


IO  erhält  man? 

-)«J  ^ pf , ^p,rdx^dx^' 

WO  die  Q leicht  zu  bestimmende  Functionen  der  Grossen  (p,  s)  sind.  Wir  wollen 
mit  V die  eben  hingeschriebene  Doppelsnmmc  rechts,  welche  in  ^ ronhiplicirt  ist^ 

bezeichnen.  Die  Bedingung  dafür,  dass  die  gleichzeitig  bekannten  Integrale  die 
angegebene  Keduction  bewirken,  ist  also : 
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F=0, 

wo  V gegeben  ist,  wenn  man  ti,  und  w,  kennt. 

Sind  3 Integrale  ii,.  «,  gleichzeitig  bekannt,  so  folgt  ganz  in_ derselben 
Weise,  dass  dieselben  das  System  so  reduciren,  wie  im  allgemeinen  Falle  deren 
6,  wenn  man  hat: 


(£;)-«■  &.)=»■ 


Die  Ansdrilcko  welche  hierin  Vorkommen,  werden  durch  das  System  24) 

Uff  I g 

gegeben,  ave  welchen  man  die  Gleichungen  erhält: 


du, 

p = tn 

dx 

+ A Z 
P=< 

(/'.  ») 

l)x, 

du. 

p = in 

dx 

i 

+ A Z 

p=l 

(p.  0 

V. 

dx. 

Sind  *•  Integrale  gegeben,  welche  die  Gleichungen  erfüllen : 


so'  sind  dies  die  n Integrale  der  Glei- 
chung S^djc  = 0.  Die  dann  noch  feh- 
lenden Integrale  der  Gleichungen  11) 
sind  die  n,  und  diese  ergeben  sich  aus 
den  algebraischen  Gleichungen: 

SAX^  = «. 

Sind  aber  nur  p Integrale  « bekannt,  so 
ergeben  sich  die  sugehfirigen  rr.,  er, . . . 
ff  durch  Quadratur  aus  den  Gleichun- 
gen 26). 

Kommen  wir  jetzt  auf  den  Fall,  wo  2 
Integrale  gegeben  sind,  zurück,  und  neh- 
men w'ir  an,  dass  K nicht  identisch 
gleich  Kuli  sei.  Es  fragt  sich,  ob  trotz- 
dem eine  wesentliche  Kcduction  der  Auf- 
gabe eintrete. 

Da  V,  und  ff^  Integrale  der  Gleichung 
11)  sind,  so  ist  der  Ausdruck: 

I 

\a«y  " A 

ebenfalls  ein  Integral  derselben,  denn  der 

DifTcronzialquoticnt 

von  A unabhängig. 

Es  können  nun  S Falle  eintreten 

ist  identisch  einer 


7 (“i) 

Der  Vortheil  ist  hier  noch  geringer,  er 
besteht  eben  darin,  dass  (f|  sich  gleich 
anfänglich  vor  der  Integration  der  Glei- 
chungen 28)  durch  Quadratur  bestimmen 

lasse.  Endlich  III)  (^)  weder  der 

Null,  noch  einer  Constantc,  noch  einer 
Function  von  «,  identisch  gleich,  dann 

ist  = ~ ein  neues  Integral  der 

V)ff|/  A 
Gleichungen. 

In  diesem  Falle , auf  welchen  Jakobi 
ein  Hauptgewicht  legt,  der  ihn  für  die 
in  der  Mechanik  und  Variationsrechnung 
vorkommenden  Gleichungen , die  einen 
besondem  Fall  unserer  Gleichung  bilden, 
zuerst  erörtert  hat,  und  ihn,  da  er  ans 
einer  Poisson’schen  Formel  abstrahirt 
ist,  den  Poisson’schen  Satz  nennt,  lässt 
sich  also  aus  zwei  Integralen,  wenn  zu- 
gleich der  Index  A bekannt  ist,  ein  drit- 
tes Integral  finden.  Es  ist  klar, 

V 


wenn  man 


— = «>  setzt. 


(£) 


dass 


Entweder 


■)© 


tercs  Integral  der  Gleichungen  11)  ist, 
falls  dieser  Aosdmek  weder  gleich  Null, 
noch  einer  Constantc,  noch  einer  Func- 
tion von  «(..  oder  ic,  oder  u,  und  tc 


Constanten  gleich,  dann  ist  w.^cr..  i • u • . 

Es  kann  dann  dies  Integral  nur  dazu  identisch  gleich  ist. 


Ist 


dienen,  den  Index  «i=“  ohne  Quadra- 
tur zu  finden,  oder  II)  gleich 

einer  Fnnction  Ton  tf  (u,),  dann  ist ; 


ein  viertes  Integral,  wenn 

auch  diese  Bedingungen  crfdllt,  und 
namentlich  nicht  eine  Function  von 
V. , IT,  tc.  allein  ist  u.  s.  w.  Es  ist 


gibt 


(5;') 
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also  möglich,  aiu  zwei  bekannten  Inte- 
gralen M,,  von  gewissen  Eigenschaf- 
ten alle  übrigen  zu  entwickeln,  and  es 
ist  klar,  dass  es  solche  Integrale  u^  nnd 
tf,  geben  muss,  wenn  auch  höchst  selten 
der  Fall  eintreten  mag,  dass  sich  der- 
artige ohne  Kenntniss  der  übrigen  bilden 
lassen,  Nehmen  wir  aber  auch  an, 

/dip\ 

J erftUt  nicht  die  eben  gegebenen 

Bedingungen.  Ist  dann  ^^^  = 0,  so  ist 

«c  wie  vorher  «i,  zur  Beduction  des  Pro- 
blems zu  gebrauchen,  d.  h.  es  vertritt  tc 

die  Stelle  von  2 Integralen.  Ist 


w,  und  e allein,  so  geben  die  beiden 
Gleichongen : 

(£■;)=•"■  G5:) 

d.  h.  die  Gleichung: 


/'  _ 7.  («„  ») 


gleich  einer  Constantc,  oder  gleich  einer 
('nnction  von  ic  allein,  so  erhalten  wir 


• j • / • 

wieder  «ij  ist  — J ei 

(fe)=-  CS:)”.. 

Man  erhält  durch  Auflösung  zweier 
Gleichungen  mit  3 Variablen  2 von  rr^ 
unabhängige  Integrale,  nnd  a,  durch 
Quadratur.  Eins  der  beiden  ^tegrale 
dient  zur  Bednetion,  das  andere,  welches 
IT,  heisse,  ist  dann  weiter  zn  unter- 
suchen, wie  oben.  Mit  Ausnahme  des 
Hauptfallcs,  wo  die  Integrale  die  Stelle 
von  2 vertraten,  also  v=0  war,  kommt 

in  den  Anedriicken  ■ 

immer  der  Index  A vor;  dieser  müsste 
also  bekannt  sein,  nm  unsere  Untcr- 
snehnng  anznstellen.  Kur  in  dem  von 
Jakobi  behandelten  Falle  ist  A eine 
Constante.  Klebsch  hat  indess  bemerkt 
(Grelle  Bd.  60),  dass  man  den  Ansdmck 

durch  einen  andern,  der  ebenfalls 

ein  Integral  der  Gleichungen  11)  ist, 
ersetzen  könne,  nnd  der  von  A frei  ist. 
Offenbar  ist  nämlich: 

wo  y von  A frei  ist,  nnd  da  A von  a| 
unabhängig  ist: 

“ Kd«/ 

dy 

Es  ist  also  auch  ein  Integral 

V on , 

der  Gleichungen  11),  welches  vonA  frei 
ist,  nnd  anf  welches  sich  ganz  die  obi- 
gen Betraebtongen  anwenden  lassen, 


gibt  ein  Integral  to),  welches  von 

m^  unabhängig  ist,  also  die  Stelle  von 
2 Integralen  vertritt,  ausserdem  ergibt 
sich  durch  Quadratur. 

Ist  te  ein  neues  Integral,  nnd  bildet 

/ dip  \ 

man  und  möge  dies  nicht  die 

angegebenen  Bedingungen  erfüllen,  son- 
eine Function  von  eine  Function  von  u)|  sein 

so  hat^  man  die  Qleichangcn : 


wenn  man  überall  (^)  durch  e,  er- 
setzt. Da  aus 

mittels  der  oben  gegebenen  Gleichongen 
üx 

die  Grössen  -r — sich  eliminiren  lassen, 

daj 

so  behält  alles  oben  Gesagte  seine  Gül- 
tigkeit. Ist  naroeotlich  V,  nicht  identisch 
einer  Constante , so  bildet  cs  ein  neues 

Integral,  und  man  untersucht 

n.  6.  w.  Alle  diese  Ausdrücke  sind  aber 
vom  Index  A ganz  frei. 

40)  Zu.’sammenfassung  der  ge- 
fundenen Resultate. 

Wir  w*oUen  schliesslich  die,  wie  es  bei 
dem  behandelten  Gegenstände  nicht  an- 
ders sein  kann,  ziemlich  complicirte  Un- 
tersnehong  der  totalen  Differenzialglei- 
chnng  hier  nochmals  zasammenfassen. 

I)  Die  Gleichung  1X_(U::=0  bat  n 

oder  Integrale,  je  nachdem  die  An- 
zahl der  Variablen  2i»  oder  ist. 

Im  letztem  Falle  ist  ein  willkürliches 
darnnter,  nach  dessen  Elimination  der 
zweite  Fall  auf  den  ersten  znrückge- 
führt  ist. 

II)  Die  Bestimmung  dieser  Integrale 
führt  zn  n Systemen  von  Differenzial- 
gleichungen mit  bezüglich  2a,  2n->2  . . . 
6,  4,  2 Variablen.  Fallen  jedoch  in  der 
Gleichnog  2'X(fz  = 0 von  den  Functio- 
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ncn  X n— p aus,  so  hat  mau  nur  p Systeme  zu  integriren;  fallen  n-'lans,  d.  h. 
ist  die  vorgelegte  Gleichung  ron  der  Gestalt: 


A',djr,  + XJ’<ij:,+  . . . 1=0, 


SO  ist  nur  ein  System  zu  iutogriren. 

UI)  Soll  die  Gleichung  XXdx—0  nur 
n — q Integrale  haben,  so  müssen  bei 
2ri  Variablen  ^(2v+l)»  hei  2»+l 
^+l)(2v  + l)  Bcdingungsgleichungen  er- 
r^t  werden.  Es  tritt  aber  dabei  eine 
derartige  Reductiou  der  ganzen  Auflö- 
sung tm,  dass  man  statt  f-fl  Systeme 
mit  bczflglich  2i»,  2n— 2 . . , 2«— 2o 
Variablen  bezüglich  2q-\-l  und  2^+2 
Systeme  mit  2«— 2^— 1 Variablen  zu 
integriren  bat. 

rV)  Besondere  Vortheile  gewährt  die 
Auflösung,  wenn  man  ein  Integral  be- 
reits bestimmt  hat.  Die  Aufgabe  w'ird 
dann  so  reducirt,  als  wenn  man  bei  einem 
gewöhnlichen  Systcnic  zwei  Integrale 
kannte.  Ist  von  dem  nun  gebildeten 
Systeme  ebenfalls  ein  Integral  bekannt, 
so  vertritt  dies  ebenfalls  zwei . die  im 
allgemeinen  Falle  gegeben  w&ren;  ist 
von  dem  so  gebildeten  System  wieder 
eins  bekannt  u.  s.  w.,  so  dass  man  im 
Ganzen  p Integrale  kennt,  so  hat  man 
noch  p+1  Systeme  mit  bezüglich  2n— 2p 
Variablen  zu  integriren,  und  die  Glei- 
chung XXdx=r.O  ist  so  rcducirt,  als 
hatte  man  die  p ersten  Systeme  bereits 
vollständig  integrirt.  An  Stelle  der  er- 
sparten Integrationen  treten  blosse  Qua- 
draturen. 

V)  Sind  2,  3 oder  mehr  Integrale 
gleichzeitig  gegeben,  und  erfüllen  diese 
gewisse  Bcdingungsgleichungen,  so  w’lrd 
die  Aufgabe  so  reduclrt,  als  wären  4, 
6 . . . Integrale  eines  gewöhnlichen  Sy- 
stems bekannt.  Werden  diese  Bcdin- 


Anzahl  von  Variablen  zurückgeführt 
wurde,  ist  nach  dem  Obigen  integrirt, 
wenn  man  durch  eine  Transformation: 
s = '.'n 

5)  X X (fx  • • • 

j=i  * ' 

setzen  kann,  und  es  sind  dann: 

H,=rt„  V 

wo  0.,  0«  ...  0 willkürliche  Constau- 

ten  sind,  die  Integrale;  d.  h.  durch  Dif- 
ferenziiren  dieser  Gleichungen  und  Di- 
vidiren  der  Differenziale,  nachdem  jedes 
mit  einer  gewissen  Grösse  multiplicirt 
ist,  kann  man  den  Ausdruck  JfX</jr  = 0 
entstanden  denken.  Umgekehrt  sind  n 
Integrale  der  letzten  Gleichung  11^  = 0^, 
»,  = 0^  . . . 14^=0^  irgendwie  be- 
kannt, so  kann  man  XXt^x  auf  die  an- 
gegebene Form  bringen,  wo  f/j, 

ebenfalls  gegebene  Grössen  sind. 

Aber  es  gibt  auch  Integrale  von  ganz 
anderm  Charakter,  welche  statt  derCon- 
stanten  willkürliche  Functionen  enthal- 
ten. Dieselben  lassen  sieh  aber  stets 
bestimmen,  wenn  man  n Integrale  wie 
die  obigen  hat. 

Offenbar  nämlich  machte  alle  Uelation 
zwischen  u und  V die  Gleichung  .^A^  = 0 
identisch,  welche  bewirken,  dass  der  Aus- 
druck rechts  in  Gleichung  5)  ver- 
schwinde. 

Nehmen  wir  nun  an,  cs  wäre: 


gungsgleichnngen  nicht  erfüllt,  so  ge- 
währt die  Renntniss  mehrerer  Integrale 
andere  Vortheile. 

Ja,  in  einem  Falle,  den  man,  wenn  man 
will,  sogar  als  den  allgemeinen  betrach- 
ten kann,  reichen  2 bekannte  Integrale 
hin,  um  alle  übrigen  zu  bestimmen. 

Wir  nnterlassen  übrigens,  diese  Theo- 
rie mit  Beispielen  zu  belegen , da  der 
nächste  Artikel,  die  partiellen  Differon- 
zialgleicbungcn  betreffend,  zn  solchen 
Anlass  geben  wird. 


27)  = 

WO  rf.  eine  willkürliche  Function  ist,  so 
wird  der  Ausdruck  rechts  in  Gleichung 
5)  die  Form  annchmen: 

n—  l 

und  dieser  Ausdruck  wird  gleich  Null, 


41)  Verschiedene  Systeme  von 
Integralen. 

Die  Gleichung : 


X 

s=  1 


auf  die  auch  der  Fall  einer  ungeraden 


wenn  wir  mit  Gleichung  27)  die  n — 1 
Relationen  zwischen  jetzt  bekannten 
Grössen: 
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▼erbinden.  Alto  diese  BelstioDen  in  Verbindung  mit  Gleichung  27)  stellen  ebenfalls 
ein  System  von  Integralen  der  Gleiehnng  vor. 

Die  Ansahl  derselben  ist  wieder  n»  sie  enthalten  aber  keine  Constante,  da- 
gegen eine  willkürliche  Function  von  n— 1 Variablen. 

Spccialisirt  man  dieselbe  aber  derart,  dass  sie  n willkürliche  Constanten  ent* 
hält,  so  kann  man  aus  27)  und  28)  ein  den  Gleichungen  u,  . . . analoges 

System  wieder  gewinnen. 

Setzen  wir  ferner: 

29)  • %_j).  «„  = 7.(“i. 


SO  wird  die  rechte  Seite  von  5)  die  Gestalt  haben 


#t~  ’i 

Jh. 


) tfu  O 

' a— a 


Dieser  Ausdruck  wird  gleich  Null,  wenn  man  mit  den  beiden  Gleichungen  29) 
die  folgenden  n— 2 Relationen  verbindet: 

+ ^=0, 

‘ n— 1 Omj  a «u  ^ 

n— 1 Oll,  n 0», 


30) 


U + V 

n—i^  n— I ii|i 


-+  U 


» du 


'^  = 0. 


OlTenbar  ist  dieses  System  von  Integralen  weniger  allgemein  als  das  vorige,  da 
es  zwar  2 willkürliche  Functionen,  aber  nur  mit  ti— 2 Variablen  enthält.  — • In 
derselben  Weise  kann  man  ein  Integralsystem  von  n Gleichungen  bilden,  welches 
3 willkiirlicho  Functionen  mit  n-~-3  Variablen  enthält  u.  s.  f. 

Schliesslich  hat  man  ein  System  von  n— 1 willkürlicfaen  Functionen  mit  einer 
Variable: 


31) 


ZU  welchem  die  eine  Gleichung  tritt : 


32) 


Alle  diese  Systeme  haben  wesentlich  verschiedenen  Charakter.  Ausserdem 
gibt  es  noch  ein  System,  das  weder  Constanten  noch  willkürlicbe  Functionen  ent- 
hält. Offenbar  nämlich  wird  auch  die  rechte  Seite  in  5)  gleich  Null,  wenn  man 
seist : 


33) 


£/^=0,  t\=0  . . . 


Diese  Integrale  nennt  man,  der  früheren  Bezeichnung  analog,  singulare. 

Die  Vollständigkeit  dieser  üntcrsuchnugen  würde  freilich  erfordern,  dass  man 
ein  System  von  s simultanen  Gleichungen  von  der  Form  .TX^=0,  wo  s eine 
beliebige  Zahl  ist,  in  ähnlicher  Weise  behandelte.  Der  Verfasser  entsagt  dem 
aber  um  so  lieber,  als  er  gestehen  muss,  dass  er  für  jetzt  nur  im  Stande  wäre, 
Bruchstücke  zur  Lüsnng  dieser  büchst  schwierigen  Aufgabe  beizubriogen,  was 
dem  Zwecke  dieses  Wörterbuchs  fremd  wäre.  Er  sehlicsst  also  diesen  Artikel, 
indem  er  glaubt,  die  Theorie  der  totalen  Differenzialgleichungen,  so  weit  sic  bis 
jetzt  aasgebildet  ist,  in  einiger  Vollständigkeit  dem  Leser  vorgefUhrt  zn  haben« 
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CUudraturen,  ZvrtickfUiniiiK  der  par- 
tiellen DifferenxialKleichugen  auf  — . 

1)  Einleitung. 

Unter  einer  partiellen  Dififerenzialglci' 
ebung  versteht  man  eine  solche , welche 
die  Differenzialquotientcn  einer  oder 
mehrerer  abh&ngigen  Variablen  nach 
wenigstens  2 unabhängigen  Variablen 

f(x„  X,  . . . x^,  »„  . . 

X,  , . , sind  die  ^unabhängigen, 
5|,  2,  , . . Sp  die  abhängigen  Varia- 
blen, - X 'der  Diffe- 

Tenzialqnoticnt,  ein  Symbol  für  alle  die- 
jenigen, welche  entstehen,  wenn  man 
i,  «ij,  u,  . . * mit  0,  1,  2 . . . ver- 

tanscht. 

Selbstvers^ndlich  gibt  es  auch  simul- 
tane partielle  Diffe  rcnzialgloichungen, 
nnd  würde  man  ein  System  derselben 
ans  der  hier  gegebenen  Gleichung  er- 
halten, w'enn  man  für  f andere  Functio- 
dz  d* 

/■(Xj,  • • • V dir*  äZ  ' ■ ■ äT' 

‘ * n 


enthält.  Wie  totale  Differenaialgleichun- 
gen , können  auch  die  partiellen  erster, 
zweiter  n.  s.  w.  Ordnung  sein,  je  nach- 
dem die  höchsten  darin  enthaltenen  Dif- 
ferenzialqnotienten  erster,  zweiter  n.  s.  w. 
Ordnung  sind. 

Das  allgemeine  Schema  einer  partiellen 
DifTerenzialglcichong  ist  mithin: 

. X ) = 0. 

p U ' 

^dx“>dx,'‘>  ... 

nen  fi  »/*»..  • von  derselben  Varia- 
blen gleich  Kuli  setzte  und  mit  dieser 
Gleichung  verbände.  Jedoch  ist  eine 
Behandlung  der  simultanen  partiellen 
Differenzialgleichungen  fast  noch  gar 
nicht  unternommen,  und  sind  nur  sehr 
vereinzelte  spezielle  Fälle  den  gegen- 
wärtigen Hüll'smittcln  der  Analysis  zu- 
gänglich. — Wir  werden  uns  daher  auch 
hier  fast  ausschliesslich  auf  eine  partielle 
Dififcrcnzialgleichung  mit  einer  abhän- 
gigen Variablen  zu  beschränken  haben. 
— Das  allgemeine  Schema  für  die- 
selbe ist: 
d’s  d*j 
dxj**  dx|dx. 


d*z  d*j  d*s  d’s  ö** 


Was  die  Behandlung  derselben  anbe- 
trifft,  so  muss  zuvor  bemerkt  werden, 
dass  auch  dieses  Problem  in  seiner  All- 
gemeinheit nur  wenig  ausgebeutet  ist 
nnd  Schwierigkeiten  der  erheblichsten 
Art  darbietet.  Diese  Schwierigkeiten 
beziehen  sich  nicht  allein  anf  die  Natur 
nnd  anf  die  Darstellung  der  allgcmeincu 
Integrale,  obgleich  auch  diese  in  den  we- 
nigsten Fällen  einer  genauem  Kenntniss 
zngäuglich  sind,  sondern  auch  auf  die 
Anwendungen.  Denn  oft  kommt  es  vor, 
dass,  um  eine  partielle  DifTereuzialglci- 
chung,  deren  allgemeines  Integral  man 
kennt,  für  einen  bestimmten  Fall  anzu- 
wenden,  also  zu  spezialisiren,  Probleme 
von  der  grössten  und  bei  tinsem  jetzi- 
gen Kenntnissen  unüberwindlichen  Schwie- 
rigkeit zu  lösen  wären,  so  dass  man  in 
der  Regel  leichter  zum  Ziele  kommt, 
wenn  man,  statt  das  allgemeine  Integral 
SU  suchen,  sich  von  Anfang  an  den  Be- 
dingungen der  speziellen  Aufgabe  mög- 
lichst anscblicsst,  und  so  zu  einer  Lösung 
derselben  zu  gelangen  sucht. 

Allgemeineres  ist  nur  für  die  partiellen 


Differenzialgleichongen  erster  Ordnnng 
gelungen,  und  zwar  besteht  das  Resul- 
tat darin,  „dass  jede  partielle  Differen- 
zialgleichung erster  Ordnung  sich  in  ein 
System  von  n totalen  Differenzialglei- 
chungen mit  n+1  Variablen  zerlegen  lässt.** 

Diese  Bcduction , welche  immer  ange- 
wandt werden  kann,  löst  also  auch  die 
ZurückfOhrung  der  partiellen  Differen- 
zialgleichungen auf  Quadraturen  in  den 
Fällen,  wo  nach  dem  vorigen  Artikel 
die  Andösung  des  in  Rede  stehenden 
Systems  totaler  DifTerenzialgleichnngen 
auf  Quadraturen  führt. 

Bei  partiellen  Di  ftcrcnzialgleichungen 
höherer  Ordnnng  hat  man  sich  fast  aus- 
schliesslich auf  die  Behandlung  der  li- 
nearen Gleichungen,  d.  h.  der  Gleichun- 
gen von  der  Form : 


hC 


dX|* 


dx  * 

n 
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beicbränkcn  müssen,  y/o  A,  B,  C ...  S Functionen  Ton  . x , s nnd 

der  psrticllen  DifTcrcniialquotienten  von  z bis  einschliesslich  zur  s— 1 ten  Ord- 
nung sind,  eine  Gleichung,  die  mun  symbolisch  auch  schreiben  kann: 


wo 


£ A , o,  r . 
P ^ 


dx 

p q r 


= 0, 


iBt. 

Aber  auch  hierbei  entbehren  die  an- 
gewandten Methoden  der  Allgcmein- 
heits 

Wir  werden  nns  jetxt  xnnftchst  mit 
den  Gleichungen  erster  Ordnung  zu  be- 
schäftigen haben,  und  che  wir  die  Me- 
thoden zur  Auflösung  derselben  geben, 
untersuchen , welchen  Transformationen 
dieselben  unterliegen , nnd  welches  die 
Natur  ihrer  Integrale  sei. 


angenommen,  nur  eine  abhängige  Varia- 
ble enthält. 

Es  muss  aber  gezeigt  werden,  dass 
auch  wirklich  jede  partielle  Differenzial- 
gleichung ein  solches  integral  habe  nnd 
wie  dasselbe  beschaffen,  d.  h.  wie  viel 
Constanten  oder  sonstige  willkürlich  zu 
bestimmende  Grössen  in  demselben  ent- 
halten seien. 

Wir  thun  dies  an  dieser  Stelle  Ihr  die 
Gleichungen  erster  Ordnung. 

Sei 


2)  Allgemeines  über  die  Glei- 
chungen erster  Ordnung  nnd 
ih  re  In  tcgrale. 

Da  in  den  partiellen  Glcichnngen  von 
beliebiger  Ordnung  die  Diffcrenzialquo- 
tienten  einer  Variablen  s nach  den  an- 
dern Variablen  z,,  z,  . . . genom- 
men, enthalten  sind,  so  wird  offenbar 
als  integral  eine  Gleichung  gefordert, 
welche  z als  Function  von  x^^  x^  » , . 

gibt. 

Im  Wesen  einer  partiellen  Differen- 
zialgleichung liegt  cs  also,  dass  sie  nur 
ein  Integral  habe,  wenn  sie,  wie  hier 


t)=0 


eine  beliebige  Gleichung,  welche  noch 
ansscr  den  Variablen  eine  Anzahl  Con- 
stanten enthält,  so  kann  mau  dieselbe 
nach  X,,  z,  . . . z^  differenziiren,  und 

erhält  auf  diese  Weise  noch  ft,  also  hn 
Ganzen  n-f-1  Gleichungen,  aus  denen 
man  n Constanten  climtnircn  kann  , am 
schliesslicn  zu  einer  Gleichung  zu  gelan- 
gen, welche  ausser  x,,  z,  ...  z ,s 

. di  di  dt 

noch  X — . . . T — enthält, 

dz,  dz,  dx^ 

Sei: 


^(*11 


z 


n 


di  dz  \ 

dz.*  dz.  * " ’ dz  ^ ~ 

‘ * H 


diese  Gleichung,  so  kann  f eine  ganz 
beliebige  Form  haben,  wenn  F nicht 
näher  besrimmt  ist,  und  man  sicht  da- 
her: „dass  jede  partielle  Differenzial- 
gleichung erster  Ordnung  ein  In- 

tegral F=0  hat,  welches  n willkürliche 
Constanten  a,,  a,  . . . also  soviel 

enthält,  als  die  Differenzialgleichung  ab- 
hängige Variable  hat.** 

Dieses  Integral  wird  das  vollständige 
genannt.  Man  kann  aus  demselben  be- 
liebige partikuläre  Integrale  gewinnen, 
wenn  man  den  Constanten  beliebige 


Werthe  gibt.  — Indessen  haben  die  par- 
tiellen Differenzialgleichungen  noch  In- 
tegrale von  einem  ganz  verschiedenen 
Charakter,  welche  statt  der  willkürlichen 
Constanten  willkürliche  Fnnctiooen  der 
Variablen  enthalten. 

Ein  solches  Integral  heisst  allgemei- 
nes, und  offenbar  ist  es  wirklich  von 
allgemeinerer  Art  als  das  vollständige 
Integral.  Vom  Dasein  eines  solchen  all- 
gemeinen Integrals  Lber  Uberzengen  wir 
uns  durch  folgende  Schlüsse. 

Schreiben  wir  zunächst  die  gegebene 
Differenzialgleichung  unter  der  Form: 


är-f  *» 


di  dz  di 

dij’  dz,  * ' ' dz^ 


l 


und  geben  der  Grösse  die  continuirlich  auf  einander  folgenden  Werthe: 


**i» 
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welchen  die  Werthe  von  s : 


1 


bezüglich  entsprechen  sollen.  Diese  Werthe,  , s,  . . . |»  von  denen  wir 

übrigens  Toraussetzen  müssen,  dass  sic  ebenfalls  continuirlich  aus  einander  her- 
Vorgehen,  weil  dies  der  Begriff  des  Differentiirens  fordert,  sind  also  noch  Fnnctio* 
nen  von  z,,  x,  . , . x . Es  ist  aber: 

J n_t 


wo  beliebige  auf  einander  folgende  Glieder  der  cntsprecheU' 

den  Reihen  sind. 

Unsere  gegebene,  Gloichnng  stellt,  also  folgendes  recurrentc  System  dar: 

*i=*.+(«i-«.)7(-'i-  «.• 

• n—  1 


•‘n-r  t- r 


z 

s — 


1’ 


Aus  der  ersten  Gleichung  kann  man  S|  bestimmen,  wenn  man  also  auch  die 
Diffcrcnzialquotienten  dieser  Grösse  als  Functionen  von  x,  . . . kennt. 

Die  Diffcrcnzialquotienten  von  S|  ergeben  sich  dann  durch  Differensiiren  dieser 
Gleichung.  Die  zweite  Gleichung  gibt  s,  und  enthält  keine  weitere  Willkürlich- 
keit,  und  so  kann  mau  allmalig  bis  zu  s^  gelangen;  die  Grössen  rr,,  i 

sind  folglich  beliebige,  aber  continuirlich  auf  einander  folgende  Grössen.  Für  s, 
ist  also  keine  weitere  Bestimmung  gegeben,  und  somit  kann  diese  Grosse  eine 
ganz  willkürliche  Function  von  n=:l  Variablen  X|,  sein,  die  je- 

doch den  Gesetzen  des  Differenziirens  gemäss  so  genommen  werden  muss,  dass 
s auf  dem  ganzen  Integrationswege  durch  keine  Discontinnität  geführt  wird. 

„Das  allgemeine  Integral  enthält  also  eine  willkürliche  Function  mit  einer 
Variablen  weniger,  als  die  Anzahl  der  unabhängigen  Variablen  beträgt.** 

Man  kann  auch  setzen: 


=*.+  (“i-“.)7o  + («i-'»i)7i+ . • • i)7,_  |. 

WO  unter  verstanden  ist  der  Ausdruck: 


f)s  ds 

7(*t.  *.  • • • *r-  ÄT  • • • äF^)- 

* n— 1 


oder  symbolisch : 


In  diesem  als  Grenze  einer  Summe  zu  betrachtenden  Integrale  ist  also  Alles  bis 
auf  die  willkürliche  Function  i//,  welche  für  s^  gesetzt  wird,  bestimmt.  Für  s 

ist  z gesetzt.  Die  Function  ip  aber  kommt  unter  dem  Quadraturteichen  f selbst 
vor.  Sonach  gilt  von  diesem  allgemeinen  Integrale  z dasselbe,  was  überhaupt 
über  die  Eigenschaften  der  durch  Quadraturen  definirten  Functionen  galt  (siche  den 
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Artikel:  Qnadratnren),  namentlich  der  Satz,  dass  ein  solcher  Ansdruck  nur  dann 
zwischen  gegebenen  Grenzen  zwei  yerschiedene  Werthe  geben  kann,  wenn  die  durch- 
lanfcnen  beiden  Integrationswegc  einen  Disi^ontinuitats-  oder  mehrfachen  Punkt 
umschliessen. 


3)  Beziehung  zwischen  dem  vollständigen  und  dem  allgcmci* 
nen  In  tegral. 

Für  die  partiellen  Differenzialgleichungen  erster  Ordnung  gibt  es  aber  poch 
eine  andere  Art,  sich  von  dem  Vorhandensein  des  allgemeinen  Integrals  zu  über* 
zeugen,  und  was  ungleich  wichtiger  ist,  dasselbe  immer  dann  wirklich  anfsufinden, 
wenn  das  yollst&ndigc  Integral  bekannt  ist. 

Diese  Methode  rührt  von  Lagrange  her,  und  sie  fuhrt  also  die  ganze  Inte- 
gration der  partiellen  Differenzialgleichungen  erster  Ordnung  auf  die  Bestimmung 
des  vollständigen  Integrals  zurück. 

Sei ; 

f=0 


eine  gegebene  partielle  Differenzialgleichung,  wo  also  die  linke  Seite: 

dz  dz  dz 

x.,x,  * »nd 

» > M 


enthält.  Sei  ferner : 


F(fl„  <1,  . . . «„)  = 0 


das  vollständige  Integral  dieser  Gleichung,  wo  a,  . . . die  willkürlichen 
CoDStanten  sind,  und  F also  ausser  denselben  noch  die  Variablen  x,  ...  x^,  s 

enthält.  Es  ist  dann  die  Gleichung  ^=0  nach  Abschnitt  (2)  enlstanden,  indem 
man  aus  den  Gleichungen: 


1) 


F=0, 


= 0 


die  Constnnten  0^,0,  . , . climinirt. 

Das  Zeichen  neigt  hier  an,  dass  die  Function  F derart  nach  x difife* 

V'’*,  f * 

renziirt  werden  soll,  dass  s als  Function  von  x betrachtet  wird,  cs  ist  also: 


/dF\  _ ^ 

Idx  ) dx  di  dx  * • 

' s/  s s 

Kehracn  wir  nun  an,  es  wären  a,»  keine  willkürlichen  Constanten, 

sondern  Functionen  der  unabhängigen  Variablen  x,,  x,  ...  x^,  und  sei  eine 
dieser  QrOssen  eine  Function  der  übrigen  a,  . . . also: 

2) 


so  erhält  man  beim  Differenziiren  von  F=0  jetzt  die  folgenden  Qleichongen: 


wo  s alle  ganzzahligen  Werthe  von  1 bis  n annimmt. 

Es  ist  aber  ferner  klar,  dass  die  Gleichungen  8)  dann  völlig  mit  den  Olei* 
ebnngen  1)  übereinstimmen,  also  auch  das  Eliminationsresnltat,  welches  die  DiCTe- 
renzialgleichong  /’=0  gibt,  dasselbe  bleibt,  wenn  man  setzt: 
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4) 


’ du, 


-0. 


Aq9  diesen  Qlcirlmngcn  aber  kann  man  die  Grössen  a,,  | 

bestimmen,  and  die  Gleichung  2),  wo  0 eine  völlig  willkürliche  Function  ist, 
gibt  dann  a^.  Setzt  man  alles  dies  in  die  Gleichnng  F=0  ein,  so  hat  man  offen* 

bar  ein  Integral  der  Gleichung  ^=0,  da  die  letztere  durch  Differensüren  der  erste* 
ren,  und  Eliminiren  der  Grössen  a,,  u,  . . . entstanden  ist.  Dies  Inte- 

gral enthalt  aber  eine  willkürliche  Function  ron  n^l  Variablen  und  ist  also  das 
allgemeine  Integral. 

Im  üebrigen  kann  man  noch  andere  Arten  ron  Integralen  der  Gleichnng 
^=0  ableiten,  welche  ebenfalls  willkürliche  Functionen  enthalten,  die  jedoch  von 
einem  weniger  allgemeinen  Charakter  sind,  als  das  eben  gefundene.  Alle  diese 
Integrale  aber  sind  gegeben,  wenn  man  das  vollständige  Integral  kennt.  Nehmen 
wir  nämlich  wieder  an,  die  <i  seien  Functionen  der  Variablen  x,  statt  der  Beste* 
hang  3)  aber  seien  die  folgenden  gegeben : 

ö)  *r4. “•  • • • “r)>  = ■ 

'*>•••  “r)> 


WO  die  tp  willkürliche  Functionen,  jedoch  nur  von  r Variablen  sind.  Die  Zahl 
r kann  jeden  Werth  von  r = l bis  r = N— 1 annehmen.  Die  Differensialquotien- 
ten  von  f'=0  werden  dann: 


6) 


dF 


da 


r+1 


dF 


da 


>4-' 
dF 


da,  ^ da, 
dF 


V4  * 


da. 


' da,)  dx^ 


+2 


r+1 


du 


r + 2 


d«, 

da 


+ . . .+ 


d F da, 
da  da./  dx 

• S 


+ . . . 

da 


\da  d«  da  da  do  I dx  ~ ' 

' r r+1  r n rJ  » 


r+ 

und  diese  Gleichungen  stimmen  wieder  gans  mit  den  Gletcfaungen  1)  fibcrcin, 
wenn  man  seist: 


— + 

dF 

da  , , 
r+1 

dF 

1 .. 

»•+»  1 

dF 

X. 

da. 

'•r+. 

da. 

dui 

da 

n 

dF 

5s;  + 

dF 

dF 

+ — 

^•r+r 

da. 

da 

r + 8 

da. 

fl 

hr_  dF  dF  ^"r  + 2 

d«  ' da  , , da  da  , „ d# 


r+l 


r + * 


Die  Ansahl  der  Glcichnngen  5)  und  7)  ist  offenbar  zusammen  gleich  n;  sie  reichen 
also  xur  Bestimmung  der  Grössen  «p  a,  . . . a^  hin,  welche  man  in  die  Glei- 
chung F=0  einsetst.  Diese  gibt  somit  ein  Integral,  welches  n^r  willkürliche 
Functionen  mit  r Variablen  enthält. 

Da  r jeden  Werth  von  r=  1 bis  r = n— 1 annehmen  kann,  wo  der  letzte  Fall 
dem  allgemeinen  Integrale  entspricht,  so  bat  man  n— 1 Klassen  von  Integralen, 
welche  willkürliche  Functionen  enthalten,  und  zwar  entsprechend,  n~l  Willkür* 
lidie  Functionen  mit  einer  Variable,  fi->2  mit  swei  Variablen  n.  s.  t,  endlich  eine 
mit  fl— 1 Variablen. 
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Anssor  diesen  ist  aber  noch  ein  Integral  so  merken,  welches  weder  Willkür* 
liebe  Fonctionen  noch  Constanten  enthält,  aus  keiner  der  gegebenen  Klassen  aber 
durch  Specialisimng  erhalten  werden  kann.  Dies  Integral  heisst  singnläres , and 
schliesst  sich  seinem  Charakter  nach  somit  den  singulären  Integralen  der  totalen 
Differensialgleichnngen  genau  an.  Es  kann  dasselbe  jederseit  bestSmint  werden, 
wenn  man  das  vollständige  Integral  kennt. 

Nehmen  wir  nämlich  an,  es  seien  in  der  GIcichnng  F(a,,  a,  . . . = 0 

S(,  a,  . . . Functionen  der  x,  aber  ganz  von  einander  unabhängig,  so  erhält 
man  durch  Differenziiren: 


8) 


(tL\ 

^ da,  dx^  ^ da,  dx^^  ’ ’ ' ^da^dx^ 


nod  diese  Gleichungen  werden  mit  den  Gleichungen  1)  identisch,  wenn  man  setzt: 


9) 


_£ 

<)a  ^ 


n Gleichungen,  aus  denen  man  a,,  a, 
. . . bestimmt,  und  in  F=0  einsetzt. 

Man  hat  dann  ein  Integral  von  dem  be* 
zeichneten  Charakter. 

Zur  Anwendung  dieses  Verfahrens  auf 
Beispiele  werden  die  folgenden  Abschnitte 
Gelegenheit  geben. 

4)  Die  partiellen  Differen- 
tial gl  eich  nngc  n erster  Ord* 
nnng  als  besonderer  Fall  der 
totalen  Differenzialgleichungen 
betrachtet. 

Die  wichtigste  Eigenschaft  der  hier 
betrachteten  Gleichungen  ist  aber  die, 
dass  sich  eine  solche  immer  als  eine  to- 
tale Differensialgleichnng  mit  2n  Varia- 

1)  f(x„  X,  . . . x^,  z 


bien  betrachten  lässt,  wenn  die  Anzahl 
der  unabhängigen  Variablen  der  partiellen 
Differenzialgleichung  gleich  n ist,  und  dass 
sich  somit  die  Theorie  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen auf  die  in  den  letzten 
Abschnitten  des  vorigen  Artikels  gegebene 
Theorie  einer  totalen  Differenzialgleichung 
mit  mehr  als  zwei  Variablen  znrückführen 
lässt,  und  in  der  That  führt  diese  Betrach- 
tung auf  dem  einfachsten  und  kürzesten 
Wege  zum  Ziele,  indem  jede  partielle  Dif- 
ferenzialgleichung erster  Ordnung  Io 
2n— 1 totale  mit  2n  Variablen  zerfällt. 

Diese  Identität  der  totalen  und  par- 
tiellen Differenzialgleichungen  ergibt  sich 
unmittelbar  durch  folgende  Betraebtun- 
gcn.  Statt  der  Gleichung  : 


dz  ds 

dxj’  dxj 


kann  man  offenbar  setzen  die  folgende: 

2)  f(x„  r,  . . . x^,  z,  p„  p,  . . . P„)  = 0 

verbunden  mit  dem  Sjstem : 


8) 


dz  dz  dz 

dx,  dx,  * ' dx^~^«' 


Diese  letzteren  Gleichungen  aber  lassen  sich  in  die  Gestalt  einer  einzigen  bringen, 


nämlich : 

4)  dz=p,dx,+p,dx,+  . . . 


denn  durch  snccessivcs  Differenziiren  der 
Gleichung  4)  nach  den  Variablen  X|, 
X|  . . . x^  erhält  man  wieder  die  Glei- 
chungen 3). 

Die  beiden  Oleicbnngen  2)  und  4) 
sind  also  mit  1)  völlig  gleichbcdentend. 

Die  Gleichung  2)  kann  dazu  dienen, 
eine  der  2n-(-l  Variablen  x^  x,  . . . 
x^,  z,  P|,  zu  bestimmen,  und 

enthält  Gleichung  4)  dann  noch  deren 
2a.  Da  aber  diese  Gleichung  nur  die 


Differenziale  von  («+!)  derselben:  x^, 
X,  . . . x^,  z,  nicht  aber  dievon;9|,;», 

. . . enthält,  so  gilt  das  im  vori- 

gen Artikel,  Abschnitt  40,  II)  Getagte  hier, 
dass  von  den  aufgcstcllten  Systemen  von 
Differenzialgleichungen  das  erste  zur  In- 
tegration hinreicht.  Diese  merkwürdige 
Vereinfachung  der  zuerst  von  Pfaff  hin- 
gestellten  allgemeinen  lutegrationsme- 
thode  der  partiellen  Differensialgleichuii- 
gen  erster  Ordnung  rührt  von  Jakobi  her. 
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Wir  wollen  jetzt  noch  die  durch  Oleichan;^  4)  gegebene  Form  der  partiellen 
Differenzialgleicbnng  erster  Ordnuug  benutzen,  um  eine  zuerst  von  Legendre  ge- 
gebene Transformation  zu  beweisen,  welche  in  manchen  F&llen  auch  bei  Gleichun- 
gen höherer  Ordnung  von  Nutzen  sind. 

Die  Gleichung  4)  lässt  sich  n&mlich  auch  auf  die  Form  bringen: 


* = -x,dp,-x,dp,-  . . . -x„dp^, 

d.  h.: 

5)  du=x,dp,+x,dp,+  . . . +*„dp„. 

WO  gesetzt  wurde: 

6)  u-p^x,  + p,x,+  . . . +P„x„-t< 


*=PI*1+P,  »•+  • • • 


7) 


Die  Oleichnng  5^  aber  Berflllt  in  das  folgende  System: 
dit  d«i  d«t 


dp,' 


'^Pn 


und  diese  Werthe  in  die  Gleichung  2)  cinsetzend,  erhält  man: 
du  r«  du  du 


r.u 


Pi.P. 


p^=0, 


eine  partielle  Differenzialgleichung  erster  Ordnung,  die  somit  mit  1)  ganz  identisch 
ist.  In  8)  sind  p^,  Pt  * • • unabhängigen  Variablen»  also  dieselben 

Grössen»  welche  in  1)  die  Diffcrenzialquotienten  von  z waren,  während  die  Grossen 
X|»  X,  ...  in  8)  die  Differenzialquotienten  von  u sind. 

Ehe  wir  jetzt  mit  Anwendung  des  vorigen  Artikels  die  vollständige  Theorie 
der  hier  betrachteten  Gleichungen  geben,  wollen  wir  aber  noch  einen  besondem 
Fall,  den  der  linearen  Gleichungen,  direct  betrachten. 


5)  Integration  der  linearen  Gleichungen  erster  Ordnung. 


1) 


Sei  gegeben  die  Gleichung: 


ds 

dx« 


WO  Al,  . A f B Functionen  von  »,  Xp  x,  . • ■ sind.  Diese  Gleichung 

heisst  lineare,  da  sie  in  Bezug  auf  die  partiellen  Diffcrenzialquotienten  von  z li- 
near ist.  Wir  ersetzen  sie  zunächst,  wie  im  vorigen  Abschnitte,  durch  das 
System : 

dz  dt  dz  _ 

öT-P'' 


oder  durch  die  eine  Gleichung: 


2)  dz-p,dx,-p,dx,~  . . . -p^dx^  = 0 

verbunden  mit; 

3) 

Indem  wir  aus  2)  und  3)  p eliminiren,  erhalten  wir: 

4)  A^d,-A^p,dx,-A^p,dx,- 

-(B-A,p,-A,p,-  ...  -A^_^  p^_^)dx^  = 0, 

oder,  indem  wir  die  mity>,,  p,  . . . Pu_,  multiplicirten  Theile  von  einander 
■ondem : 
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6)  A^dz-Bäx^+p^(A,dx^-A^dx{)-\-p,{A,dx^-A^ix,)-^  . . . 

+»  .(A  dx  — A dx  ,)=0. 

' H—  t ' n—  i N n «—  r 

Eb  wird  diese  Oleichoog  offenbar  crfQllt,  wenn  man  setzt: 

= = A^dx,  = A,äx^  . . . Ajx^_^=A^_^dx^, 

ein  System  ron  n Differenzialgleichnogen  mit  n-f-1  Variablen,  welches  man  auch 
unter  der  Gestalt  schreiben  kann: 

b)  dxj  : dx^ : , , . : dx^  : d*^A^  i A^  : . » , : A^z  B. 

Bildet  man  die  Integrale  dieses  Systems,  so  lösen  diese  offenbar  die  Gleichung 
4)  oder  2)  vollstindig  auf,  wahrend  - * • ^n  — l willkürlich  bleiben. 

Aber  nicht  nnmittclbar  ist  auch  eine  AnflOsung  der  Gleichung  1)  hierdurch  gege- 
ben. Denn  diese  Gleichung  erfordert,  dass  man  s als  Function  von  «p  x,  . . . 
erhalt,  während  die  n Integrale  der  Gleichungen  6)  s,  x„  x,  . . . aU 

Functionen  ron  sich  ergeben. 

Indess  lasst  sich  aus  diesen  Betrachtungen  leicht  das  allgemeine  Integral  ron 
1)  ableiten.  Seien  die  Integrale  der  Gleichungen  6)  znn&chst: 

7)  A=“..  fi="i  • • • /i,=v 

wo  /■,  • • • Functionen  von  x,,  *,  . . . x , n,  . . . aber  willkilr 
liebe  Conitanten  sind,  so  ist  offenbar: 

8)  A^dt^ B t!x^~  ^ e J 

A^Jx^—  ^^ix^=Z^df, 

A .dx^—A^dx,  = e"df 

WO  die  Sammenieichen  anf  die  Grossen  df^p  df^  . p , df^  sich  beziehen,  e,  e^. . . 

aber  Functionen  ron  z,  x,  x,  . . . sind,  die  sich  leicht  besUmmen  lassen, 

wenn  die  Integrale  bekannt  sind«  Das  Zeichen  d deutet  hier,  wie  sdion  oft 
in  den  vorhergehenden  Artikeln  an,  dass  die  Grössen  x,  X}  . . • x^,  z nach  einem 

ganz  beliebigen  Gesetze  variirt  sind.  Durch  Einsetzen  der  Bcziebnng  S)  in  die, 
wenn  man  Oloicbung  3)  als  erfüllt  rorausseUt,  identische  Gleichung: 
AJ_dt-p^dXi-p,dx,-  . . . -p^ifx^)=A^dz-Bdx^+p^{A,ix^-A^dx,) 

+p,{A,dx^-A^dx,)+  . . . +F„_, 

erh&lt  man  nun  : 

9)  *— pjdx,— p,(fx,—  . . . —p^dz^  = k,df,  + k,Jf,+  ■ ■ ■ 

wo  die  Anadrflcke  , A,  . . . A^  ausser  x„  x,  . . . x^,  z noch  p,  . . . 

Pn—\*  linearer  Form,  enthalten. 

Ist  die  rechte  Seite  gleich  Null,  so  ist  dies  also  auch  mit  der  linken  Seite 
der  Fall ; es  wird  dann  : 

dt-dip  dx^x:dx^  . . . (fx^trrfx^ 

zn  setzen  sein. 

Nehmen  wir  nun  an,  es  sei : 

>0)  /;=/(/•..  f. 

.84 
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wo  eine  willk&rliche  Fanctiou  ron  n— 1 VariAblen  ist,  eo  wird  die  rechte  Seite 
von  9)  die  Gestalt  annehmon : 


Setst  man  dann  noch: 


U) 


*'+*1.5;^=° 


so  ist  in  der  That  dieser  Ausdruck  gleich  Null.  Die  n — 1 Gleichangen  11)  lassen 
sich  aber  immer  erfüllen,  während  </-  ganz  willkürlich  ist.  Es  enthalten  die  Aus> 
drücke  k,  . . . /»^  nämlich  die  n^l  noch  ganz  unbestimmten  Grössen  ^|, 

Pi  ••  • können  also  tu  deren  Bestimmung  dienen.  Die  Gleichung  10) 

gibt  also  in  jedem  Falle  eine  Auflösung  von  2),  und  da  sie  s als  Function  Ton 
:r,,  X,  . . . ?iht,  auch  das  allgemeine  Integral  von  1),  während  7 eine  gans 

willkürliche  Function  ist.  Die  Gleichungen  7),  welche  n willkürliche  Constanten 
enthalten,  entsprechen  dem  in  Abschnitt  2)  betrachteten  vollständigen  Integrale. 
Da  sie  aber  nicht  als  Integrale  von  1)  su  betrachten  sind,  so  muss  man  sagen: 
„dass  die  linearen  DifTerensialgleichungen  kein  vollständiges,  wohl  aber  ein  all< 
gemeines  Integral  haben.** 

Das  letztere  be.siimmt  man,  indem  man  die  totalen  Differenzialgleichnngen 
6)  integrirt  und  ein  Integral  als  willkürliche  Function  der  übrigen  bestimmt,  oder 
was  dasselbe  ist,  zwischen  allen  Integralen  die  Gleichung: 

12)  A • . . 


festsetzt,  wo  »/>  eine  willkürliche  Function  ist. 
Beispiele. 

I)  Sei  gegeben : 

ds  ds 

Es  ist  hier: 

= -^1  = *«.  B = nt, 

und  die  Gleichungen  6)  werden: 

dx^  : dx,  : ds  = x^  : x,  : nz, 

d.  h.: 


Die  Integrale  sind : 


dx^  _ dx,  ds 

x^  Xj  ns* 


also  das  allgemeine  Integral  der  vorgelegten  Gleichnng : 


oder : 


II)  Sei  ferner  gegeben: 


Han  hat: 


ds  , ds  , - 

fiT — hs  — +x,  = 0. 

‘ dxj  dx,  * 


.X|,  Bz—X}, 
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dt=x^  ! t ! ~X„ 


d.  h.; 


*■  * 
*,dr,+I*  = 0 


Die  Oleichong; 
gibt  integrirt: 
und  wenn  man  den  hierans  gezogenen  Werth: 
in  die  Gleichoog: 


einsetit,  so  erh&lc  man  das  Integral: 

Igrr^x,  = arcsin  — . 


d.  h.; 


arc  sm  

«,*.=«  K(f+*,*) 


«,  = — e 


arcsinr— — -2 

1 V (*’+*,’) 


und  daa  Integral  der  Torgelegten  Gleichung  ist: 

. 

arc  sin : 


III)  Seien  A„  A,  . . . nnd  B Constante,  so  sind  die  Integrale  Ton  6) 
von  der  Form: 


X.  X. 

••• 

also  das  allgemeine  Integral  von  1)  ist: 

i._£l 

^\B  A,’  B A,  - 

X *rt\ 

•B  aJ~^- 

Dif?ir®:l^a^'g^^TcSnng^®n^  ‘ — ^ P «rtlelle r 

Die  eben  gegebene  Integrationsmethode 
taner  Gleicbnngen  von  der  Gestalt: 

erstreckt  sich  anf  eine  Klasse  slmnl- 

1)  A ■ 

• ^ = 

n ox^  ‘ 

. +d  ^ = 
n dx  * 

n 

+i4 


84* 
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wo  ...  Äp  Functionen  Ton  x^,  x,  . . . t,,  t, 

...  2^  sein  sollen. 

Dieses  System  gehört  also  za  den  wenigen  Fallen  simultaner  partieller  Diffe- 
rentialgleichungen, die  einer  weiteren  Behandlung  zugänglich  sind. 

Setzen  wir  wieder: 


3* 


ff 

n 


dx, 


= Pi 


’ax. 


so  lassen  sich  ganz  ähnliche  Betrachtungen  wie  die  im  Torigen  Abschnitte  an* 
stellen.  Kamentlich  kann  man  mittels  der  Gleichungen  1)  die  Grösse« 

. . . bestimmen,  und  erhält  dann  ein  System  Ton  der  Gestalt ; 


- 

t 


A dx 

«— n— 1 H— I 


W- 


WO  r jede  Zahl  Ton  1 bis  s sein  kann ; diese  Gleichung  nimmt  eine  eben  solche 
Form  als  die  Gleichung  5)  des  vorigen  Abschnittes  an,  und  diese  wird  erf&Ut 
durch  die  den  Gleichungen  6)  analogen: 


dz 


idx,  : dx,  i . . . dx^=B^:A^;A, 


oder,  indem  man  für  r alle  Werthe  setzt: 

2)  dii : dl,  . . : d»^  : dz^  : dx,  : . , : dx^~B^  : ff,  . . : : A|  : A,  : . , . : 

In  diesen  n-fi— 1 Differenzialgleichungen  mit  ii+s  Variablen,  kommen  die 
Grössen  pS’^\  nicht  vor. 

Ganz  durch  dieselben  SchlQsse  wie  im  vorigen  Abschnitte  gelangt  man  zu  r Gleichnn* 
gen  von  der  Form: 

3)  Ji^-pS'^JXi-py^fx,-  , . . pj^^dx^:xh,^’'hf . . . 

wo  /■„  j die  Integrale  der  Qleicbnngen  2)  lind.  — Die  Gleichun- 

gen 1)  erfordern,  daea  man  x,,  z,  . . . x^  als  Functionen  von  x.,  x,  . . . x^ 
anadrückt.  Diea  geachieht,  wenn  man  aetzt: 

4)  /•„=?.  V.. 

ft  ■ • ■ fn-l^ 


wo  y .,  <f. 


(fu  fl  - ■ ■ 


wiUkttrliche  Functionen  sind. 
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Dieae  Gleichangen  geben  nimlich  die  i Grfiaaen  a als  Functionen  der  x. 

Es  sind  aber  die  7-  ganz  beliebig,  denn  setzt  man  dieselben  in  die  Gleichnn- 
gen  3)  ein,  so  erhalt  man  rechts  den  Ausdruck: 


'«—I  '»•— 1 

ein  Ausdruck,  der  gleich  Noll  wird,  wenn  man  die  Coefficienten  Ton 

gleich  Noll  seUfc.  Es  sind  dies,  wenn  r gegeben  ist,  n— 1 Gleichangen 

und  wenn  man  r alle  möglichen  Wcrthe  gibt,  so  entstehen  r(n~l)  dergleichen. 
I)ie8e  können  immer  erfüllt  werden,  wenn  man  über  die  noch  anbestimmten 
»(n— 1)  Grössen; 


Pi  y f% 

m ff  « 
Pi  I P* 


. V ' 


(•)  pW 

1 » P* 


P 


w 

M-1’ 


welche  in  den  k enthalten  sind,  angemessen  verfügt,  und  es  sind  daher  die  Glei* 
ebnngen  4)  odef*  die  mit  ihnen  identischen: 


6) 

*Pi(f  ly  f»  • 

V'i  ifii  f t • 

•-/„+._t)=0 

^gifky  • 

■■^n+s-t)  = 0> 

die  sich  durch  lotegriren  des  Systems  2)  ergeben,  Integrale  der  Gleichangen  1) 
so  dass  die  Functionen  V'u  V'a  * • * V’^  völlig  willkürlich  bleiben. 

Beispiele.  Sind  in  den  Gleichangen  1)  die  Grössen  A und  B constant, 
so  sind  die  Integrale  von  2)  von  der  Gestalt: 


und  die  Gleidmngen  5)  nehmen  die  Gestalt  an : 


'fr 


B, 


b: 


£»_ii 

F Ä,'  A,  BC  A,  B,’ 


wo  7'^^^  der  allgemeine  Ansdmck  ffir  die  willkürlichen  Functionen  ^|,  >/i,  , , • 
sein  soll. 

7)  Allgemeine  Auflösung  der  partielle  n Di  ff  erenzial  gleich  un- 
gen  erster  Ordnung. 

Bei  der  allgemeinen  Aufgabe  ist  ohne  Weiteres  die  Anwendung  Ton  dem  in 
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den  letzten  Abichnitten  de»  vorigen  Artikel!  gegebenen  Qieichungen  in 
machen. 

Sei  die  gegebene  partielle  Differenzialglcichnng ; 


1) 


a = (/  (z,  X,  . 


dt  dz 
dz.’  dx. 


— ) 

dx 

n 


wo  a eine  Constante  iet,  die  wir  eben  nnr  der  Analogie  mit  dem  im  vorigen  Ar- 
tikel Gegebenen  wegen  hinznffigen,  so  zerlegen  wir  dieselbe  wieder  in  das  STStem 
von  2 Gleichungen : 

2)  di-p^dx^-p,dxt-  . . . -p^di^=0, 

3)  <1  (z,  x„  X,  . . . x^,  p„  p,  . . . P„)=tt- 


Die  Gleichung  2)  enthält  2n+l  Variable,  ron  denen,  wie  schon  gesagt,  eine 
mittels  der  Olcichung  3)  sich  wegtehmffen  lässt.  Indessen  führt  eine  andere  Aaf> 
fassnng  an  etwas  eleganterer  Darstellung.  Nehmen  wir  nämlich  an,  Gleichung  2) 
hätte  in  der  Tbat  2n-\>l  Variable,  so  muss  dieselbe  ein  willkürliches  Integral 
haben,  und  als  solches  betrachten  wir  eben  die  Gleichung  3),  welche  eine  Relation 
zwischen  z,  den  x und  den  p angibt*  Vergleichen  wir  jetzt  die  Gleichung  2)  mit 
der  im  vorigen  Artikel  betrachteten: 


so  ist  zu  setzen: 


s = 1 

2 


X dr,=0, 


n-M 


= Ti 


n-M  ' 


■in-H" 


Die  Gleichungen  19)  des  vorigen  Artikels  (Abschnitt  32),  welche  zur  Auflösung 
dieser  Differenzialgleichung  dienten,  waren: 


J)=Sll+l 

p-\ 


,dX 
i Ä» 


X.dA  = d^^^+ 


p = ln+  I 
A 2 

p-1 


dX 

dx 


;) 


dje, 

dx 


-) 

P ' 


dj? 

P 


dx 

P 


x 0:=Sn4>l  / VA  , ,v 

X,_  ,dA  = d^  ^ l- P--  «"+‘1 

/.=  • Ka+.  % / 

in  Verbindung  mit: 

S = dq 


dx^ 


^ dx  =0; 

S=  l * 


die  Indices  fx  und  A müssen  eliminirt  werden. 

In  unserm  Falle  zerfallen  diese  Gleichungen  in  3 Gruppen,  welche  ron  den 
n ersten,  den  n folgenden,  und  endlich  von  der  letzten  Gleichung  ausgeffillt  wer« 
den.  Diese  Gruppen  sind: 
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4) 


4») 


4 b) 

Die  Qleiehnng  4b)  kann  inr  Elimination  Ton  iA  dienen,  nnd  man  hat: 


wo  f jeden  ganzzahligen  Werth  von  1 bii  » annimmt.  Da  hierbei  eine  Gleichung 
Terloren  geht,  verbinden  wir  mit  dem  Syatem  noch  die  Gleichung  2).  Dae  Sjstem 
5)  iat  nun  zn  integriren.  Um  die  Integrale  von  2)  za  erhalten,  bedarf  es  keiner 
weitem  Integration,  da  n— 1 der  h'unctioaan  X hier  gleich  Nnll  sind,  was  nach 
dem  im  vorigen  Artikel,  Abschnitt  36)  Gesagten  die  Bedingung  dafür  war,  dass 
die  Hanptintegrale  des  ersten  Systems  zur  Lösung  der  Aufgabe  hinreichen.  Setzt 
man  also  etwa  z = 0 oder  gleich  einer  beliebigen  andern  Zahl  (man  könnte  statt 
z auch  eins  der  z,  z,  =0  oder  gleich  einer  andern  Zahl  setzen)  und  sind  z,',  z,'... 
z^',  p,'  . , . die  Hanptintegrale  der  Gleichung  5),  so  hat  man : 

*-p,trz,-p,cfz,  . . . -p^tf*^=-^  (p,Vz,'+p,'«fz,'+  . . . +p^tx^, 

and  jt/,  sind  die  Integrale  der  Qleicbnng  2),  während,  am  sümmt- 

liehe  Integrale  von  den  Gleichungen  5)  so  haben,  man  noch  die  Hanptintegrale 
p/,  p,'  . • . hinsufOgen  muss. 

Die  Gleichungen: 


wo  a, , n,  . . . die  willkürlichen  Consunten  sind,  enthalten  auf  der  Unken 
Seite  die  Grossen:  Xj,  x,  . . . 2,  pi,  p,  . . . p^.  Mittels  dieser  n Gleichun- 

gen und  der  Gleichungen  3)  lassen  sich  also  s&romtliche  p eliroiniren,  und  man 
behält  eine  Gleichung  mit  n willkürlichen  Constanten  übrig.  Diese  ist  mithin 
das  Tollständige  Integral  der  rorgelegten  Gleichung  1).  Um  hieraus  das  allge- 
meine Integral  und  das  singuläre  zu  finden,  bedient  man  sich  der  in  Abschnitt  2) 
dieses  Artikels  gegebenen  Methode,  d.  h.  man  verbindet  sur  Au^ndung  des  all- 
gemeinen Integrals  die  Gieichungen: 


p,3A+d;u^+Adp,  = 0 
p^dA+a/,i£+A3p^  = 0, 

n 

=0, 

opi 

dpl^-A»x,  = 0, 
-dA+dp  ^=0. 
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6) 

und: 

7) 


((-(«„  II,  . . . «„)  = 0, 


— ^ — 


Sa,  ~ dn^  da. 


dF  äF 


da 


da 


da^  da 


- = 0, 


wo  F=0  dM  TollsUndigo  Integral  ist,  und  tu  der  des  singul&ren  hat  man  die 
Gleichangen : 

dF  ^ dF  ^ dF  ^ 
da,~^  da,~^  ' ' ' 


Wie  leicht  zu  sehen,  stimmt  dies  mit  der  im  vorigen  Artikel  gegebenen  Methode 
zur  Einftlbrnng  willkürlicher  Functionen  in  die  Integrale  der  totalen  Differenzial* 
gleichangen  völlig  überein. 

Wir  wollen  zunächst  das  Gesagte  auf  ein  Beispiel  anwenden.  Sei  gegeben 
die  Gleichnng: 

(i+p, *+?,’+  . . • +p„*)/’(»)=«. 

wo  f(i)  eine  beliebige  Function  von  z ist.  ~ Es  nehmen  dann  die  Gleichungen 
5)  die  Gestalt  an: 

=0. 

Indem  man  jede  Oleichnng  dei  ereten  Systems  durch  die  erste  desselben  diridirt, 
erhält  man: 

P,  «'P, 

woraus  sich  n— 1 Integrale  ergeben: 


wo  Ci,  c„  c,  . . , c^_  I willkürliche  Conslanten  sind. 

Setat  man  die  Werthe  ron  p„  p,  ...  in  das  zweite  System,  weldies 
dann  die  Gestalt  annimmt: 


und  dividirt  jede  dieser  Gleichungen  durch  die  erste  des  Systems  : 

so  erhält  man  Gleichangen  von  der  Gestalt: 

dx 


woraus  sich  ebenfalls  n— 1 Integrale  ergeben: 

*.  = *.- 1 *>+*,- f 
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WO  die  GröMen  ^ ebenfalls  willkürliche  Constanten  sind.  — Man  hat  also 

2a~2  Integrale,  und  es  fehlen  uns  deren  noch  2-  Dos  eine  wird  erlangt,  wenn 
man  in  die  gegebene  Gleichung  die  Werthe  ron  p,,  • , .p  einsetxt.  Dieselbe 

nimmt  die  Gestalt  an: 

/■(*)+Pi’fW(l  + 'i'  + c,’+  . . . +c»^_|)=a, 

eine  Gleichung,  welche  p^  als  Function  von  t allein  gibt.  Es  ist  n&mlich: 


/■(‘)(l+c,>+c,>+  . . . +0\_,) 

Das  letxte  Integral  endlich  gibt  die  Qleichnng : 

dt=p^äx^+p,<U,+  . . . 

wenn  man  fftr  p,  . . . ebenfalls  snbstitnirt.  Man  erhalt: 
dt 

— = rfxi  + c,  dx,-f  c,  ^ 

ein  Ausdruck,  der  integrirt  werden  kann,  da />|  eine  Function  von  z allein  iat. 
Man  hat: 

f^=.,+C,X,+C,T,+  . . . +C^_ 
wo  y eine  neue  Constante  ist.  — Ist  z.  B.: 

so  ist: 

1 _ sy(l  + e,»+c,«4-  . . . 

Fl  ~ 


also: 


also : 


f^=  y'i+c.>+c,*+  ...  +c>^_,. 


y'l+e.«+c,>+  . . . +C’,_,  +*.+c.*,  + c,*,+  . . . 

+'«_,*n+S  = 0- 

Zur  Auffindung  der  Hanptintegrale  ist  es  hier  bequemer,  nicht  z,  sondern  «^  = 0 
zu  setzen,  wie  es  doch  geschehen  kann.  Es  ist  dann  gemäss  der  Gleichung: 

oder  da: 


s-i  p^ 

war : 

Pi 

Dies«  Oleichnngen  sind  in  verbinden  mit: 

„ _P>_^_  . 

c,  e, 

welche  dnreh  Einführung  der  Hanptintegrale: 


''n 

^n—i 
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_ ._Pi'  _ p.'_ 

p, 

Ca 

11 

sich  vervrandeln  in; 

Pl  _ Pt.- 

« 

p 

Pi'  Pl' 

K 

Die  Qieichung: 

1 

»V(l+C|’  + C,»+  . . 

■ +'■«-.) 

Pi 

aber  wird  durch  Eliminiron  der  Grössen  C|,  c. 

' * * *^il—  1 * 

*VO>i’+P>’+  +Pn’)’ 

d.  h.: 

1)  o-2*  = i>(p,>+p,’+  . . . 
oder: 

2)  . . . +V)  = ö. 

und  aus  dieser  Gleichung  ergibt  sich  durch  Einführung  der  Hauptintegrale : 

oder  wenn  man  für  die  Werthe  setzt: 

3)  s'’[Pi’+Pi'’0>i*+P.’+  • • • +P„’)]=<»Pi*- 
Aach  die  Gleichung: 

V(o-t«)K(l  + c,*+c,»+  . . . +c>|j_,)+4:,  + c,T,  + c,r,  + . . . 

+'»-.'«+J=o 

nimmt  durch  Elimination  der  c die  Gestalt  an: 

V(a-i>)V(Pi*+P.’+  ■ • . + . . . +P,-r„+JP.=0, 

d.  h.: 

4)  (a-J*)(Pi’+P,’+  • • . P„’)=(Pi*i+P.*.+  • • • 

Durch  Einführung  der  Hauptintegrale  ergibt  sich  hieraus : 

(a-t'>)(p/«+p,'*+.  . . +p„'*)  = (p,'x.'+ . . . +p/x„'+jp,')*, 

und  durch  Eiiuetien  der  Werthe  von  p,',  p,'  . . . p^',  . x^: 

5)  (o-t'*)(p,’+p,’+  • • • +P„‘)  = [P>*J+PlXl+  • • • 

-^(P.’+Pi*+  ••  • +P  ’)  + JPi]’- 
Pi  " 

Aut  den  Gleichungen  3),  4), 5)  können  nun  g und  p/  eliminirt  werden;  es  bleibt 
noch  eine  Gleichung,  welche  s'  bestimmt.  Ans  dieser,  den  n— 1 Gleichungen  1) 
und  der  Gleichung  2)  »iud  dann  p,  . . .p^  zu  eliminiren,  und  man  behüt 

eine  Gleichung  mit  n willkürlichen  Constanten  x,',  x,'  . . . Übrig,  welche 

das  ToUstandige  Integral  der  rorgelegten  Gleichung  ist. 

8)  Anwendung  der  allgemeinen  Aufgaben  anfdenFall,  wo  nur 
2 unabhlngige  Variablen  vorhanden  sind. 

Sind  nur  2 noabb&ngige  Variablen  gegeben,  so  besteht  das  System  5)  des 
vorigen  Abschnittes  aus  folgenden  5 Gleichungen: 
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I) 

dp 

n) 

. <*i“  1 

III) 

du  |^-Ad*,=0, 
• dp. 

IV) 

dz-P,  <fa,+p,  d*,. 

Bei  spiele. 

I)  Die  im  vorigen  Abschnitte  behandelte  allgemeine  Anfgabe  gibt  fOr  n=:2 
die  Qleicbnngen; 

2) 

8)  ’)=(!»=  *i'+y;>i)’. 

4)  ^i+p,  *i+spi)’, 

6)  *’(l+p, •+;>,•)=  o. 

Adb  diesdo  5 Oleicbnogcn  ist  zu  eliminiren  p,,  p/i  g.  Han  beh&lt  eine 
Gleichung  übrig,  welche  die  beiden  willkürlichen  Constanteo  x«'  hat,  und  dai 
Tollst&ndige  Integral  bildet. 

Die  dritte  und  rierte  Gleichung  geben: 

6)  y CPi’  +P,’)(s* 

Ans  dieser  in  Gemeinschaft  mit  der  ersten  und  fünften  ist  und  p,  su  elimU 
niren.  Die  erste  aber  gibt: 


Ps=f^(*l-*.')i 

*1 

dies  in  die  sechste  eingesetzt,  gibt: 

7)  V'[*i*+(x. -*/)•]  (*'-*'>) + (*,-O’+*.*  = 0- 

Diese  Gleichung  ist  Ton  p^,  p,,  p/,  frei,  sie  ist  also  das  TollstAndige  lnte> 

gral.  Sie  nimmt  auch  die  Form  an  : 

= i y{T,-x,’)'+x,\ 

also : 


8)  x*-2'*+(x,-x/)>+x»>  = 0. 

II)  Es  sei  ferner  gegeben  die  Gleichung: 

d*  / dz  \ ^ 

j^  = ax,  + l,z  + f{^,,  ^)  = 0. 

Es  ist  hier  zu  setzen: 


V = «x,+4i-p,+A(X|.  P,)> 

nnd  die  Integration  wird  auf  folgendes  System  snrhckgefiUirt : 

dft  {a+bp,  + -^^+Adp^=0, 

i>,4d/t+Arfp,  = 0, 
dp-^Adx^  =0, 

— Adx.zzO, 

dp, 

a und  h sind  Constante,  f eine  beliebige  Function  von  2 Variablen. 
EUminirt  man  so  hat  man  folgende  3 Gleichungen : 

1) 
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2) 


dp. 


dx,+dx,  = 0. 


3)  <lx,{a+bp,+  ^^  = dp,. 

Die  Gleicboog  1)  hat  xom  Integrale: 

Setzt  man  diesen  Werth  in  ^cin,  so  ist  diese  Function  nur  noch  Ton  abh&n* 
gig^  ebenso  wie  seine  DifiTerenzialquotienten.  Sei  sonach: 

«). 

dp^ 

so  wird  das  Integral  der  Gleichung  2)  sein: 

5)  ^,+  ^^(»1.  ")  = /** 

nnd  wenn  man  in  3)  setzt: 

bx. 

fi=««  '» 

so  wird  diese  Gleichung  die  Gestalt  annehmen: 


alao: 

wo: 

T'C*,.  fir/ 

iat,  aI(o: 

6) 

P,  = — ^-t-T'C*..  »)+Y- 

SeUt  man  r,  = 0,  bo  geben  die  Oleichnngen  4),  5)  nnd  6): 
p/=«.  *.'-1-7 (0.  «)  = /•> 
p/  = — y + 7’(0, 

und  indem  man  «,  ß und  y aus  4)i  5)  nnd  6)  eliminirt : 

7) 

?)  p,-l>i'  = >p{x,  p, ')-</>{(>.  p,’). 

Diese  Gleichungen  sind  zu  verbinden  mit  y=0,  oder: 

10)  ax,  + bz-p,+f{z„  P,)  = 0, 
nnd: 

11)  4s'-p,'+f(0,  p,’)  = 0; 

aus  den  Gleichnngen  9)  nnd  11)  wird  p,'  eliminirt.  Ee  kommt: 
bz'-p,  + ip(x„  p,’)-ip(0,  p,0-t-f(0,  p,')=0. 

Mittels  der  Gleichung  10)  kann  hieraus  aber  auch  p^  weggesebafft  werden: 

12)  6»'+  p,')+f(0,  p,')  = az,+bz+f(z„  p,). 

Um  wegzuschaffen,  hat  man  die  Gleichung : 

, —bx. 
p,’-p,t  i, 

nnd  nachdem  dies  eingesetzt  worden,  ergibt  sich  ans  12)  nnd  8)  das  allgemeine 
Integral,  wenn  man  noch  eliminirt. 
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E«  gibt  aber  auch  eine  oft  bequemere  Methode  inr  Erlangung  dea  allgemei- 
ncn  Integrals,  bei  welcher  die  Eliminationen  vermieden  werden,  and  welche  itir 
den  Fall  von  3 Variablen  bereite  Lagrange,  der  sich  snersfc  mit  diesem  speciellen 
Falle  beschäftigte,  angegeben  hat.  Es  ist  beiläafig  gesagt  nichts  weiter,  als  die 
im  vorigen  Artikel  für  totale  DifiTerenzinlgleichungen  angegebene  Methode,  die* 
selben  durch  successive  Integration  und  Benutzung  der  nach  und  nach  gewönne* 
nen  Integrale  aufsulOsen. 

Lagrange  benntzt  nämlich  von  den  Integralen  der  Diffcreosialgleichnngen  I), 
II)  und  III)  nur  eins.  Sei  dasselbe: 

*.  p.<  ?>)=«• 

Verbindet  man  dies  mit  der  gegebenen  Differenzialgleichang: 

7 (*.  S>  *1  ;'i.  ?r)  = 0, 

so  kann  man,  wenn: 

da  d» 

geschrieben  wird,  daraus  2 Gleichungen  von  der  Gestalt : 


dz  dz 


oder; 


di:zudx.^-\‘vdx^ 

gewinnen,  wo  u und  v Functionen  von  x,  y,  z sind,  welche  die  willkürliche  Con* 
stante  tt  enthalten.  Selbstverständlich  werden  sie  der  Bedingung  der  Integrabili- 
tät  genügen.  Intcgrirt  man  diese  Gleichung,  so  erhält  man  eine  Function  von 
x,y,  s,  ff  mit  einer  zweiten  Constantc  also  ein  vollständiges  Integral. 

Wenden  wir  dies  auf  das  letzte  Beispiel  an,  indem  wir  von  dem  Integral: 


dx. 

p,=oe  ‘ 

ansgehen  und  dies  mit  der  Gleichung: 

+/•(*„  p,) 

Terbinden,  so  erhalten  wir: 

ds 

^ = 8Ij+4»  + E(x,,  o), 
dz  ix. 

di:=“'  ■ 


wo  F(x„o)  = f(x„  ne**‘)  gesetzt  ist,  also: 

i/z  = [ax, +4z  + F(x,,  «)]  rfi,+«e^'<ic,. 
Setzen  wir  zuerst  x,  constant,  so  kommt; 

z = ax,  ‘ -j-  l^t 

oder  wenn  man: 


letzt: 

Es  ist  also: 


*,=0 

l/=z'. 


das  Hanptintegral , und  indem  man  z = z',  x,  =0  in  die  Differensiilgleichnng 
einaetzt: 


dz'  = [8x,  + 6t'+F(x,,  a)]dx„ 
eine  Qleichnng,  die  sich  integriren  Uzst,  wenn  man  setzt : 

s'  = «e*'-; 
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do  = [oi, +F(r,,  n)]dr,, 


wenn  man  setzt: 


« = V(r„  a)+ß, 

/ ^ r or,  + f’’(*i.  «) 

— 

t'=  e^*‘  o)+/*l 


Du  Tollstindige  Integral  ist  somit : 


Es  wird  bei  dieser  Methode  nicht 
allein  die  Elimination  erleichtert,  sondern 
auch  die  Integration  vereinfacht. 

Die  Anwendung  des  vorigen  Artikels 
wird  unmittelbar  den  Gebrauch  dieser 
Methode  für  beliebig  viel  unabhängige 
Variablen  ergeben. 

9)  Vortheile  beim  Intcgriren 
der  allgemeinen  partiellen  Dif- 
ferenzialgleichnng  erster  Ord- 
nung, wenn  man  die  Integrale 
nach  und  nach  bestimmt. 

Die  im  vorigen  Abschnitt  gemachte 
Bemerkung  hndet  ihren  allgemeinen  Aus- 
druck in  dem  im  vorigen  Artikel  fUr  die 
totalen  Differenzialgleichungen  bewiese- 
nen Satze,  dass  man,  wenn  ein  Integral 
bekannt  ist,  statt  2a  Gleichungen  mit 
2«  Variablen,  zwei  Systeme  von  2«— 3 
Gleichungen  mit  2a— 2 Variablen  zu  in- 
tegriren  bat,  dass,  wenn  ferner  ein  Inte- 
gral der  so  gebildeten  Gleichungen  be- 
kannt ist,  3 Systeme  von  2a— 5 Glei- 
chungen mit  2a— 4 Variablen  der  Inte- 
gration unterliegen  u.  s.  f. , dass  also 


jedes  Integral  in  Bezug  anf  dieBeduction 
der  allgemeinen  Aufgabe  die  Stelle  von 
2 Integrationen  vertritt. 

Was  die  Gestalt  der  Systeme  anbe- 
trifft, welche  nach  Kenntniss  bezüglich 
eines,  zweier  n.  s.  w.  Integrale  entstehn, 
so  sind  dieselben  in  den  Glcichnngen 
24),  25),  26),  27),  Abschnitt  38)  des 
vorigen  Artikels  enthalten. 

Bemerken  wir,  dass  diese  Gleichungen 
von  den  Gleichungen  11)  besagten  Ar- 
tikels, aus  denen  sic  abgeleitet  sind,  sich 
nur  dadurch  unterscheiden , dass  rechts 
, = r dt, 

ein  Ausdruck:  Z fVr  «J:  binznkommt, 
?=> 

wo  u,,  . die  bereits  bekannten 

Integrale  sind,  und  wenden  wir  dies 
auf  die  Gleichungen  4),  4a)  nnd  4 b) 
des  Abschnitt  7)  an,  so  erhalten  wir  fol- 
gendes Resultat. 

Wenn  ein  Integral  der  partiellen 
Differenzialgleichung  bekannt  ist,  so 
sind  folgende  Gleichungen  noch  zu  in- 
tcgriren: 


1) 

1«) 

ib) 


p^dA+df,  ^+Adp=0, 

s s 


dff. 


— dÄ-^-du  -^da . -J-*  — 0, 
'OS  ‘dz 


wo  s in  1)  und  la)  alle  Wertho  von  1 bis  n annimmt.  Eine  Gleichung  dieses 
Systems  dient,  nm  dA  zu  eliminiren.  und  ^ sind  unabhängige  Variablen. 
Schafft  man  wirklich  dA  weg,  so  wird  das  System: 


( 


dti  da 

s 


=0, 


2a)  dfii-^-\-da^^^~Adx  =0. 

Diese,  System  kann  man  in  2 andere  Zerfällen,  wenn  man  je  eine  der  nnabhän* 
gigen  Variablen  constant  nimmt.  Han  erhält: 
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3) 

dif‘ 

3») 

nnd: 

4^ 

du,  c 

dT+-P. 

s 

4a) 

du. 

«p. 



' dft  ~ 

-^^  = 0, 

Of, 


dt 


'tr, 


fix 

-a-L=0. 

«)#r, 


Mit  diesen  Systemen  ist  tn  verbinden: 


d.  b.: 


tind; 


dz=p^dx,+p,dx,+  . . . +p„dx^. 


dt 

dx. 

dx 

n 

' 

Hz 

dx. 

dx,  , 

dx 

n 

d7.+^« 

5;;;+  • • 

Ist  von  diesem  Systeme  und  2a)  ein  Inte^al  bekannt,  so  vermehren 
sich  die  Formeln  1),  1 a),  Ib)  nur  um  ein  entsprechendes  Glied. 

Ist  von  dem  nen  gebildeten  Systeme  wieder  ein  Integral  . . . und  so  fort 
bis  xnm  rten  System  bekannt,  so  hat  man  noch  au  integriren  die  folgenden,  gana 
wie  1),  la),  Ib)  gebildeten  Gleichungen: 


6) 


p^dA+du  + \ ^ + A dp^  =0, 


5«) 


5 b) 


7 = r 


da^+  2 da^  ^-Adx^zzO, 

«P,  , = l ? % * 


wo  dA  eliminirt  wird,  du,  da^,  da^  . . . da^  unabhängige  Variablen  sind,  also 

das  System  in  r+1  andere  zerfallt,  wenn  man  immer  r dieser  Variablen  constA&t 
denkt. 

Wenn  von  Anfang  an  2 Integrale  und  bekannt  sind,  so  vertreten  diese 
nach  dem  vorigen  Artikel  die  Stelle  von  4 Integrationen,  wenn: 


(fe)=» 


ist,  wo  «I  als  Fimctlon  von  nnd  einem  beliebigen  System  von  Integralen 

der  Gleichungen  2)  und  2a)  gedacht,  und  demgemäss  diderenziirt  ist.  In  jedem 


andern  Falle  gibt  der  Ansdmek 


(fe) 


au  andern  im  vorigen  Artikel  erörterter- 


ten  Rednetionen  Gelegenheit;  in  gewissen  Fällen  lassen  sich  ans  U|  nnd  tt,  alle 


übrigen  Integrale  finden.  Dieser  Ausdmek 


© 


hat  aber  in  nnserm  Falle  der 


partiellen  Differeniialgleichnng  eine  betonden  einfache  Form.  Ea  iat  nimlicb : 
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^ ^ *="  (^y 

\da^/  vt  \^a^/  g-\  <7^  ^^a^f 

I 4a)  aber  hat  ma 


Vermöge  der  GleichnngeD  4)  und  4a)  aber  hat  man: 

/dx 


A 

\daj~  A \a»,  a»  /’ 


alio; 

(aw.\  1 »="  rin  /itu,  dti,\  a«,  /du  a«,\i 

k ^)j- 

Mil  dieaem  Ausdrucke  sind  dieselben  Betrachtungen  au  machen,  wie  im  Falle 
der  totalen  Differenzialgleichungen. 

10)  Betrachtung  des  Falles,  wo  die  unabhängige  Variable 
nicht  selbst,  sondern  nur  ihre  Di f fe re n zia  1 qn oti en ten  vor* 
kommen. 

Der  Fall,  wo  die  Grösse  z nicht  selbst  in  der  gegebenen  Differenzialgleichung 
enthalten  ist,  verdient  besondere  Berücksichtigung.  Er  spielt  in  den  Problemen 
der  Mechanik  und  in  denjenigen  Differenzialgleichungen,  welche  den  Aufgaben 
der  Variationsrechnung  entspringen,  eine  w'ichtige  Rolle.  Ausserdem  aber  lässt 
sich  jeder  andere  Fall  auf  diesen  znrückföhren,  wenn  man  die  Anzahl  der  nnab* 
hängigen  Variablen  um  eine  vermehrt.  — Sei  nämlich  wieder  gegeben  die  Glei- 
cbnng: 

'/  (*!.  • V Pl<  P,  ■ ■ ■ i>„)=0' 


P,= 

ZU  setzen  ist. 

Führen  wir  ein  die  neue  Variable: 


dz 

dx 


so  ist: 


a— 

ox  , . 
«4-t 

a», ^ _ 


dz 


«+ 1 ax. 


f'.'n+i 


wo  s eine  der  Zahlen  1 bis  n ist.  Die  gegebene  Qieichung  nimmt  also  anch  die 
Gestalt  an: 

1 Äs,  1 Ät,  1 


V (J^i. 


*»)- 


dz. 


*«d-I  *n+ 1 

eine  Gleichung,  die  also  nur  die  Differcnzialqnotienten  der  unabhängigen  Varia- 
bien  Z|  enthält. 

Zur  Untersnebung  dieser  Gleichung  gehen  wir  wieder  von  der  Form: 

<f  {x„  *,  . . . I^.  p,,  p,  . . . P„)  = « 

aus.  Die  Gleichung  4b)  des  Abschnittes  7)  lehrt  dann,  dass  A constant  sein 

muss,  da  ist.  — Setzt  man  nnn  in  4)  und  4 a): 

ox 


Ä*. 


x—;-r)=°- 

rt+i  n 
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go  ergibt  eich : 

2) 

2 a) 


dk 


dx  =dX~. 

• ^P, 


Da  in  diesen  Glcichnngcn  z nicht  vorhanden  ist,  so  redncirt  sich  das  System  ge> 
gen  den  allgemeinern  Fall  om  eine  Ordnung,  da  die  z entsprechende  Gleichung 
zunächst  nicht  zu  berücksichtigen  ist.  Nach  Vollendung  der  Integration  ergibt 
sich  dann  s durch  Quadratur  vermöge  der  Gleichung: 


dz  = 


also: 


es  kommt  t also  nur  als  Index  vor. 
nimmt  die  Gestalt  an : 


£ p dz  JS  p T“  dl , 

S=  I 1=1 

r»-n  d,i. 

Die  Formel  G)  des  vorigen  Abschnittes 


3) 


Vd„,/ 


(die  Constante  A ist  nämlich  immer  gleich  1 , wenn  man  statt  fi  den  Ansdrnck 
1=  ~ einfQhrt),  In  diesem  Falle,  auf  den  sich,  wie  wir  sahen,  jede  partielle 
Differenzialgleichung  snrQckfQhren  lässt,  kommt  also  der  Index  A nicht  vor.  — 
Ist  also  weder  einer  Zahl  gleich,  noch  auch  eine  Folge  der  Gleichungen: 


so  ist  dieser  Ausdruck  ein  drittes  Integral  der  partiellen  Differenzialgleichnng,  und 
man  hat  weder  die  Kenntniss  des  Index  A nOthig,  noch  braucht  man  denselben 
nach  Klcbsch^s  Methode  za  climiniren. 


11)  Behandlung  der  mechanischen  Gleichungen.  — Anwen* 
dang  der  Variation  der  Constanten  auf  dieselben. 

Wir  wollen  noch  den  bereits  erwähnten  Zasammenhang  der  im  letzten  Ab* 
schnitte  behandelten  Gleichung : 


1) 


. . . * , s-,  T- 


ds  dz 


mit  den  mechanischen  und  den  in  der  Variationsrechnung  vorkommenden  berüh- 
ren. Dieser  Zusammenhang  besteht  darin,  dass  die  letzterwähnten  Gleichungen 
sich  immer  auf  das  System  2)  nnd  2a)  des  vorigen  Abschnittes  bringen  lassen. 
Ihre  Integrale,  an  Anzahl  2/i-'l,  sind  also  auch  Integrale  der  Gleichung: 

2)  dz-fi^(ic,-p,dx,  . . -p^djs^zzO, 


WO  durch  Gleichung  1)  gegeben  ist 

Offenbar  lassen  sich,  wenn  man  ein  vollständiges  Integral  der  Glcichang  1) 
bat,  auch  die  letzteren  2n— 1 Integrale  finden.  Sei  nämlich: 

3)  » = a^+f(*„  . x^,  a„  a,  . . . 

das  vollständige  Integral,  n,,  . . . ct^  die  Integrationsconstantcn.  Dass  dasselbe 

die  Form  3)  haben  mnss,  folgt  daraus,  dass,  wenn  man  den  Werth  von  z um 
eine  Constante  vermehrt  and  diesen  in  1 einsetzt,  diese  Gleichung  unverändert 
bleibt,  so  dass  nothwendig  eine  Constante  «h  <n  der  Function  addirt  sein  muss. 
Ferner  ist  offenbar: 

35 
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3.) 


Pi  = 


dr,'  P--az. 


da  p..  p.  . . . die  Werthc  von  t — , t—  • . • »»nd.  Die  letzte  Gleichung  muii 

dX|  oxj 

wegen  1)  identisch  erfüllt  werden.  Denkt  man  «ich  rr,  . . . ir^  aus  3)  and 
den  n — 1 ersten  Gleichungen  3a)  bestimmt,  so  werden  selbstverständlich  diese  Glei- 
chungen identisch.  Nnn  ist  ebenfalls  identisch: 


“dx. 


dx,  ’ 


d/  df  »f  . 

• +äT 


wo  für  die  <r  die  ans  3)  and  3 a)  genommenen  Fnnctionen  der  x und  p tn  setaea 
sind.  Also  wegen  der  obigen  Bemerkung: 


4)  eft-p,  (fi,- 


ifn,+ 


i/1 

da. 


Ja,  "4-  . . . 


Die  Gleichung  2)  wird,  wie  selbstverständlich,  erfülk,  wenn  man  für  die  « Con- 
stantc  nimmt.  Was  nnn  die  Integration  unsers  Systems  2)  und  2a)  des  vorigen 
Abicbnittea  anbetrifft,  so  ist  bei  Behandhing  der  totalen  Differenzialgleichung,  von 
der  die  Gleichung  2)  dieses  Abschnittes  ein  besonderer  Fall  ist,  gezeigt  worden, 
dass  die  Coefheienten  von  cfO| , . . ■ die  unabhängige  Variable  des  Syatems 

nur  als  gemeinschaftlichen  Factor  enthalten  können.  Da  aber  einer  dieser  Coeffi- 
cienton  gleich  1 ist,  also  einen  solchen  nicht  haben  kann,  so  sind  die  Coefhden- 
ten  alle  Constanten  gleich  und  folglich  Integrale  det  Systems. 

Die  meclianiscben  Gleichungen  werden  also  gelöst  durch  das  System  von  In- 
tegralen ; 


»f 

' da' 


ST. 


WO  die  Gleichnngen  3)  nnd  3 a)  die  tt  ergeben. 

In  der  Theorie  der  totalen  Differenzialgleichungen  (vergleiche  den  vorigen 
Abschnitt)  erwähnten  wir,  dass  bei  den  mechanischen  Gleichungen  die  Variation 
der  Constanten  einfachere  Resultate  als  im  allgemeinen  Falte  geben. 

Auch  dieses  wollen  wir  hier  ansfUhren.  Die  Gleichung  1)  möge  die  Gestalt 
haben : 

5)  7 (xi,  X,  . . . p„  p,  . . . X,  . . . x^,  p„  p,  . . . p^)=  0 

wo  < eine  sehr  kleine  Constante  ist.  Man  kann  dann  in  erster  Räbening  « = 0 
setzen,  und  unter  dieser  Voranssetzung  ein  vollständiges  Integral  der  Gleichnng 
ynO  finden.  Sei: 

6)  » = 


solches,  wo  X,  . , . x , rr|,  rr,  . . . a ) gesetzt  ist,  man  also  anrii  hat: 


6 a) 


^'~dx,'  ^’~öx,  ’’n  = s. 


»f. 


Nehmen  wir  jetzt  an,  die  vollständige  Gleichung  5)  wirde  integrirt  durch  Glei- 
chung: 

7)  »=r(J|i  X,  . . . x^,  a,  + il„  + 

WO  I,  . . . zn  bestimmende  Fnnctionen  der  x sind;  in  Yerbindmig  mit  den 
Gleichnngen : 
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7«) 


Pi  = 


ÖX|* 


Pl  = 


dx . 


Of 


wo  f die  Fnnction  in  7),  welche  1,,  1,  • . . enthUt,  bedenten  eoU,  wihrend  f, 
dieselbe  Fnnction  in  6)  anieigt,  wo  i,,  ü,  . . . lämintlich  verschwinden.  Die 
df  df 

Zeichen  -r — , t — . . . drücken  hier  ans,  dass  nur  nach  dem  entwickelten  x diffc« 
dx, 

reniiirt  ist.  Soll  aach  nach  dem  in  den  l enthaltenen  x differcnsürt  werden  , so 
schreiben  wir:  wollen  ferner  den  ans  der  Gleichung  5)  ge- 

logenen Werth  Ton  mit  bezeichnen,  wthrend  für  den  ans  der  Qleichnng 
^.  = 0 genommenen  die  Beieichnnng  bleiben  soll. 

Offenbar  ist  dann : 

wo  das  zweite  Glied  mit  s rerschwindet  and  q eine  ans  5)  zn  bestimmende 
Grosse  ist. 

Dass  übrigens  das  System  7)  and  7a)  die  Glcichnng  5)  integriren  kann,  ist 
leicht  zu  zeigen.  Man  kann  nämlich  die  k (»  an  Anzahl)  so  bestimmen,  dass  sie 
die  «I  Gleichnngcn: 

dz  df  dz  df 

dx,  dx,’  dx,  * 


’ dx 


dx 


erfüllen,  wo  lur  z der  Ausdruck  7)  zu  setzen,  also: 

dl 


—=p 

dx  «’ 


ist,  und  diese  n Gleichongen  sind  mit  5)  völlig  identisch.  Der  Factor  i vor  den 
X deutet  nur  an,  dass,  wie  selbstverst&ndlich  ist,  der  Zuwachs  der  a mit  s von 
gleicher  Ordnung  ist.  Non  ist: 

8)  di-p^dxi-p,dx,~  ...  -(p^+$^)dx^=dF-Q^dx,-Q^dx,- ..  . 


if 


Auuerdem  war  identUch: 

dt-p,dx,-p,dx,-  . . . -f^dx^=iF,-^^dx,-^dx,~  ... 

wenn  man  die  in  F,  und  enthaltenen  Werthe  von  n , , er,  ...  ans  den 

Gleichungen  6)  und  6 a)  (mit  Ausnahme  der  letzten,  welche  identisch  ist)  nimmt. 
Diese  Gleichnngcn  stimmen  aber  genau  mit  7)  und  7 a)  überein,  wenn  man  die  tt 
mit  «t+sX  vertauscht;  es  sind  also  nach  Elimination  der  n+iA  ebenfalls 
identisch: 


it-p^dx,-p,fx,-  . . . -P-dx 


dF-^  dx,  -p-  dx,-  ...  ix 

' dx,  * dx_  ■ 


dx. 


Sonach  nimmt  die  Gleicbnng  8)  die  Form  an : 

—tqdx  = — —dk, — —dl,— 

^ n dl,'  dl,  ' 

Man  bat  aber; 


'ST' 


di  ,-idi_. 


85* 
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J!L~  K. 


QDd  ftasserdem,  wenn  men  die  hohem  Potenzen  ron  # vemachliest^ : 

da  da  * 


also  wenn  man  diese  hier  jedenfalls  gestattete  Vemachlässignng  anwendet: 
9)  ..  . 


qdx  -- — aA|— ^ — “A*”  • • • 

« dflfj  d«,  * 


Diese  Qleichnng  ist  zu  integriren.  Um  q zn  bestimmen,  hat  man: 

v(x„  X.  + x,  ...  x^,  p„  p,  ...  P,)  = 0, 

WO  im  letzten  Gliedc  für  p^-{-tq  geschrieben  ist  was  bei  Vernachl&ssignag 

der  liöbern  Potenzen  von  » offenbar  gestattet  ist.  Uierans  ergibt  sich,  wenn  man 
die  Gleichung: 

y (x„  X,  . . . x^,  p„  f,...  P^  = 0 

berflckBichtigt : 

10)  «|^+V-=0. 

Die  Grössen  Pt  • • • p^*  die  in  9)  und  10)  involute  enthalten  sind,  werden 

mittels  der  Gleichungen  6a)  und  y=0  climinirt.  Ebenso  wird  q ans  10)  in  9) 
eingesetzt,  und  letztere  Gleitung  hat  dann  die  Gestalt: 

11)  dx^  + u,  <ü,  + «,  dl,+  . . . +«^dX^  = 0, 


»=i^  » 

zu  setzen  ist. 

Die  Gleichung  11)  enth&lt  nun  die  Variablen  r,,  j:,  , . . ar^,  1^,  1^  , , , 

von  welchen  letztem  aber  nur  Differenziale  Vorkommen. 

Wenden  wir  die  Gleichungen  11)  (Abschnitt  33)  des  vorigen  Artikels)  an, 

also: 

p = 2a  jdX^  dX 
XdA  = / - 


i=a's  {-£ i\dx, 

p=l  \0r,  öx  J P' 


■0  icrfallen  diese  wieder  in  3 Qmppen,  wo  die  x ersetzt  sind  bezüglich  durch; 
V *>’  *>  • • • *n-i’  1»  • • • V 


die  zngebörigen  X sind  dann: 


1,0,  0 ...  0,  «„  w,  . . . 

Das  System  ist  also: 


In  der  zweiten  Gruppe  hat  s alle  Werthe  von  1 bis  n<-l,  in  der  dritten  von  1 
bis  n Die  erste  Gruppe  enthält  nur  eine  Gleichung.  Offenbar  aber  nehmen  die 
OleicboDgcn  der  dritten  Gruppe  die  Gestalt  an : 
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u^dA+A<lu^=0, 

und  geben  n Integrale: 

A*,  = c^. 

Diese  Gleichungen  reichen  hin,  um  A und  alle  u als  Functionen  einer  dieser 
Grössen  aussudröcken,  und  swar  in  der  Form: 


u z:ß  u =ii  = — . 

I fl  u 


Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  lassen  sich  alle  x und  Ä als  Functionen  von  x 

H 

ansdrficken.  Setzt  man  diese  Wertho  in  die  beiden  ersten  Gruppen , so  kommt 

dA  * 

nnr  in  der  ersten  yl,  und  zwar  nur  der  Ausdrnek  — =— dlgu  vor.  Diese  Glei- 

A fl 

chnngen  sind  also  ron  der  Constante  e frei  nnd  enthalten  ausser  den  di  nur  die 
Variable  x nnd  die  Constanten  />,,  ß,  ■ . . ß^_^-  Durch  Auflösung  nach  den 


dl  erhalt  man  Gleichungen  von  der  Form: 


WO  die  nur  enthalten.  Durch  blosse  Quadratur  erhält  man  also  die  öbri> 
gen  Integrale  unter  der  Form : . 


Die  Functionen  enthalten  die  Constanten  die  man  mittels  der 

Gleichungen  13)  climinirt,  so  dass  man  hat: 

w)  (*i.  *1  •••  *„)+>',• 

Diese  Werlhe  sind  nun  in  das  vollständige  Integral  7)  einznseizen.  Die  y kön- 
nen weggelassen  werden,  da  sie  sich  mit  den  Constanten  n vereinigen,  so  dass 
diese  auch  hier  als  Integrationsconstanten  tu  betrachten  sind.  Die  Integrale  des 
mechanischen  Systems  sind  also  die  Aasdrücke: 

„ , . ÜL 

«,  . . . O^, 

d.  b.  es  sind  die  nämlichen  wie  die  des  Näbemngssystems,  wo  t=0  gesetst  wurde, 
wenn  man  darin  die  n nm  die  ans  14) genommenen  Ansdrficke  ^x^{x^,x, 

vermehrt.  Dies  geschieht,  wenn  man  aus  den  Qlcichnngcn  6)  und  6 a)  die  Werthe 

o,  . . . n,  — berechnet  nnd  dann  die  eben  bescichnete 

" Ottj  OB,  ”“„_l 

Snbstitntion  vomimmt.  Die  Variation  der  Conatanten  macht  hier  also  nnr  n 
Qaadratnren  nSthig. 

üebrigeDB  kann  man  den  Gleichungen  12)  noch  eine  einfachere  Form  geben. 
Zn  dem  Ende  bemerke  man,  dass  , = — ^ ist,  also  die  Gleichung  10)  die 

Form  annimmt: 

15)  /=0,  wo 

gesetst  ist.  Denkt  man  nnn  als  unabhängige  Variablen,  so 

lassen  sidi  die  x,,  x,  . . , durch  diese  and  x^  aasdrilcken,  nnd  Gleichung 

15)  enthält  nnr  die  u und  x^.  Gleichnng  11)  ist  dann  durch  ein  System  2)  nnd 
2a)  des  vorigen  Abschnittes  an  integriren,  welches  die  Gestalt  annimmt; 
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16) 


‘^.=0,  <11,  = 


womit  XU  rerbinden  ixt: 


17) 


p = n 


p=i 


Die  eraten  Qleicbnngen  16)  leigen,  dus  abniiitliche  u conatant  au  aetzen  aind, 
die  letzten  in  Verbindung  mit  17)  geben: 

1 

* */  d«  / Y 

'"('-’t) 


wo  die  rechte  Seite  our  die  Variable 

entb&lt.  Nach  der  Integration  kann  man 
statt  der  u wieder  ihre  in  x,  . . . 
x^  ansgedrfickten  Werthe  nehmen. 

12)  Historisches  über  die  par> 
tielien  Differenxialgleicliungen 
erster  Ordnung. 

Lagrange  hat  xuerst  den  Zusammen' 
bang  xwischen  partiellen  Differenzialglei- 
chungen und  Sjrstemcn  gleichzeitiger 
Differenzialgleichungen  gezeigt,  zunächst 
für  die  linearen  durch  einVerfahren,  welches 
ihm  aber  später  die  nüthigen  Hülfsmittel 
gab , das  allgemeine  Integeal  einer  par- 
tiellen Differenzialgleichung  mit  2 unab- 
hängigen Variablen  zu  ermitteln.  Auch 
fand  ^grange  den  Zusammenhang  zwi- 
schen dem  allgemeinen  nnd  dem  voll- 
ständigen Integral.  (Siehe  Theorie  de 
fonctione  anal^tiques). 

Die  Znrflckfühmng  einer  Gleichung 
mit  beliebig  viel  unabhängigen  Varia- 
blen anf  totale  Differenzialgleichungen 
machte  lange  Zeit  die  grüssten  Schwie- 
rigkeiten, bis  dieselbe  Ffaff  vollführte 
(Abhandlungen  der  Berliner  Akademie 
für  das  Jahr  1814).  Er  ging  von  einer 
totalen  Differenzialgleichung  mit  mehr 
als  2 Variablen  aus,  eine  Methode,  an 
die  wir  auch  hier  angeknüpft  haben,  da 
sie  nns  die  natürlichste  nnd  einfachste 
zn  sein  scheint. 

Jedoch  war  PfafiTs  Methode  nicht 
eigentlich  die  Erweiterung  der  von  La- 
grangc,  obgleich  eine  ihr  nahe  verwandte, 
nnd  es  Hess  sich  nicht  leugnen,  dass  für 
den  speciellen  Fall  von  2 anabhängigen 
Variablen  die  Lagrange'sche  Methode 
wesentliche  Vortheile  hatte.  Jakobi  hatte 
schon  früher  versucht,  die  I^agrange'sche 
Methode  zn  erweitern , ohne  von  den 
totalen  Differenzialgleicbnngen  anaxn- 
gehen  (Grelle,  Bd.  2).  Endlich  gelang 
es  ihm  (Grelle,  Bd.  17),  zn  zeigen,  dass 
der  besondere  Fall  der  partiellen  Diffe- 


renzialgleichungen gegen  die  allgemeine 
von  Ffaff  gestellte  Aufgabe  wesentliche 
Vortbeile  habe,  dass  nämlich  in  diesem 
Falle  von  allen  von  Ffaff  verlangten 
Systemen  von  Differenzialgleicbnngen 
die  Integration  des  ersten  Systems  zur 
Lüsnng  der  Aufgabe  hinreicht.  (Hinge- 
wiesen wurde  der  grosse  Mathematiker 
hierauf  durch  eine  Arbeit  von  Hamilton, 
welcher  die  mechanischen  Aufgaben  auf 
die  Lösung  der  partiellen  Differenzial- 
gleichungen znrückgeführt  bat.  In  Hamil- 
ton’s  Formeln  ist  allerdings  dies  Resultat 
zum  Tbeil  enthalten,  ohne  dass  jedoch 
derselbe  hiervon  irgendwie  Kenntniss 
genommen.) 

Die  Theorie  dos  sneoessiven  Integri- 
rens  nnd  der  daraas  zu  schöpfenden 
Vortheile  ist  in  ihren  Besnltaten  in 
einem  Briefe  an  den  Secretär  der  Ber- 
liner Academie  (abgedmekt  in  Bd.  17 
des  Crelle'schen  Journals)  angegeben. 
Diese  Resnltate  enthalten  zugleich  die 
wirkliche  Erweiterung  der  Methode  von 
Lagrange. 

Die  eigentliche  Arbeit  Jakobi*s  hier- 
über ist  aber  erst  lange  nach  seinem 
Tode  (Grelle,  Bd.  59)  veröffentlicht. 
Schon  vor  dieser  Veröffentlichung  bat 
der  Verfasser  dieses  Wörterbneht  die 
ursprünglich  Pfafl^sche  Methode  zur  Er- 
langung der  Jakobi’scben  Resnltate  and 
zu  ihrer  Erweitemng  auf  die  totalen  Dif- 
ferenzialgleichungen ('ingeschlagen  (Grelle, 
Bd.  58).  Diesem  Wege  ist  man  auch 
hier  gefolgt,  da  er  eine  grössere  Kürze 
gestattet,  als  die  andern  Methoden. 

Was  die  Theorien  anbetriffi,  die  sich 
ans  dem  gleichzeitigen  Bekanntsein  zweier 
Integrale  ergeben,  so  schöpft  Jakobi  die 
hier  gegebenen  Resultate  aus  einer  von 
Poisson  zu  ganz  andern  Zwecken  ver- 
wandten Formel , welche  der  Formel  8) 
des  vorigen  Abschnittes  entspricht. 
Noch  ist  eine  Methode  zur  Anflösnng 
der  allgemeinen  partiellen  Differenzial- 
gleichungen erster  Ordnung  von  Canchy 
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gegeben  werden.  Dieeetbe  enthalt  je> 
doch  durchane  nicht  die  eo  rcichhiütigen 
Besnltate  der  Jakobi'sdieD.  (Complesrei^ 
(ius  de  l*academie  de$  Sciencee  de  Pari».') 

Anf  ibreoB  jetaigen  Standponkte  bildet 
die  Theorie  der  partiellen  Differenaial* 
gleichnogen  erster  Ordnung  einen  der 
ecbÖQsten,  volUtkodigsten  und  abge> 
•chloasensten  Theile  der  Analysis.  Vie- 
les fehlt«  dass  man  Gleiches  auch  Ton 
den  partiellen  DifTerenaialgleichnngen  hö- 
herer Ordnnng  sagen  könnte. 

13)  Allgemeines  über  die  par- 
tiellen Differenaialgleicbungen 
höherer  Ordnnng. 

Auch  die  partiellen  Diflerensialglei- 
chnngen  höherer  Ordnnng  können  Inte- 
grale Ton  gans  verschiedener  Art  haben, 
vnd  namentlich  sind  hierbei  vollständige 
und  allgemeine  Integrale  zn  unterschei- 
den. Betrachten  wir  s.  B.  eine  Function 
von  der  Gestalt: 

j-,  . . . *)  = 0, 


!),  + (« +2)  +("+F“*l)p 

willkfirlichcn  Constanten.^ 

Z.  B.  bei  einer  Gleichung  zweiter  Ord- 
nung ist  die  Anzahl  dieser  Constanten; 
n(B+l)  « (n+S) 

"+ 

Was  die  allgemeinen  Integrale  anbe- 
trifft, so  kann  man  sich  von  ihrem  Vor- 
handensein anf  gans  fthnlidie  Weise  wie 
bei  den  Gleichungen  erster  Ordnung 
überzeugen.  Zu  dem  Ende  wollen  wir 
jedoch  zunächst  die  allgemeine  Form  der 
partiellen  Differenzialgleichungen  einer 
Transformation  unterziehen. 

Bezeichnen  wir  zunächst  durch  das 
Symbol : 

[7(i, 

«ine  Function  von  z,  x^,  x,  ...  z^, 
, t,  . . . und  den  Differeniial- 
qnotienten  Ton  x,,  z,  . . . nach 
z„  z,  ...  z^,  aber  nicht  nach  z,  ohne 


dz 


* )]. 


welche  eine  Aniahl  Conettnten  enthalten  Ordnnng  dieeer  Differen- 

•oll.  Diene  Gleichung  hat  n Differen-  «»jqnotienWn  etwae  Toigcxchricben  nein 

soll,  und  betrachten  wir  die  simnltanen 
zialgleicbungen  erster  Ordnung,  ' Oleidiungen: 

zweiter  Ordnung,  dritter  1)  — 

Ordnungu.  s.  w.,  also  (»+F— 1)^  />ter  Ord- 
nnng, wenn  der  pte  Binomialcoefficient 

ist.  Bildet  man  alle  diese  Gleichungen, 
so  hat  man,  die  gegebene  mit  inbegriffen, 
deren : 

l+'*i  + ('*+l)*+("+2),-l-  . . . 

+(n+p-l)^ 

aus  denen  sich  also: 


Z^.  .p] 


dx 

Seien  nun: 


"i  +(«+l)a  + 


+ ("+p-l) 


r p 


.<•> 

F 


continuirlich  anf  einander  folgende  Werthe 
Constanten  derart  eliminiren  lassen,  dass  einer  der  mit  s bezeichneten  Grössen  s , 
man  noch  eine  partielle  Differenzialglei-  , . ^ . a-  : i*  u n ti?. 

ehung  pter  Ordinng  behält,  deren  Inte-  »nd  ^gen  diese  der  contmuirlichen  Eeihe 
gral  die  gegebene  Gleichung  ist.  Es  von  Werthen  der  Grösse  z: 
folgt  hieraus  der  Satz:  ^(0)  ^(l)  ^(*)  _ _ _ ^(*) 

..Eine  partielle  Differenzialgleichung  „„pichen,’  so  Ut  man,  während 
pter  Ordnung  mit  b unabhängigen  Va-  ^ willkttrUch  bleiben: 

nablen  hat  ein  vollständiges  Integral  mit  * u 

b)  z (*)=z 
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n) 

Da  jede  dieser  Gleichungen  « andere  vor-  nun  gegeben  sind,  so  sind  sie  aber  die 
stellt,  welche  den  Werthen  /)  = !,  p = 2 einzigen  WillkBrlichkeiten  in  den  allge- 
. . . p = i entsprechen,  so  stellt  dies  meinen  Integralen  der  Gleichungen  1). 
System  eine  Reihe  recurrentcr  Gleichun-  Man  hat  somit  folgenden  Sats : 
gen  vor.  Die  in  den  s Gleichungen  b)  ent-  System  simultaner  partieller 


haltenen  Werthe 


(') 


Differenzialgleicbnngen  von  der  Form  1), 


und  ihre  Differensialquotienten  nach  x„  »1»»  ‘.•^J'‘”eige  «nd  n-t-lun- 

*,...*  sind  nämlich  durch  die  Glci-  «bh»ng>ge 
* • n Buf  Oic  erste  unabhängige  Variable  er* 

chungen  a)  and  ihre  Diffcrcnzialquoticntcn  in  Bezug  auf  die  andern  von  belie- 

nach  den  nämlichen  Grössen  bestimmt,  biger  Ordnung  ist,  hat  soviel  allgemeine 
welche  sidi  bilden  lassen,  wenn  man  als  Integrale,  als  Gleichungen  gegeben  sind, 

bekannt  voraus  seUt  die  Grossen  s/"),  »<>  viel  willkürlichen  Functionen,  als 

/q\  ...  abhängige  Variable  vorhanden  sind,  und 

' . . . ' und  ihre  Differenzial-  dieser  Faoetionen  eine  Variabio 

qnotienten  nach  x,  . . . s:  . Indem  ««"ig«''  hat,  aU  in  den  vorgelegten  Glci- 
' ' * n chungen  nnabbangige  Variable  vorban- 

man  so  fortAhrt,  gelangt  man  auf  die-  ^en  sind.“ 

selbe  Weise  zu  mittels  der  Glci'  Systems  1)  l&sst 

chung  n),  ohne  dass  ausser  den  Grossen  sich  aber  eine  partielle  Diffcrcnzialglci- 
z (")  s W.  . z eine  neue  Will-  Ordnung  stets  bringen. 


kürlichkcit  cintritt. 

Grössen  noch  anbetrifft,  so  sind  sie  offen- 
bar Functionen  von  x,,  x,  ““‘•i 

da  nichts  Weiicrcs  über  sic  bestimmt  ist, 
willkürliche  Functionen.  Da  ihre  Diffc- 
rcnzialqnotienten  nach  x, , x,  ...  x 


d’z 

Wir  setzen  non : 


Wir  wollen  dies  nur  mit  der  Gleichung 
Was  diese  letztem  zweiter  Ordnang  mit  3 unabhängigen 
Variablen  darthun.  Die  Erweiterung  auf 
beliebig  hohe  Ordnungen  und  beliebig 
viele  Variablen  ist  nämlich  nicht  mit 
dy  geringsten  Schwierigkeit  verbunden. 
Gedachte  Gleichung  nimmt  nämlich  die 
Form  an: 

d*x  d*s  d*»  d*z  d*i 
’ da:*  dX|*  dx,*  dxdx,*  dxdx,*  dx,*’  dx,dx,*  dx,*  ’ 


ds  dz  ds 


dz_ 

dx" 


und  erholten: 

dz,_./  dz  d»  dz,  dz,  d^z  d’j 

idx  “'V*  **’  ***  *’  ***  dx,’  dx,’  dx,*  dx,’  dx,dx,*  dx,* 

Dies  ist  eine  Gleichung  von  der  Form  enthaltenen  Ordnang  nicht  nach  einer 
der  in  System  1)  enthaltenen,  ebenso  einzigen  Variablen  genommen  sind. 

Dies  ist  z.  B der  Fall  bei  der  Gleichung 


dz 


wie  die  Gleichung  j-  = s,,  und  diese  zweiter  Ordnung  t 

beiden  verbunden  geben  eben  das  ver-  d>t  _ 

langte  System.  dxdx  *' 

Man  hat  ein  Integral  mit  2 Willkür-  ' 

liehen  Functionen  von  2 Variablen.  AU-  Man  sicht,  dass  die  directe  Anwendung 


dz  dz 

*’  di’  dF,^' 


gemein: 

„Das  Integral  einer  partiellen  Glci 


der  eben  gegebenen  Methode  hier  miss- 
lingt. Indess  kann  man  durch  eine  leichte 


chung /7tcr  Ordnung  mit  n unabhängigen  Transformation  nnsei*c  Gleichung  wieder 


Variablen  enthält  p willkürliche  Functio- 
nen von  rt— 1 Variablen.“ 

Diese  Rcduction  der  partiellen  Diffe- 
renzialgleichungen höherer  Ordnang  auf 
simultane  erleidet  jedoch  eine  bemerkens- 
wenhe  Ausnahme  in  dem  Falle,  wo  die 
Differenzialquotienten  der  höchsten  darin 


auf  die  obige  Form  bringen, 
man  z.  B. : 


Setze 


so  hat  man : 


\dx/  ""  öx  ^dx, 
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\oy/  0X| 


Die  eingcklanimctten  DifTcrcnziAlquotientcn  deuten  hier  das  DitTorenziiren  nach 
dem  durch  die  Gleichung  x^—x*f  cingeführten  Gesetze  an.  Es  ist  ferner: 


/ \ d’r  d* 

^dxdxj  ^ dxj** 


- !Ü^_i.o  _^_i_  ^ 
W’/  ~ dxdx  '■ 


(S)- 


öl-,»’ 


also: 


dz  1 /di\ 

dx,  X \dy/’ 

_ y 

’\hx)  X W 

<>'t  _ _1_  \ _ y 

dxdxj  X \dxdy/  x*  wy*/  x*  v)y/ 


— 
dx  * 


Wenn  man  diese  Ausdrücke  in  die  obige 
Gleichung  einsetzt,  so  enthält  dieselbe 
/d’»\ 

\ji~i )»  nach  der  oben  gogebcuen 

Methode  zu  behandeln.  — Indessen  kann 
man  sich  einer  directen  Betrachtung  der 
Diffcrenzialgleicbangen  dieser  Art  doch 
nicht  ganz  cntschlagon. 

Durch  eine  Transformation  der  unab- 
hängigen Variablen  wird  nämlich  die 
Natur  der  behandelten  Gleichung  oft  der- 
art behandelt,  dass  das  Integral  als  ein 
ganz  anderes  erscheint,  wie  es  denn  eine 
höchst  schwierige  Aufgabe  ist,  die  will- 
kürlichen Fnnctionen,  welche  der  einen 
Wahl  der  Variablen  entsprechen , auf 
diejenigen  zurückzuffihren , welche  bei 
einer  andern  Wahl  sich  ergeben.  Fast 
immer  ist  es  in  solchen  Fällen  gerathe- 
ncr,  die  Integration  in  beiden  Fällen  von 
einander  unabhängig  zu  bewerkstelligen. 


In  den  Anwendungen  auf  Geometrie 
und  Physik  kommen  dergleichen  F&lle 
oft  vor.  Die  willkürlichen  Functionen 
stehen  nämlich  mit  den  Anfangsznstän- 
den  oder  Grenzbedingungen  des  behan- 
delten Problems  in  VerbinduDg,  und  diese 
bestimmen  wieder  die  Wahl  der  unab- 
hängigen Variablen,  so  dass  deren  Aus- 
wahl eine  gebotene  ist,  je  nachdem  das 
Problem  sich  modiAcirt.  Man  erhält  auf 
diese  Weise  allgemeine  Integrale  von  der 
verschiedensten  Form , und  ihre  Bezie- 
hung zu  einander  wird  eben  nur  durch 
die  partielle  DifTcrenzialgleichung,  wel- 
cher sic  alle  genügen,  vermittelt. 

Einiges  über  den  Gegenstand  entb&lt 
dieser  Artikel,  ein  Mehreres  sollen  na- 
mentlich die  Artikel : Akustik  und  Wirme 
bringen. 

Unterziehen  wir  also  die  Gleichung: 


d»4 


• =A*. 


dxdx, 

noch  einer  directen  Behandlung.  Es  seien: 


dt  ds 

di’  07/ 


(0 


x.(')  ..(»)  . 
er  Variablen  x^ , 

itinuirlichen  Wortho  von  s, 
lan  hat  nnn: 

Tr- ^ -5T’  7(0~(T)- 


eine  Beihe  von  Werthen  der  Variablen  x^ , welche  continnirlich  auf  einander 
folgen, 


die  zugehörigen  ebenfalls  continuirlichen  Wortho  von  s,  die  somit  sämmtlicU  Fnnc- 
tionen von  X allein  sind.  Man  hat  nun: 
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a.(0 


,1.0  .O-.O 


- W_,  (') 


) 


(o_,  ('“'Vfx  X 

dx  dx  ‘ •»  • Sjc 

.(0_,(«-<) 


dx 


)• 


^*1  / 

-T-  = ,/(x,  y,  ^), 


BeBtimmt  man  in  der  ersten  Gleichung 

all  wilUcfirliche  Fnnction  Ton  x,  bo  dx  ~ ^ '**'  ’* 

bildet  dieae  Gleichung  eine  totale  Diffc-  ,q  enthält  daa  Integral  Ewei  willkürliche 
reniialgleichung  erster  Ordnung . deren  Functionen.  Setzt  man  dagegen: 
Teränderliche  x und  sind.  Setzt  dx  dx  d*z 

man  den  durch  sie  bestimmten  Werth  y» 

von  in  die  zweite  Gleichung  ein,  so  go  ist  die  Gleichung  nach  y erster  Ord- 
bestimmt  diese  in  gleicher  Weise  und  enthält  also  nur  eine  Willkür- 

und  so  fort.  Man  hat  also  ein  System  Function. 

von  t totalen  Differenzialgleichungen  Ob  und  wann  die  beiden  im  ersten 
erster  Ordnung,  deren  Integrale  jedes  Falle  gegebenen  willkürlichen  Functionen 
eine  Constante  enthalten.  Es  ist  aber  jich  in  eine  zusammenziehen , soll  hier 
I unendlich  gross,  und  folglich  enthalt  nicht  erörtert  werden, 
das  Integral  unserer  partiellen  Differcn- 

zialgleichnng  zweiter  Ordnung  ausser  14)  E r ste  Integr  aiionsm ethod c. 
einer  willkttrlichen  Fnnction  mit  . Am  leichtesten  xnintegriren  .ind  die- 

einer  Varinblen  noch  unendlich  tIcI  Con-  •1'“'«*“  partiellen  D.ffcreni.algleichungen, 
Stauten.  welche  nnr  Dinerenzialqnotienten  nach 

. ^ einer  Variable  x genommen,  enthalten. 

Aehnlichcn  Betrachtnngen  nnterliegcn  offenbar  sind  dann  bei  der  Integration 
die  Di^rcniialgleichungen  von  beliebig  übrigen  unabhängigen  Variablen  x„ 
hohem  Grade.  x,  . . . als  Constanten  zu  betrachten. 

Es  bleibt  übrigens  auch  bei  den  all-  Die  Rechnung  beschränkt  sich  also  auf 
gemeinen  partiellen  Dlfferenzialgleichnn-  die  Integration  einer  totalen  Differen- 
gen  fiter  Ordnung  der  Fall  nicht  ansge-  zialgleichung.  Die  eingebenden  Intcgra- 
sdilossen,  dass  von  den  darin  vorkom-  tionsconstanten  aber  sind  willkürliche 
menden  n willkürlichen  Functionen  sich  Functionen  der  Variablen  x,,  x,  . . 
einige  vermöge  ihrer  Form  in  eine  zu-  da  diese  als  constant  betrachtet  wurden, 
sammcniiehen  lasten,  so  dass  sich  daa  Beispiele.  Sei  gegeben: 

Integral  auf  ein  anderes  mit  weniger  als 
n willkürlichen  Fnnctionen  ergibt.  Auch 
kann  man  einer  Gleichung,  je  nach  der 
Art  des  Integrirens,  mehr  oder  weniger 
willkürliche  Fnnctionen  geben. 

Betrachten  wir  z.  B.  die  Gleichung : 
dt  dz  d’z 
>’  *’  äi’  Vy' 

und  bringen  wir  diese  auf  die  Form : 
d*s  , dz. 

Sr.  = » (*’  »’  *'  aT 

oder  auf  die  des  Systems : 
dt 


• yi’ 

dx" 

so  erhält  man : 

z=r+I/.x+l/,x>-l-  . . 


+<f  (x.  y), 


7(x>  y)=  fJ’J''  • ■ 


und : 


V,  u,  . 


v_ 


willkürlicbe  Functionen  von  y sind. 
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Sei  ferner  gegeben: 

o>»  d» 

wo  P und  Q Functionen  von  x und  y allein  aind. 
Setzt  man: 


BO  hat  man: 


Sy 


eine  Gleichung,  die  eich  leicht  integriren  liaat,  da  aie  linear  iat.  Man  erhalt: 

x=e-f‘’'‘!>[fJ‘’‘‘!>Qdy+c]. 

Für  C iat  eine  willkBrlicbe  Fnnetion  Ton  z,  7 (x)  zu  nehmen.  Han  hat  alao: 

ftlto  indom  man  abermals  integrirt,  and  als  Integrationsconstante  eine  beliebige 
Fnnetion  von  y nimmt: 

»= J'  Qdy+y  (x)^+>l>(y\ 

Im  Falle  die  Gleichung  nicht  von  der  angegebenen  Art  ist«  so  lasst  sie  sich  in> 
weilen  durch  Transformation  auf  dieselbe  bringen.  Sei  s.  B.  gegeben: 
d*s  d*s  2 dt 

Är*  * dx' 


Wir  setzen  zunächst: 


und  erhalten; 


irrx+y,  • = *— y, 


ds  _ ds  ds 

dx  du  dt;* 

ds  ds  ds 

dy  ” du  de* 

J»s  _ ^ ^ 

dx*  dtt*  dudp  de** 

d*s  _ d*s  d*t  d*s 

dy*  ~ du*  dudv  dip** 

also  wenn  man  diese  Werthe  in  die  gegebene  Gleichung  einsetit,  wird  diese: 
, d*j  ds  ds 

~ äS  äi' 

Differenziiren  wir  dieae  Olcichnng  nochmala  nach  u,  ao  kommt: 

d*j  d*i 

und  wenn  man  diese  Gleichung  nach  v differensiirt : 

/ . V XV  V . d*s  . 


Setzen  wir  zanEchat: 
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WO  «"(•!)  = — T-T“  eine  beliebige  Function  von  u ist,  und: 
au' 


Man  bat  also: 


W = 7 '(«)  + /(«). 


woraus  sich  durch  Integration  nach  t ergibt: 

|^  = rv/(u)  + V^'(e)  +/(«), 
und  durch  Integration  nach  u: 

(“)+“V''(®)+»  W- 

Die  Functionen  y,  y/,  jjf,  ^ sind  aber  nicht  völlig  willkürlich,  da  sie  der  vorge- 
legten Gleichung  genügen  müssen: 

, , d*»  dt  d» 

welche  sich  jetzt  verwandelt  in: 

(“+*•)  [7 ' (“)  + f''  ('’)]  = 7 (“)+/(“)+*(*) + (") + 1'  7 ' (“) + « 7-'  (»)> 

oder: 

V >/.'  [u)+v<//(v)  = (f  (u)+x  (u)  + » (e) + 7. (0). 

Diese  Gleichung  kann  offenbar  nur  erfüllt  worden,  wenn  man  setzt: 

J'(“)  = “7'(«)-7  (•*)  + «. 

J)(v)  = v I//'  (b)  - 7-  (b)  - n, 
wo  «r  eine  willkürliche  Constante  ist.  Man  bat  also: 

^ = (M+r)7'(«)-7(u)+7,(i.)  + o, 

= (u+b)  7,'  (r)-7'(r)  + 7 (u)-a. 

Die  Integration  der  ersten  Qleichnng  gibt: 

/u  «ti 

M(/'(«)du  + B7  («)—  / 7 (B)dud-a7'(e)  + ou+i4, 

0 •*  0 

oder  wenn  man  das  Hanptintcgral  i,  bestimmt,  indem  man  «=0  setzt: 

s,  = «7(0)+.d, 

d.  h.: 

s,  = B7  (0)-  f [«7'(ii)-7  (u)]d«-e7(«i)-«[«  + 7>(i>)]+», 

J 0 

und  wenn  man  in  dem  Wertho  von  ^ setzt:  « = 0: 

OB 


jr  = ®7''(*’)-V'W  + 7 (O)-". 


also  durch  Integration ; 
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*•  = /*  [®  W]  äv+v(,f  {p)-a)+ß. 

J 0 

Dies  in  da«  erste  Integral  einsetzend,  erhält  man: 

%-f  + V'(0+^. 

'0  '0 

Es  ist  dies  das  vollstAndige  Integral  und  cnthiU  in  der  Tbat  2 willkürliche 
Fanctionen. 

Man  kann  dies  jedoch  unter  eine  einfachere  Form  bringen.  Man  hat 
nämlich : 


U *'0 

/utf* {u)du  — utf  (u)~  j f (u)(/n, 

0 •*  ü 


also  wenn  man  setzt: 


0 0 


!r  da  man  ß schon  in  einer  der  willkürlichen  Functionen  y ^ oder  enthi 
denken  kann : 

*=(«+•)  [*Ai'  (")+'/ 1'  (“)]  -2  [r  I (“)+ ((-i  (•')]-(«-»)  «• 


Da  aber: 


M = x+y, 


»=*— y 


t = I (»)  + -/ ' (b)]  - ./  (u)  + ^^  (r)  -yn, 

WO  die  Indices  wieder  weggelasseu,  und  für  2V't(*’)»  geschrieben  ist  be- 

xüglich:  ^{v)i  y (w). 

Es  kann  aber  der  Ausdruck  unbeschadet  der  Allgemeinheit  auch  weg- 

gelassen  werden. 

Denn  schreibt  man  für  /(«):  y(**)— 

Q 

und  für  V'W+o-ji 


ao  verwandelt  sich: 


V'(u)  in  ,'(B)--, 


y.'(r)  in 

£s  tritt  dann  dem  Werthe  von  s hinzu  der  Ausdruck: 


(B-»)-^=y  B. 

der  sich  mit  — ya  hebt,  so  dass  man  hat: 

» = * ['/ ' (* + y) + (*  -y)l  - y (* + j)  - V'  (*  - y)- 

15)  Zweite  Integrationsmcthodc.  (Theorie  der  linearen  Gloi- 
chungc  n). 

Monge  in  seiner  ,,  Appiieation  de  Vanaipte  ä la  geometrie**  gibt  eine  Me- 
thode sur  Auflösung  der  linearen  partiellen  Differenzialgleichungen  zweiter  Ord« 
nnng  mit  2 unabhängigen  Variablen,  von  der  Gestalt: 
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d*t 

WO  Af  ff,  C,  I Functionen  von  x,  y*  ^ sind.  — Wir  entwickeln  die  Be* 

snltate  ieiner  Betrmcbtangen  in  einer  Weise,  d^e  sieb  den  für  die  partiellen  Diffe- 
renxielglctcbnngen  erster  Ordnung  hier  gebrenchtcu  Betraefatnngon  insofern  an* 
schliesst,  als  wir  auch  die  partiellen  Diffevenzialgleicbnngen  höherer  Ordnung  un- 
ter die  Form  der  totalen  bringen. 

Zunächst  setzen  wir  der  Kürze  wegen : 


ds  ds 

d*s  d>t  _ d*t 
dx*”^*  dxdy  **  dy'* 

dann  ist: 


2)  dt=:pdx^qdf^ 

3)  dp^T  dx-^sdy,  dy  = sdx4-td^« 

4)  ilr+Äj-{-C<  = «. 

Das  System  2),  3),  4)  ist  der  Qleicbnng  1)  Tollstftndig  identisch.  Mittels  4) 
lässt  sich  I ans  der  zweiten  Gleichung  8)  eliminiren.  Die  drei  Gleichnngen  2) 
und  3)  enthalten  dann  nur  noch  die  Variablen  x,  y.  z,  />,  9,  r,  s. 

Die  sweite  Gleichung  3)  multipliciren  wir  mit  einer  unbekannten  Grösse  i 
und  addiren  sie  snr  ersten.  Wir  erhalten: 


5)  dp  — rdx— sdy+Xdy— jlsdx-'Af  dy  = 0. 

Die  Relation  2)  beschränkt  aber  die  io  dieser  Gleichung  enthaltenen  Grössen. 
Wir  wollen  diese  Relation,  sowie  die  Gleichung  4)  als  bestehend  annehmen , vor 
der  Hand  aber  davon  abschen,  dass  die  Relation  5)  stattfinde,  und  den  links  in 
dieser  letzten  Gleichnng  enthaltenen  Ansdmek  einer  identischen  Transformation 
unterziehen.  Um  anzndenten,  dass  wir  von  der  Relation  5)  absehen,  ersetzen  wir 
wieder  die  Differenziale  dp,  dy,  dx,  dy  durch  dp,  df,  dx,  dy.  Es  ist  nnn  we* 
gen  4): 

dp— rdx— idy  + idy  — Asffx— jUdy  = dp— rdx— idy+jldy— JUdx— ^dy(s— Ar— fff). 


Wenn  man  hierin  die  mit  r nnd  s mnltiplicirten  Glieder  besonders  schreibt,  er« 
hält  man: 

6)  dp— rdx— sdy-f  i(d9— sdx— I dy)  = dp+jld9— ^dy+  — (— Cdx  + A AÖy) 


wo  die  hierin  enthiltenen  Gröseen  noch  verbunden  sind  durch  die  Gleichung : 

7)  äz-pix-\-q  tfy. 

Wir  scticn  nnn: 

— C(fx+il  i (Ty  = A(«)> 

— Cd},  — C i(fr+  Äiify  = A(r), 

wo  A(«)i  A(.)  eben  nnr  Abkürznngen  sind  nnd  keineswegs  vollständige  Diffe- 
renziale andenten  sollen. 

Mnitiplieirt  man  die  erste  Gleichnng  mit  1.  und  zieht  die  zweite  von  ihr  ab, 
so  erhält  man: 

(A  i ’ - B i -(- C)  (fy  = A W- Z A (»*). 

Die  Grösse  Z war  bisher  willkQrlieh.  Wir  bestimmen  sie  jetzt,  indem  wir  setzen : 

8)  AZ*— BZ  + C=0. 

Es  gibt  also  im  Allgemeinen  3 Werthe  Z,  und  Z„  welche  dieeer  Gleicbniig  genO* 
gen,  nnd  welche  bewirken,  dass : 
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aW=aa(»*) 

wird.  Es  ist  dann  also  nach  6): 

9)  4p~t  ctx  — <tfy)  = J/i-hltfy  — - — 

eins  Gleicbnngf  welche  in  9 andere  tcrfftllt,  wenn  man  für  X sowohl  als  A, 
setzt. 

Setzen  wir  znn&cbst  voraus,  dass  A|  nicht  =A.  sei,  so  ist  offenbar,  damit 
die  Glcichongen  3)  crffiUt  werden,  d.  h.  damit  man  habe: 
dp  — rdx— 1 dy  = 0, 

nnd: 

dy— s dx— t dy  = 0, 

notbwendig  and  ansreicbend,  dass  auch  die  rechte  Seite  der  Gleichung  9)  förA  = A, 
nnd  A=A«  Null  gebe.  Es  fragt  sich,  wann  nnd  in  welcher  Weise  dies  in  so  all- 
gemeiner  Weise  sich  erreichen  I&sst,  dass  man  das  allgemeine  Integral  erbült. 

Die  Gleichnag  9)  schreiben  wir  mit  Berflckflichtignng  von: 


aneb  folgendermaassen,  je  nachdem  wir  A = oder  A = A|  setzen: 

10)  dp— rdx— *dsi  + Ai(d7— idx  — (dy)  = dp  + A|  dy  — ^*dy 

10a)  Jp  — rJx—$tfg  + l,(ifg  — tfx  — l = iy 

Nehmen  wir  nun  an,  es  lieste  sich  aus  den  beiden  Gleiehnngen : 
dp  + iirf,— ^rfy  = 0,  dy— 1,  ilrzrO, 

nOthigenfalU  in  Verbindnng  mit  Gleichung  2),  wo  die  linken  Seiten  r nnd  < nicht 
enthalten,  zwei  Integrale  gewinnen  von  der  Gestalt; 

n = c,  r = f , 

so  ist  offenbar: 

dp+Ai  dj— ^ dy  =rmdu+ndr,  dy  — 1,  dxapdw+»'dv, 

nnd  man  hat ; 

11)  dp  — rdx— *dy+A|  (dy— i dx  — ( dy)  = flf  d«+iVdo, 
wo  die  Grössen  M und  N noch  r nnd  s enthalten. 

Es  ist  aber  das  Vorhandensein  dieser  beiden  Integrale  an  eine  Integralüli- 
tätsbediognng  geknöpft,  da  die  drei  Gleichungen: 

dz=pdx4-ydy.  dp  + X^dy  = 0,  l,dx  = 0 

nicht  4 Variable,  wie  dies  der  Fall  sein  muss,  wenn  immer  3 Integrale  möglich 
sein  sollen,  sondern  deren  5,  x,  y,  z,  p,  y enthalten. 

Diese  Bemerkung  beschrftnkt  die  allgemeine  Gültigkeit  dieser  Methode, 

Finde  non  Achnliches  anch  bei  der  Gleichung  10a)  statt,  nnd  seien  «| , 
die  entsprechenden  Integrale,  so  dass  man  hat: 

11a)  dp— r dx— sd|y+lt(^V^*  dx— <dy)  = dag  4-  ^ 

so  werden  die  rechten  Seiten  gleich  Null,  wenn  man  a,  o,  Vg,  Og  gleich  Constan- 
ten  seist.  Indess  führt  diese  Bestimmung  nicht  zu  dem  allgemeinen  Integrale, 
da  durch  diese  Gleichung  y,  s,  p,  y als  Fnnctionen  von  x gegeben  sein  würden, 
w&hrend  doch  z,  p,  y als  Fnnctionen  von  x nnd  y sich  ergeben  müssen.  Nimmt 
man  aber  an: 
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'12)  c = y(«), 

wo  7 und  0 willkürliche  Functionen  bc< 
deuten,  und  setzt: 

itf+A*7'(u)  = 0, 

so  verschwinden  ebenfalls  die  rechten 
Seiten.  Die  zuletzt  geschriebenen  bei- 
den Gleichungen  dienen  zur  Bestimmung 
von  r und  t kommen  also  nicht  weiter 
in  Betracht,  die  Gleichungen  12)  lösen 
das  Problem  völlig.  Man  entwickelt  aus 

ihnen  t-=P  und  und  erhalt 

dx  dy  ” 

eine  Gleichung  von  der  Form: 
di^pdx  + g dy, 

wo  p und  7 Functionen  von  x,  y»  2 
sind,  die  zwei  willkürliche  Functionen 
7 und  t/f  enthalten,  und  natürlich  der 
Integrationsbedingung  genügen  müssen. 
Nach  Auflösung  dieser  totalen  Diitcren- 
zialglcichung  hat  man  den  Werth  von  z 
mit  zwei  willkürlichen  Functionen,  also 
das  allgemeine  Integral. 

Auch  reicht  eine  der  Gleichungen  12) 
zur  völligen  Integration  hin.  Da  die- 
selbe nämlich  x,  y,  t,  p,g  enthalt,  so 
ist  sie  eine  partielle  Differenzialgleichung 
erster  Ordnung,  deren  vollständiges  In- 
tegral man  auf  dem,  Abschnitt  8)  vor- 
gcschricbcncn  Wege  vermitteln,  und  aus 
diesem  das  allgemeine  ableitcn  kann. 

Die  dritte  und  im  Allgemeinen  ein- 
fachste Methode  ist  jedoch  die,  dass  man 
verbindet  die  Gleichungen: 

13)  » = '/(»).  «i  = ri 

WO  c eine  Constantc  ist.  Damit  die  Aus- 
drücke rechts  in  Gleichung  11)  und  11a) 
verschwinden,  ist  zu  setzen: 

^+iV7'(H)=0,  iVj=0. 
welche  Gleichungen  r und  s bestimmen, 
und  daher  nicht  weiter  in  Betracht  kom- 
men. Es  ist  aber  zn  beachten,  ob  auch  .V,  iV 
und  iV|  wirklich  rund  s enthalten,  oder  ob 
durch  die  Bestimmung  dieser  Grössen 
nicht  die  Allgemeinheit  der  Gleichungen 
13)  beschrinkt  wird;  in  letzterem  Falle 
wure  dieses  Verfuhren  nicht  anzuwenden. 
Aus  den  Gleichungen  13)  erhalt  man 

wieder  x-,  also: 

Ox  oy 

di  = pdx-hgdy, 

mit  einer  willkürlichen  Function  und 
einer  Constantc.  Die  Integration  gibt 
eine  zweite  Constantc,  so  dass  man  ein 
vollständiges  Integral  bat,  aus  dem  sich 
das  allgemeine  ablciten  lässt.  Uebrigens 
ist  diese  Methode  noch  anzuwenden,  wenn 


eine  der  beiden  Gleichungen  10)  oder 
10  n),  z.  B.  die  letztere,  nicht  sieh  auf 
die  Form  11a)  bringen  lässt,  sondern 
sich  ans  den  Gleichungen  cfp+ 1, (fy-O, 
rfy—ilj  (fx=0  nur  ein  Integral  ergibt. 
Immer  nämlich  ist  dann  der  Ausdruck 
rechts  in  11a)  von  der  Form: 

*1  J'C“. )+■'■. 

WO  £:,(rj)  jedoch  kein  vollständiges  Dif- 
ferenzial ist.  Dies  hindert  indessen  uichi 
die  oben  gemachte  Annahme: 

H,=c,  A,  =0, 

wenn  nur  die  Gleichung  11)  die  vorge- 
schriebene Form  hat. 

Was  schliesslich  den  Fall  anbetrifft, 
wo  jl,=rA,  ist,  80  bleibt  nur  die  zweite 
Methode  der  Integration  übrig,  da  die 
Gleichung  11a)  wcgfällt,  und  ist  demge- 
mäss zu  verfahren. 

In  jedem  Falle  wird  also  die  Integra- 
tion unserer  Gleichung: 

Ar+ßs  + a = i 
reducirt  auf  die  Systeme: 

I)  rf/j  + i.rf,— ?^dy  = 0, 

fi^  — 1 , rfx  = 0. 

II)  rfy-f  1,  (?y  = 0, 

dy — <ir  = 0, 

verbunden  mit:  <fs— pdr— y<fy=  0,  wo 
1^  nnd  1^  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

III)  v4l>-Äl  + C = 0 

vorstellcD.  — Der  Fall,  wo  ist, 

entspricht  offenbar  der  Annahme: 

und  fallt  dann  dos  eine  der  Systeme 
ganz  weg,  während  das  andere  die  Ge- 
stalt bat: 

ß*  dg  4 2 Aß  rfp— 4*  Ady  — 0, 
Ady-^-B  dx^O. 

Die  erste  Gleichung  nimmt  auch  mit 
Hülfe  der  zweiten  die  Form  an: 
Bdg-^2Adp—4ttdxzzO. 

I)  Sind  A,  Bf  C und  t constant,  so 
werden  auch  und  1,  Constanten  sein. 
Das  System  I)  gibt  dann: 

also: 
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p+^i  y=?  (y-ii  *) 

Setzt  Dian: 

dt  dt 
^ ~ dx'  ^ ~ dy’ 

•o  zerrallt  diese  lineare  Gleichnng  erster  Ordnung  in  das  STstem; 

</x 

dz  »ii 
Tx — 

deren  erste  zum  Integrale  hat: 

y-I|J:  = o, 

während  die  zweite,  wenn  man  y aus  ihr  mittels  dieses  Integrales  eliminirt,  die 
Gestalt  annimmt:  ’ 


Setzt  man: 
so  hat  man: 


dx~“c^ 

J''t  [«  + ai-l.)*]d*  = v!-[a+(i.-I,)*], 


tiiüx  _ eil,»  x' 

■ C 2C 


-V.[a4-(I,-I,)x]  = 4, 
oder,  wenn  man  für  a wieder  setzt;  y— 1^®; 

Also  aus  beiden  Integralen  ergibt  sich  daa  allgemeine ; 
fl,yx  tk,*  X’ 

* c~  + ~2^=y'(y-^i*)+V'i(y-'»i»). 

Man  kann  indess  setzen: 

ei.yxfiisx»  j,  , 

~c~  ~2C“  = =^(.K=‘-y)'  - 

und  den  Ausdruck  — (1,  x— y)>  mit  der  Function  vereinigt  denken,  dann  ist: 

* = -2^  + '/’(y— *)+  'Al  (y-^i*)- 

II)  Dasselbe  Verfahren  ist  einzuschlagen,  wenn  A,  B,  C Constanten,  t aber 
eine  beliebige  Fanction  yod  x nnd  y ist.  Das  eine  Integral  bleibt  fortwährend: 

y^X^x  = ß, 

während  das  andere  die  Gestalt  annimmt: 

wo  vor  der  Integration  Tiir  x in  t sein  Werth:  zu  seUcn,  nach  der  Inte- 

gration aber  mittels  der  Gleichnng  y— IjX=^  zn  eliminiren  ist. 

£s  ist  nun  zu  integriren  die  Gleichung: 

dz  dz  P a 

+ / •rfy+?(y-i,*)- 

Dies  lührt  zn  den  Gleichungen : 


dir 


36 
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<J.  h,: 


y-1,  X=(I, 


WO : 

V=f,dy 

eine  Function  von  x und  y ist. 

ln  U und  y ist  y = rt  + il,x  vor  der  Integration  zu  setzen,  und  man  erh  &U 

rfx4-y*(/  [rt+(i|— ij)^] 

wo  U>  eine  willkürliche  Function  und  gleich  y**/ [a  + (l|  — ist. 

Nach  der  Integration  wird  /i  wieder  eliminirt  Es  ergibt  sich,  wegen  rtd-AjX  = y: 
lx:X^  r+^(y-A,x)  + &. 

V:xfVitx 

ist  eine  gegebene  Function  von ' x und  y.  Diese  Gleichung  inj  Vereiti  mit 
y— A(  x = rt  gibt  das  allgemeine  Integral: 

c = Ai  r+y>(y— A,x)  + y»j  (y-Ai  t). 

Ist  z.  B: 


♦ = 0, 


hat  man  also  die  Gleichung: 


d*z  d'*z 

so  w'ird  das  allgemeine  Integral: 

t = i/.(y-i,  x)  + i//,(y-l,  x). 


Ist  auch: 


ß = 0, 


so  ergibt  sich: 


also: 


d'z 

rfx* 


h 


dy* 


=0, 


i'-A  = 0,  i = ±V*. 


s = V'(y+*  V*)+V'i  (y-*V  *)■ 

Diese  Gleichung  ist  die  der  schwingenden  Seite,  der  hier  gegebene  Ausdruck  für 
s ist  ron  d'Alembert  bereits  gefunden. 

Ist; 


so  erhält  man: 

» = V' [y + * V(  - *)]+ V' [y  - V(  - *)]• 

Um  diesem  Ausdruck  reelle  Form  zu  geben,  kann  mau  fulgendermaassen  ver- 
fahren. Es  sei : 

y,[y  + X V(-A)]  = » [y+xV(-A)J  + ,,  . [y + xk(-*)3, 

V'iry-*V(-*)]  = »[y-»V(-A)]  +1.  [»-*V(-A)]. 

wo  ^ und  y ^ willkürliche  Functionen  sind. 

Sei  nun  : 

y ly+*V(-A)]  = 0+fk». 
y.[y+»(V-*)]=J+Ai, 

wo  G,  K,  g,  k Functionen  von  x nnd  y sind.  Man  hat  dann: 
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z=2G  + 2g, 

ein  Ausdruck,  der  ebenfalls  zwei  willkDrlirhe  Functionen  enthält, 

III)  Dies  Verfahren  aber  gibt  zunächst  nicht  das  allgemeine  Integral,  wenn; 
U^=iAC 

ist.  Es  wird  dann  und  der  Ausdruck: 

s = I,  •■+  V’(y-l,x) +V',(y-i,x) 

enthält  nur  eine  willkürliche  Function.  Um  dies  zu  vermeiden,  setzen  wir  zu- 
nächst : 

= + 

wo  & eine  abnehmende  Constantc  sein  soll.  Man  hat  dann^  wenn  9 sehr  klein 
wird : 

* = ii  1/>,  (y-i,*)-»z-V./(y-I,  x). 

Seist  man  nun: 


= und  — 

Letzteres  erleidet  nämlich  darum  kein  Bedenken,  weil  man  von  beliebiger 
Grösse,  also  immer  endlich  denken  kann.  Man  hat: 

2 = A,  V^ff 

ein  Ausdruck,  der  zwei  willkürliche  Functionen  enthält,  nnd  also  das  allgemeine 
Integral  ist. 

IV)  Sei  gegeben: 

q'r-2p^$+p'  t = 0. 

Die  Gleichung  3)  wird: 
d.  h.: 


nnd  das  System  I)  wird: 


y = qds+pdx=0, 


p = ag. 

di^pdx-^qdjft 


Die  erste  hat  znm  Integral: 

Da  nun  gegeben  ist: 
so  ist: 

dt  = 0.  z—ß. 

Aus  den  beiden  Integralen  also  ergibt  sich: 

y = <y(t),  oder:  p = y,(z). 


ä= s=«. 


Diese  Gleichung  zcriallt  in  das  System : 
also  zzzz  ß: 

y -\-Xff(ß)  = a, 

oder  wenn  man  t für  /9  einsetzt: 

y+*»W=«. 

eine  Gleichong,  ana  der  man  in  Gemeinschaft  mit  z=;^  das  allgemeine  Integral 
ableitet : 

36* 
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V)  Sei  gegeben; 
Ei  iit: 
alio : 


y+*g(»)=^(l). 

x'  r+2xyi+y’  ( = 0. 
xn*-2xyA+y’i’=0, 


i -l 

xdp+t/dq=.0, 
xdy  — ydx. 

Die  «weit«  Gleicbaog  bat  sam  Integral: 

y = ax. 

Sabiticnirt  man  dies  in  die  erite,  lo  kommt ; 

((p  + adf  = 0, 

p+«i=ß< 

y 

alio  wenn  man  o = — , ß-=i/{ii)  »etit: 

Das  noch  au  integrirende  S/atem  ist: 


dx  x'  dx  ' 


wenn: 

geietit  wird.  Ala  Integral  erbftlt  man  wieder: 

y = ox,  i:=xf{a)+ß  = xf^^'j+ß, 
alio  daa  allgemeine  Integral. 

VI)  Scblieaalich  nehmen  wir  noch  die  Gleichung: 

(1  -f-9*}r-2p?*+(l+f*)l  = 0. 

Ihr  Integral  gibt  den  Anadrnck  fUr  diejenigen  Flftchcn,  deren  beide  Krümmungen 
in  jedem  Punkte  gleich  , aber  entgegengeaetat  gerichtet  aind , oder  diejenigen 
Fliehen,  welche  innerhalb  eines  gegebenen  Umringa  den  kleinsten  Inhalt  ergeben. 
Man  hat: 

(l-|-9’)dl«+2;>9i+l+p*=0, 

oder: 

A)  1+X»+0>4-9  4)’=0. 

Die  Systeme  1)  und  2),  die  wir  hier  beide  brauchen,  da  wir  die  aweito  Integra* 
tionsmethode  anwenden  wollen,  lauten: 

dp-\-  l^dq:=:0y 

dp+X^dy~0,  dp^X^dx. 

Die  erste  dieser  Oleichnngen  wird  erftUlt,  wenn  man  X^  constant  annimmt,  bat 
also  das  Integral: 

p-f  A,9  = jU,. 

In  der  That,  setst  man  diesen  Ausdruck  in  die  Gleichung  A)  ein,  wo  man  l = Jlj 
denkt,  lo  ergibt  sich: 
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B)  l+l.'+iU,’  = 0. 

Ebenso  gibt  die  erste  Gleichung  des  tweiten  Systems : 

p+l,  9 = «,, 

and : 

C)  1+1. •+^.«=0. 

Mittels  der  Gleichungen  B)  und  C),  welche  A)  ersetzen,  sind  also  und  als 
willkürliche  Constanten,  und  aber  als  durch  diese  Gleichungen  bestimint 
zu  betrachten. 

Wendet  man  jetzt  die  zweite  Integrationsmcthode  an,  so  ist  in  dem  Integral, 
welches  dem  zweiten  System  entnommen  ist,  nnd  welches  man  auch  unter  die 
Form  F(p^  q)  =:  A,  bringen  kann,  A,  in  der  That  auch  für  die  fernere  Inte- 
gration als  constant  zu  betrachten,  and  unter  dieser  Voraussetzung  hat  die  zweite 
Gleichung  des  ersten  Systems  ein  Integral  von  der  Gestalt: 

Aus  diesem  und  dem  ersten  Integral  crh&lt  man,  wenn  man  die 

Constante  A|  und  lolglich  auch  wie  dies  geschehen  muss,  als  Function  ron  tt 
betrachtet: 

D)  F+9y(y-^i  = 

Von  diesen  Functionen  nnd  ^ ist  aber  nur  die  erste  willkürlich,  die  zweite  ist 
btatimmt  mittela  der  Gleichung  B),  welche  jetit  die  OeaUlt  hat : 

E)  l + [7(y-l,  j:))’  + [t(.(y-l,x)]*=0. 

Die  Gleichung: 

lerfUlt  in  daa  Sratem: 


Diea  hat  die  Integrale: 


alio  daa  allgemeine  Integral: 

F)  a = /i,*  + F(jr-l,x). 

Die  Function  F ist  aber  nicht  willkürlich , da  s noch  die  Gleichung  D)  erfüllen 
muss.  In  der  That  erb&lt  man  ans  F: 

? = n 

nnd  wenn  man  dieae  Werthe  in  D)  einaetzt  : 

0) 

wodurch  Fy  also  der  Differenzialquotient  von  F,  bestimmt,  und  F also  bis  auf 
eine  willkürliche  Constante  bekannt  ist.  Demgem&ss  setzen  wir,  wenn  y diese 
Constante  Ist,  state  der  Gleichung  F) : 

H)  t=ft,x+F(y—l,x)+y. 

Dies  ist  das  vollständige  Integral.  Es  enthält  nämlich  die  zwei  willkürlichen  Con« 
stanetn  A,  nnd  y,  da  /4,  durch  Gleichung  C)  bestimmt  ist.  F(p^l^  x)  ist  durch 
Gleichung  G)  bedingt,  und  die  darin  rorkommenden  Functionen  7 und  1/'  müssen 
wieder  die  Relation  E)  erfüllen.  Es  bleibt  also  in  H)  noch  eine  willkürliche 
Function  übrig. 

Wir  haben  jetzt  ans  H)  das  allgemeine  Integral  hcrznlciten.  Dies  geschieht 
in  gewöhnlicher  Weise,  indem  man  setzt: 

J) 

nnd  anaaerdem  den  Differenzialqnotienten  der  Gleichung  U)  nach  y genommen 
der  Null  gleich  aetat.  — Um  dicaen  an  hilden,  bemerke  man  eret,  daaa  die  Fnnc- 


tl- 1 * 


y-i,x  = n, 
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Hon  r uud  die  Conslantc  //,  von  A,  abhftugig  bind.  Die  Gleichung  C)  gibt  für 
die  letztere; 

dA, 

Was  die  Function  F anbelrifft,  so  ist  sic  durch  Gleichung  G)  gegeben,  und  ent- 
hält A,  sowohl  invotuic  in  den  Functionen  ff  und  als  auch  evolute  in  den 
Grossen  und  A,,*die  in  G)  Torkommen.  Man  hat  aber  wegen  der  Glei- 
chung G): 


wo  die  Functionen  i/> 
bezeichnen  wollen;  dann  bat  man: 


7-A, 

7 und  F die  Variable 


K) 


F-  / 

J 7 


y—- A,x  enthalten,  die  wir  mit  u 


du. 


Die  untere  Grense  kann  beliebig  genommen  werden,  also  gleich  Null  sein,  da  in 
Gleichung  U)  schon  die  entsprechende  Integrationsconstamo  enthalten  ist.  Knn 
hat  man: 


r ■/.(») -lU-,  , 

/ I'/  W-  A.]* 


L)  + 

dl,  'fW-l.  . 

DilTercnziirt  man  nun  die  Gleichung  H)  in  der  That  nach  y,  so  hat  man: 


F,J  '/W-i, 


M) 


i-iX  dF 

fl,  dl. 


)/(y)  + l = 0. 


Das  allgemeine  Integral  ist  also  enthalten  in  der  Gleichung  //,  w'cnn  man  uj 
und  A,  vermöge  der  Gleichungen  C)  und  J)  eliiniiiirt  denkt,  und  F durch  die 
Gleichung  K)  bestimmt,  in  welcher  7 und  ^ wieder  durch  Gleichung  E)  verbun- 
den sind.  Es  ist  dann  aus  H)  nur  noch  v zu  climiniren,  was  mittels  der  Qlci- 
dF 

chung  jV)  geschieht,  wo  durch  Gleichung  L)  gegeben  ist.  7 und  / sind  die 
beiden  willkürlichen  Functionen. 


16)  Erweiterung  der  Monge'schen  Methode  auf  eine  gewisse 
Klasse  nicht  linearer  Gleichungen  von  Ampere. 

Die  Mongc'scho  Methode  gibt  noch  Hosultate  für  eine  Klasse  nicht  linearer 
Gleichungen.  Dies  sind  die  Gleichungen  von  der  Form: 

wo  Ay  By  Cy  I),  9 Functionen  von  x,  y,  t,  py  q sind. 

Diese  Erweiterung  rührt  von  Ampere  licr,  und  ist  mitgetheilt  im  Journal  dt 
l'ecole  polyttchniquey  cahxer  18. 

Gehen  wir  zunächst  von  den  Gleichungen  ans,  welche  die  Functionen  p, 
7,  r,  ty  t dehniren: 

1)  </j  = p </x -f  7 rfy» 

2)  dpzzrdx-hsdi/y 

3)  dq=sdx-\-tdyy 

multiplicircn  die  sweito  mit  /,  die  dritte  mit  s und  sublrahircn,  so  erhalten  wir: 
tdp  — s dq  — {rt—$^)dx, 

oder : 

4)  tdp'-sdqzzwdx, 
wenn  wir  setzen: 

5)  rt  — 

während  die  gegebene  Gleichung  die  Gestalt  annimmt: 

5a)  Ar-\-Bs+Ct-\-Dw:zt. 

Die  Gleichungen  5)  und  5 a)  sind  der  gegebenen  vollständig  gleichbedeutend.  Von 
den  Glcichnngen  2),  3)  und  4)  ist  jede  eine  nothwendige  Folge  der  beiden  andern. 


Digitized  by  Googic 


QuadrAtnrcn  ~ Zurückf.  auf.  567  Quadraturen  — Zuruckf.  auf. 

Man  kann  also  die  Aufgabe  auch  so  nufTassen,  als  wenn  die  Integration  der 
gleichzeitigen  linearen  und  totalen  Gleichungen  1),  2),  3),  4)  vcrlangi  wäre,  wo 
die  Variablen  durch  die  Bedingung  5)  und  5a)  verbunden  sind.  Untersuchen  wir 
jetzt  die  Ausdrucke: 

(fp  — — »tfy,  s(fx— — — tetfx, 

und  bemerken,  dass,  wenn  dieselben  alle  drei  gleich  Null  werden,  und  ausserdem: 
Jz— (fx— 7tTy=0 

diese  Gleichungen  mit  dem  gegebenen  System  Ubcrcinstimmen , man  also  jede 
Verbindung  unter  den  Variablen,  vermittelst  deren  man  dies  erreicht,  als  ein  In- 
tegral nnsers  Systems  betrachten  kann.  Es  sind  mithin  auch  5)  und  5 a)  als  In- 
tegrale auzusehen. 

Wir  muUiplicircn  die  ersten  beiden  unserer  Ausdrücke  bezüglich  mit  den  un- 
bekannten A und  /i,  und  addiren  sic  zur  dritten.  Dies  gibt,  wenn  mau  tr  aus 
Gleichung  5a)  bestimmt,  folgende  identische  Relation: 

6)  tfx-fA  — r Jx  — j ify)  -f  u (*/y  — s<fx— i tfy)=  dx-\-ldp 

[A  ß C 

^ (f.t  — +»[—  if?  + y-  — t[<S/)  + -^dx  — ftdy']. 

Der  mit  r multiplicirle  Thcil  der  rechten  Seite  wird  gleich  Null,  wenn  man  X 
mittels  der  Gleichung  bestimmt: 

‘=i- 

Die  mit  s und  l mnltiplicirtea  Ausdrücke  werden  nun : 

, . . B—uD  , A , 

A(«)=-rf7+ — ^ 

Q 

A(/»)=  <fp  + -jj  ilx-uiSy. 

i^(n)  und  AOf)  sind  blosse  Symbole,  und  bedeuten  nicht  etwa  vollständige  Diffe- 
renziale. Eliminirt  man  dy,  so  kommt : 


Sei  ferner ; 


gleich  dem  von  r,  f,  I freien  Theile  der  rechten  Seite  unserer  Relation.  Man  er- 
hält dann  durch  Addition  der  2 letzten  Gleichungen : 

ö(r)  + ^AW-^A(«=<fj:  [‘^(«-f<o)-§r  - ^]' 

oder,  wenn  man  das  noch  nnbestimmte  f*  durch  die  Gleichung  dcünirt : 
^^B-pO)-^-±  = 0, 


7)  A(y)-t-/zA(n)-p  A(/»)=0. 

Die  Bedingnngsglcichnng  aber  verwandeln  wir  in  die  folgende ; 

8)  l*-Bt+AC+Dt  = 0, 

WO  l — fiD  gesetzt  wurde. 

Durch  Kiosetzen  dieser  Wcrthc  ergibt  sich : 

, -Pcfg  + (g-0  Jjt-A  Jy 
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w&hrcmi  L.(y)  aus  der  Gltuhang  7)  zu  entnelimcn  i$t.  Die  Gleichung  6)  wird 
dann,  wenn  man  erst  die  erste  Wurzel  der  Gleichung  8),  und  dann  die  zweite 
nimmt: 

9)  — (d/j— r<fx— J — i (f j — ( dy) 

= {-ÜJq  + l,Jx-A  ty)  + {Ddp  + Cix-I,iy\ 

9 a)  (t/p  — s Jy  — ir  (Tx  -f-  ^ {dp  — n^x  — s d^y)-f  (dy  — si/x  — ( dy) 

= ’^^(-D<tq+l,  dx-AJy)+iI^  {DJp-^CJx-l.dy) 

Setzt  man  also  die  Ausdrücke  rechts  in  9)  und  Da)  der  Null  gleich,  so  werden  auch 
die  Ausdrücke  links  der  Null  gleich  werden,  d.  h.  man  wird  haben: 

10)  fiq  — sdx  — tdy  — 0, 
und : 

/ 1//>— s'dy  — IC  {dp  — rdx—niy)  = 0. 

Wenn  man  aber  aus  beiden  Gleichang  dq  climinirt,  erhält  man : 
trf/i— s’  dz  ~ ti  dy  — w dx  ~ (dp  — rrfx  — s dy):r0, 
und  wenn  man  tr  mittels  der  Gleichung  5)  wegschafft: 

(,+^)  (,  + J)  dx-,  (,  + l)  dy  = 0. 


d.  h. 

dp  — r fix  — s rfy  r:  0, 

und  cs  ist  dann  wegen  der  zweiten  Gleichung  10)  auch; 

< dp  — 1 dy  — ir  fix  = 0. 

Das  System  10)  ist  also  mit  den  Gleichungen  2),  3),  4)  völlig  identisch.  Setz^ 
man  noch  voraus,  dass : 

dz=.p  dx  -r  qdy 

sei,  wie  wir  dies  ja  von  vorn  herein  angenommen  haben,  so  kommt  also  die  völlige 
Integration  der  Gleichungen  1),  2),  3),  4)  darauf  heraus,  die  rechten  Seilen  der 
Gleichungen  9)  und  Da)  der  Null  gleich  zu  machen.  Dies  geschieht  nun  ganz 
in  der  Weise,  die  wir  bei  Integration  der  Monge'schen  Gleichung  kennen  gelernt 
haben,  d.  h ans  den  Systemen: 

I)  -Dd7  + /,dx-Ady=:0, 

Dd/» -f- C dx  — / 1 dy  r 0, 

und : 

II)  -‘Ddq-\-l,dx  — Ady=0, 

Ddp  + C dx  — f ,dy  = 0 , 
wo  f|  und  f,  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

l*-nt-hAC-\  DtzzO 


sind.  Leitet  man  ab  je  2 Integrale  u,  r und  n^,  c,,  und  letzt:  A)  r = r/(u), 
r,=^(U|),  aus  welchen  man  f*  = ^t  ? — ^ bestimmt,  und  den  allgemeinen  Aus- 
druck für  2 findet,  oder  B),  man  bedient  sich  nur  der  partiellen  Differenzialglei- 
chung erster  Ordnung  c = 7(u),  durch  deren  Integration  man  das  vollständige  und 
hieraus  das  allgemcino  Integral  ermittelt,  auch  kann  man  C)  die  Gleichungen 
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r = Y (m),  r I = const. , zu  diesem  Bebufe  enthalten.  Durch  Integration  dieser 
gebrauchen,  aus  denen  man  wieder  p Gleichungen,  die  einer  totalen  mit  3 Va> 
und  q ermittelt,  das  vollständige  Integral  riablen  entsprechen,  welche  der  Integra- 
mit  einer  willkdrlichen  Function  und  bilitäts-Bedingung  genügt,  erhält  man 
2 Conslanten,  und  aus  diesem  das  allge-  also  ein  neues  Integral  mit  2 Constanten 
meine  mit  2 willkürlichen  Functionen  und  einer  willkürlichen  Function : 
findet.  ft  / \ L^  e\ 

Für  den  Ansnahmefall , wo  ly  = ***  V(")’  J — 0, 
also:  das  allgemeine  Integral 


Ä*=4(AC+/>0, 


in  der  gewöhnlichen  Weise  ableitet,  in- 
dem man: 


ist,  kann  man  wie  bei  der  Mongo’schcn  ^ 

Gleichung  noch  immer  die  Methode  B) 

anwenden,  indess  kann  man  hierbei  sich  Illusorisch  wird  diese  Methode  bei  der 
auch  eines  Verfahrens  bedienen,  welches  Motige’schen  Gleichung  aus  folgendem 
grade  im  speciellen  Falle  der  Monge-  Grunde: 

sehen  Gleichung  illusorisch  sein  würde.  Von  den  beiden  Gleichungen  des  Sy- 
Setzt  man  nämlich  die  beiden  Inte-  oder  II),  aus  denen  2 Integrale 

grale : abgeleitet  wurden,  war  die  eine  ganz 

r = P ^ während  im  allgemei- 

~ * . ' ' nen  Falle,  wie  er  hier  betrachtet  wird. 


eine  Annahme,  die  offenbar  die  rechte  die  eine  p,  die  andere  q enthält.  Im 
Seite  unserer  Gleichung  der  Null  gleich  ersteren  Falle  misslingt  es  daher,  für  p 
macht,  wenn  a eine  willkürliche  Con-  ds  Dz  . . ^ 

Staate  ist,  so  bat  man  ebenfalls  Aus-  9 oder  — und  ~ wirklich  Werthe 

drücke  für  und  welche  eine  Con-  *^*oloiten.  Es  waren  nämlich  die  Glei- 

chungen  des  Systems  I)  oder  II)  in  Ab- 
stante  a und  eine  willkürliche  Fnnction  schnitt  14)  für  den  Fall,  woA|=l  ist: 

dp-hldq—^  eIi/=0,  dy-Xdx=:0, 

also,  falls  w und  v 2 Integrale  dieser  Gleichungen  sind; 

dp  + Xtfq~~^  </r, 

<f  y — A X = ilf '(Tu + iV'(fc , 
wo  M,  iV,  M',  A’'  zu  bestimmende  Coefficienten  sind. 

Da  diese  Gleichungen  identisch,  d.  b.  unabhängig  von  den  Relationen  zwischen 
*t  p und  q stattfinden,  so  hat  man : 


„ D«  Dr 

M 3 — — — 1, 

dp  ap 


oq  Oq 


Op  Op  Oq  dq 

Denkt  man  lich  zanäebst  x,  z constant,  so  erhält  man : 


»p~S'M-NH''  dq~  N'M-NM" 


"A'-tf-.V«'’  dq'' 


IM' 

\’M-NM' 




A'.W-A«'" 


du  = tidp  + bJq,  dt==—  (adp  + idq). 
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Erhält  man  also  durch  Intcgratiun  der  ersten  Gleichung : 

«=/■(;*.  7)+«. 

wo  sowohl  die  Function  f als  die  Constantc  a noch  von  .r,  z abhängig  ist, 
60  wird  auch  sein: 

eine  Gleichung,  die  nur  intcgrabcl  ist,  wenn  einer  Function  von  f gleich 

ist,  die  wir  mit  '/'(f)  bczcichucn. 

Mithin  hat  man : 

>'  = 7 (/■)  + /*• 

ln  dieser  Gleichung  enthält  nur  f die  GrOssen  p und  7,  also  ist  cs  unmöglich, 
aus  den  Werthen  von  u und  e , die  man  Consianten  gleichsctzt,  und  q abzu- 
leiten.  Selbstverständlich  ist  diese  Beschränkung  bei  der  Amperc’schen  Gleichung 
aber  nicht  vorhanden. 

Beispiele. 

I)  Sei  gegeben: 

(l  + ,>)  r-2p9  . + (1 + - (1 +;)> + 

Die  Gleichung  zur  Bestimmung  von  l ist  hier: 

/»  + 2jö9/+(1+7’)(1+;>")-(1+;>’+?*)  = 0, 

oder: 


/*  -f-  ^pq  1+p*  9’  =0, 

woraus  sieb  ergibt: 

‘ = -P9- 

Da  beide  Wurzeln  gleich  sind,  so  ßndet  die  zuletzt  gegebene  Methode  statt. 
Das  System  1)  oder  II)  ist  nun: 

p^’+^r)+;>?''*+a+9*)</y=o, 

V(iT?^)+ +p’H*+p  ? rfy = 0 

Wir  elimiuiren  dy  und  erhalten: 

pi/dg~(l  + 9')(lp  , 


d.  h. 


K1+P’  + 7’) 


- + (P*?’)-a+P’)(l  + 7’)‘'*  = 0, 


j^_ri<'<i-0-+<i')dp 
V (1  +p'  + 7’)* 

Diese  Gleichung  crfnllt  die  Integrabilit&tS'ßcdingung.  Es  Ist  nämlich; 


dC ZI ) 

d;. 

Vv(i+f»+7*y 

dg 


-(H-7») 


V(1  + P’  + 9')' 
P9 

Ya+p'  + j’)* 


also: 


"'^V(l+P’+7’) 

Ebenso  crliaU  mnn,  wenn  man  dx  eliminirt,  in  ganz  derselben  Weise : 


y+ 


V(l+P’+9*)‘ 
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Aus  diesen  beiden  Gleichungen  sind  p und  f su  entwickeln.  Mnn  erh&lt: 

(*-y)’ 

mithin; 

(n— jr)>  + [1  — (a-x)*], 

(*-y)’+[(4-y)’-l]  7’  = -j)’  (4-y)’, 

Also: 


und  ebenso: 


d.  h.: 


_ ft-y 

V'l-(x-n)'  + (y-4)>’ 

^ 1 l-(x-«)>4-(y-4)* 


dz  - ("-x)rfx-!-(*-y)dy  _ 

v'rr^)rr^rj)i' 

also  durch  Integration : 

(x-«)>+(y-6)»  + (j-c)>=l. 

Hieraus  wird  das  allgemeine  Integral  gewonnen,  wenn  man:  6 = y(a\  c = 0(«), 
lind  das  DifTcrenzial  der  obigen  Gloicliung  gleich  Null  setzt,  also: 

(x — a)  + [y — 7-  (fl)]  7 ' (o)  4*  [:-»/-(«)]  (rt)  = 0 . 

II)  Es  seien  ferner  in  der  allgemeinen  Gleichung: 

Ct-\-  OtF—  t 

die  Grossen  A,  ß,  C,  /),  # sAmmtlicb  constant.  Nach  Auflösung  der  Gleichung: 
n-Bli.AC-hD(=0, 

wo  also  /,  und  /,  Constanten  sind,  hat  man  als  Integrale  des  Systems  1); 

— Df!  4-/,x  — .f4y  = flr,  Dp  4-  Cx  — / ^ y = /?, 

aus  welchen  man  bildet: 


— O74-/J  x—Ay  = tf  (O/i  + Cx— /,y). 

Dem  System  II)  entnehmen  wir  gemäss  der  mit  C)  bezeiebneten  Methode  nur 
das  Integral: 

/>y-fCx— /,  y=a, 

und  aus  beiden  Gleichungen  ergibt  sich : 

,._°-C'x4-  f,y 

V—  jj—  . 

_ <,x-Ay-7  [a+(<,-<.)y] 

D 

Die  erste  Gleichung  integrirt  gibt,  indem  man  nur  x verRnderlich  denkt: 

* = g-x+-^  yx-i  -^  + const., 
also  wenn  man  x=0  setzt,  das  Hanptintcgral : 


, a Ci’  1,  XU 
gibt,  wenn  man  darin  x = 0, 
^-ü /r(W.)-  + ‘- 


nnd  der  Werth  von  ? = ’renn  man  darin  x = 0,  i = t'  setzt: 


d.  b.  wenn  man; 
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setzt ; 


und:  b=-il,(a) 


WO  noch  zur  Bestimmnng  von  a das  Differenzial  nach  a gleich  Null  zn  zetsen 
ist,  also: 


X 

D 


+ U>'{a)  = 0. 


Sowohl  die  Mongc'schc  als  die  Ampere'sche  Methode  beziehen  sich  nicht  auf 
alle  Gleichungen  von  der  angegebenen  Form,  da  immer  eine  IntegrabilitÜtsbedin« 
gung  zn  erfüllen  ist.  Vielmehr  verlangt  die  Anwendbarkeit  dieser  Methoden,  dass 
die  in  Rede  stehende  Differenzialgleichung  ein  Integral  erster  Ordnung  besitze, 
d.  h.  eine  Beziehung  zwischen  x,  y,  s,  p und  y,  in  welcher  eine  willkürliche 
Function  enthalten  ist.  Eine  solche  ist  nicht  bei  jeder  partiellen  Differenzialglei- 
chung zweiter  Ordnung  vorhanden.  So  z.  B.  kann  die  in  Abschnitt  13)  behan- 
delte, sehr  einfache  Gleichnng: 


P 


nicht  auf  diese  Weise  behandelt  werden,  obgleich  sic  ein  Integral  von  einfacher 
Form  mit  2 willkürlichen  Functionen  besitzt,  ln  der  That  Usst  iich|  wenn  man 
das  Integral  dieser  Gleichung: 

I = X w (x  +y)  + (x  -y)]  - y (*  +y)  - ^ (t  _y), 

nach  X und  y differenzürt,  aus  den  beiden  so  erhaltenen  und  der  Integral-Glei- 
chung keine  der  willkürlichen  Functionen  oder  ^ eliminiren. 


17)  Erweiterung  der  Monge'schen  Methode  auf  Gleichungen 
von  höherer  als  der  zweiten  Ordnung. 

Die  Erweiterung  der  Monge’schen  und  selbst  der  Ampere'schen  Methode  auf 
Gleichungen  höherer  als  zweiter  Ordnung,  und  auf  solche  von  der  zweiten  Ord- 
nung, die  mehr  als  zwei  unabb&ngige  Variablen  haben,  hat  bei  der  hier  ange- 
wandten Entwickelungsweisc  keine  Schwierigkeit.  Indcss  werden  die  Grenzen 
ihrer  Anwendbarkeit  immer  enger,  da  sich  die  Bedingungen  der  Brauchbarkeit  ver- 
mehren. Jedoch  scheint  es  der  Vollst&ndigkcit  wegen  angemessen,  auch  auf  diese 
Erweiterungen  einzugehen. 

Hierbei  beschränken  wir  uns  jedoch  anf  den  Fall  einer  Gleichnng  nter  Ord- 
nung mit  2 unabhängigen  Variablen  und  einer  Gleichung  zweiter  Ordnung  mit 
deren  beliebig  vielen,  da  jeder  andere  Fall,  obgleich  in  der  Ausführung  nicht 
schwierig,  doch  einer  allgemeinen  olgorithmischen  Darstellung  nur  schwer  zugäng- 
lich ist. 

Sei  also  zunächst  gegeben  die  Gleichung: 

1)  + •^,^1  V, +1= 

wo  ji,  die  »ten  DifTerenzialquoticntcn  einer  Function  z von 

nnd  X],  also  die  Grössen : 


d*  X d*  z d*  2 d*  z 

dxj*  dxj*  *dxj  dxj*  *dxj* 

vorstellen,  ^ aber  Functionen  von  »,  x^f  x,  und  allen  Diffc- 

renzialquoticnten  sein  sollen,  welche  von  einer  niedrigem  als  von  der  $ ten  Ord- 
nung sind.  Von  diesen  bezeichnen  wir  im  Besondern  noch  die  der  s — Iten  Ord- 
nung, also : 

3z,*  * 3z,*~*3z,  äz,*~  * 
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beifiglicb  durch ; 


Pi<  P>  ■ • ‘ P,< 

«0  haben  wir  zu  der  Oleichung  folgendes  System: 

2)  = + 

<fp,  = 9,«/x,+y,  <fx„ 


<^P,=9,‘^i+9,^  ,dx,. 

Wir  mnllipliciren  diese  Oleichnngen  2)  betfiglich  mit  den  unbestimmten  Factoren 
i,  . . . nnd  addiren  sie.  Es  kommt: 

!■=$ 


und  nach  unserem  froheren  Verfahren  sehen  wir  Ton  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichnng  sunftchst  ganz  ab , und  unterwerfen  die  linke  einer  identischen  Umfor- 
mung, indem  wir  9it  als  Factoren  betrachten  und  Gleichung  1)  be- 

rücksichtigen. Wir  erhalten: 


3) 


(i  jp  ) -i  dx,) 

1=1  ‘ ‘ * s+t  * ^s+  I 


- j,(A,<fx,+i,  tfx,-i  «fx,) 

S+  1 

+ <f'.) 

* + l 


A 

-9,  , «f*.  - <fx,). 

»+l 

Der  Ausdruck  rechts  besteht  ans  i-(*l  Theilsfttzen.  Nehmen  wir  an,  dass  diesel- 
ben alle  der  Null  gleich  seien,  so  lisst  sich  ans  der  Gleichung: 

s+  t 

das  Verb&ltniss  dx^idx^  bestimmen,  und  indem  man  dieses  in  die  mit  9,,  f, 
. . . 9^  mnltiplicirten  Ansdrücke  setzt,  erhalt  man  endliche  Gleichungen  zur  Be- 
il 4 1 

Stimmung  der  Verh&ltnisse:  -p  . • . — - — , nimlich: 
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Eine  der  Unbeknnnten  1,  i.  B.  kann  der  Einlicit  gleich  gesetzt  werden.  Dies 
gibt: 

+ j — li/l,=0, 


( -^,4.  I — ii-4,  = 0. 

Wir  multipliciren  diese  Gleicimngcn  bezüglich  mit: 


*+  1 


»—  I 


'»+  I "i’’  • ■ • ^‘'^s  + l'^* 

nnd  addiren  sic  sämmtlieh ; es  ergibt  sich  dann : 

I -J  . 

,4.  1 V V -1  ^,+  1 -"f 

S — 4 


1—3 , s—t 


(-1)— A,  (-1)—' ’i.— , 

$ — 2 


Ä^*Ä*  . . . 


Dies  ist  eine  Oleichnng  vom  Gnidc  s,  welche  znr  Bestimmung  von  X^  dient. 
Wir  schreiben  sic  jedoch  lieber  unter  der  Form : 


ö) 


i.  - 


^+. 


, 1—  I , 1—2  .^1’.^.  , 

A * A • 


s~3 


*+i 


+(-ir 


A,‘~^A 


»+i 

I—  I 


+ . 


I — *3 


II-:, 

S — 1 ' 


'■.+1 


»+< 


-1/  — 1_  =0. 


+ (-!)' 


»+  1 


Ist  bestimmt,  so  ergeben  sich  mittels  der  Gleichungen  4)  die  OrGssen 
. . . I als  eindeutig.  Die  erste  Gleichung  bestimmt  nämlich  1,,  die  folgendo 

dann  u.  s.  /.  durch  rationale  Functionen  von  «l|.  Sonach  stellt  die  Gleichung 
3)  ein  System  von  s Gleichungen  vor,  und  hieraus  folgt,  dass  die  mit  I,  . . . 

multiplicirten  Theile  der  linken  Seite  einzeln  verschwinden,  d.  h.  dass  die  Glei- 
chungen 2)  erfüllt  sind , wenn  in  allen  t Glcichnagen  des  Systems  die  rechten 
Seiten  verschwinden.  Dies  aber  findet  statt,  w'cnn  man  setzt: 

t = i A 

6)  Z U,Ap,)—7 dx,=0, 

1=1  »+ I 
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X^dx^’^  rfj:,  =0. 

* + * 

Falls  man  nun  fOr  jede  der  i Werthe  von  J., , welche  die  Gleichung  5)  erfüllen, 
aus  einem  Systeme  6)  entweder  allein  oder  in  Verbindung  mit  denjenigen  Glei- 
chungen, welche  die  Grossen  p (die  s — 1 ten  PifTercn/dHlquoticnten  von  *)  deHni- 
ren,  2 Integrale  u nnd  v ahleiten  kann,  was  natürlich  die  Erfüliung  von  Integrabilit&ti- 
bedingungen  erfordert,  so  setzt  mau  wie  in  den  vorigen  Abschnitten  wieder  er- r/ (u) 
und  hat  ein  erstes  Integral,  welches  allerdings  noch  die  Diffcrenzinlquoticnten  von 
s bis  zu  der  s — 1 ten  Ordnung  enthält ; mit  diesem  Integrale  aber  kann  man 
weiter  die  Integration  fortsetzen,  wenn  cs  die  Form  1)  hat. 

Leitet  man  aber  ans  jedem  der  s Systeme  2 Integrale  und  und  dem- 
gemäss eins  von  der  Form  (u^)  ab,  so  kann  man  mittels  dieser  $ Glei- 

chungen die  s— Iten  DifTerenzialqaoticntcn  entwickeln.  Sind  nun  deren  2: 


BO  erhält  man  durch  Integration  dieser  Gleichungen,  welche  auf  2 totale  Differen- 


zialgleichungen mit  2 Variablen  führen: 


also  in  derselben 


Weise  alle  #— 2ten  Diffcrenzinlquoticnten.  Mit  diesen  setzt  man  das  Verfahren 
fort,  bis  man  £ selbst  erhält,  und  man  hat  dann  das  allgemeine  Integral,  da  s 
willkürliche  Functionen  '/i,  7,  . . . y darin  enthalten  sind. 

Dass  die  Fälle,  wo  dies  Vorfahren  angewandt  erscheint,  nicht  so  häufig  sein 
können,  wie  bei  der  Monge’schen  Gleichung  liegt  an  der  Allgemeinheit  der  Glei- 
chungen 6),  welche  mit  steigender  Ordnung  der  Gleichung  auch  immer  mehr  Va- 
riable enthalten.  Der  Gleichung  5)  kann  man  übrigens  auch  eine  einfachere  Form 
geben.  Setzen  wir  nämlich: 


■0  wird  Gleichung  5): 

7)  .4, . 

wahrend  aus  den  Glcichnngen  4)  erhalten  wird : 


+ A /-f  A 


»+ 1 

wo  t alle  Werthe  ron  1 bis  s annimmt,  und  ü,  =1  ist,  i,  aber  =0  ist. 
Aus  dieser  Gleichung  folgt  aber: 

8)  = 

»+  t 

, _ A,l‘+A^t 

— ^ > 

^s+i 

, _ A^  + Af  i*  + A^  I 

~ , 

»+• 


A,l'+A,l*  ‘+...+A,< 
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und  die  Gleichungen  6)  nehmen  die  Form  an: 

IdTi+dxj  —0, 

< = » Aldx,  „ 

1=1  ‘ ' <+  I 

Setzt  man  fUr  die  t Werthc  von  l cntaprechend  und  ebenso 

für  die  durch  die  Gleichungen  8)  gegebenen  Werthe  von  .... 

so  hat  man  statt  der  eben  gefundenen  Gleichungen  deren  2s  von  der  Form; 

9) 

1 = 1 


-z-  <'*.=0- 

'=  * ^t+  t 

Um  das  letztere  System  noch  etwas  zu  vereinfachen,  wollen  wir  setzen: 


also: 

A) 


i»i  = A„ 

m,  = A^  l+A„ 

■"i  — 


indem  wir  wieder  je  nach  der  Wahl  der  Wurzel  /,  auf  welche  «ich  die  Grossen 
beziehen,  dieselben  mit : 

,n/‘)  „^-0  . . . „/«) 

bezeichnen.  Man  bat  dann  das  System: 
l = s f 

10)  JT  m =Adx„ 

t=\ 

und  jede  Gleichung  des  Systems  9)  ist  mit  der  entsprechenden  des  Systems  10) 
zu  verbinden  und  daraus,  wenn  dies  möglich  ist,  2 Integrale  abznleiten. 
Beispiel. 

Seien  il,  . . . Constanten,  A aber  eine  Function  von  and  x,, 

so  gibt  jede  der  Gleichungen  9)  und  10)  ein  Integral.  Nämlich; 

+ x,  = rt, 


(-■)  u = 


B . 


1=  I 


Die  Grosse  wird  folgcndermaassen  gefunden.  Man  setzt  in  A statt  x,  den 
ans  dem  ersten  Integrale  gewonnenen  Werth  «— dann  ist: 

ß,=/ 
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Nach  Auffindung  dieses  Integrals  ist  lUr  a wieder  setzen. 

Jede  Gleichung  des  Systems  gibt  also  ein  anderes  da  die  Grossen 
Terscbieden  sind. 

Aus  je  2 Integralen  eines  Systems  erlangen  wir  nun  eins,  welches  eine  wiU- 
ktlrlicbe  Function  enthält,  n&mlicb: 


1=1  f f r r 

Die  Coefficienten  sind  der  Art,  dass  man  leicht  die  Grössen  entwickeln 

kann.  Setzt  man  nämlich  vor  der  Hand : 

B +V-  y 
r r’ 

so  hat  man  s Gleichungen  ron  der  Form: 
t = $ 


<=1 


wo  r alle  Werthe  ?on  1 bis  s annunmt. 

Setzen  wir  jetzt: 

? = * «« 

wo  die  Orösien  in  bestimmen  sind,  so  hat  man,  wenn  man  in  das  System  li- 
nearer Gleichungen  einsetzt; 

a=  I 1 *.  -I-  ^ ‘ + + ^ JXJ_  + . . . 

t=l  <=l  ‘=1  ,(?)<-' 


t—9  $ tt  m 


$ $ t 


(r) 


1=1 

Nun  ist,  da  f und  er  innerhalb  jeder  Somme  unverändert  bleiben: 

9 9 

'T  ..”L^  = A + + ^ A + 'iÜ4- 

(=!/(?)«-•  ’\  j(?)  /(»)\  ’’’  /(?)»-!/  /(»)\ 

/(v)*-2/ ^|(?)/ 

Sind  r und  9 von  einander  verschieden,  so  ergibt  sich  hieraus : 

«=.  «w 

/(?)»- 1 (/(?)_ /W)  ' 

and  da  1^^^  and  Wurzeln  der  Qleichnng  7)  sind,  so  ergibt  sich  hierfür  der 
Werth  X ^,-^,^,=0. 

Es  verschwinden  also  auf  der  linken  Seite  unserer  Gleichung  alle  Glieder,  wo 
9 von  r verschieden  ist.  Für  92=  r findet  man  direct: 

87 
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Bezeichnet  man  die  linke  Seite  der  Gleichung  7)  mit  F(/),  eo  i«t  also: 
( = * m W 

mithin:  , 

"r-  ,(r).-i  ’ 

nnd: 

,(r)»-l 

also : 


A t—t  . (—  l’ 


^<+1  % * — I—  I * I 

d*i  dx. 

Vereinigen  wir  beide  Ausdrücke,  und  bilden: 


so  kommt  dafür : 


.1-»  ?=I  AAtt  ‘ ' 

— - — - — = ^ r — T^i — (<!*,+ 

Dieser  Ansdmck  muss  integrebel  sein,  wie  dies  das  ganze  Verfahren  in  jedem 
Falle  verlangt.  Nun  war: 

Setzt  man,  wie  dies  doch  immer  geschehen  kann: 

wo  ebenfalls  eine  wiUkttrliche  Function  von  jr,-f  ist,  so  erhalt  man: 
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wo  gesetst  ist: 


Den  Bedingungen  der  Aufgabe  gemftes  ist  die  Function  unter  dero  Summenaeichen 
integrabel. 

Fährt  man  in  derselben  Weise  fort,  so  erhält  man  durch  suocessives  In- 
tegriren: 


ferner : 


acbliesilich : 

.=’i’  + 

9=1  » 

Die  Functionen  7/*  willkürlich,  folglich  ist 

der  Ausdruck  für  % das  vollständige  Integral  und  nur  ist  auf  dem  an- 

gegebenen BuccessiTen  Wege  zu  ermitteln. 

Werden  2 Wurzeln  der  Gleichung?)  und  gleich,  so  enthält  dieser 
Ausdruck  twnr  eine  willkürliche  Function  weniger,  indess  kann  man  in  diesem 
Falle  genau  wie  in  Beispiel  III)  des  Abschnitt  15)  verfahren. 

Ist  Ä einer  Constante  gleich,  so  verschwindet  die  OrOsse  *^ganz,  und 

man  hat: 

,=i  » 

Diese  Gleichung  lässt  sich  auch  leicht  direct  vcrificiren. 

18)  Erweiterung  der  Ampbre'schen  Methode. 

Auch  die  Ampbre'sche  Methode  lässt  sich  einer  ähnlichen  Erweiterung  anf 
Gleichungen  von  höherer  Ordnnng  unterziehen. 

Zn  dem  Ende  bemerke  man,  dass  sich  aus  den  Gleichungen  2)  des  vorigen 
Abschnittes,  welche  die  Form  haben; 

durch  Elimination  von  <fx,  lineare  Relationen  von  der  Form: 

»/9+ A~»«+ »/»  + 1 

bilden  lassen.  Setzt  man  nun: 

37* 
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80  kann  man  statt  der  Gleichung  1)  sich  die  allgemeinere: 
B)  A,q,  + A,q^+  . . . 


bilden,  wo  die  QrOssen  ^ wie  die  A von  x,  and  den  DifiTercnzialqao- 

tienten  von  z bis  inclusive  zu  denen  von  der  selten  Ordnung  abbängen,  a,  ß 
beliebige  Zahlen  zwischen  1 and  s sein  können.  Die  Gleichungen  A)  sind  dann 
als  Integrale  zu  betrachten,  und  zu  dem  System  2)  kommen  dann  Gleichungen 
von  der  Form: 


. •‘ß+>'‘Pa-1.,+  >'‘Pß=%,ß'^^ 

hinzu.  Diese  Aasdrücke  sind  in  die  Form  3)  mit  aufzunehmen,  indem  man  cT  für 
d schreibt,  und  die  mit  den  f und  u roulliplicirten  Ausdrücke,  nachdem  einer  die* 
ser  Factoren  durch  Gleichung  B climinirt  ist,  einzeln  gleich  Kuli  zu  setzen. 

Es  ergeben  sich  dann  die  zu  integrirenden  totalen  Differenzialgleichungen 
ganz  wie  oben.  In  jedem  spcciellen  Falle  sind  diese  Betrachtungen  leicht  anszu- 
führen,  and  thut  man  besser,  dies  bei  jeder  zur  Integration  vorliegenden  Gleichung 
wirklich  zu  thnn  , als  von  der  jedenfalls  schwer  zu  bildenden  allgemeinen  algo* 
rithmischen  Form  auszugehen. 


19)  Lineare  Gleichungen  zweiter  Ordnung  mit  mehr  als  2 un> 
abhängigen  Variablen. 

Wir  betrachten  als  zweites  Beispiel  einer  Erweiterung  der  Monge'schen  Me- 
thode jetzt  eine  Gleichung  von  der  Form: 


1) 


()>2 


dH 


» dx^dx^ 

+ A.^'^p-,+  . . . . 

dx»*  n oz.ox 

• * n 

, . (*)  (*)  dH 


+ A 


(«-!)  a». 


Die  Grossen  A A^  . , . A^^  ^ Functionen  von  i, 

X,  . . . x^^  und  den  ersten  Difforcnzialqooticnten  von  z.  Wir  fuhren  folgende 
Abkürzungen  ein: 

dz  __  d’s  

dx^dx^ 


Oftenbar  ist  dann: 


’s.  f-V/, 


und  die  Gleichung  1)  ist  zu  schreiben: 

2)  l + • • • + Vl,«’ 


(')  ’s. 


(0. 


i.« 


■^A 


= B. 
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mit  welcher  sq  verbindeu  ist  das  System: 

3)  = + ,‘^.+  • • • +».,  n***»' 

WO  $ alle  Werthe  von  1 bis  n annimmt. 

Statt  dessen  nntersnchen  wir  wieder  den  Aasdmck: 

4)  A=  /*•-»,.  2*^*«-  • • • 

wo  A,  . . . zu  bestimmende  Functionen  sind,  und  wo  A =t  ist,  und 

denken  uns  ^ durch  Gleichung  2)  eliminirt  Ordnen  wir  dann  diejenigen  Aus- 
drücke xusammen,  welche  mit  gleichen  q roultiplicirt  sind,  so  erhalten  wir: 


+ + T(n-  .) 


A 

n 

A (•-') 

f 

A_ 


wo  in  der  letiten  Snmme  < nnd  t alle  Werthe  zwischen  1 nnd  n annehmen , die 
TOD  einander  verschieden  sind. 

Damit  jedes  Glied  der  Gleichung  5)  der  Nnll  gleich  sei,  ist  zn  setzen: 

A =0, 

" s=t  * * “ 

6)  -Aj-*h,dx,  + A^(-Od^-0, 

- V""  0- 


Aus  der  xweiten  und  dritten  Gleichung  eliminiren  wir  dx^  und  erbalteu: 


Jedenfalls  ist  aber,  wenn  man  in  der  zweiten  Gleichung  6)  < für  s schreibt: 

+ A,^'-'')d.^-Aj-’'-'hfy  = 0, 

und  ans  dieser  nnd  der  vorletzten  Gleichung  ergibt  sich: 

7)  + ii/'“  • =0, 

WO  die  Zahlen  t und  t von  einander  verschieden  sein  müssen. 

Setzt  man  snnachst  s=:n,  also  =1,  so  kann  I alle  Werthe  von  1 bis  a— 1 
annehmen,  nnd  man  hat  (n— 1)  quadratische  Gleichnngen  von  der  Form: 

welche  für  jeden  der  Coefficienten  Jl  zwei  Werthe  geben. 

Was  die  übrigen  Gleichnngen  7)  anbetrifft,  so  kann  nach  dem  Bildnngsgesetz 
der  A nie  t grösser  als  t sein,  und  da  der  Fall,  wo  « = < ist,  ausgeschlossen 
wurde,  so  ist  stets  f<#;  deshalb  wird  die  Anzahl  dieser  Gleichungen  sein: 

1+2+8+  . . . +n-2= 

Da  nnd  aber  vermöge  der  Gleichungen  8)  bekannt  sind,  hat  man  es  hier 
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aiBo: 

„Soll  unsere  Methode  anwendbar  sein,  so  können  nur; 
n(fi+l)  1) 

1-2  1-2 

Coefficienten  willkürlich  gewählt  werden,  während  die  andern  durdi  die  Gleichun- 
gen 7)  bestimmml  sind.** 

Dieselben  schreiben  wir  mit  Hülfe  der  Relationen  o)  auch: 

9)  A A^^-\  + + ^ 

Diese  Gleichnngen  zeigen,  dass.wenn  eine  der  Grössen  i,  gegeben  ist,  sich  die 
fibrigen  eindeutig  durch  dieselbe  und  die  Coefficienten  A ausdrücken  lassen. 

Man  hat  also  nur  Systeme  von  Gleichungen  6),  welche  den  beiden  Werthen 

eines  der  A entsprechen.  . j t>  i _ 

Was  nun  diese  Gleichungen  6)  anbetrifft,  so  werden  vermöge  der  Relationen 

7)  und  8)  davon: 

^(n-1)  (n-2)  _ n (n-l) 
n-l+  2 - 2 


identisch.  — Die  zweite  Gleichung 
G)  umfasst,  da  s nicht  gleich  b sein 
kann,  n — 1 Gleichungen;  die  dritte,  wo 
I kleiner  als  s sein  muss , und  s auch 
n(B— 1)  . 

gleich  B sein  kann,  hat  ^ — Glei- 

chungen, was  mit  Hinznnahine  der  ersten 
Gleichung  6)  Glci- 


chuDgeu  gibt,  von  denen 


2 

n(n-l) 

2 


pbre’sche  Gleichung  auf  mehr  Variablen 
erweitern.  Wir  unterlassen  dies  jedo^, 
da  hierbei  sich  die  Aniahl  der  Bedin- 
gungen noch  vermehren  würde  und  selbst 
das  hier  gegebene  Verfahren  nur  in  we- 
nigen Fällen  Anwendung  findet.  Den- 
noch haben  wir  geglaubt,  da  die  Fälle, 
wo  partielle  Differenzialgleichungen  in- 
tegrirt  werden  können , überhaupt  nur 
selten  sind,  diese  Erweiterung  nicht  über- 
gehen zu  dürfen. 


fallen,  so  dass  das  System  6)  aus  n Glei-  20)  In  tegration  der  partielle  n 
chungen  besteht,  in  welchen  jedenfalls  Differenzialgleichungen  durch 
aber  die  erste  enthalten  ist.  Rei  hen  u n d durch  b e sti  mm  lein- 


Jetzt  sind  ganz  die  früheren  Schlüsse 
tu  wiederholen.  Lassen  sich  für  ein 
System  der  Werthe  k der  Gleichungen 
8)  ans  diesen  n Gleichungen  6)  auch 
fl  Integrale  von  der  Form  H|,  u,  . . . 

u ableitcD,  so  setzt  man 
n ’ 

“.  • • • 

und  hat  eine  partielle  Differenzialglei- 
chung erster  Ordnung,  die  man  entwe- 
der direct  inlcgrirt,  oder  mit  einem  In- 
tegrale des  zweiten  Systems  verbindet. 
Da  man  aber  aus  diesen  beiden  Glei- 
chungen nicht  sämmtliche  ersten  Diffc- 
rcnzialquotienten  von  t herleitcn  kann, 
80  sind  diese  beiden  Integrale  eben  nur 
als  simultane  unserer  Gleichung  zu  be- 
trachten, und  aus  ihnen  die  übrigen  nach 
einer  der  bei  den  partiellen  Differenzial- 
gleichungen erster  Ordnung  gegebenen 
Methoden  abzulcitcn. 

In  ähnlicher  Weise  wie  im  vorigen 
Abschnitte  könnte  man  auch  die  Am- 


tegrale. 

Da  die  Integration  selbst  linearer  par- 
tieller Differenzialgleichungen,  wie  wir 
gesehen  haben,  durch  die  vorhin  gege- 
benen Methoden  nur  in  seltenen  Fällen 
gelingt,  so  bleiben  eben  nur  Rcihenenl- 
wickluDgen  und  bestimmte  Integrale  übrig, 
die  wir  als  nahe  verwandt  hier  gemein- 
schaftlich betrachten.  Auch  selbst  wenn 
eine  der  Methoden , die  wir  vorhin  an- 
gegeben haben , ausführbar  wäre , zieht 
man  bei  der  Behandlung  bestimmter  Pro- 
bleme die  Reihenentwicklung  oft  vor,  da 
sie  cs  möglich  macht,  die  willkürlichen 
Functionen  von  Anfang  an  den  gegebe- 
nen Grenzbedingnngen  gemäss  zu  wäh- 
len, weil,  wie  bereits  an  einer  früheren 
Stelle  gezeigt,  im  Allgemeinen  die  Spe- 
cialisirung  derselben  eine  der  schwierig- 
sten Aufgaben  bildet. 

Zunächst  geben  wir  folgenden  allge- 
meinen Satt,  welcher  oft  gestattet , aus 
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particularen  Integraleu  allgemeine  abza* 
leiten. 

Sei: 

eine  gegebene  Differenzialgleichung,  wo 
2 die  abb&ngige  Variable,  Pi  • • • 
deren  Differeozialqnotienten  nach  den 
unabhängigen  Variablen  X|,  . x ^ 

genommen  vorstellen,  ohne  dass  über  die 
Ordnnng  derselben  etwas  festgesetzt 
wird,  auch  das  nicht,  dass  sie  etwa  alle 
von  gleicher  Ordnnng  sein  sollen;  seien 
ferner  die  Coefdeienten  . . . £ 

nur  von  den  unabhängigen  Variablen  x^t 
X,  . . . abhängig.  Sind  dann  t',  a". . . 
Werthe  von  t,  welche  diese  Gleichung 
erfüllen,  also  particuläre  Integrale,  so 
ist  anch  anrnj  . . . ein  Inte* 

gral,  wo  m|,  beliebige  Constanten 
sind,  denn  offenbar  macht  das  Einsetzen 
dieses  Werthes  von  z in  unsere  Glei- 
chung dieselbe  identisch.  Enthält  das 
particuläre  Integral  eine  willkürliche 

Constante  «,  so  kann  man  also  anch 


setzen,  wo  sich  a in  den  einzelnen  Glie* 
dem  nach  einem  beliebigen  Gesetze  än- 
dert, und  die  CoefÜcienten  beliebige 

Constanten  sind.  Ferner  sind  wie  leicht 
zu  sehen,  Integrale  die  Ausdrücke: 
dz 


Ordnnng  ist,  nnd  die  daher  ein  allge- 
meines Integral  mit  einer  willkürlichen 
Function  hat.  Sei  für: 

1 = 0,  »=</(*), 

so  ist  nach  dem  Maclaurin*schen  Satz: 

«=«,  . . . 

wo  «g'i  ...  die  Werthe  von: 
d«  _ _ 

für  ii=:0,  andenten. 

Vermöge  unserer  Gleichung  aber  ist: 


n.  8.  w. 

Es  ist  nämlich: 

d*tt  j d*i* 

57*  **  dtdx^ 

also: 


u=(f  (x)4-a*<v" 


^ d*« 
dx* 


d«  * 


and: 


t=J'%^da, 


das  letztere  in  beliebigen  Grenzen  nnd 
anf  beliebigem  Wege  genommen,  voraus- 
gesetzt, dass  s^  auf  letzterem  nicht  dis- 

condnnirlich  wird,  welcher  Fall  eine  be- 
sondere Untersuchung  erfordern  würde. 

Was  die  Entwickelung  in  Reiben  an- 
betrifft, so  bedient  man  sich  in  der  Re- 
gel der  unbestimmten  Coeffleienten,  einer 
Methode,  welche  jedoch  zunächst  nur 
particuläre  Integrale  liefert,  anf  welche 
dann  der  vorhergehende  Satz  anzuwen- 
den ist,  um  sie  den  Bedingungen  der 
Aufgabe  gemäss  zo  verallgemeinern. 
Zuweilen  gibt  der  Maclanrin’sche  oder 
Taylorische  Satz  das  allgemeine  Integral 
nnmittelbar. 

I)  Sei  B.  B.  gegeben  die  Gleichung: 

d«  d*»i 

dT““  d^* 

eine  Gleichung,  die  nach  I hin  erster 


1-2-3  + • • • 

Diese  Reihenentwicklung  gilt  natürlich 
nur  so  lange,  als  der  gewählte  Werth 
von  <f  (x)  bewirkt,  dass  dieselbe  conver- 
girt,  wobei  die  allgemeinen  Frlncipicn 
der  Convergenz  der  Potenzreihen  maass- 
gebend sind. 

Würde  man  aber  dem  Ansdmek  u 
einen  Anfangswerth  für  x = 0 geben, 
so  müsste  das  Integral  zwei  willkürliche 
Fnnctionen  enthalten,  da  die  Gleichung 
nach  X von  der  zweiten  Ordnung  ist. 
Kehmen  wir  an,  es  sei  gleichzeitig: 
1=0,  U = f(t), 

and : 

du 

80  bat  man: 

«=^(()+»F(0+j^u."  + 


^ 1 • 2 ■ 3 • ^ 

wo  M.",  ...  die  DiCTerenzialquo- 

tienten  von  « nach  x genommen  bedeu- 
ten, wenn  man  x=0  setzt.  Nun  ist: 

1 du 

dx'  a‘  dt’ 

d*« 1 d /d«\ 

dx*  a*  dt  \dx/’ 

l!?  - i.  ^ ^ 

dl*  ~ a*  3F\dx*/'”  o*  dt*  ' 
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alfo: 


alfo: 

-=/-(0+*f(o+j^r(0+i^3f''(o+j^:^f"(0+ . . . 

Um  die  Identität  beider  Reihenentwicklungen  tu  zeigen,  entwickelt  Foisson  die 
Fnnction  f(t)  und  F{t)  nach  ganzen  Potenzen  von  I,  und  setzt: 

. . . 

m=B.+^t+^Y‘+ ■ ■ ■ 

Uui  bat  dann; 

+ j-;-27g+  ..  . +«(^,+fi,x  + -4, 

+^i  J72T3'*’  ■ ■ • • • )i 

nnd  tatst  man  die  willkürliche  Function: 


A,+B,x+J,  j . 2+*<  1-2. 3"^^’  1.2-3  • 4"^ 


:'/ W. 


SO  erhalt  man  wieder  die  zuerst  gegebene  Reihenentwicklnng  für  w. 

Wir  wollen  jetzt  die  zuerst  gegebene  Entwicklung  Ton  u in  ein  bestimmtes 
Integral  verwandeln. 

Man  hat: 

+ CO 


/e  **  d«  =17», 
— CD 


und: 


+00 


f e-“V‘+‘*.=0, 

—00 


+ 00 


•'  -00  2* 


V». 


Mit  Berücksichtigung  dieser  Gleichungen  kann  man  dem  Werthe  von  u die  Form 
geben : 

UZ 

‘-G0 


w+2««  V«  7'  (x) 

+ . . .]  e-"'da. 


d.  b.  mit  Beruckeichtignng  des  Taylor'schen  Satses; 

1 /•+“  1 

7 (*+2noV'l)e  "da. 
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Eben  so  gnt  bitte  man  den  mit  ung^^en  Potenzen  von  Y‘  mnltiplicirten  Glie- 
dern, welche  rerschwinden , das  negative  Vorzeichen  geben  kgnnen,  und  somit 
erhalten : 


u = 


Es  ist  also  anch: 


1 /•+<» 

*~WnJ  ['^(*  + 2aoy0+7'(*-2«oK0] 


dtt. 


0iese  Form  ist  för  negatives  ( die  angemessenste,  da  die  beiden  zuerst  gegebe- 
nen Ausdrücke  einen  imaginären  Theil  enthalten,  welcher  in  dem  letzten  Werthe 
von  M aber  sich  wcghebi. 


Betrachten  wir  jetzt  die  Gleichung : 


n) 


Sei  für  < = 0,  n = 9(x),  so  hat  man: 


also: 

u = <f.(x)+lj' ^ (x)dx+j^JJ' ,,{x)dx‘‘+:^^^^l'fj',,{x)dx*-k- . . . 

In  dieser  Form  ist  allerdings  zunächst  nur  eine  willkürliche  Function  vorhanden, 
indess  wird  durch  jedes  Integral  eine  neue  willkürliche  Constante,  also  deren  un- 
endlich viel,  eingeliihrt.  Seien  bezüglich; 

Ts(*).  Vi(*).  7zW.  Vs(*)  • • • 

die  Werthe  von: 

? (»).  f » (*)*'•  fß  (x)dx*  ■///'  (i)  ix*, 

wenn  man  Null  als  untere  Grenze  sämmtlichcr  Integrale  nimmt,  und  in  der 
Gleichung: 

'/(*)  = « + 7o(*) 

a so  bestimmt)  dass  (0)  = 0 wird.  Es  ist  dann  allgemein: 

7 (*)  = « + 7.  W. 

J'|f(x)dx=a^■\■ax  + if^^x), 

ffff  w + «.  ^+'>1  n 2+“  r?:3+''* 


Man  hat  nun : 


« = 0(1+^  + 


(1  ■ 2)' 


•). 
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«> 


I* 


+•*  1 . 2"^  *'*  1.2-3'*’“’  1 -2-3  •4''’  ■ ■ 

i’  »•  

i . 2^“'  l-2*3‘^‘'’  1-2-3  •4'^“‘l"2-3-4-5 
+ • . • • 


+ . . ) 


Setzen  wir  nnn : 


»■‘+«.f72+“4  f:V^+  • • • ^v-iC). 

1^+*'  nra“*'  • ■ • -/’/> 

^ 0 


80  kommt : 

“=<« [1+p  + (fT^.  + (T:2':3r*'^  • • 

+ '/,  (*)  + <», (*)  + j^  7i  (*)+  ■ ■ ■ 

X* 

+V'i  (<)+»7'i(0+j  . 2 '/'» • • •’ 

ein  Ausdruck,  worin  iwci  willkllrliche  Functionen  7,(1)  und  ./<,(«)  enthalten. 
Für: 

x=0  und  ( = 0 wird  « = a, 
ihr 

*=0  ist  u=a  + v('i(0' 
für 

1=0,  « = o + 7i('*)- 

Kach  diesen  Bedingungen  lassen  sich  die  Functionen  7 , und  ip , mittels  der  An- 
fangssustände  bestimmen. 

Um  diesen  Werth  von  is  in  ein  bestimmtes  Integral  zu  rerwandeln,  bemerke 
man,  dass  man  hat: 

f .-  . (*)  = iT2T3^-.7:r./^ (*-«)'“  ‘v.' («)<'"- 

wo  7,',  7",'  die  Differeniialquotienten  Ton  7,  und  7>,  sind.  Offenbar  gibt  näm- 
lich die  J mal  wiederholte  theilweise  Integration : 

J“ (x-n)‘~  '7,'(")dn  = (*— o)*~  ' 7s  (”)  + (•  — !)(*-“)+  • • • 

-|-(.-l)(.-2)  . . . 3.2.l7,_,(«) 

An  der  Qrcnie  o=0  aber  verschwinden  alle  Functionen  7 ^ (o),  und  an  der  Grenze 
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rr=x  alle  Glieder«  welche  mit  mnltiplicirt  siod,  d.  h.  alle  bis  ao/s  letzte.- 

Dies  in  den  Werth  von  w einsetzend,  erhalt  man: 

+y  [i+— (»)<>«■ 

Es  ist  aber«  wie  leicht  zn  Terificiron: 

»I 

.2 


r"  . »»  . (2.-1)  n 

"'^=  1.2.3:  ; .■^•  2’ 


d.  h.; 


2«  + I 


n 2*'^‘  r .i,  . 

(1  - 2 • 8 ...  0*  1 . 2 • 3 . . . 2j/  0 

Es  kann  also  der  erste  Theil  von  u anf  die  Form  gebracht  werden: 
jt  n 

2 r^/1.2’*-«  -.  , 2‘ I«  (>  , . , ,,  1 

;;“7„  <^+TT^‘'“  “+i. 2.3.4”" "+  • '' 

Für  die  beiden  andern  Theile  von  u,  die  ganz  ähnliche  Werthe  annebmen,  kann 
man  die  ExponentalgrOssen  in  trigonometrische  verwandeln,  und  erh&lt  schliesslich ; 
n 

^ J 0 

n 

Q /*7I  2 

H — / / cos  2 Y t(ß—x)  sin  * a 7 (ß)  da  dß 

^ » •J  0 


2 /*^  f*  * - . 

+ — / / cos2V«  W 

^JqJ  ü 


Die  Gleichung: 
III) 


d*M^  ^ /d*K  d*u  d*tt\ 

di»“"  \7i^  + ^ d7*/ 


drückt  den  Schwingnngszastand  eines  loftfönnigen  homogenen  KOrpers  aus.  ~ 
Uro  für  u einen  möglichst  bequemen  Ausdruck  abzuleiten,  ist  es  jedoch  zuvor 
nOthig,  das  Doppelintegral: 


F[fcoB.^+m  sin  9 cos  T'+m  sin  sin  0]  sin  d d!^dtß 


in  ein  einfaches  zu  verwandeln. 

l,  n sind  hier, beliebige  Constanten«  F eine  ganz  willkürliche  Function. 
Wir  setzen: 
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lzzhcos&\  m:z  k Bin y cot 

also : 

80  hat  unser  Integral  den  Werth: 

r»rr  y»87f 


/ / ^[/t  C08l]  sin  5 

J qJ  0 


wo : 

cos  1 = cos  & cos  y +sin^  sin  y cos(?/^— 

Es  ist  nun  bekanntlich:  Bin  dtp  das  Element  der  Oberfläche  einer  Kugel, 
welche  vom  Anfangspunkt  der  Coordinateii  mit  Radius  1 beschrieben  ist,  X der 
Winkel,  welchen  2 durch  ^V't  *^'0'  bestimmte  grade  Linien  mit  einander  machen, 
vorausgesetzt,  dass  man  unter  1,  <9,  die  Polarcoordinaten  der  Kugelflüche 
versteht. 

Da  sich  vermöge  der  Grenzbedingnngen  unser  Integral  über  die  ganze  Kugel 
erstreckt,  so  ist  leicht  ersichtlich,  dass  sein  Werth  von  der  Wahl  der  Axen  ganz 
unabhängig  ist,  denn  weder  das  Element  der  Kngelfläche,  noch  der  Winkel  A 
wird  durch  diese  berührt  Man  kann  also  als  Axe  der  x die  durch  die  Winkel 
y^  bestimmte,  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  gehende  l^chtung  neh- 
men, so  dass  man  hat: 

y=o,  A=y 

also : 


g\TX 

j I F{kco8  9)tm^d^dtpf 

/ qJ  0 

nach  tp  integrirt  werden  kam 

/n 

F {k  cos  9)  sin  9 dy 

0 


ein  Ansdmck,  der  leicht  nach  tp  integrirt  werden  kann.  Man  erhält: 
r»n 


oder  wenn  man : 
seut: 


cos  ^ ^ 


2n J*  F{k/A)df4~2n J*  m* 

Kommen  wir  jetzt  auf  unsere  Gleichung  zurück.  Dieselbe  ist  nach  jeder  der 
Variablen  zweiter  Ordnung  und  enthält  also  auch  zwei  willkürliche  Functionen. 
Um  dieselben  zu  bestimmen,  nehmen  wir  an,  dass  für: 

1 = 0,  **  = A(*.  y»  *)» 

nnd: 

dsi 

Y = F{x,y,^  z) 

werden  mögen.  • 

Setzen  wir  voraus,  dass: 

u=  e“'+/’®+yy+* 

ein  particuläres  Integra)  sei,  und  führen  diesen  Werth  in  die  Differenzialgleichung 
ein,  BO  verschwinden  alle  Variablen,  und  man  erhält  die  Bodingungsgleichung 
zwischen  den  Constanten: 

welche  mithin  ausreichend  ist,  damit  die  gegebene  ExponentialgrOsso  wirklich  ein 
particuläres  Integral  gebe. 

Da  diese  Gleichung  quadratisch  ist,  so  gibt  cs  also  zwei  Werthe  von  m,  nnd 
ihre  Differenz,  mit  einer  Constanten  multipUcirt: 
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_ttt  — «I 
-e 


tt 

iit  ebenfalls  ein  Integrilf  welches  sich  auch  sshreiben  Iftsst : 

Wenn  wir  statt  der  Function  F[u + m*  -f* «*]  betrachten,  so  kann 

man  dos  in  den  Grenzen  J genommene  Integral  nach  dem  oben  gegebenen 

Satze  in  ein  Doppelintegral  von  den  Grenzen  0 and  n,  0 und  rcrwandeln,  so 
dass  man  hat : 


^'™^a/S/c08  .‘J+oy/sin.'9co80+fltf/8in.'>8iny'^j^ 

0*^  0 

oder: 

0 ' « 

Eine  Summe  von  solchen  Ansdrücken , in  welchen  ßy  <f,  M sich  nach  irgend 
einem  Gesetze  ändern,  muss  ebenfalls  der  partiellen  Differenzialgleichung  genügen. 
Da  man  aber  jede  Function  von  drei  Variablen  w,  u,  le  in  eine  Reihe: 

nach  dem  Fonirier'schen  Satze  verwandeln  kann,; so  kann  man  setzen: 

^jjf  (i-|-o  (cos  »^)4-y  (y+a  (sin  .9  cos  .9)+cf  (s  + a I sin  9 sin  y*) 

= F [x-f  « ( cos  y + al  sin ^ cos  y/«  s+n  (sin^sin  y<], 

nnd  man  hat  mithin: 

u=  — j j (sin^d^dy-F[«-f-alcos  .9,  y + a(  sin  .9  cos  y*,  s + afsin# siny<]. 

1 dw 

Der  Factor  ^ hat  den  Zweck,  zu  bewirken,  dass  für  (—0,  j^  = i^(jf,y,t)  werde. 


eine  Bedingung,  die  man  leicht  verißeiren  kann 


fit  /«2; 

‘'*7  J 
0 0 


sin  & d.9  dtf^  gleich 


der  Oberfläche  einer  Kugel  mit  Radius  1,  also  gleich  4t  ist.  Der  gefundene 
Werth  von  u erfüllt  also  die  zweite  der  Grenzbedingungen,  während  für  (=0, 
« = 0 wird. 

Kann  man  nnn  ein  zweites  Integral  finden,  welches  für  (=0,  u=f(x,  y,  s) 
du 

gibt,  während  ^ für  1 = 0 verschwindet,  so  wird  die  Summe  beider  Integrale  offen- 
bar beiden  Bedingungen  genügen,  und  also  das  allgemeine  Integral  sein. 

Diese  Bemerkung,  welche  sich  überhaupt  auf  lineare  DifferenzialgleichuDgcn 
leicht  anwenden  lässt,  gestattet  gewissermaassen,  die  Grenzbedingungen  zu  thcilen 
und  so  das  allgcmpine  Integral  aus  einer  Anzahl  particulärer  zusammenzosetzen. 
Ein  solches  zweites  Integral  ist  hier  leicht  zu  finden.  Denn  wenn  irgend  ein 
Ausdruck  unserer  Differenzialglpichang  genügt,  so  muss  seine  Ableitung  nach  ( 
derselben  auch  genügen,  wie  man  ersieht,  wenn  man  diese  Gleichnng  nach  I 
differenziirt,  nnd 

* d« 

d(”*’’ 

setzt,  wodurch  man  die  ganz  gleiche  Form : 
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dp  ~ \ä?>  ^ 5^/ 

erhalt.  Es  ist  also  ein  Integral : 

\ d r''  r*" 

# I tiin  d!t  dl/’ f(x-^at  coi  y + al  sin  cos  £ + af  sin  a sin  y«), 

wo  die  Function  F durch  ^ ersettt  wurde.  Man  siebt  aber  sogleich « dass  dieser 
Ausdruck  für  f = 0,  u = /‘(x,  y,  s)  gibt,  während  sein  DifTerenzialquotient  in  Bezug 
auf  I für  diesen  Werth  verschwindet.  Unsre  Gleichung  hat  also  das  allgemeine 
Integral: 

M = j-  / / Isin.'^d^  F(x4~alcos  y 4*^11  sin cos  s + ol sin5 sin 

4’I,/  Q./  ,1 


\ d 

I / f sin  /‘(r+of  cos  y4-of  sin  9 cos  v^  s+o  < sin«^sin 

4*»  dtj  qJ 

Dieser  Werth  von  u erlflllt  die  vorgeschriebenen  Bedingungen^  dass  für  1 = 0 
wird: 

u=f(x.  j),  z),  y>  *) 


Dieses  Resultat  ist  von  Foisson;  et  ist  mitgetbeilt  in  den  Noweanx  m^oire» 
de  raeademie  det  $cienceM,  tome  III. 

IV)  Eine  Methode,  welche  in  vielen  Fallen  anwendbar  ist,  geben  folgende 
Betrachtungen. 

Geben  wir  von  der  Qleichnng: 

. d*ii 

— £|1  

dp  dz» 

ans,  welche  ein  besonderer  Fall  der  vorigen  ist,  and  ans  dieser  entsteht,  wenn 
man  y and  s constant  annimint,  also  vorausgesetst,  dass  die  gesochte  Wellenbe- 
wegung nur  parallel  der  Axe  der  x stattfinde.  Es  sei  für: 

t=0,  u=f(x),  . 


Es  kommt  sanichst  darauf  an,  ein  particullres  Integral  zn  gewinnen,  und 
dieses  ist  offenbar: 


II  = cos  a m t cos  m (z — 6), 
wo  m,  b willkürliche  Constaoten  sind. 

Mnltiplicirt  man  diesen  Ausdruck  mit  einer  willkürlichen,  nur  von  den  Con- 
stanten  abhängigen  Grösse,  z.  B.  «/(&).  so  hat  man  ebeufalls  ein  Integral,  und 
auch  das  Integral  dieser  Grösse  nach  Constanten  ist  ein  solches,  was  anch  die 
Integrationsgrcnzcn  seien. 

Man  kann  also  seuen: 


Für  t = 0 hat  man: 


cos  a m t cos  m (z — 6)  dm  db. 


« = fj''f  (*) 


eo»m{x  — h)dmdb. 


ei  loll  aber  u = f{x)  fbr  diesen  Werth  sein. 

Nach  der  bekannten  Fonrrier'echen  Formel  (vergleiche  den  Artikel;  „Qnadra- 
tnren“,  Abschnitt  48)  hat  man; 


J /^+oo  p.  + x 

= / / f(fi)eo»m{x-b)dmdb. 


Vergleicht  man  dies  mit  dem  oben  gefundenen  Werthe  von  n,  so  sind  also  — oo , 
4“  00  als  Grenzen  beider  Integrationen  an  nehmen,  und  ouaeerdem  au  aeuen : 


Digilized  by  Coogle 


QoadratareQ  — Zurückf.  auf.  591  Quadraturen  — Zuruckf.  auf. 


so  dass  man  hat: 


y(6)  = 


m 

2n  ’ 


\ ^+oo  ^4*w 

/ / f{b)co»amtcoim(x  — b)dmäby 

—00'*  — « 


dti 

womit  der  ersten  Bedingung  genügt  ist.  wird  =0  für  w = 0. 

Nach  der  im  rorhin  behandelten  allgemeinem  Falle  angewandten  Methode  ist 

du 

non  ein  ähnlicher  Ansdmck  so  findeOt  der  für  1=0  verschwindet,  und 
für  diesen  Fall  gibt. 

Ist  u ein  Integral  nnserer  Oleichnng,  so  ist,  wie  sich  unmittelbar  rerificiren 


lässt,  auch 


ein  solches.  Wir  könnten  daher  in  der  Torigen  Formel , in 


welcher  wir  f mit  F vertanschen,  das  Integral  nach  I nehmen,  und  selbstverständ* 
lieh  wird  dajon  den  obigen  Bedingungen  genügt  sein.  Es  ergibt  sich : 

-,+ao  sin  am/  jl\  j jj. 

— cos  m (* — 6)  am  ab. 


nnd  der  allgemeine  Werth  von  u ist  also : 
j ^H-co  p+cc 

M= — I / /"(6).cos  am  / cos  m(x— 6)  dm  di 

2nJ  _oo./  _oo 

1 /’+“  /•+“,.  aino ml  , 

+_  / / f(b)  cotm(x-b)dmdb. 

2naJ  _QQ*/  _oo 

Da  wir  bereits  früher  ein  Integral  dieser  Gleichung  ohne  Quadraturen  gefunden 
haben,  so  muss  dies  hier  gegebene  damit  Ubereinstimroen , was  leicht  zu  veri- 
ficiren  ist. 

V)  Die  schon  betrachtete  Gleichnng: 

di~“  ä?’ 

welche  ein  völlig  bestimmtes  Integral  hat,  wenn  man  für: 

/=0,  u = F{x) 

saUt,  wollen  wir  nach  derselben  Methode  behandeln. 

Ein  particaläres  Integral  ist.* 

«=  e““*cosm(j:— 6), 

und  durch  Verification  findet  man,  dass  die  Constanten  der  Bedingung  genügen 
müssen : 


A = a*  m* ; 

ein  allgemeines  Integral  also  ist: 

« = — / / F{b)e  **  *cosm(x— A) dm dä, 

dnj  %9  —00 


und  dies  gibt  für  1=0: 

u — ^§  I F(A)cosm(x— 6)dmd6=  f (x), 

daj  _gp«/  —00 

nach  dem  Fourrier'schen  Satan,  womit  die  Aufgabe  gelöst  ist.  Et  fragt  sich  noch, 
m wiefern  dieser  Ansdmck  sich  vereinfachen  lässt. 

Es  ist: 
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und  somit : 


also: 


f: 


•f®  p» 

“"****  o A — "• 

cos  2puau~  — e > 

QO  " 


+ CO  (*—*)’ 

/-a'mU  "4^17 

e C08w(jr  — 5)d»»=:^  e , 

— AD 


+00 


n\t 


Früher  hatten  wir  gefunden: 

» = sjr-  { (*  + 2«  a y/)  + f’(x  -2«  fl  V <)]  d«. 

/ —00 

Anf  diesen  Aasdmck  Iftsst  sich  das  obige  Resultat  leicht  xnrückiühren , wenn 
man  setzt: 


also : 

6 = x + 2a«yi. 

Nimmt  man  das  obere  oder  untere  Zeichen,  so  erhält  man : 

j /»+®  , 

u = ^ / e~“  F(*  + 2flay0dfl. 

K _00 


und  die  halbe  Summe  beider  Werthe  kann  also  für  u gesetzt  werden,  was  mit 
der  angeführten  Formel  übereinstimmt. 

VI)  In  gleicher  Weise  lässt  sich  auch  die  Gleichung : 

dw ^ /d’u  d*tt  d*u\ 

d(  **  \dx*  dy*  dz*/ 

behandeln,  sie  drückt  die  Fortpflanzung  der  Wärme  in  einem  homogenen  Körper 
aus.  Die  vorhin  behandelte  Gleichung  entspricht  dem  Falle,  wo  der  Körper  in 
allen  der  (y  s)  Ebene  parallelen  Richtungen  gleichmässig  erwärmt  ist. 

Sei  für: 

1 = 0,  ii  = F(x,  y,  z). 

Nehmen  wir  zunächst  das  particnlärc  Integral: 

«=c  "*  * cos  rt(x— J)cos^  (y  — ij)  cos  y (z  — {), 

so  erhält  man  durch  Einsetzen  in  die  Differenzialgleichung: 

Es  ist  nun  nach  dem  Fonrrier’schen  Satze: 


I C-+® 

= J *'({.  i?»  C)cos«(x— {)cos^(y— 1),  cosy(s— {)d«d/Jdyd{rf,rfC, 

WO  das  Intcgralseichcn  eine  sechsfache  Integration,  jede  in  den  Grenzen  — ® und 
+ ® anzcigt.  Man  erhält  diese  Formel,  wenn  man  erst  y,  z constant  denkt  nnd 
F(x,  y,  ä)  durch  ein  doppeltes  Integral  nach  dem  Fourrier’schen  Satze  ansdrückt, 
in  diesem  Kesultate  y variabel  denkt,  das  Verfahren  wiederholt,  und  endlich  mit 
s ebenso  verfahrt. 

Somit  wird  der  Ausdruck: 

»=g^ J'  F(f.  I,  {)e~(“’"''^‘'*')'’^*’*cosB(x-f)cosjJ(jf-i|) 

cos  y (»  — C)  de 
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der  Qrenzbedmgnng  genügen  und  das  allgemeine  Besnlut  sein.  — Durch  dieselben 
B^chtnngen,  welche  wir  in  dem  vorigen  speciellen  Falle  angewendet  haben, 
,edttciren  wir  dies  sechsfache  Integral  auf  ein  dreifaches.  Es  ergibt  sich- 


« 


_ 1 r'*’® 


F{x+2aiyi,  y + 2o/.R  t + 2ay\i)d).diid,. 


Vn)  Die  Gleichung: 


d*u 


druckt  die  Fortpflanxong  des  Tones  in  einem  elastischen  Stabe  ans 
Sei  fOr: 


« = 0.  *=r{x),  p=F{x). 

Ein  particulares  Integral  ist; 


« = C08  a*  atcos  a(x  — t), 

nnd  dnrch  gans  dieselben  Betrachtungen,  wie  bei  der  schwingenden  Seite,  erhält  man: 
1 ^+oo  ,+oo 

I /cos  n>  at  cos  « (x-{)  /■({)  d(  da, 

—00»'  —00 

einpn  Ansdmek,  welcher  der  ersten  Bedingung  genügt,  nnd  dessen  pifferenzial  lUr 
« = 0 verschwindet.  Das  Integral  dieses  Ansdmekes  nach  t in  den  Grenzen  0 nnd 
t,  in  welchem  man  F sMtt  f schreibt,  wird  fiir  t=0  verschwinden,  nnd  derDiffe- 
renzialqnotient  davon  den  Werth  F(x)  geben.  Man  hat  also  das  allgemeine  In- 
tegral; 


+ 00 

cos  o’  at  cot  a{x—i)f(X)di  da 
— 00 


Kan  hat  man  bekanntlich : 

'»•f'OO 


/_co^«.««cos«(x-{)Az=[  co.(^^)’  +sin  ^ 


Setzt  man  also: 


{=x+2iV(oO. 

so  nimmt  der  erste  Theil  unseres  Integrals  die  Form  an: 

^y'[»>‘>{i’)+oo»(A’)]A*+2IV'ri)  dL 

Ea  iit  dies  der  Ausdruck  für  u in  dem  Falle,  wo  die  Anfangsgeschwindigkeit 
du 

der  Null  gleich  ist. 

VIII)  Einem  ganz  ähnlichen  Verfahren  können  wir  auch  die  Gleichung  unter- 
werfen : 


d7i+“’ 


/d*u  d*M 


deren  Qrensbedingungen  seien: 


»=o,  »=/■(*.  y).  ^=0- 

Es  kommt  also  hier  nnr  anf  ein  particnläres  Integral  mit  einer  willkürlichen 
Fnnction  an. 

Man  erhält  als  particnläres  Integral  zunächst: 

38 


Digilized  by  Coogle 


Quadraturen  — Zurückf.  auf.  594  Quadraturen  — Zurückf.  auf. 

« =cosm’  a(  cos  <t(i— I)  cos  ß(y—ti), 
m‘‘  = a‘  + ß\ 

+ eo 


and  durch  Einsetzen 
also : 


1 

= j— r / cos(o>  + ;9’)o(cos«(i— t)cos^(y-il)/’({,  ti)d(diidadß. 
•/  — CO 


Es  ist  aber: 

•a+X. 


I cos  (rt > + ^ ) dt  COS  « J ) COS ^ (y — ly)  </<T  dß 

J —CO 

[coso’  atcoiß*  dt  — sind*  c<  sinß*  et],  cos«(jr— |)cos/S  (y  — 17)  dadß. 

—CO 

Integrirt  man  zunächst  nach  ir,  was  mittels  der  Ausdrucke  für  diejenigen  in  den 
Grenzen  ^<x>  und  -t~x  genommenen  bestimmten  Integrale,  welche  den  Cosinns 
oder  Sinus  eines  Quadrates  der  Variablen  enthalten,  leicht  geschehen  kann,  so 
erhält  man : 


ya-r  ^ 

(cosft^  dt  cos  fl/  — sin«*  «/  sinß*  at)  cos«(x— ()<Ia 

—X  

= |/iL  cos  ß*  at  sin^^+  jL*^  — sin jS*  al  sin 


wo  man  wie  in  der  yorigen  Aufgabe  setzt: 

i=jc  + 2ky{al). 

Das  Doppeliutcgral  erhält  also  den  Werth: 

sin  (■^  + A>)y'  Qosß' atcoeß(n-ii)dß 


ein  + y*  »>niS'«(C08^(y  — 


Han  verrichtet  die  Integrationen  in  Beeng  anf  ß gani  in  der  obigen  Weise ; setzt 
man  also: 

y = y + 2/<V(aO, 

SO  hat  man  den  Werth: 

i [.in  (^  + a>)  .in  + -i»  (j-i')  (t -'*’)] 


= 8in(l’+/..), 


und  also  für  den  Werth  von  ti : 
,+  00  « + 00 


u = ~ r r sin(i’+/i*)/'[z  + 2iV(«0.  y+2|uV(“<)]did/<. 

Tt  */  ~rr\d  — nn 


Ist: 


y) 


mr 


«=0. 


so  kann  man  ähnlich  wie  im  vorigen  Beispiele  yerfabren.  Es  findet  aber  eine 
Rcduction  des  zu  u binzukommenden  Thciles  nicht  in  der  Weise  wie  die  des  ersten 
Theiles  statt. 

IX)  Sei  noch  gegeben  die  Gleichung: 


du  - d*a  , , 
— =0*  C-7+t«l 


dt' 


de* 
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und 

Setzt  man: 


<=0,  K = r(4r). 


bt 


dv  ^ d^v 

Ti-’*  dP' 


80  nimmt  diese  Gleicbnng  die  Gestalt  an: 
und  die  Grenzbedingung  wird: 

t = 0,  t = F(x). 

Man  bat  also  ganz  ein  bereits  angestelltes  Verfahren  zn  wiederholen , nnd  ist  das 
Resultat: 


= FZa/JVO+f-C^-aa/JVOl 


bt 


mit  e zu  mnltipliciren,  wodurch  u gegeben  ist. 

X)  Sei  zu  integriren  die  Gleichung: 

du  /d*a  mu\ 

dt  **  \dx*  x>  / 

Wir  setzen  als  particnlares  Integral: 

n aa^t 
u=re  , 

wo  P nicht  Ton  t abhängig  sein  soll,  sonst  indess  nnbestimmt  ist.  Durch  Ein> 
setzen  ergibt  sich: 


Dies  ist  eine  totale  Differenzialgleichung  zweiter  Ordnung , deren  Integral  also 
swei  Conitanten  enthält,  lässt  man  diese  nach  irgend  einem  Gesetze  rarliren, 
80  ist: 

u = SPe’‘'"*‘ 

auch  ein  Integpral  der  partiellen  Differenzialgleichung. 

Man  sieht,  dass  diese  Methode  der  Zurückfdhrung  partieller  Differenzialglei* 
cbnngen  mit  swei  unabhängigen  Variablen  auf  totale,  ebenfalls  von  grosser  All* 
gemeinheit  ist.  Es  fragt  sich  aber,  in  wiefern  man  hierdurch  zu  dem  allgemeinen 
Integrale  gelangen  kann. 

Die  Gleichung: 


/ir*  X* 


dx 

welche  mit  unterer  abereiostimmt,  l'MCt  eich  leicht  auf  die  Biccatiiche  bringen, 
denn  seut  man  /’=z"*u,  so  nimmt  sie  die  Gestalt  au: 
d>«  , 2m  du  , 

*T+T*  = *“' 


T+‘ 

welche  durch  die  Substitution  t =x  gibt 

d*u  . n 

wenn  man  seist: 

^ n 

ab 

^"=5T2’ 

38* 
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Die  leute  Differenzialgleichung  ist  aber  diejenige,  auf  welche  man  gewöhnlich  di« 
Biccatische  znrfickfQhrt.  Wendet  man  die  Integrationsmethode  der  letzteren  durch 
bestimmte  Integrale  an  (vergleiche  den  Artikel:  Zarückfühning  der  totalen  Diffe* 
renzialgleichungen  auf  Qnadrataren,  Abschnitt  30),  so  ergibt  sich: 


n . m « XC08  X • — I 1 j , I I»  • — m axeo»  X j. 

P=:Ax  I e Bin  XdX’^Bx  / ^ 

J Q •/  0 


Es  ist  nnn  za  nehmen : 
Man  hat  aber  bekanntlich : 


•J  —00 


also : 


~y’>J 

nd  diesen  Werth  in  den  von  u cinsetzend,  erhalten  wir: 

« = ^ *"•  y'*'®  y’"  ^ + e~“’  I 


+ ^ ain  ' Id^  dl. 


Setzt  man: 


V(x)  = 


^de" 

Y” 


v^W=-p— . 


WO  wegen  der  willkürlichen  Coefticienten  A nnd  By  anch  tf  nnd  ^ willkürliche 
Functionen  sind,  so  bat  man: 


u — x^r  r ^(xcoslI-l^^aMiVO«  ^ sin“”*  ' iduir/i 
J —00  ^ 0 


+1*  5t(xcoei+2 

J —x>  »J  0 


(oa  VOe“"’am'“‘’"iJ«<iX- 


Dieses  Integral  enth&lt  zwei  willkürliche 
Functionen.  In  der  Tbat  ist  die  par- 
tielle Differenzialgleichung  in  Bezug  auf 
X von  zweiter  Ordnung.  Da  sie  aber 
in  Bezug  auf  I von  der  ersten  ist,  muss 
cs  auch  möglich  sein,  ein  allgemeines 
Integral  mit  einer  einzigen  willkürlichen 
Function  zu  bestimmen.  Wir  unterlassen 
dies,  und  die  Anpassung  der  willkür- 
lichen Functionen  an  die  Anfangsznst&nde. 
Es  mag  dies  der  Wännetheoric,  worin 
unsere  Gleicbnng  vorkommt,  überlassen 
bleiben. 

21)  Behandlnng  der  partiellen 
Differenzialgleichungen,  wel- 
che der  Bescbr&nknng  unterlie- 
gen, nur  so  lange  zn  gelten,  als 
ein  Theil  der  Variablen  oder 
gewisse  Functionen  derselben 


gegebene  Grenzen  nicht  über- 
übersebreiten. 

Wir  haben  in  Abschnitt  12)  gezeigt, 
dazs  jede  partielle  Differenzialgleichung 
/itcr  Ordnung  auch  ein  allgemeines  Inte- 
gral mit  p willkürlichen  Functionen  habe, 
deren  jede  eine  Variable  weniger  ent- 
hüll, als  unabhängige  Variablen  vorhan- 
den sind. 

Es  hindert  nicht,  dass  eine  Gleichung 
in  Bezug  auf  die  Variablen  verschiede- 
ner Ordnnng  sein  kann,  ihr  Integral  ent- 
halt dann  eben  mehr  oder  weniger  will- 
kfirliche  Functionen,  Je  nach  Aaswahl 
derjenigen  Variablen,  nach  welcher  man 
die  AnfangszusUnde  bestimmt 

Die  Gleichung: 
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du 


t.  B.  bestimmt  die  Bewegung  der  W&rnio 
in  einem  Stabe,  den  wir  uns  unendlich 
lang  denken  wollen,  t ist  die  Zeit,  x 
die  Entfernung  eines  Punktes  des  Sta* 
bes  vom  Anfangspunkte. 

Bestimmt  man  den  Anfongssustand  so, 
dass  der  Wkrmezustand  zu  einer  gewissen 
Zeit,  für  die  man  doch  immer  < = 0 neh- 
men kann,  in  jedem  Funkte  des  Stabes 
gegeben  sei,  also  dass  dann  u = <y  (x)  sei, 
so  reicht  diese  Bedingung  vollst&ndig 
aus,  um  den  Wärmezustand  zu  jeder 
Zeit  SU  bestimmen,  da  die  Gleiclmng 
in  Bezog  auf  t erster  Ordnung  ist  In- 
dess  kann  man  die  Sache  auch  so  be- 
trachten, dass  der  Wärmezustand  in  einem 
beliebigen  Funkte  des  Stabes , also  wo 
etwa  x — 0 ist.  zu  jeder  Zeit  gegeben 
sei,  also  dass  in  diesem  Funkte  w = /*(<) 
sei.  Diese  Bedingung  reicht  nicht  hin, 
am  die  Aufgabe  vollständig  zu  bestim- 
men, da  die  Gleichung  in  Bezug  auf  x 
2ter  Ordnung  ist.  Es  wird  noch  nöthig, 
eine  zweite  willkürliche  Function  oinzn- 
führen,  z.  B.  diejenige  F(<),  welche  den 
du 

Werth  von  ^ im  Punkte  x = 0 angibt 

Aber  selbst  dies  ist  nur  so  lange  der 
Fall,  als  man  sich  x bis  ins  Unendliche 
gehend  denkt  also  diese  Variable  belie- 
bige reelle  Werthe  — denn  um  solche 
handelt  es  sich  doch  nur  bei  dergleichen 
Aufgaben  — geben  kann.  In  der  An- 
wendung aber  ist  es  nicht  der  Fall.  Un- 
tersneht  man  z.  B.  dio  Bewegung  der 
Wärme  in  einem  Stabe  von  einer  belie- 
bigen Länge,  also  von  x = 0 bis  xra, 
so  reicht  die  Grenzbedingnng , dass  für 
( = 0,  u — sei,  nicht  mehr  ans.  Es 

wird  nämlich  die  Gleichung  dann  nur 
für  die  Funkte  des  Stabes  gelten.  In 
der  Tbat  haben  wir  in  Abschnitt  12) 
dergleichen  Betrach tnngen  nicht  angestellt. 
Geben  wir  also  von  den  recorrenten 
Gleichnngen,  in  welche  sich  eine  partielle 
Differenzialgleichnng  zerlegen  lässt,  in 
Betng  anf  unser  Beispiel  wieder  ans, 
nehmen  aber  an,  dass  unsere  Gleichung 
nnr  so  lange  gelte,  als  x zwischen  den 
Grenzworthen  x=<it  und  x = /9  liegt  wo 
tt<ß  sei. 

Seien  wieder : 

«*,  «i,  . u^ 

continuirliche  Werthe  von  u,  welche  den 
continnirlicben  Werthenr 
( = 0,  /=«!,  « = »„  «=(,  . . . 

. entaprechen.  Dann  in ; 


dx'  ’ 

d’u, 

dx* 


u =u  -P(<  )a>  — * 

Kennt  man  alle  Werthe  Ton  u, 

d«,  d'ti, 

• • ■ welche  hierin  enthalten 

sind,  für  jedes  x,  so  bleibt  allerdings  nur 
»,  willkOrlich,  und  ist  also  dafür  eine 
n^lkfirliche  Function  von  x sn  setsen. 
Nehmen  wir  indess  an,  x sei  gleich  a, 
so  ist : 

a + 0-2%.o)+XCr,o-.l 
dx*  ~ ’ 

wo  man  sich  y ins  Unendliche  abneh- 
mend denkt,  aber  den  Worth  von 

für  x = rt  vorstcllt.  Von  den  drei 
hier  vorkommenden  Werthen  von  lie- 
gen aber  nur  die  xwei  ersten,  u,  . ,, 
“(i, «)  Baume,  für  welchen 

die  Differenzialgleichnng  gilt,  nicht  aber 
o — k)'  Grösse  ist  also  völlig 

unbestimmt.  Ebenso  ist,  wenn  man  x=^ 
setzt : 

dx*  ’ 

nnd  u^^  ß-^-y)  des  gegebenen 

Raumes  also  unbestimmt  — Soll  also 
die  Function  u vüllig  definirt  sein,  so 
mflssen  noch  für  beliebiges  f die  Werthe 

“(«,^+v)>  "(s,«-v)  ’>• 

da  y unendlich  klein  ist,  cs  müssen  zn 
der  Bedingung : 

< = 0,  u = f/(x) 

noch  binzutreten  dio  beiden  folgenden: 
x = fr,  u=/'(i),  x=:ß,  u = F(0- 

Die  Function  muss  an  beiden  Endpunk- 
ten bestimmt  sein. 

Offenbar  sind  diese  Schlüsse  nicht  von 
der  besondern  Gestalt  nnscrer  Difforen- 
zialgleichnng  abhängig,  sondern  nnr  von 
der  Ordnung,  die  sie  in  Bezug  anf  x 
hat  Wäre  sie  in  Bezog  anf  diese  Va- 
riable erster  Ordnung,  so  würde  der 
Werth  U/  . , v nicht  Vorkommen,  also 
P’ry) 
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diejenige  willkürliche  Function  von  t 
auereicben,  welche  xzza  entepriebt.  Wäre 
sie  von  dritter  Ordnnng,  so  reichten  selbst 
diese  beiden  Grenswerthe  nicht  hin,  es 
müsste  noch  cma  der  Werth  von 
dtf 

= für  x=a  oder  x = ß binsu- 
ox 

treten. 

Nehmen  wir  an,  dass  es  sich  statt 
einer  Stange,  die  wir  uns  unendlich  dünn 
dachten,  um  einen  sich  nach  allen  Bich> 
tungen  gleichmassig  .ausdehnenden  ho* 
mogenen  Körper  handelte,  und  etwa  die 
Gleichung: 


dii  /d*u  d»M\ 

51  * \dj*  dy’  di*/' 

gegeben  sei.  welche  ebenfalls  den  Wärme* 
zustand  gibt. 


Da  man  sich  den  Körper,  wie  auch 
seine  Gestalt  sei , in  unendlich  dünne 
Prismen  getheilt  denken  kann,  welche 
von  einem  beliebigen  Funkte  der  Be- 
grenzung bis  zu  einem  andern  gehen, 
von  denen  der  erste  dem  Werthe  von  a 
im  vorigen  Beispiel,  der  zweite  dem 
Werthe  ß entspricht,  so  muss  u für  alte 
diese  R und  d.  h.  für  die  ganze  Be- 
grenzung gegeben  sein,  und  wir  haben 
also  einen  Satz,  den  wir  gleich  in  sei- 
ner Allgemeinheit  hinstcllten,  da  nur  die 
Ordnung  der  Gleichung  in  Bezug  auf  x, 

y,  s eine  Bolle  spielt: 

„Ist  eine  partielle  DifTerenzialgleichnng 
von  vier  unabhängigen  Variablen  abhän- 
gig, die  wir  mit  f,  x,  y,  t bezeichnen, 
nnd  denken  wir  uns  der  Vcranschan- 
liehung  wegen  unter  x,  y,  z rechtwinklige 
oder  andere  Coordinaten,  nehmen  wir 
ferner  an , die  Gleichung  sei  nur  inner- 
halb eines  völlig  oder  tbeilweisc  begrenz- 
ten Baumes  gültig,  so  ist  die  Function 
w,  welche  durch  die  Differensialgleicbang 
aasgedrückt  wird,  nur  dann  völlig  deÜ- 
nirt,  wenn  man: 

1)  die  Function  m von  x,  y,  z kennt, 
welche  dem  Anfangswerthe  von  t,  also 

z.  B.  entspricht; 

2)  die  Function  u von  x,  y,  z und  I 
kennt,  welche  auf  der  ganzen  Begren- 
zung stattfindet,  falls  die  Gleichung  in 
Bczng  auf  x,  y,  s zweiter  Ordnung  ist. 
Ist  sie  nur  erster  Ordnnng  in  Bezug  auf 
diese  Variablen,  so  reicht  ein  Theil  der 
Begrenzung  hin,  ist  Tio  von  höherer  Ord- 
nung, so  sind  noch  mehr  Bedingungen 
nöthig.  Diese  Function  m enthält  übri- 
gens nur  drei  Variablen,  da  zwischen 
X,  y,  i eine  Gleichung,  die  der  Oberfläche, 
itattifindet. 

Selbstverständlich  ist,  wenn  die  Glei- 


chung sich  über  einen  begrenzten  Flächen- 
theil  erstreckt,  die  Linie,  welche  diese 
Grenze  bildet,  an  die  Stelle  der  eben 
betrachteten  Oberfläche  zu  setzen. 

Aber  die  Schwierigkeiten,  welche  die 
Anwendung  der  partiellen  Differenzial- 
gleichungen auf  rhjsik  und  Mechanik 
darbieten,  sind  hiermit  noch  nicht  ganz 
erschöpft.  Es  kommt  nämlich  oft,  z.  B. 
in  der  ^Vannelchre,  wenn  man  die  Aus- 
strahlung der  Körper  berücksichtigt,  vor, 
dass  die  der  Gleichung  genügende  Func- 
tion, welche  auf  der  Oberfläche  gegeben 
sein  mnsB,  nicht  direct  cingeführt  ist, 
sondern  durch  eine  andere  totale  oder 
partielle  Differenzialgleichung  bestimmt 
ist,  die  nnr  eben  auf  dieser  Oberfläche 
stattflndet. 

Diese  der  eigentlichen  Theorie  der 
partiellen  Differenzialgleichungen  aller- 
dings nicht  direct  angehörigen  Bedin- 
gnagen machen  die  Aufgabe,  selbst  wenn 
es  sich  um  lineare  nnd  einfache  Glei- 
chungen handelt,  zu  einer  der  complicir- 
testen  der  Analvsia.  Dennoch  ist  es 
Mathematikern  wie  Fourrier , Poisson, 
Lamd  und  Andern  gelungen,  selbst  in 
allgemeinen  Fällen  Lösungen  zu  finden. 

Wir  verweisen  hierbei  namentlich  aof 
die  Artikel:  Akustik,  Schwingungen  nnd 
Wärme.  Dennoch  wollen  wir,  ohne  ana 
bei  Spedellcm  zu  verweilen,  eine  allge- 
meine, von  Poisson  herrührende  Betrach- 
tung geben , welche  das  Verfahren  ent- 
wickelt, dessen  man  sich  namentlich  in 
allen  Fällen,  welche  der  Wärmelehre  an- 
geboren , ausserdem  aber  in  vielen  an- 
dern mit  Glück  bedient  hat,  da  cs  an- 
gemessen scheint,  diese  rein  analytische 
Betrachtung  diesem  Artikel,  welcher  die 
Theorie  der  partiellen  Differenzialglei- 
chungen bis  zu  einem  gewissen  Gnule 
vollständig  geben  soll,  cinzuverleiben. 

Zum  Scblosso  dieses  Abschnitts  be- 
merken wir  noch , dass  die  hier  ange- 
stellten  Untersuchungen  recht  geeignet 
sind,  zu  zeigen,  welche  wichtige  Bolle 
die  Begrenzungen  und  Anfangszuslände 
in  der  Theorie  der  partiellen  Differen- 
zialgleichungen spielen.  Es  wird  na- 
mentlich die  Natur  der  Function,  welche 
eine  solche  definirt,  ganz  verändert,  wenn 
man  den  Raum,  über  den  sie  aich  er- 
streckt, sich  in  seiner  Begrenznog  än- 
dern lässt.  — Diese  Betrachtungen  er- 
strecken sich  Übrigens  nicht  blosa  auf 
lineare  Differcnzialglcicbangcn , jedoch 
sind  die  übrigen  sehr  schwierig  selbst  in 
besondern  Fällen  zu  lösen,  wenn  sie  von 
höherer  Ordnung  sind.  Die  Behandlung 
eines  besondern  Falles  der  hydrodyna- 
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mischen  Gielchaogen,  welche  ron  Di> 
neblet  gefunden,  und  aus  seinen  hinter- 
lassenen  Papieren  von  Dedekind  mitge- 
theilt  ist  (Grelle.  Band  58),  gebOrt  daher 
zu  den  schönsten  und  wichtigsten  Resnl- 
taten  dieser  Art. 

22)  Verfahren  bei  der  AnUö- 
snng  einer  partiellen  Differen> 
zialgleichung,  die  den  im  vori* 
gen  Abschnitt  nntersuchten  Be- 
schränkungen unterliegt,  in 
einem  besondern  Falle. 

Die  von  Poisson  behandelte  Aufgabe 
ist  rein  analytisch  dargestcUt  die  fol- 
gende : 

Es  sei  gegeben  die  partielle  Differen- 
zialgleichnng: 


Ct  kxt  Aj,  sind  Functionen  von  ar,  y, 
z.  Die  Qleichong  ist  sehr  allgemeiner 
Art.  Sie  druckt  die  Bewegung  der  Wärme 
in  einem  nicht  homogenen  Körper  aus. 
Wenn  k^  nicht  gleich  sind,  so 

ist  anzunehmen,  dass  der  Körper  nach 
den  verschiedenen  Richtungen  sich  un- 
gleich gegen  die  Erwärmung  verhalte, 
wie  dies  in  den  Crystallen  der  Fall  ist, 
welche  nicht  dem  gicichaxigen  System 
angehören,  x,  y,  s sind  rechtwinklige 
Coordinaten. 

Der  Anfangsznstand  ist  gegeben  durch 
die  Gleichung: 

2)  1 = 0,  u = F(x,  y,  t), 

WO  F eine  willkürliche  Function  ist.  — 
Es  müsste  jetzt  noch  der  Vnumeznstand 
des  Körpers  auf  der  ganzen  Oberfläche 
gegeben  sein,  um  die  Function  « für  den 
Körper  völlig  zu  definiren.  In  der  Na- 
tur aber  tritt  in  der  Regel  statt  dieser 
Bedingung  die  ein,  dass  von  dem  Körper 
aus  Ausstrahlung  in  eine  Gasart,  also 
z.  B.  in  die  Atmosphäre,  deren  Tempe- 
ratur man  sich  gegeben  denkt,  stattfin- 
det. Diese  Ansstrahlnng  ist  bestimmt 
dorch  die  Differenzialgleichnng : 

3)  ^ ^«08^+*3  l^cosy 

f)=0, 

eine  Gleichung,  die  sieb  nur  anf  die 
Oberfläche  ertreckt,  deren  Gleichung: 

4)  ,(*,  y,  »)  = 0 

sei.  In  den  Anwendungen  ist  sogar 
C ist  die  Temperatur  der 
Punkte,  welche  mit  der  Oberfläche  in 
Wärmewechsel  stehen.  Es  ist  also  im 


Allgemeinen  C eine  Function  von  x,  y, 
z und  I,  wo  die  Coordinaten  wieder  durch 
die  Gleichung  4)  verbunden  sind. 

Es  lässt  sich  aber  in  den  Anwendon- 
gen  die  allgemeine  Lösnng  auf  den  Fall 
znröckfdhren,  W'o 

c=o 

ist,  was  wir  hier  annelimen.  rr,  ysind 
die  Winkel,  welche  die  Normale  an  die 
Oberfläche  mit  den  Axen  macht. 

Das  hier  zu  gebende  Verfahren  ist 
übrigens  nicht  von  dem  Umstande  ab- 
hängig, dass  die  Gleichung  in  Besag 
auf  t erster  Ordnung  ist,  und  schliesst 
sich,  wie  man  leicht  sehen  wird,  auch 
dem  Falle  an,  wo  statt  der  linken  Seite 
der  Glcichnng  1)  gesetzt  wird : 

S = n 

« = 0 ä,» 

wo  die  Grössen  nur  von  x,  y,  z ab- 
hängig sein  sollen. 

Der  Charakter  der  Gleichung  ist  eben 
hauptsächlich  der,  dass  sie  in  Bezug  auf 
I linear , und  in  Bezog  anf  x,  y,  s von 
der  zweiten  Ordnung  ist. 

Um  zunächst  ein  particnläres  Integral 
der  Gleichung  1)  zn  haben,  setzen  wir: 

5)  u=zPe~^'\ 

WO  X eine  willkürliche  Constante,  P eine 
Fnnctipn  von  x,  y,  z ist.  Durch  Ein- 
setzen in  unsere  Gleichung  1)  erhalten 
wir  dann: 


Diese  Gleicbnng,  welche  nnr  drei  unab- 
hängige Variable  enthält,  ist  zunächst 
aufznlösen.  Wenn  diese  Gleichung  in 
Bezug  auf  x linear  ist,  so  kann  man 
das  eben  angestellte  Verfahren  wieder- 
holen, d.  h.  setzen: 

wo  Q nnr  von  y und  t abbängt.  Die 
resultirende  Gleichung  würde  also  nur 
noch  zwei  unabhängige  Variable  enthal- 
ten. Ist  diese  auch  in  Bezug  auf  y li- 
near , so  ist  das  Verfahren  abermals  zu 
wiederholen  und  man  hat  eine  nur  von 
z abhängige  Function,  die  einer  totalen 
Differenzialgleichung  genügt , welche 
schliesslich  aufznlösen  ist.  Dies  Verfah- 
ren findet  immer  Anwendnng,  wenn 
k„  k,  Constante  sind,  aosserdem  aber 
in  vielen  Fällen,  wo  man  durch  Trans- 
formation der  Coordinaten  x,  y,  z zu  li- 
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nearcn  Gleicbnngen  gelangt.  Wie  dem  aber  auch  sei,  denkeu  wir  nna  die  Gröaaa 
P durch  diese  Gleichung  bestimmt,  and  es  wird  dann  P eine  Funetion  der  will- 
kürlichen Constante  l sein,  also  =P,.  Damit  der  Werth  von  u aber  andi  der 


Gleichung  3)  genüge,  erhalten  wir  durch  Einsetacn,  und  indem  wir  C 

dp  dp  dp 

7)  t,  ^coe«+t,^coB/J+t,^cosy+pP  = 0. 

Ein  Integra]  unserer  Gleichung  ist  offenbar  auch  der  Ausdruck: 


: 0 nehmen : 


8) 


-i»« 


WO  die  Grössen  beliebige  Coefddenten  lind,  nod  diese,  sowie  l selbst 
Grenzbedingangen  2)  und  7)  gem&ss  zo  bestimmen  sind, 
rer  Werth  ron  P,  welcher  also  die  Gleichung: 


den 


Sei  jetzt  ein  ande- 


9) 


-Vf  e = 

P 


4*/^) 


dx  dy  dz 

erfüllt. 

Wir  multipliciren  diese  Gleichung  mit  und  integriren  beide  Seiten  dersel- 
ben, indem  wir  das  Integral  über  den  ganzen  Körper  ausdehnen,  für  welchen  die 
Gleichung  1)  gilt.  Es  ergibt  sich  : 

dP 


10) 


dp  dP 

P 

da 


dz 


dx  dy  di. 


Es  ist  nun: 


dp 


dp  dP, 


t 

f^k  di  ~ *•''1  ir)"  [*•  17  ir*^' 

Die  Klammem  ^ ^ sollen  anzeigen , dass  in  dem  darin  enthaltenen  Ansdrack 
diejenigen  Werthe  zu  setzen  sind,  die  der  obem  Grenze  von  x entsprechen,  die 
Klammem  [ ] gehen  auf  die  untere  Grenze. 

Der  geometrischen  Vcranschaulichnng  wegen  nehmen  wir  an,  dass  die  Axe 
der  X vertical  und  der  Schwere  entgegengesetzt  gerichtet  sei ; denken  wir  uns  einen 
verticalcn  Cvliodcr,  welcher  die  Oberfläche  nnseres  Körpers  berührt,  so  theilt 
derselbe  den  Körper  io  zwei  Theile,  von  denen  wir  den  obera  mit  A,  den  untern 

mit  B bezeichnen  wollen.  Alle  Punkte,  die  den  Klammem  ^ ^ angeboren,  lie- 
gen dann  in  A,  und  alle  den  Klammem  []  angehsrigen  in  B. 


Es  ist  nun  ferner: 


dP  dP 


/*■  17  17  ( *•  % 1^)  - [*■  ^ 1^]-/^— ä7— 

Diese  Ausdrücke  sind  noch  nach  den  Variablen  dy  and  dt  an  integriren.  Stellen  wir 
nna  aber  unter  du  das  Element  der  Oberfikche  Tor,  so  ist  dy  da  die  FrojecHon 
desselben  auf  die  Ebene  der  ya,  und  mithin: 

dy  da  = + dw  coa  o, 
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//A 


dx 


wo  das  obore  Zeichen  auf  alle  dem  Theile  A des  Körpert  angebörigen  Elemente, 
das  untere  auf  die  dem  Tbeile  B angebörigen  geht,  und  «r,  wie  schon  angenommen 
wurde,  der  Winkel  der  Normalo  in  dtc  mit  der  Axe  der  x ist.  Diese  Werthe  in 
die  eben  gefundenen  Formeln  einsetzend,  und  nach  dy  d%  integrirend,  erhält  man 
also: 

dP. 

/ „dp  „ ip^ 

-dxdyHt=j  k^  P^-^cotndw—J  P -^coiadte 

Die  beiden  ersten  Integrale  rechts  vom  Gleichheitszeichen  erstrecken  sich  über 
die  ganze  Oberflüche. 

Ganz  ähnliche  Formeln  erhalten  wir  für: 

dp  dp 

fff  - d/*  *’  fff^x 

nnd  dnreh  Addition  dieser  Ansdrfleke  in  Verbindnng  mit  Gleichung  10): 

rrr  r 

f^j^[ti-^«»n  + k,-^cotß  + k,-^cosy]dw 

r dp^  dp^ 

-//A 

Wegen  der  QleitJinng  7),  welche  fttr  nnd  P gilt,  verschwinden  beide  über 

die  Oberfläche  erstreckten  Integrale,  nnd  wegen  Oleichnng  6)  nimmt  das  letzte 
Integral  rechts  die  Gestalt  an: 

-‘■//A  cdxdy  dz, 

so  dass  man  hat: 

'■ffj  c dx  dy  dz  = X 'fff  *• 

Dicie  Gleichung  kann  nnr  erfüllt  werden,  wenn  man  hat : 

X = /j, 


oder : 
11) 


fff 


c dr  dy  dz  — 0, 


nnd  die  letztere  Gleichung  findet  für  alle  Werthe  von  X nnd  ft  statt,  die  nicht 
unter  einander  gleich  sind. 

Ans  diesem  höchst  wichtigen  Resultat  sieben  wir  folgende  Schlüsse : 

Wir  dachten  uns  die  Grössen  P durch  Gleichung  6)  bestimmt  bis  auf  die 
Constante  il,  die  Gleichung  7)  ist  dann  eine  im  Allgemeinen  transcendente  GleU 
chnng,  welche  zur  Bestimmnng  von  X dient.  Sie  wird  unendlich  viel  Wnrsehi 
haben. 

Setzen  wir  nun  gemäss  der  Gleichung; 


wo  wir  unter  1 alle  reellen  Wurzeln  der  transcendenten  Gloichnng  7)  verstehen, 
so  ist  noch  Gleichong  2)  zn  erfüllen.  £a  mnis  also  sein : 
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In  der  That  lassen  sich  die  Coeffleienten  Aj^  immer  so  bestimmen,  dass  dieser 
Gleichung  genügt  wird. 

Mnltipliciren  wir  nftmlich  beide  Seiten  derselben  mit  integriren  über 

den  ganzen  Körper,  so  kommt: 

.fff  y.  »)  ■'y  .fff- 


Auf  der  rechten  Seite  aber  fallen  gemäss  der  Gleichong  11)  alle  Glieder  aus,  wo 
il  und  ^ ungleich  sind.  Han  hat  daher: 


z)  dj:  dy  dt  = 2A 


also: 


12) 


fjy y-  *) 
^ SSS 


Es  ist  somit  dia  Gleichung  1)  derart  gelöst,  dass  sogleich  den  Bedingungen  2)  nnd 
3)  genügt  wird. 

Gleichung  6)  gibt  nämlich  die  Werthe  von  P als  Functionen  von  1,  Gleichung 

7)  die  A selbst,  Gleichung  12)  die  Coefficienten  und  8)  enthält  dann  den  all- 
gemeinen Werth  von  «. 

Wir  sagten  vorhin,  dass  nur  die  reellen  Wurzeln  der  Gleichung  7)  su  neh- 
men sind.  In  der  That  lässt  sich  seigen,  dass  diese  Gleichong  entweder  keine 
imaginären  Wnraeln  enthält,  oder  dass  dieselben  doch  in  der  Rcihenentwickelnng 

8)  nicht  Vorkommen. 

Denn  da  diese  Gleichnng  7)  nur  reelle  Grössen  enthält,  so  muss  jedem  ima- 
ginären Werthe: 

A = n+|S  i, 

ein  zweiter: 


l,=n-;Si 

entsprechen.  Mögen  hierzu  gehören  die  Werthe: 

P^-Q-Rii, 

setzt  man  dieselben  in  die  Gleichung  11)  ein,  so  kommt: 
fff  c(^*  + Ä*)  dxdydi  — Q. 


Da  aber  alle  Elemente  A’  positiv 
sind,  und  dasselbe  von  c gilt,  welcher 
Ausdruck  die  Dichtigkeit  des  botrachto> 
ten  Körpers  vorstellt,  und  daher  nicht 
negativ  wird,  so  kann  diese  Gleichung 
nicht  erfüllt  werden,  wenn  nicht  Q^RzzO 
wird.  Es  .sind  also  imaginäre  Werthe 
von  A von  vorn  herein  auszuicbliessen. 

Eine  Schwierigkeit  bei  diesen  Betrach- 
tungen macht  eben  nur  der  Umstand, 
dass  die  Convergenz  der  Heihcnentwick* 
lung  8)  im  Allgemeinen  fraglich  ist. 
Wenn  der  Beweis  dieser  Convergenz 
auch  in  einzelnen  sehr  wichtigen  Fällen 
gelangen  ist,  so  ist  dies  doch  im  All- 
gemeinen bis  jetzt  nicht  der  Fall,  eine 
Lücke,  welche  den  so  reichen  Rosuliatcn 


dieser  Theorie  allerdings  noch  den  Stem- 
pel der  Unfertigkoit  anfdrückt. 

23)  Beschränkung  der  Grenz- 
bestimmungen  durch  Einfüh- 
rung von  S t etigk  citsb  edin - 
g unge  n. 

Durch  Beschränkung  des  Umfanges, 
über  den  sich  eine  gegebene  partielle 
DilTerenzialgleicbong  erstreckt,  wird  die 
Anzahl  der  GrenzbosUmmangen  oder  der 
willkürlichen  Functionen  vermehrt. 

Es  kann  dieselbe  aber  auch  vermindert 
werden,  wenn  man  gewisse  Voranssetzuo- 
gen,  z.  B.  über  die  Stetigkeit  der  ge- 
suchten Function  macht.  — Wir  geben 
von  diesem  Falle  ein  Beispiel,  welches 


DIgitized  by  Google 


Quadraturen  — Zurückf.  auf.  603  Quadraturen  — Zurückf.  auf. 


einen  nicht  allein  in  den  Anwendungen 
der  Mathematik  nnf  Physik  höchst  wich- 
tigen Satt  cmhfiU,  sondern  auch  in  der 
neuesten  Zeit  für  die  Analysis  eine  Be- 
deutung erhalten  hat,  welche  es  zu  einem 
Fundaznentalsatze  fQr  die  Theorie  der 
Functionen  macht. 

Es  bezieht  sich  dies  Beispiel  auf  die 
partielle  DifTerenzialglcichung  zweiter 
Ordnung : 

o*u  d*H 

dx*  dy* 

wo  wir  uns  der  Anschaulichkeit  wegen 
unter  x,  y,  % rechtwinklige  Coordinaten 
denken.  Es  möge  sich  die  Gleichung 
flber  einen  geschlossenen  körperliche 
Ranm  erstrecken.  Es  drückt  dieselbe 
z.  B.  den  Wärmeznstand  eines  homogenen 
Körpers  aus,  welcher  sich  in  Wärme- 
gleichgewicht befindet,  wo  also  kein 
Funkt  dem  andern  Wäime  abgibt ; ausser- 
dem aber  ist  durch  sie  die  Anziehung 
bestimmt,  welche  ein  Körper  anf  einen 
nicht  in  ihm  liegenden  Punkt  nach  dem 
Ncwton'schen  Gesetze  ausöbt.  Endlich, 
wenn  wir  t eonstant  annehmen , eine 
Annahme , wodurch  sich  unsere  Glei- 
chung in: 


— -4-— - = 0 

verwandelt,  so  gibt  dieselbe  die  Bedin- 
gung dafür,  dass  u der  reelle  Theil  einer 
Fnnctioo  f der  complexen  Grösse  x-|-yi 
sei,  so  dass: 

/■(x-f  y i)  = « -»-  ti 

gesetzt  werden  kann,  während  der  mit  i 
mnitiplicirte  Theil  durch  die  Gleichungen 
bestimmt  ist : 

dt  du 
djr“  dy’ 
de  _ du 
dy"  dx' 

In  allen  diesen  Bestimmungen  ist  also 
nothwendig,  dass  u,  x,  y,  z reell  seien. 
Die  in  Rede  stehende  partielle  Differen- 
zialgleichung ist  in  Bezug  auf  alle  drei 
unabhängigen  Variablen  zweiter  Ordnung; 
also  zur  völligen  Definition  von  u sind 
zwei  willkürliche  Fnnctionen  nöthig. 
Dieselben  können  z.  B.  dorch  die  Be- 
dingungen bestimmt  sein,  dass  auf  der 
ganzen  Oberfläche 

“=f(*.  y.  *) 

sei , wo  f völlig  willkürlich  ist , und 
ansserdem : 

^ = , (1,  y,  r) 


ebenfalls  auf  der  Oberfläche,  wo  / eben- 
falls eine  willkürliche  Function,  und 
du 

~ der  Diffcrcnzialquoticnt  von  u ist, 

genommen  io  der  Richtung  der  an  irgend 
einen  Punkt  der  Oberfläche  gezogenen 
Normale. 

Nimmt  man  aber  za  der  Differenzial- 
gleichung die  Bedingung  hinzu,  dass  u 
in  dem  ganzen  Kürperraume  continnir- 
lich  sei,  so  fällt  die  zweite  Grenzbedin- 
gung  weg,  und  es  bleibt  nur  die  erste 
übrig,  d.  h.  es  findet  folgender  wichtige 
Satz  statt : 

,,Eioe  Function  u ist  völlig  definirt 
für  einen  gegebenen  begrenzten  Raum, 
wenn  sie:  1)  anf  der  ganzen  Begrenzung 
einen  gegebenen  continuirlichen  Werth 
u=.f(x,  y,  z)  bat,  2)  innerhalb  des  gan- 
zen ^umes  continuirlich  ist,  und  3)  da- 
selbst der  Differenzialgleichnng: 
d»tt  d’tt  d*a 

dx*  dy*  ds*  ~ 

genügt.“ 

Wir  geben  den  Beweis  dieses  Satzes 
nach  seinem  Erfinder  Dirichlct. 

Es  ist  Dachzuweisen,  dass  es  für  jede 
beliebige  Function  /*(x,  y,  s),  die  auf 
der  Begrenzung  gegeben  ist.  eine  allge- 
meine u gebe,  welche  den  Bedingungen 
2)  und  3)  genügt,  und  ansserdem,  dass 
nur  eine  solche  Function  existiro. 

Zuvörderst  ist  klar,  dass  man  die 
Function  f(x,  y,  z)  auf  der  Grenze  be- 
liebig annebmen  kann,  dann,  indem  man 
die  Grössen  x,  y,  z derart  continnirlich 
ändert,  dass  die  entsprechenden  Punkte 
in  den  Körper  hineinfallcn,  dass  man  die 
Function  u auch  nach  einem  beliebigen 
Gesetze  continuirlich  ändern  kann,  so 
dass  sie  im  ganzen  Raume  continnirlich 
bleibt.  Man  erhält  auf  diese  Weise  also 
unendlich  viele  Functionen,  welche  con- 
tinuirlich aus  einander  entstehen  und  den 
Bedingungen  1)  und  2)  genügen.  Es 
fragt  sich,  welche  von  denselben  auch 
die  Bedingang  3)  crftlllen.  Zu  dem 
Ende  betrachten  wir  das  dreifache  In- 
tegral : 

welches  sich  über  den  ganzen  Körper 
erstrecken  soll.  Jeder  der  unendlich  vie- 
len Functionen  w entspricht  ein  V,  alle 
diese'  V entstehen  continnirlich  ans  ein- 
ander. Da  aber  das  jedenfalls  reelle  und 

cvntinuirlichc  Argument  von  V,  (gy 
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(^„\i  /d«\» 

— ^ -f-  wesentlich  positiv  ist,  so  kann  die  Grösse  V nicht  unter  ein 

gewisses  Minimum  sinken.  Es  ist  hierbei  indess  znn&chst  der  Fall  nicht  ansgc« 
schlossen,  dass  mehr  nnd  selbst  nnendlich  viele  aus  einander  entstehende  Fnnctio- 
Den  von  u dem  entsprechenden  V diesen  kleinsten  Werth  geben  Suchen  wir 
jetzt  die  Bedingung,  der  ein  solcher  dem  kleinsten  V entsprechende  Werth  von  m 
genügt. 

Zn  dem  Ende  mögen  sich  V und  u auf  das  Minimum,  und  ii  + ato  auf 
einen  beliebigen  anderen  Werth  dieser  Grössen  beziehen,  a ist  hier  eine  belie- 
bige Constante,  u)  eine  FuneUon  von  x,  z.  Man  hat  dann  offenbar: 

Es  ist  non  aber:  * 


In  das  erste  Integral  kann  man  einsetzen: 


dtf  dz  zz  cos  n dx  dz  = cos  ß dto,  dy  dx  = cos  y da\ 
wo  d<a  das  Element  der  Oberfläche,  a,  /9,  / die  Winkel  der  Normale  an  dieselbe 
mit  den  Axen  vorstellcn;  das  erste  Integral  nimmt  dann  die  Gestalt  an: 


d«i  du  du  \ 

coaa+^co6^+—  cosyf 


und  erstreckt  sich  Aber  |die  ganze  Oberfläche.  Der  Definition  von  w und  le  wegen 
ist  aber  auf  derselben: 


= y,  z)  und  u-{-awz:f{x,  y,  s), 
also  ir=;0.  Es  verschwindet  somit  dieses  Obcrflächenintcgral,  und  man  hat: 


Da  r ein  Minimumswerth  war,  so  müssen  wenigstens  für  die  u benachbarten 
Functionen  u+utr  das  zweite  und  dritte  Glied  rechts  nicht  negativ  sein.  Indess 
kann  man  a beliebig  klein  machen,  und  es  iUlt  somit  das  leiste  Glied  ausser  Be- 
tracht. Es  müsste  also  das  zweite  Glied  für  sehr  kleine  a positiv  sein.  Es  kann 

d*w  d*u 

indess  a stets  positiv  gedacht  und  ic  so  genommen  werden,  dass,  falls 
d*ii 


dz* 


positiv  sein  sollte,  tc  negativ,  im  entgegengesetzten  Falle  w positiv  ist. 


Dann  ist  dieses  Glied  aber  stets  negativ,  wenn  nicht: 
d*tt  d*ii  d*M 

dar*  dy*  * dt* 


ist.  Da  es  nun  immer  ein  dem  kleinsten  V entsprechendes  w gibt,  so  muss  we- 
nigstens eine  der  Functionen  u der  Bedingung  3)  genügen.  Es  würde  dies  auch 
selbst  dann  stattfinden , wenn  anendlich  viele  auf  einander  continuirlich  folgende 
Wertho  von  u dem  kleinsten  V entsprächen.  Es  würde  dann  beim  Uebergang 
von  ti  zu  einem  solchen  nächsten  Werthe  der  Zuwachs  von  V verschwinden,  und 
somit  auch  die  Bedingung  3)  erfüllt  sein.  Wir  beweisen  aber  jetzt,  dass  es  nur 
ein  Minimum  von  V gebe,  und  mithin  nur  eine  Function  u den  Bedingungen  1), 
2)  nnd  3)  genügt.  In  der  That  seien  jetzt  m und  w-f*a«o  dergleichen  Minimums- 
werthe,  so  ist: 
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K.=K+«-/(|^)’+  Q^y+  (^-^)*  <U  dy  dz, 

da  das  erste  Integral  verschwindet.  Es  kann  nun  entweder  V=V^  sein,  oder 
einer  dieser  beiden  Miniroamswerthe  V oder  Kg  ist  grosser  als  der  andere.  Wäre 
letatercs  der  Fall,  und  h&tto  man  so  m&sste,  da  auch  »^  = «4*010  einem 

Minimnm  entspricht,  und : 


geseUt  werden  kann,  io  unserer  Formel  sich  vertanschen  lassen: 
a mit  —fl,  V mit  V^, 


also : 


y=r,+a>  f[{^y  + (^)’  + (1^)']  dx  dy  dz. 


was  nnmöglich  ist,  wenn  nicht  das  Inte* 
gral  verschwindet,  also  ist.  Fin* 

det  letiteres  aber  stau,  so  ist; 
die  ^ 

dr  ~ dy  ' 

denn  nnter  andern  Umständen  kann  das 
wesentlich  positive  Integral  nicht  ver* 
schwinden.  Es  wäre  also  w eine  Con* 
stante.  le  aber  war,  wie  wir  gesehen 
haben,  auf  der  Oberffäche  glei^  Koll, 
so  dass  IT  Überhaupt  verschwindet,  und 
es  mithin  nur  einen  Werth  von  v gibt, 
welcher  unsem  drei  Bedingungen  genügt. 
Hiermit  ist  unser  Satz  bewiesen.  Um 
demselben  eine  physikalische  Deutung 
zu  geben,  so  enthält  er  z.  B.  das  Re- 
sultat, dass  ein  Körper,  W'elcher  sich  im 
Wärmeglcicbgcwicht  beündet,  seinem 
Wärmezustande  nach  völlig  gegeben  ist, 
wenn  derselbe  auf  der  Oberfläche  be- 
kannt ist. 

Allgemein  bemerken  wir  noch,  dass 
diese  Betrachtungen  nicht  voranssetzen, 
dass  der  Körper  nur  eine  einfache  Be- 
grenzung habe.  Es  könnte  derselbe  t.  B. 
auch  eine  Hohlkugel  sein,  oder  sonst 
sich  beliebig  begrenzen.  Diese  Bemer- 
kung gibt  ciao  höchst  wichtige  Erwei- 
ternug  unseres  Satzes,  die  von  Riemann 
berrührt  (Grundlagen  für  eine  allgemeine 
Theorie  der  Functionen,  Göttingen,  18&1), 
und  welche  sich  auf  die  Fälle  erstreckt, 
wo  die  Functionen  tt  in  gewissen  Fnok- 
ten  oder  selbst  Strecken  oder  Fläcben- 
stücken  innerhalb  des  gegebenen  Ran- 
mes  nostetig  wird.  Man  kann  dann 
nämlich  diese  Unstetigkeitsstellen  sich 
von  beliebig  wenig  von  ihnen  entfern- 
ten, aber  völlig  geschlossenen  Oberflächen 
umgeben,  und  so  ans  dem  Körper  her-' 
ausgenommen  denken.  Sind  die  Unste- 
tigkeitsstellea  Punkte , so  wei-den  diese 
Umgebungen  kleine  Kngelschalen  sein 
können,  sind  es  Strecken,  so  kann  man 
dieselben  mit  geschlossenen  Röhren  oder 
Kanälen  umgeben  denken,  nnd  sind  es 


Flächenstücke,  so  ist  ihnen  von  beiden 
Seiten  eine  flache  Bedeckung  zu  geben. 
Diese  Begrenzungen  kommen  dann  zur 
Oberfläche  hinzu , nnd  die  Function  w 
ist  also  noch  dem  Obigen  völlig  gege- 
ben, wenn  man  ausser  den  drei  Bediu- 
gungen  noch  die  vierte  hinzufügt,  dass 
sie  auch  an  diesen  neuen  Grenzstücken 
bekannt  sei,  d.  h.  dass  man  weiss , wel- 
chen Wertben  sich  die  Fnoction  beim 
Uebergooge  an  die  Unstetigkeitsstellen 
von  ollen-  Seiten  nähern  soll.  An  allen 
übrigen  Stellen  ist  die  Function  nämlich 
nun  stetig.  Unser  Satz  heisst  also  in 
•einer  ganzen  Allgemeinheit: 

„Eine  Fonciion  ist  innerhalb  eines 
begrenzten  Raumes  bestimmt,  wenn  sie 
innerhalb  desselben  unserer  partiellen 
Differenzitlgleichnng  genügt,  auf  der 
ganzen  Begreozang  gegeben  ist,  und 
wenn  man  die  Werthe  kennt,  denen  sie 
•ich  in  denjenigen  Stellen  nähert,  wo 
sie  aofbört  stetig  zu  sein.*' 

Dieser  Satz  gilt  natürlich  unverändert 
für  die  Gleichung: 


ö*« 

äk> 


=0, 


nur  sind  nnter  den  Begrenzungen  ge- 
schlossene Linien  zu  verstehen.  Geht 
man  nnn  von  der  analytischen  Beden- 
tnng  dieser  Gleichung  aus,  wie  wir  sic 
oben  hingestellt  haben,  dass  sie  also  den 
reellen  Theil  einer  Function  von  einer 
coroplexen  Variablen  darstelle,  and  ver- 
binden wir  damit  die  Gleicbnogen: 


dt»  _ du 

dx  ~ dy’ 

de  ^ du 
dy  “ dx 

welche  den  imaginären  Tbeil  definirt, 
indem  wir  die  Bemerkung  machen,  dass 
somit : 


, j , ^ j 
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ist,  und  V durch  Quadratur  gefunden 
werden  kann,  wenn  u bekannt  ist,  also 
nur  eine  willkurlicbe  Constante  enthalt, 
welche  bestimmt  wird , wenn  man  v in 
irgend  einem  Punkto  des  begrenzten 
Ebnentbeils  kennt,  wo  Discontinuitaten 
jedoch  ausgeschlossen  sind,  so  kommen 
wir  auf  den  Ton  Rieroann  in  der  ange* 
führten  Abhandlung  gegebenen  Satz,  wel* 
eher  in  der  Functionenthoorie  von  der 
grössten  Wichtigkeit  geworden  ist : 

„Stellt  man  sich  unter  x und  y recht- 
winklige Coordinaten  vor,  und  will  man 
eine  beliebige  Function  für 

ein  gewisses  Gebiet  untersuchen,  welches 
wir  uns  als  völlig  (einfach  oder  mehr- 
fach) begrenzt  denken,  so  braucht  des- 
halb nicht  die  Function  f für  dies  ganze 
Gebiet  in  jedem  Punkto  gegeben  zu 
sein,  vielmehr  sind  folgende  Bedingun- 
gen zu  ihrer  Bestimmung  ausreichend 
und  nothwendig : 

1)  Der  reelle  Theil  der  Function  muss 
für  jeden  Punkt  der  ganzen  Begrenzong 
gegeben  sein,  und  es  kann  dies  anf  eine 
ganz  willkürliche , jedoch  continuirlicbe 
Weise  geschehen, 

2)  der  imaginäre  Theil  muss  für  ir- 
gend einen  Punkt  dos  betrachteten  Rau- 
mes oder  seiner  Begrenzung  gegeben 
sein , und  kann  hier  einen  willkürlichen 
Werth  haben. 

3)  Es  angezeigt  sein,  in  welchen 

Punkten  die  Fnnction  anfhOre  stetig  zu 
sein,  and  welchen  Werthen  sie  sich  in 
diesen  Punkten  ann&here.** 

Eine  Schwierigkeit  in  der  Anwendung 
dieses  Satzes  konnte  entstehen  ans  der 
Betrachtung,  dass  ja  Functionen  auch 
mehrdeutig  sein  können;  fraglich 
werden  dann  die  Werlbc  sein,  welche 
man  in  jedem  Punkte  zj)  nehmen  hat. 
Diese  Schwierigkeit  vermeidet  Riemann, 
indem  er  sich  bei  mehrdeutigen  Functio- 
nen statt  einer  Ebene  deren  eben  so 
viel  öbereinandergelegte  denkt,  als  die 
Function  Mehrdeutigkeiten  hat.  Diese 
Ebenen  oder  Blätter  werden  als  von 
einander  getrennt  gedacht  in  allen  Punk- 
ten, wo  die  entsprechenden  Werthe  der 
Function  ungleich  sind,  da  wo  dieselben 
gleich  sind,  aber  als  zusammenhängend. 
Ein  solcher  Zusammenhang  Ande  also 
n 

bei  der  ndentigen  Function  y(x+y») 
den  Werth  x=y  = 0,  also  im  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten  statt.  Die  mehr- 
deutige Function  ist  bei  dieser  Betrach- 
tungsweise gewissermaassen  zu  einer  ein- 
deutigen geworden,  da  jedem  W'erthe 
derselben  für  gegebenes  x und  y ein 
anderes  Blatt  entspricht.  Zur  Bestim- 


mung derselben  müssen  die  Grenz-  und 
Unstetigkeitsbedingungen  also  auch  für 
alle  2 Blätter,  die  hier  betrachtet  wer- 
den, gegeben  sein.  (Vergleiche  auch: 
Theorie  der  Abel'schcn  Functionen,  von 
B.  Riemann,  besonders  abgedruckt  ans 
Crelle's  Journal,  Berlin  1857;  sowie  hier 
den  Artikel : Quantität.) 

24)  G 0 schieb  1 1 icho  Bomerknn- 
gen  über  die  partiellen  Diffe- 
renzialgleichungen hOhererOrd- 
n un  g. 

Wir  haben  oben  einige  Worte  über 
die  Geschichte  der  partiellen  Differen- 
zialgleichungen gesagt.  Es  soll  dies  hier 
noch  in  Bezug  auf  die  höherer  Ordnung 
ergänzt  werden. 

Dass  die  Integrale  der  partiellen  Diffe- 
renzialgleichungen überhaupt  willkürliche 
Functionen  enthalten,  hat  zuerst  d'Alem- 
bert  bei  Behandlung  der  Gleichung  der 
schwiugcnden  Saite: 

dl»““  dii 

gezeigt,  deren  Integral  wir  oben  fanden: 
u = /'(x+ai)+y  (x— «0- 
Früher  kannte  man  nur  specicllc  Auf- 
lüsungon  dieser  Gleichung.  So  einfach 
dies  Resultat  auch  ist,  so  machte  dessen 
Behandlung  doch  wegen  der  Grenzbe- 
Btimmnngen  grosse  Schwierigkeiten.  Da 
die  Saite  nämlich  begrenzt  ist,  so  geben 
die  Anfangszust&nde  derselben  nur  ge- 
wisse Theile  der  Functionen  f und  ^ 
als  willkürlich,  im  Debrigcn  sind  diese 
Functionen  bestimmt,  und  man  kann 
daher  nicht  in  Bezug  auf  diese  Aufgabe 
annehmen,  dass  f und  y für  jeden  Werth 
der  Variable  irgend  einem  vorgeschrie* 
benen  Gesetze  folgen  sollen.  Bisher 
hatte  man  angenommen,  dass  awei  Funo 
tionen,  welche  in  einem  gewissen  Banmo 
übereinstimmen,  überhaupt  identisch  sein 
müssten.  Später  hat  man  bewiesen,  dass 
sich  durch  bestimmte  Integrale,  Beihen- 
entwickloogen  n.  s.  w.  leicht  2 Fnncüo- 
nen  hcrstellon  lassen,  die  in  gewissen 
Räumen  übereinstimmen,  sonst  aber  ver- 
schieden sind.  So  z.  B.  ist  der  Ans- 
dmek: 

2niJ  I— r ’ 

wo  das  Integral  sich  anf  eine  beliebige 
geschlossene  Linie  erstreckt,  I=«4-vi, 
s = x-|-yi,  unter  «e,  xy  rechtwinklige  Co- 
ordinaten verstanden  werden,  innerhalb 
des  ganzen  von  dieser  Linie  begrenzten 
Banmes  aaseerholb  deasel^n  aber 
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gleich  Noll.  d^Alemberti  LOiang  iak 
enthalten  in  der  Schrift:  Reehercke$  $ur 
Us  tfor^fej  tibrantes.  (1748.) 

Diese  Schwierigkeiten  scheinen  La« 
grange  veranlasst  sn  haben,  eine  zweite 
LOsong  durch  Reihenentwickelung  zu 
suchen,  welche  die  Eigenschaft  hat,  eine 
allgemeine  Form  von  u für  jeden  Werth 
der  Variablen  zu  geben.  Es  ist  indess 
zweifelhaft,  ob  Lagrange  diese  Eigen« 
Schaft  seiner  Reihcncutwickclung  bereits 
völlig  gekannt  habe.  Die  Frincipien,  auf 
welche  sie  sich  stützt , sind  die  in  Ab« 
schnitt  22}  gegebenen.  Es  warFonrricr 
Vorbehalten,  in  seinem  Werke;  Theorie 
analytipte  de  chaleur  die  Eigenschaften 
und  die  angemein  weit  reichende  An« 
wendbarkeit  dieser  und  ähnlicher  Ent« 
wicklnngen  an  zeigen.  Es  werden  da- 
her die  von  Lagrange  benutzten  Reihen, 
die  übrigens  schon  Enler  bei  anderer 
Oelegenheit  anwandte,  gewöhnlich  nach 
Fonrrier  genannt.  Die  Resultate  Fonr« 
rier’s  in  Besag  auf  die  Gleichnngen, 
welche  die  Verbreitung  der  Wärme  an« 
zeigen,  sind  noch  vermehrt  worden  durch 
Foisson  {Theorie  malh^inatique  de  Cha- 
leur), Lam^  und  wenige  Andere. 

Allgemeinere  Betrachtnngen  über  li- 
neare parUclle  Gleichnngen,  namentlich 
von  der  zweiten  Ordnung  mit  s Varia- 
blen, hat  Monge  aus  geometrischen  Be- 
trachtungen geschöpft  {Application  de 
Vanalyte  ä la  yeometrie).  W'ir  haben 
seine  Methode,  die  Erweiterung  dersel- 
ben durch  Ainpbre  and  die  Anwendung 
derselben  anf  Gleichungen  mit  mehr  Va- 
riablen und  von  höherer  Ordnung  hier 
ans  einer  Theorie  abgeleitet,  die  an  die 
Behandlung  der  partiellen  Dififercnzial« 
gleichnngen  erster  Ordnung  sich  an- 
schliesst.  Auf  die  Lücken  der  Theorie 
der  partiellen  Differenzialglcicbnogen 
haben  wir  bereits  hingewiesen.  Für 
nicht  lineare  QleiAnngen  von  höherer 
als  der  ersten  Ordnung  ist  fast  noch 
gar  nichts  gethan.  Eben  so  erliegt  der 
Uebergang  vom  vollständigen  znm  all- 
gemeinen Integral,  den  allerdings  La- 
grange angedeutet  hat,  nnd  welcher  bei 
den  Gleichungen  erster  Ordnung  so  wich- 
tig ist,  hier  den  grössten  Schwierigkei- 
ten. Einen  Tbeil  derselben  lür  specielle 
Fälle  zn  überwinden,  ist  nach  einem 
Berichte  der  französischen  Akademie 
Edmond  Bonr  in  einer  Preisschrift  ge- 
lungen. Jedoch  ist  gerade  dieser  Theil 
der  Bonrischen  Abhandlung  noch  nicht 
veröffentlicht. 

Wir  schliessen  diesen  Artikel  mit  der 
Bemerkung,  dass  hierher  Gehöriges  in 
den  Artikeln ; „Schwingung**  nnd  „Wärme** 


zu  finden  sein  wird,  wo  namentlich  die- 
jenigen Betrachtungen,  zu  welchen  die 
Anwendung  der  partiellen  Differenzial- 
gleichnngen  anf  bestimmte  Probleme  der 
Physik  führt,  ihre  Erledigung  finden 
werden. 

Qaadrataren  (Astronomie). 

Ein  Himmelskörper  befindet  sich  in 
den  Quadraturen,  wenn  die  von  der  Erde 
nach  ihm  gezogene  Linie  mit  der  Ver- 
bindungslinie von  Erde  nnd  Sonne  einen 
rechten  Winkel  macht.  — Da  die  Him- 
melskörper vermöge  der  Drehung  der 
Erde  um  ihre  Axe  im  Laufe  eines  Ster- 
nentages  den  ganzen  Himmelskreis  zn- 
rücklegCD,  so  wird  der  bezeichnete  Stern, 
der  sich  in  den  Quadraturen  befindet, 
^ Tag  oder  6 Stunden  vor  oder  nach 
der  Sonne  sich  im  Zenith  befinden.  Be- 
ziehen wir  dies  nnr  auf  die  Planeten, 
welche  sich  alle  fast  in  derselben  Ebene 
der  Ekliptik  bewegen,  so  heisst  in  er- 
iterem  Falle,  d.  h.  wenn  der  Planet  der 
Sonne  vorangcht,  die  Quadratur  west- 
lich, und  wenn  er  ihr  nachfolgt,  östlich, 
da  die  scheinbare  Bewegung  des  Him- 
melsgewölbes von  Osten  nach  Westen 
gerichtet  ist  Da  sich  aber  in  der  nörd- 
lichen gemässigten  Zone  die  Sonne  im- 
mer auf  der  südlichen  Hälfte  des  Him- 
mels befindet,  und  für  den  nach  Süden 
Blickenden  die  östliche  Seite  die  linke 
ist,  BO  befindet  sich  ira  Falte  der  west- 
lichen Quadratur  der  Planet  rechts,  im 
Falle  der  östlichen  links  von  der  Sonne. 

Die  Erde  beschreibt  nm  die  Sonne 
bekanntlich  eine  Ellipse,  die  fast  einem 
Kreise  gleich  kommt,  in  dessen  Mittel- 
punkt die  Sonne  steht.  Die  Linie,  wel- 
che Erde  und  Planet  verbindet,  muss 
also  im  Falle  der  Quadratur  eine  Tan- 
gente an  die  Erdbahn  bilden,  nnd  so- 
mit können  ansser  dem  Monde  nur  die 
Obern  Planeten  sich  in  den  Quadraturen 
befinden,  denn  von  den  untern,  welche 
sich  innerhalb  der  Erdbahn  bewegen, 
lässt  sidi  offenbar  keine  Tangente  an 
dieselbe  ziehen. 

Um  die  Zeit  der  Quadraturen  ist  bei 
den  obem  Planeten  der  sichtbare  Thefl 
kleiner  als  zu  jeder  andern  Zeit,  bei 
dem  Monde  findet  dann  das  erste  oder 
das  letzte  Viertel  statt. 

Denn  möge  sich  zu  irgend  einer  Zeit 
die  Sonne  in  S (Fig.  58),  die  Erde  in 
E,  der  Planet  in  P befinden.  Dann  kann 
man  wegen  der  grossen  Entfernung  die- 
ser Weltkörper  von  einander  bekanntlich 
annehmen,  dass  die  an  den  als  kngel- 
fönnig  sn  denkenden  Körper  P von  S 
nnd  £ aus  gezogene  Tangenten  alle  nn- 
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Fig.  68. 


müssen  wir  für  r die  kleinste  Entfenmng 
des  Sterns  Ton  der  Sonne  setsen,  diese 
ist  für  Mars  gleich  1,38  Erdhalbmesser, 

also  sin  ^ = ^^  = 0,73,  ^ = 47*.  Dies 

ist  der  Theil  der  rollen  Scheibe  (180®), 
welcher  unsichtbar  ist,  und  es  sind  da* 
her  beim  Mars  immer  | der  vollen  Scheibe 
sichtbar,  d.  h.  die  Phasen  desselben  sind 
nnr  gering.  Jupiter  beschreibt  fast  einen 
Kreis  um  die  Sonne,  dessen  Halbmesser 
fünfmal  so  gross  als  der  der  Erdbahn 
ist.  Es  ist  also : 

sin /4  = 0,2  ^ = 12®, 

so  dass  }{  der  rollen  Scheibe  stets 
sichtbar  sind.  Jupiter  hat  also  nnmerk* 
liebe  Phasen.  In  höherem  Maasse  ist 
dies  noch  bei  den  Planeten  der  Fall, 
ter  sich  parallel  sind.  Die  Berührungs*  welche  sich  hinter  Jupiter  befinden. 

ao«lr.twttr..l  (Arithmetik  und  Al- 

logenc  eine  auf  KP  senkrechte  Ebene.  8*®**J< 
ak  und  cd  seien  bezüglich  die  Dnrch-  1)  Allgemeine  Sätze, 
schnitte  dieser  Ebenen  mit  SEP,  ab  aber  Qaadratwurzcl  aus  a , geschrieben  ya, 
schneidet  diejenige  Hälfte  vm  P ab,  diejenige  Zahl,  welche  mit  sich 

welche  von  der  Sonne  erlenchtet  wird,  ,eib„  nmltiplicirt  o gibt.  Die  Gleichung: 
cd  diejenige,  welche  ron  der  Erde  ans  ^ v -a 

gesehen  werden  kann,  mb  und  cd  aber  ya— 6 

machen  denselben  Winkel  £P8=^,_den  |gt  also  identisch  mit: 

a — b*, 

and  ans  der  Vereinigung  beider  folgt: 
6=VA». 

Satt  A.  Ist  6 eine  Quadratwurzel 
aus  n,  so  ist  auch  — 6 eine  solche. 
Denn  es  ist: 

a = fc*  = (-6)S 

also: 

-6  = Va. 


ihre  Normalen  machen.  Sei  noch  SEP^  A, 

SP=r.  Ist  Winkel  /u  = 0,  so 
ist  die  rolle  Scheibe  ron  der  Erde  zu 
sehen,  ist  ^ = 180,  so  ist  P unsichtbar, 
und  ist  ^ = 90,  so  sieht  man  die  halbe 
Scheibe,  und  allgemein  sieht  man  desto 
weniger,  je  grosser  fn  ist.  Offenbar 
aber  ist: 

r p _ sin  A 


. t = -r^”i  810 /<=P- 

sin  A sin  /A  ^ ^ r 
Betrachten  wir  znn&cbst  den  Mond, 


kann  man  setzen,  da  die  Sonne  D.  h.: 

fast  gleich  weit  von  Mond  und  Erde  2ahl  wirklich  eine  Quadrat- 

entfernt  ist,  dann  ist  ^ = 1.  Zur  Zeit  ^rxcl,  so  hat  sie  aiTch  eine  zweite,  die 
der  Conjunction  ist  nun  A=0,  zur  Zeit  jjj|j  ersten  gleichen  absoluten  Werth, 

der  Opposition  A=180,  zur  Zeit  der  entgegengesetzte  Vorzeichen 

Quadratur  A=90;  es  ist  also  in  der  jg^  g)gQ  auch: 

That  die  halbe  Scheibe  zu  sehen,  es 

findet  also  das  erste  oder  letzte  Vier-  ^ “ — 

tel  sUtt.  Satz  B.  Keine  Zahl  kann  mehr  als 

Bei  den  obem  Planeten  dagegen  kann  2 Quadratwurzeln  haben. 

A nie  ein  spiteer  Winkel  sein,  da  sonst  Dean  sei  b eine  Quadratwurzel  ans 


der  Planet  sich  innerhalb  der  Erdbahn 
befinde,  ist  also  nie  stumpf  und  am 


<s,  so  muss  der  Ansdruck 


t—b 


grössten,  wenn  A = 90®  also  sin^  = -^  ganze  Äinction  sein.  Gibe  nimlich  die 

^ Division  den  Quotienten  x + c und  den 


ist.  Dies  findet  zur  Zeit  der  Quadra- 
turen offenbar  statt. 

Wir  wollen  jetzt  noch  den  Winkel  fi 
für  Mars  nnd  Jnpiter  berechnen.  Um 
den  grössten  Werth  ron  f*  zu  haben, 


Rest  r,  so  wire: 

(*-6)(*+c)+r. 
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Settt  man  nun  also  nach  der  An- 
nahme so  kommt  r=:0. 

Hieraus  folgt,  dass  x—Ä  ein  Factor 
von  X*— a ist.  Es  kann  aber  dieser 
letztere  Ansdrack  nur  zwei  Factoren 
von  der  Form  x—b  haben,  es  sind  also 
auch  nur  zwei  Quadratwurzeln  möglich. 
Also; 

Jede  Zahl  hat  entweder  keine  oder 
2 Qui^ratwnrzeln,  die  sich  nur  durchs 
Vorzeichen  unterscheiden. 

2)  Quadratwurzeln  der  ganzen 
Zahl  en. 

Denkt  man  sich  die  ganzen  Zahlen  in 
ihrer  natürlichen  Reihenfolge  in  einer 
Reihe,  und  darunter  in  einer  zweiten 
ihre  Quadrate  geschrieben,  also: 

1,  2,  3,  4,  5.  6,  7,  8.  9 

1,  4,  9,  16,  25,  36,  49,  64.  81  ...  . 
so  enthält  die  obere  Reihe  die  positiven 
Quadratwurzeln  der  bezüglichen  Zahlen 
der  unteren  Reihe. 

Die  letzteren  werden  Quadratzahlen 
genannt. 

„Die  Qnadratzahlen  haben  die  Eigen- 
schaft , dass  ihre  Quadratwurzeln  ganze 
Zahlen  sind.“ 

Keine  andere  ganze  Zahl  hat  eine 
ganze  Quadratwurzel.  Betrachten  wir 
z.  B.  die  Zahl  7,  die  zwischen  den  Qua- 
dratzahlen 4 und  9 liegt,  so  müisto  ihre 
Quadratwurzel  auch  zwischen  deren  Wur- 
zeln 2 und  3 liegen , und  kann  daher 
keine  ganze  Zahl  sein. 

„Eine  Nichtquadratzahl  kann  aber  auch 
keinen  Bruch  zur  Wurzel  haben.“ 

Denn  sei  etwa: 


wo  a und  b ganze  Zahlen  sind , und 
keinen  gemeinschaftlichen  Factor  haben. 
Es  lasst  sich  derselbe  nämlich,  wenn  ein 
solcher  vorhanden  sein  sollte , immer 
durch  Heben  entfernen.  Nach  der  De- 
finition der  Quadratwurzeln  wäre  dann 
auch : 


a und  b hatten  keinen  gemeinschaftlichen 
Factor,  also  ebeu  so  wenig: 

a*=a*a  und  b^^b»b. 
a* 

Es  kann  also  — unmöglich  gleich  einer 

ganzen  Zahl  7 sein , was  zu  beweisen 
war.  Obgleich  aber  die  Wurzeln  der 
Nicbtquadratzablen  weder  ganze  Zahlen 
noch  Brüche  sind,  darf  man  nicht  sagen, 


dass  dieselben  keine  Quadratwurzeln 
hätten.  Vielmehr  wird  durch  dieselben 
ein  neues  Element,  „die  Irrationalzahl“, 
in  die  Arithmetik  eingeführt. 

3)  Von  den  Irrationalzahlen. 

S a t z I.  „Es  lässt  sich  immer  ein  Bruch 
« finden , dessen  Quadrat  sich  nur  um 
eine  beliebig  kleine  Grösse  von  einer  ge- 
gebenen Nichtquadratzahl  unterscheidet,“ 

Beweis.  Sei  z.  B.  7 die  gegebene 
Zahl,  die  zw'ischen  den  QuadraUalilen  4 
und  9 liegt. 

Es  ist  also: 

2’<7,  3*>7. 

Fügt  man  also  zur  2 irgend  eine  Anzahl 
Zehntel  hinzu,  so  kann  das  Quadrat  der 
entstehenden  Zahl  entweder  kleiner  oder 
grösser  als  7 sein.  Jedenfalls  aber  muss 
es  2 auf  einander  folgende  Zahlen,  etwa 
6 und  7 geben,  derart,  dass: 

(2,  6)»  <7,  (2,  7)>>7 
ist. 

In  der  That  ist: 

2,6*  = 6,76,  2,7*  =7,29. 

Fügt  man  also  zu  2,6  noch  Hundertel 
hinzu,  BO  wird  es  wieder  zwei  auf  ein- 
ander folgende  Zahlen  geben,  hier  4 
und  5,  die  bewirken,  dass: 

2,64*<7,  2,65*>7 

ist,  und  es  ist  klar,  dass  man  auf  diese 
Weise  fortfabrenü  und  immer  mehr  Zif- 
fern nehmend,  sich  auch  immer  mehr  an 
die  Zahl  7 annähern  muss.  Schreite 
man  z.  B.  bis  zur  7.  Bruchstelle  vor, 
so  ist: 

2,6457513*  <7. 

Will  man  den  Unterschied  dieses  Qua- 
drates^ von  7 wissen,  so  merke  man,  dass 
eine  Einheit  der  7ten  Stelle  hinzugefügt, 
dasselbe  schon  grösser  als  7 macht,  es 
ist  also: 

(2,6457513  -i-0,0000001)*>7, 
d.  h.: 

2,6457513» +2  • 0,0000001  • 2,6457513 

+0,0000001*  >7. 
Die  beiden  leteten  Glieder  links  werden 
immer  kleiner,  und  können  unter  jede 
Grenze  sinken,  je  mehr  Stellen  man  dem 
ersten  Gliede  gibt,  und  somit  lässt  sich 
immer  eine  Zahl  o finden,  derart,  dass 
der  Unterschied  r = 7—a*  unter  eine  ge- 
gebene noch  so  kleine  Grenze  sinkt,  was 
zu  beweisen  war. 

Satz  II.  „Die  Quadratwurzeln  der 
Nichtquadratzahlen  können  nicht  voll- 
ständig bestimmt  werden,  h^n  kann 
39 
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sich  aber  an  dieselben  derart  annUhem. 
dass  der  Unterschied  kleiner  als  jede 
gegebene  noch  so  kleine  Zahl  ist.“ 
Beweis.  Wenn  b eine  Niehtquadrat- 
zahl  ist  4 so  lässt  sich  also  immer  eine 
Zahl  ft  finden,  derart,,  dass : 

Ä — ß*  = 

und  y beliebig  klein  ist.  Daher  hat 
man  auch : 

ft*  = 

und: 

«=Y(jrT). 

Der  Ausdruck  V^(A  — *')  aber  geht  in  b 
über,  wenn  y immer  mehr  sinkt.  Gans 
strenge  erfolgt  dieser  Uebergang  aller- 
dings erst  dann,  wenn  y gleich  Null  ist. 
Dies  kann  hier  allerdings  nicht  staltfin- 
den,  jedoch  mit  zunehmender  Anzahl 
der  Bruehziffern  von  « nähert  sich  y 
der  Null  immer  mehr  und  also  « dem 
Ausdrucke  V7.  Man  kann  sich  also 
die  Wurzeln  der  Nichtquadratzahlen  als 
Decimal-  oder  gemeine  Brüche  denken, 
deren  Zähler  und  Nenner  unendlich  viel 
Stollen  haben. 

„Grössen,  die  man  nicht  vollständig 
genau,  aber  bis  zu  einer  beliebig  kleinen 
Grenze  angeben  kann , heissen  IiTatio- 
nalzahlen,“ 

Die  Wurzeln  der  NichtquadraUahlcn 
sind  dergleichen. 

4)  Quadratwurzeln  aus  Brü- 
chen. 

Satz.  „Die  Quadratwurzel  eines 
Brnches  ist  gleich  der  Quadratwurzel 
des  Zählers  dividirt  durch  die  des  Nen- 
ners,“ d.  h.: 

, / « _ V" 

] i V4' 

In  der  Thal,  sei: 


Bmehes  Qondratzahlen,  so  erhält  man 
als  Quadratwurzeln  wieder  einen  Bruch, 
z.  B : 


Ist  einer  von  beiden  oder  beide  eine 
Nichtquadralzahl,  so  wird  die  Wurzel 
eine  Irrationalzahl.  Jedoch  lässt  sich 
aus  jedem  Bruche  die  Wurzel  derart 
ausziehen,  dass  der  Nenner  eine  ganze 
Zahl  ist.  Denn  sei  z.  B.  gegeben  der 

Bruch  so  lässt  sich  der  Nenner 
84 

84  = 2*  «3*7  durch  IlinzufQgcn  derFac- 
lorcn  3 • 7 in  eine  Quadralzahl  umw  on- 
deln.  Man  hat  also,  wenn  man  den 
Bruch  mit  3 • 7 erweitert : 

11  11*3-7  _ 11  • 3 • 7 _ 231 

84  “ 2» -3*  *7*  “ (2*3.7)*  ” 42*’ 

und  daher : 

/il_  Vän_v'23i 
1 »4  - y/42^  “ 42  • 

Sonach  lässt  sich  die  Ausziehung  der 
Quadra^'urzcl  aus  Brüchen  immer  auf 
die  aus  ganzen  Zahlen  and  eine  Divi- 
sion zurückführen. 

5)  Ausziehung  der  Quadrat- 
wurzeln ans  ganzen  Zahlen  und 
Dccimalbrüchen. 

Obgleich  die  Ausziehung  der  Wurzeln 
aus  Dcciroalbruclien  auf  die  aus  ganzen 
Zahlen  nach  dem  vorigen  Abschnitt  zu- 
rückgeführt werden  kann,  so  ist  das  di- 
rcctc  Verfahren  wegen  seiner  Einfach- 
heit doch  vorzuziehen.  — Wir  betrach- 
ten jedoch  zunächst  den  Fall,  wo  die  ge- 
gebene Zahl  eine  ganze  und  zwar  eine 
Quadratzahl  sei,  wo  sich  also  die  Wur- 
zel völlig  bestimmen  lässt. 

Fall  A).  Sei  eine  ganze  and  zwar  eine 


Vn  = n,  \'b  = ß, 

so  ist; 

a = «’,  h = ß^, 

T ~ ~ \ ß/  ' 

woraus  dann  folgt: 


oder ; 


K?  - -1^1. 

V‘"  M’ 


Quadratzahl  f;egeben. 

Sei  z.  B.  diese  Zahl  =7241481. 
Das  Verfahren  ist  folgendes: 


V7124.14181  = 2G91 
4 


41  321 

27G 

52]  4814 

4761 


538|  5381 

5381 


24 

36 

^6 

468' 

_^1_ 

4761 

538 


womit  unser  Satz  bewiesen  ist.  Man  theilt  zunächst  die  Zahl  von  der 


Sind  also  Zahler  und  Nenner  des  ersten  Ziffer  rechts,  also  von  der  nie' 
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drigstett  »n  in  Klassen  von  je  2 Ziffern. 
Ist  die  Ziffernansahi  ungrade,  so  wird 
aiso  die  ietste  oder  höchste  Klasse  aus 
nur  einer  Ziffer  bestehen.  Die  Klassen 
sind  also  hier  von  der  linken  zur  rech- 
ten gezahlt  7,  24,  14,  81.  Man  sucht 
nun  diejenige  ganze  Zahl,  deren  Quadrat 
der  ersten  Klasse  7 am  nächsten  kommt, 
jedoch  kleiner  als  dieselbe  ist.  Diese 
Zahl  2 (da  8*  schon  gleich  9,  also  grosser 
als  7 ist),  bildet  die  höchste  Stelle  der 
Wurzel.  Ihr  Quadrat  4 wird  von  der 
entsprechenden  Klasse  7 abgezogen,  und 
an  den  Rest  3 schreibt  man  rechts  die 
nächste  Klasse  24.  so  dass  man 
hat.  Der  doppelte  Werth  des  bis  jetzt 
vorhandenen  Theils  der  Wurzel,  also 
2-2  = 4 dividirt  in  diese  Zahl,  jedoch 
mit  Ausschluss  der  letzten  Ziffer  4.  4 
in  32  ist  8 mal  enthalten.  Jedoch  kann 
man  ans  einem  gleich  anzuführenden 
Grunde  nicht  8,  sondern  nur  6 als  Quo- 
tient nehmen  ; derselbe  bildet  die  zweite 
Ziffer  der  Wurzel.  Man  bildet  nun  das 
Quadrat  von  6.  also  .36,  und  multiplicirt 
den  Divisor  4 mit  6,  was  24  gibt.  Beide 
Zahlen  werden  so  unter  einander  ge- 
schrieben , wie  dies  in  unserm  Beispiele 
rechts  geschehen  ist,  die  erstere  36  also 
mit  ihrer  letzten  Ziffer  eine  Stelle  nach 
rechts  gegen  die  24  ausgerückt,  und  so 
die  Summe  gebildet.  Dieselbe  276  wird 
von  324  abgezogen.  Hätte  man  statt 
der  Wurzelziffcr  6 etwa  7 genommen, 
so  wären  28  und  49  die  zu  addirenden  Zah- 
len gewesen,  und  der  Sobtrahendus,  also 
die  Summe  beider,  329,  welche  grosser  als 
der  Minuendus  324;  es  war  also  die  nächst 
kleinere  Zahl  zu  nehmen.  Zum  Rest 
48  kommt  die  nächste  Klasse  14,  und 
das  ganze  Verfaliren  wiederholt  sich. 
Das  Doppelte  des  bis  jetzt  vorhandenen 
Wurzeltheils  26,  also  52,  dividirt  in  481. 
Der  Quotient  9 ist  die  nächste  Wurzel- 
ziffer. Man  bildet:  9-52  = 468 
9’=  81. 

Die  Somme  4761 , die  man  offenbar 
auch  leicht  ohne  Weiteres  hinsebreiben 
kann,  wird  von  4819  abgezogen.  Dem 
Reste  53  noch  die  Ziffern  der  letzten 
Klasse  81  hinzngefUgt.  Divisor  ist  nun  ; 
2 - 269  = 538.  Derselbe  in  538  dividirt 
gibt  1 und  man  bildet:  1.538=538 
1>=  1. 

Die  Summe  5381  von  5381  abgezogen, 
gibt  Null  als  Rest.  Die  Rechnung  ist 
beendet,  und  V'TÜliSi  = 5381. 

Die  Gründe  dieses  Verfahrens  sind  die 
folgenden. 

Bezeichnen  wir  die  Ziffern  der  Wur- 
zel nach  der  Reihe  mit  n,  ß,  y,  J,  so 
sind  dieselben  ihrem  wahren  Werthe  nach. 


der  eich  ans  der  Stellung  ergibt:  1000  er 
-l-ioo^-l  10y-|-(f.  Die  Zahl  7241481, 
deren  Wurzel  wir  auszicheu,  sei  gleich 
A\  cs  wurde  nun  n*  von  der  ersten 
Klasse  von  A abgezogen.  Da  diese 
Klasse  aber  Millionen  enthält , so  ist 
die  abzuzichende  Zahl  in  der  That 
n*  . 1000000=(1000n)*.  Der  Rest  war  : 
y4-(1000n)*  =3241481. 

Dividirt  wurde  mit  2n  oder  vielmehr 
mit  2 - 1000  - of,  und  es  ergab  sieh  100 
als  Quotient;  wir  bildeten  dann  das 
l’rodnct:  2 - 1000  - er  - 100^  und  (100 ;J)*, 
und  cs  ist  leicht  zu  sehen,  dass  das 
Einrücken  des  Quadrats  um  eine  Stelle 
rechts  eben  dem  Werthe  derselben  (Zehn- 
tansende)  gegen  die  des  Products,  wel- 
ches Hunderttausende  enthält,  entsprach. 
Nun  wurde  von  der  noch  übrigen  Zahl 
A — (KKKl  n)  > abgezogen  : 

2 - 1000«-  100,9-|-(100;9)’, 

nnd  der  Rest  war: 

il-(1000o)»-2  - 1000«  - 100/9-(100;5)« 
= 481481. 

Divisor  ist  nun; 

2(1000«-fl00^), 

Quotient  10/ ; abgezogen  wird : 

2 (lOOOa  4- 100 ,»)  10  / -KIO  /)  ’ i 
man  erhielt: 

A-(10OO«)»-2- 1000«- 100 /S-(lOOyJ)* 
-2(1000«  -I- 100,9)  10/- (10 /)>  =5381. 

Divisor  ist  jetzt: 

2(1000ß-f-100j-i-10/), 

Quotient  if,  Subtrabendns : 

2(1000«+ 100,9+10/)  cf -(- cf ', 
der  Rest: 

Jl-(1000f<)’-2- 1000«  - 100,9 

- (100 ,9  j > -2  (1000  « + 100 ,9)  10  / 
-(10/)>-2(1000«+100^+10/)cf 
-cf»=0, 

aiso: 

= (1000  «) • +2  - 1000  « - 100 ,9 

+ (100^)>-i-2(1000«  + 100,9)lü/ 
(-b  10/)> +2  (1000« +100 ,9-i- 10/)  cf + cf  V 
Nach  der  Formel: 

(*+y)«  = a:’+2*3,-|-y> 

geben  die  drei  ersten  Glieder  rechts: 
(1000«  + 100,9)»; 

dies  verbunden  mit  dem  4ten  und  5ten 
Gliede  nach  derselben  Formel : 

(1000«  + 100,9+10 /)*. 

39* 
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Verbindet  man  hiermit  endlich  die  bei- 
den ietr-ten  Glieder,  so  kommt; 

.4  = (1000  « + lOOjJ  + 10  y + d)’ , 
also : 

>M  = 1000«+100^+10y+cr. 

was  za  beweisen  war. 

Fall  B).  Sei  ein  Decimalbrnch  gege- 
ben, dessen  Quadratwurzel  sich  jedoch 
vollständig  aaszichen  lässt. 

Wir  geben  der  Einfachheit  wegen  dem 
Dccimalbrucb  dieselben  Ziffern,  welche 
in  unserm  vorigen  Beispiele  die  Quadrut- 
zahl  baue,  und  suchen  daher  V *24.14^1 
zu  bestimmen.  Offenbar  ist  aber: 


Fall  O*  NichtqutdraUahl  oder 

ein  beliebiger  Decimalbrucb  gegeben. 

Daa  Verfahren  ist  ganz  das  obige,  nur 
wird  beim  Abziehen  niemals  Nnll  erhal- 
ten. Man  bricht  dann  die  Rechnung  bei 
irgend  einer  Stelle  ab,  und  es  wird  dann 
der  Fehler  nie  so  gross  sein,  als  eine 
Einheit  der  letzten  Stelle  der  Wurzel,  die 
man  erhalten  hat.  Ist  die  Zahl  eine 
ganze,  so  wird,  nachdem  die  Ziffern  er- 
schöpft sind,  in  der  Wurzel  ein  Komma 
geschrieben,  und  weiter  fortgerechnet, 
indem  man  statt  der  2 Ziffern  jeder 
Klasse  dem  Reste  2 Nullen  hinzufOgt. 
Bei  Decimalbrüchen  hndet  Gleiches  statt, 
wenn  die  Ziffern  des  Bruches  erschöpft 


724,14S1  = 


7241481 
lUOOÜ  ’ 


sind. 

Beispiel  I. 


also: 

V'724'1481 
V'UKXH) 


V'724,14«i 


„Die  Wurzel  aus  dem  Decimalbruclie 
wird  also  aus  der  seines  Zählers  gefun- 
den, wenn  man  das  Komma  um  halb 
so  viel  Stellen  von  rechts  an  cinrückt, 
als  der  Bruch  hinter  dem  Komma  hat, 
also  hier  um  2 Stellen.** 


Vorausgesetzt  ist  hierbei,  dass  die 
Anzahl  der  Bruchstellen  grade  ist.  Dies 
ist  bei  Qnadratzublcn  immer  der  Fall, 
und  kann  im  Uebrigen  stets  erreicht 
werden,  wenn  man  links  eine  Null  hin- 
zufugt, w'odurch  sich  der  Dccimalbruch 
nicht  ändert. 


Gleiches  wird  offenbar  erreicht,  wenn 
man  folgcndermaasscn , und  dies  ist  die 
gewöhnliche  Methode , verfährt.  Man 
thcilt  den  Bruch  724,1481  ebenfalls  in 
Klassen  von  je  zwei  Ziffern,  aber  nicht 
von  rechts  an  nach  links,  sondern  vom 
Komma  an  nach  beiden  Seiten.  Es  ste- 


hen dann  halb  so  viel  Klaascn  hinter 


^7131  = 27,037  . . . 
4 

41  331 
329 

54|  200 

MOj  20000 

16209  __ 

54061  379100 

376469 
631. 

Beispiel  II. 


4|  331 
229 

54|  254 
540]  25460 
21616 

54081  384400 
378609 
5791. 


dem  Komma,  als  der  Bruch  Stellen  hin- 
ter demselben  hau  Das  Komma  der 
Wurzel  kommt  dann,  wenn  man  bei  der 
Zahl,  deren  Wurzel  gesucht  wird,  bis  da- 
hin gelangt  ist.  Auf  diese  Weise  er- 
reicht man  in  der  That,  dass  die  Wur- 
zel halb  so  viel  Stellen  hinter  dem 
Komma  als  das  Quadrat  hat , da  in  cr- 
sterer  jeder  Klasse  eine  Stelle  entspricht. 
Das  Schema  ist  also  folgendes: 


Iro  letzten  Beispiel  ist  der  G rechts  eine 
Null  hinzngcfQgt,  da  sich  sonst  keine 
vollständige  Klasse,  die  aus  2 Ziffern 
besteht,  ergäbe. 

Die  Gründe  des  Verfahrens  sind  fol- 
gende. 

Wenn  im  letzten  Beispiel  A die  Zahl 
ist,  deren  Wurzel  man  aaszieht,  so  be- 
merkt man,  dass  wenn  r der  Best  (5791) 
ist,  offenbar:  (27,047)*  = A — r ist,  also 


genau:  27,047 =V(A  — r). 

Offenbar  nämlich  gelten  die  oben  in 
Fall  A)  gemachten  Schlüsse  auch  für 
die  Zahl  A— r,  da,  wenn  dieselbe  an  der 
Stelle  Ton  Ä stände,  die  Snbtraction 
Noll  geben  würde.  Die  Grösse  r ist 
aber  ihrem  wahren  Werthe  nach : 0,005791, 


538|  5381 


denn  man  ist  in  der  Rechaong  bis  zor 
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sechsten  Stelle  nach  dem  Komma  vor> 
gerückt,  nnd  allgemein,  wenn  man  n 
Klassen  nach  dem  Komma  noch  berück- 
sicbtigt,  oder  wie  hier  durch  Nullen  er- 
gänat  hat,  wird  der  Nenner  von  r sein 

10^^.  Man  kann  aber  auch  leicht  eine 
Grenze  für  den  wahren  Werth  von  r 
linden.  Zn  dem  Ende  wollen  wir  den 
bis  dabin  gewonnenen  Wnrzeltheil  mit 
A nnd  die  durch  die  nächste  Division  sich 

ei^ebende  Zahl  mit  — - — bezeichnen, 

10«+* 

wo  ß eine  ganze  Zahl  nnd  kleiner  als 
10  ist.  Es  wird  dann: 

10"+'  10'"  + * 

von  r abgezogen.  Es  ist  nämlich,  da 
man  bis  znr  nten  Klasse  vorgerückt  ist, 

-i-  der  Nenner  der  letzten  Wnrzelziffer 
10" 

nnd der  der  folgenden.  Man  hat 

10"  + ' 

aber  ß so  gross  genommen,  als  dies  ge- 
schehen kann,  ohne  dass  der  Rest  ne- 
gativ wird.  Vermehrte  man  ß nm  eine 

Einheit,  also  um  — , so  würde  also 

10"  + ' 

letzteres  eintreten,  und  cs  ist  somit: 

2«(;?  + l)  Qt+l)V 
10"+'  io-"+''’ 

für  ß nehmen  wir  seinen  grössten  Werth 
9,  also  wird  gewiss  sein: 


also  in  der  That,  wenn  man  er  um  eine 
Einheit  seiner  letzten  Stelle  vermehrt, 
so  würde  man  schon  über  \Ä  binaus- 
gekommen  sein,  nnd  mithin  ist  a dieje- 
nige Zahl,  welche  unter  allen  mit  gleich 
viel  Stellen,  welche  kleiner  als  yA  sind, 
dieser  Grösse  am  nächsten  kommt. 

Selbstverständlich  vermehrt  man  aber 
die  letzte  Ziffer  von  a nm  eine  Einheit, 
wenn  die  nächstfolgende  grösser  als  5 
sein  wurde,  wie  bei  allen  Rcchnnngen 
mit  Dccimalbrüchcn. 

5)  Abkürzung  dos  Verfahrens 
beim  Ausziehen  der  Quadrat- 
wurzeln» 

Die  eben  gegebene  Methode  der  Wur- 
zelansziehung  bat  den  Uebelatand,  dass 
die  Divisionen  und  Subtractionen  mit 
immer  grösseren  Zahlen  geschehen,  and 
daher  desto  weitläufiger  und  schwieriger 
werden,  je  weiter  man  in  der  Bestimmung 
der  Wurzelziffern  vorrückt.  Andererseits 
aber  siebt  man  leicht,  dass  wenn  man 
cs  mit  irrationalen  Wurzeln  zu  thun  bat, 
nicht  einmal  alle  Ziffern  der  Divisoren 
einen  Einfluss  auf  das  Resultat  ausüben. 
So  z.  B.  würde  im  zweiten  Beispiele  des 
vorigen  Abschnittes  dasselbe  Resnltat 
27,047  erhalten  worden  sein,  wenn  man, 
nachdem  man  bis  zum  Divisor  540  ge- 
langt, mit  540  in  die  noch  übrigen  Zif- 
fern 2546  in  der  gewöhnlichen  Weise 
dividirt , ohne  den  Divisor  zu  ändern. 
In  der  That  ist: 

540  I 25461471  . . . 

_2160 

3^0 


d.  h.: 


^ 2a>  10  ■ 10* 

10"+'  10'"+^’ 

r<— + — . 
lO"  10" 


3780 

800 

und  die  Ziffern  47  des  Quotienten  stim- 
men mit  den  letzten  der  Wurzel  27,047.. . 
überein. 

Es  fragt  sich  nun,  von  welcher  Stelle 
an  man  diese  Division  mit  nnveränder- 


a+-^>yA, 

10" 


tem  Divisor  beginnen  könne.  Zuvörderst 
wollen  wir  jedoch  nntersnehen , welche 
Genauigkeit  überhaupt  bei  einer  Wur- 
zclausziehung  zu  verlangen  ist. 

Die  Zahlen,  deren  Wurzeln  man  be- 
stimmen will,  sind  bei  irgend  einer  An- 
wendung offenbar  durch  andere  Rech- 
nungen oder  dnreh  Messungen  gegeben. 
Ihre  Verlässlichkeit  hat  also  eine  gewisse 
Grenze,  die  man  im  AUgemeinen,  wenn 
es  Dccimalbruche  sind,  eben  durch  die 
Anzahl  Stollen  aodeutet,  die  man  dem 
Decimalbmche  gibt.  Soll  man  nun  also 
2.  B.  aus  A die  Wursel  auszieben , so 
ist  A eine  Zahl,  die  einen  Fehler  y bat, 
wo  y kleiner  ist  als  eine  Einheit  der 
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niedrigsten  Stelle  von  A.  Die  Zahlen- 
wcrüio  von  \A  und  + O werden  imu 

aaf  eine  Anzahl  von  Stellen  übereinstim- 
men,  dann  aber  von  einander  abwcichcn, 
und  nnr  bis  zu  dieser  Stelle  wird  man 
die  Wnrzolausziehung  fortsetxen » da  die 
folgenden  Stellen  eben  falsch  sind.  Su- 
chen wir  also  diese  Stelle,  d.  h.  beant- 
worten wir  die  Frage:  Wie  viel  richtige 
Stellen  kann  man  für  \A  gewinnen, 
wenn  A ein  abgekürzter  Dccimal- 
bruch  ist? 

Es  sei: 

\A  - «r,  -f  i/)  = « 4* 

60  ist  die  höchste  Ziffer  von  l diese 
Grenze  der  Genauigkeit.  Man  hat  aber: 
n*=:A,  («4-i)*  = A + 

also: 

2« 

Möge  A nun  nach  dem  Komma  « Stel- 
len haben  — sind  selbst  die  Einer  oder 
mehr  ganze  Stellen  nicht  mehr  vorhan- 
den, so  ist  rt  negativ  — während  die 
höchste  Ziffer  von  A 2s  oder  2r— 1 
Stellen  vor  dem  Komma  stehe.  (Hat 
man  es  mit  einem  echten  Bruch  zu  thun, 
so  denkt  man  s negativ).  Es  hat  dann 
A im  ganzen  n4-2s  oder  n-|-2<“l  rich- 
tige Dccimalstellen , und  es  ist  v< — 

lo" 

folglich : 

i< — 1— . 

2a- lO" 

Was  nun  n anbetrifft,  so  entsprechen  je 
zwei  Stellen,  d.  b.  eine  Klasse  von  A 
einer  Ziffer  von  er,  mit  Ausnahme  der 
höchsten  Klasse,  welche  auch  eine  Ziffer 
haben  kann,  und  die  höchste  Ziffer  von 
a steht  also  s Stellen  vor  dem  Komma, 
und  cs  ist: 

a<10‘+ 


der  DocimaUtcllcn  von  A oder  höchstens 
um  eine  Einheit  grösser.  Daraus  folgt: 

„Der  Wurzel  einer  abgekürzten  Zahl 
kann  man  soviel  richtige  Decimalstcllen 
geben  (bezüglich  eine  mehr,  wenn  die 
Ordnung  der  höchsten  Ziffer  der  Zahl 
eine  ungrade  Potenz  von  10  ist),  als  die 
Zahl  selbst  hat.** 

Wir  wollen  jetzt  sehen,  wie  sich  die 
Bestimmung  der  richtigen  WurzclzüTem 
mit  möglichst  weniger  Rechnung  errei- 
chen lasse.  Zu  dem  Ende  suchen  wir 
die  Wurzel  von  7934,6815,  welche  Zahl 
8 Dccimalstcllcu  hat. 

V'79iaj;i6815  = 89, 076829.  . . 

64 

16,  1534 
1521 

1781  1368 

17801  136815 
124649 

178141  121660 
106884 
147760 
142512 
52480 
35628 
16a520. 

Das  cingcschlagcno  Verfahren  ist  fol- 
gendes : 

Es  ist  in  der  gewöhnlichen  Weise 
die  Wurzel  ansgezogen  bis  zur  Errei- 
chung der  ersten  4 Ziffern:  80,07,  die 
Avir,  ihrem  WertUo  nach  genommen,  mit 
p bezeichnen.  Dann  ist  aber  mit 
weiter  dividirt,  und  zwar  nach  gewöhn- 
licher Art,  indem  man  immer  nach  jeder 
Theildivision  eine  Stelle,  hier  also  wo 
die  Stellen  erschöpft  sind,  eine  Null  dem 
Reste  zufügt.  Ebensogut  hatte  die  Di- 
vision in  der  gewöhnlichen  abgekürzten 
Weise  stattfinden  können,  was  hier  der 
Uebersichtlichkeit  wegen  nicht  geschehen 
ist.  Es  fragt  sich : Wie  viel  richtige 
Ziffern  erhält  der  Quotient  noch  bei  die- 
ser Division?  Wir  wollen  diese  letzteren 


Die  Grenze  von  i bat  « nur  im  Nenner; 

setzt  man  also  10*"^*  filr  n,  so  wird 
diese  Grenze  vergrössert,  und  man  hat: 

i< — i — , 

2-10"'*'*'*'  ' 

d.  h.  der  Fehler  l enthält  höchstens 
Ziffern,  die  n-(-s-{-l  Stellen  nach  dem 
Komma  stehen,  a hat  also  n-|-s  rich- 
tige Bruchstellen,  avozu  noch  die  i Stel- 
len vor  dem  Komma  kommen,  so  dass 
die  Anzahl  der  richtigen  Dccimalstellen 
2s-f'n  isU  Diese  Zahl  ist  gleich  der 


Ziffern  ihrem  Avahren  Werthe  nach  ge- 
nommen durch  q bezeichnen.  Sei  i4 
die  Zahl,  deren  Wurzel  man  sucht,  so 
hat  man  zunächst  gefunden: 

WO  p der  Rest  12166  ist,  welcher  erhal- 
ten wird,  wenn  man  die  letzte  Ziffer  von 
p,  also  7 gewonnen  hat,  und  den  Ab- 
zug nach  der  gewöhnlichen  Art  des 
Wurzelziehens  verrichtet  hat. 

ln  wird  dann  mit  2/J  dividirt,  und 
q ist  der  Quotient,  so  dass  man  bat: 
2po=fi, 

also : 
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und  folglich : 

P+9  = V(-^  + ?’)- 

Sei  die  höchste  Ziffer  von  ^ von  2<  — Itcr 
oder  2ster  Ordnung,  die  von  q*  von 
n — lter  Ordnung,  wo  n positiv  oder  ne- 
gativ ist,  jo  nachdem  diese  Ziffer  vor 
oder  nach  dem  Komma  steht.  Die  Aus- 
drücke A und  A+f*  stimmen  also  io 
den  ersten  2s  — w besüglich  2«  — 1—»» 
Ziffern  überein,  nnd  sonach  werden  dies 
auch  die  beiden  Quadratwurseln  }/A  and 
\{A^q'^)  in  den  ersten  2 * — n Ziffern 
fibercinstimmco,  wie  wir  oben  gezeigt 
haben. 

Die  höchste  Ziffer  von  yA  oder 
n^+1')  ist  Ster  Ordunng. 


9’ 


war  < — , also 
10" 


also  die  höchste  Ziffer  von  q von  der 


Ordnung  bezüglich 


«-1 


Jenach- 


dem  n grade  oder  ungrade  ist.  Man 
batte  also,  als  man  die  abgekürzte  Di- 
vision begann,  bereits  oder 


Ziffern,  und  da  eben  so  viel  genaue 
Ziffern  gewonnen  werden  können,  als 
deren  vorhanden  sind , in  welchen  VA 
und  V(A-f»7*)  übereinstimmen,  d.  h. 
2s— IS,  „so  kann  man  bei  der  abgekürz- 
ten Division  grade  so  viel  genaue 
Ziffern  der  Wurzeln  erhalten , als  man 
deren  vorher  hatte**.  In  unserem  Bei- 
spiele sind  in  der  That  vier  Ziffern  auf 
die  gewöhnliche  Weise,  vier  durch  Di- 
vision gewonnen. 

„Hat  das  Quadrat  2t  oder  2f— 1 ge- 
naue Ziffern,  so  muss  man  also  die 
halbe  Anzahl  von  Ziffern  der  Wurzel, 
also  t auf  gewöhnliche  Art  berechnen, 
nnd  kann  die  andere  Hälfte  durch  das 
abgekürzte  Verfahren  finden,  wenn  man 
diese  Wurzel  so  genau  haben  will, 
als  es  die  Genauigkeit  des  Quadrates 
gestattet.** 

Auch  selbst  die  abgekürzte  Methode 
verlangt  sehr  lange  und  zwar  an  Länge 
immer  zunehmende  Divisionen,  wenn  man 
viele  Ziffern  verlangt.  In  letzterm  Falle 
würden  also  andere  Methoden  anzuwon- 
den  sein,  die  aber  besser  beim  allgemei- 
nen Wurzclausziehen  mitgethcilt  werden. 
(Vergleiche  den  Artikel:  Quantität.) 

lieber  die  Berechnung  der  Quadrat- 
wurzeln durch  Kettenbrücho  vergleiche 
man  den  Artikel:  Quadratische  Glei- 
chungen. 


6)  Imaginäre  Zahlen. 

Ks  ist  somit  dargethan,  dass  Jede  po- 
titivo  Zahl  eine  positive  Quadratwurzel 
habe,  welche  sich  entweder  genau , oder 
bis  zu  einer  beliebigen  Grenze  der  Ge- 
nauigkeit bestimmen  lässt.  Zu  dieser 
Wurzel  kommt  noch  eine  zweite  nega- 
tive von  gleichem  absoluten  Betrage. 

„Was  nun  die  negativen  Zahlen  aii- 
betrifft,  so  können  deren  Quadratwurseln 
weder  positiv  noch  negativ  sein.“ 

Denn  sei : 

V(-a)  = b, 

wo  b eine  positive  Zahl  ist,  so  wäre 
also : 

— a = j 

das  Quadrat  einer  positiven  Zahl  kann 
aber  nicht  negativ  sein.  Auch  wenn  b 
negativ  wäre,  müsste  sein  Quadrat  po- 
sitiv sein,  also  ist  auch  hier  die  Glei-, 
chung  — a = Ä*  unmöglich. 

Der  Ausdruck  y—A  bildet  ein  neues 
Element  in  der  Arithmetik,  und  heisst 
imaginäre  Zahl , während  man  die  posi- 
tiven und  negativen  als  reelle  Zahlen 
bezeichnet. 

Da  alle  Zahlen , welche  ans  der  Ein- 
heit durch  Abziehen  und  Zuzäblen,  Ver- 
vielfältigen und  Tbcilcn  cutstcheu,  posi- 
tiv oder  negativ  sind,  so  gelangt  man 
durch  keine  dieser  Operationen  mit  reellen 
Zahlen  zu  den  imaginären.  Bei  der  An- 
w*cndung  auf  Raum  oder  Zeitgrössen 
entsprechen  sie  also  nie  einem  wirklichen 
Gegenstände,  da  man  immer  durch  eine 
dieser  Operationen  von  einer  Grösse  zu 
einer  anderen  gleichartigen  gelangt.  Je- 
doch entstehen  alle  imaginären  Zahlen 
durch  dergleichen  Operationen  aus  einer 
einzigen  V — 1,  die  man  auch  mit  i be- 
zeichnet; nur  muss  dieselbe  nöthigen 
Falls  mit  einer  reellen  Zahl  verbunden 
werden.  Der  Ausdruck  a + öi,  wo  <i  und 
b reelle  Zahlen  sind,  ist  also  der  allge- 
meinste in  der  Analysis  vorkommende. 
Was  die  Rechnung  mit  dem  Imaginären 
betrifft,  so  verfährt  man  so,  als  wenn  i 
oder  V— 1 eine  unbestimmte  reelle  Zahl 
wäre,  indem  man  nur  mit  diesem  Ver- 
fahren die  Gleichung  verbindet: 

es  ist  nämlich  nach  der  Definition : 

So  z.  B.  ist : 

womit  wenigstens  für  die  Quadratwur- 
zeln der  negativen  Zahlen  dargethan  ist, 
dass  sie  Vielfache  von  iodery— 1 sind. 
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Ein  Mehrcrcs  über  die  Natur  und  die 
Eigenschaften  der  imapnüren  Zahlen 
gehört  nicht  in  diesen  Artikel.  (Man 
vergleiche  den  Artikel ; QuantitAt.) 

Wir  bemerken  noch,  dass  wenn 

V(-l)=i 

gesetzt  wird,  eine  zweite  Wurzel  von 
-•l  auch  sein  muss,  da: 

ist,  und  oben  so  gibt  es  zwei  Wurzeln 
von  einer  beliebigen  negativen  Zahl  ~^Ay 
nämlich  +i}i4  und  — 

„Die  negativen  Zahlen  haben  ebenso 
wie  die  positiven  2 Quadratwurzeln.“ 

Es  entsteht  aber  jetzt  die  Frage,  wie 
man  aus  einer  imagin&ren  Zahl  die  Qua> 
dratwurzcl  finde.  Die  Beantwortung 
derselben  gehört  in  die  Theorie  der  all- 
gemeinen Wurzclausziehung  und  Potenz- 
reebnung.  Jedoch  kann  einiges  Elemen- 
tare darüber  schon  hier  gegeben  werden. 
Sei ; 

y(rt  -f  Ai)  = c + tfi, 

wo  <1,  h gegebene  reelle  Zahlen  sind, 
c nnd  d dergleichen,  welche  aber  gefun- 
den werden  sollen.  Erhebt  man  beide 
Seiten  dieser  Gleichung  ins  Quadrat,  so 
erhalt  man: 

a-f-Ai=:(c  + di)*  = c*-i-2crfi  + 
oder  da: 

•»=-1 

ist; 

II -1- A i = c*  — d* -H  2 c rfi. 

Da  nun  der  reelle  Thcil  rechts  c’— d* 
nur  dem  reellen  Tlicilc  a links  gleich 
sein  kann,  so  zerfallt  diese  Gleichung  in 
die  beiden  andern: 

a = c*— d*,  A = 2cd, 
welche  zur  Bestimmung  von  e und  d 
dienen.  Nach  Elimination  von  d hat 
man: 

A*  A> 

a=c*— r— , d.  h.  c*— ÄC*=-r, 
4c*  4 

woraus  folgt: 

In  ihnlicher  Weise  ergibt  sich: 
b' 

rf‘  + ad>=j, 

also: 

Da  c und  d reell  sein  sollen , sind  je- 


doch nur  die  obem  Zeichen  der  Wur- 
zclu  zu  nehmen,  im  entgegengesetzten 
Falle  würden  nämlich  offenbar  c’  nnd 
d*  negativ,  also  c und  d imaginAr  sein. 
Man  bat  also: 

•'= ± ]/- 1 + ^ y(o>+4*)- 

Den  neuen  Wurzeln  ist  natürlich  das 
doppelte  Vorzeichen  zu  geben. 

Es  fragt  sich  noch,  welche  Zeichen 
von  c man  mit  denen  von  d combiniren 
müsse,  da,  wenn  man  sie  beliebig  ver- 
bände, vierWerthe  von  /(a-|-Ai)  sich  er- 
geben würden,  wahrend  dieser  Ausdruck 
doch  deren  nur  zwei  bat.  Zu  dem  Ende 
gehe  man  wieder  von  der  Formel : 
a-h  Ai  = c’— d*-|-2cdi 
aus.  Ist  A positiv,  so  muss  dies  sonach 
such  mit  cd  der  Fall  sein,  d.  h.  es 
müssen  beide  Wurzeln  gleiche  Zeichen 
haben;  ist  A dagegen  negativ,  so  haben 
sie  immer  nngleiche  Zeichen,  und  es  ist, 
wenn  jetzt  A eine  immer  positive « a 
eine  positive  oder  negative  Zahl  vor- 
stellt : 

V(a  + ii)  = ± 

V(a-4i)  = ± [|/|  + 1 

WO  alle  Wurzeln  rechts  mit  dem  positi- 
ven Zeichen  zu  denken  sind. 

Beispiel.  Sei  gesnclu: 

V(5±12i).  a = 5,  A = 12,  V(a»  + Ä» 
= V169  = 13, 

also : 

V(5+12i)  = ± [y'^  + i I Z®] 
= 4;(y9  + iV4), 

d.  h, : 

V(5+12i)=  + (34-2i). 
V(5-12i)=  + (3-2i)- 

7)  Qaadratwnrzeln  ans  Buch- 
st a be  n a na  dr  ü cken,  namentlich 
ans  Po  t cnzre  i hen. 

Irgend  ein  Bnehstabenansdmek  ist  ein 
yoUständiges  Quadrat,  wenn  er  ans  einem 
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^ibnlichen  durch  Erhebung  ins  Quadrat 
gewonnen  ist;  so  s.  B.  ist  a*+2a6+A* 
ein  Tollstindigcs  Quadrat  und  a+&  die 
Wunel  davon. 

Ist  ein  Buchstabenausdruck  nicht  auf 
diese  Weise  gewonnen,  so  kann  auch 
seine  Wurzel  durch  keine  ähnliche  For* 
mcl  dargestellt  werden.  So  z.  B.  ist 
y(rt*  + 6’)  nicht  in  solcher  Weise  dar- 
stellbar. Der  Ausdruck  cl>6n 

den  Werth  der  gesuchten  Wurzel  an, 
und  kann  mit  ihm  in  gewöhnlicher  Weise 
gerechnet  werden.  Ks  gibt  aber  auch 
Darstellungen  von  Quadratwurzeln  un- 
vollständiger Quadrate  in  der  Gestalt 
unendlicher  Keiben,  die  jedoch  nur  so 


lange  ihre  Bedeutung  und  ftberhaupt 
einen  Sinn  behalten,  als  sie  convergiren, 
d.  h.  einer  bestimmten  Grenze  sich  an- 
nähern. 

Wir  geben  zunächst  die  Art,  wie  man 
die  Quadratwurzel  aus  einem  Bnchsta- 
benausdrucke,  der  ein  vollständiges  Qua- 
drat ist,  berechnet.  Die  Methode  ist 
genau  die  bei  Zahlenausdrücken  ange- 
wandte. — Sei  gesucht  die  Quadratwur- 
zel aus : 

A = 16x*-h4-7j’-24x'  + 12x. 
Die  Zahl  ist  zunächst  noch  absteigenden 
oder  aufsteigenden  Potenzen  einer  Grösse 
zu  ordnen,  also: 


, tt  ß Y 

Vl6x*-24x^-7x*  + 12x+4  = 4x*  -3x-2 

16  X* 

8x*|  -24x»-7x*  + 12x+4 

-24x»+9x» 

8x»-6x  -16x*+12x-f  4 

-16x»+12x-H4, 


Man  sucht  zunächst  die  Wurzel  des  höchsten  Gliedes  16x*,  also  4x^  = n,  da 
(x*)*rx*  ist,  zieht  das  Quadrat  16x*  von  der  ganzen  zu  untersuchenden  Qua- 
dratzahl ab;  in  das  erste  Glied  der  Differenz  wird  mit  2n  dividirt  und  der  Quotient 
— 3x  sei  ß \ man  bildet  2a^-|-^^  nnd  zieht  wieder  ab,  in  das  erste  Glied  der 
Differenz  — 16x*  dividirt  man  mit  2(«-|“/J)  and  der  Quotient  —2  sei  gleich  y\  es 
wird  dann  2(«-|-/?)y+y*  abgezogen.  Die  Differenz  ist  Null.  In  der  That  hat 
man  also : 

A— a’— 2<rj9— 2(o+^)y— y’=0, 

d.  h.: 

A — («+/?-!- y)>=0,  A=:(rt-|-jS-f'y)’i 

nnd: 


tt-\-ß+Y=\A, 

wu  in  beweisen  wer. 

Bei  dreigliedrigen  Ansdrücken  kann  man  einfacher  nach  der  Formel: 
a±b  = \{,a'  -jr2ab  + h') 

Terfobren,  d.  h.  die  GrOsee  ist  ein  volIeMndiges  Qnadrat,  wenn  zwei  Glieder  toU- 
sUndige  Quadrate  mit  poeitivem  Zeichen,  dae  dritte  aber  das  doppelte  Prodnet 
beider  ist,  die  Somme,  beifiglich  DiCTcreni  der  Wurzeln  beider  Quadrate  ist  die 
gesuchte  Wurzel  der  Grossen. 

Beispiel. 

V(9**  +12oi*+4a*i*=3z:’  + 2az. 

Es  ist  nämlich  9zr*  das  Qnadrat  von  3z'',  4a’«’  das  von  2ax,  12ax'  aber 
dae  doppelte  Frodnet  von  2a«  nnd  3«’. 

Geben  wir  noch  ein  Beispiel  der  Entwicklung  einer  Quadratwurzel  einer  nicht 
quadratischen  Grosse  in  eine  unendliche  Bcihe. 
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=3*-^ 

9.r> 


6x|-4jr’ 

, 7 . '*V‘ 

_4,7  + _ 


2jf^_  4y^_ 

27i>  243x‘  ■ ■ ■ 


V|_V 

3x  1 9x’ 

_4y‘  . 8y* 
9x‘  ‘ 81x» 

3x  27x*  81x‘ 


4y" 

7297 

729x*’ 


Das  Verfahren  ist  t^anz  das  obige,  nur  dass  der  Rest  nie  Null  bleibt. 

Das  Gesetz  der  uucndliebcn  Reihe  rechts  ist  leiclit  an  erkennen.  Offenbar 
ist  dieselbe  gleich; 


2-2  \3x/  2*  \3x/  2*  V3j:/ 


■]• 


Die  Identität  dieses  Ausdruckes  mit  findet  aber  nur  so  lange  statt, 

als  diese  Ueihe  conTcrgirt,  oder  was  dasselbe  ist,  die  Differenz,  welche  beim  fort* 
gesetzten  Dividiren  und  Abziehen  entsteht,  sich  der  Null  nähert.  Es  ist  dies 
beiläufig  gesagt  so  lange  der  Fall,  als  2y<3x  ist.  Siehe  ein  Mchreres  unter  dem 
Artikel:  Reihen. 


8)  Einige  Formeln  und  Sätze  Uber  Quadratwurzeln. 

„Die  Wurzel  aus  einem  Product  ist  gleich  dem  Froducte  der  Wurzeln  der 
Factoron.“ 

\{abc  . , .)=y«  y6  Vc . . . 

Offenbar  ist  nämlich: 


(y<j \h yc)»  = y«>  yA>  yc*  = ab c, 

also  indem  man  auf  beiden  Seiten  die  Wurzeln  bildet: 

\a  \b  Vc  = y(rt6  c). 

,,Dio  Wurzel  eines  Quotienten  ist  gleich  der  Wurzel  des  DWidendus,  dividirt 
durch  die  des  Divisors.“ 

i/I  = 

M V* 

Wir  haben  diesen  Satz  schon  oben  bewiesen,  indem  wir  - als  Bruch  bczcichneten. 

0 

„Die  Wurzel  einer  graden  Potenz  wird  erhalten,  wenn  man  den  Exponenten 
durch  2 dividirt.“  

n 

^ a =a  . 

Offenbar  ist: 

also  wenn  man  auf  beiden  Seiten  die  Wurzel  auszicht: 


»I  y 2n 
a = ^ a , 

Beispiele. 

£s  sei  zu  vereinfachen  der  Ausdruck  : 

v'rä + v'toö- 

Man  zerlegt  die  einzelnen  Zahlen  unter  dem  Wurzelzeichen  wo  möglich  in  Facto* 
ren,  deren  einer  quadratisch  ist;  dies  gibt: 

V 7-3^  + 1 ^TÖ* - VT^-VT^'  = 3 V7  + 10  K7 -5  V7 -2  V7  = (3+ 10-5-2)  V7 

= 6V7. 
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nOa-i-  + 18«>4.)-2Ao  |/(^  + g)'  + 3ni 
Man  erhält  durch  Zerlegung  der  Factoren  und  Vereinigung  der  Ifenncr: 

V'9«>4*  («+2t)-2ic  y'dc»(a+2A)^3^ 

y + }/(a  + '2h)  — Zab  V'(a  + 24) 

-ab  V'(n+26)  +66c  l^(^l)  = (2ai+64c)  V'(^'2Ä)'=26(o+3c)  V(o+  26). 
Schliesslich  geben  wir  noch  die  Lösung  folgender  Aufgabe : 

„Es  soll  V(x  + Vy),  also  ein  Ausdruck,  der  unter  dem  Wurzelzeichen  noch 
eine  zweite  Wurzel  hat,  in  eine  Summe,  bezüglich  Differenz  von  zwei  Wurzeln 
verwandelt  werden.“ 

Auflösung.  Wir  setzen: 

K-'±Vy)=V«±Kp, 

und  erhalten,  wenn  w*ir  ins  Quadrat  erheben; 

Vy  = «+pn.:  V(**p)‘ 

Da  u und  u nur  durch  eine  Gleichung  bestimmt  sind,  so  können  sie  noch  einer 
zweiten  willkürlichen  Bedingung  unterliegen.  Wir  setzen  daher: 

;z=:w  + ti 

und  erhalten  dann: 

Vy=2V(«r),  d.  h:  y = iHv. 

Diese  beiden  Gleichangcn  bestimmen  u und  v völlig.  Es  ist: 

x"=K*+2iiy+i>’, 
y = iuv, 

also: 


und: 


*•— «*  — 2Mu  + t'  = (u— t)*. 


Diese  Gleichung  zu 
addirt,  gibt: 


«-e  = V(x*-y). 
u-4-v  = x 


•‘=i[*  + V(**-y)]> 

und  davon  subtrahirt : 

“=4[*-V(-»’-y)]. 

also: 

yrTTy=  + y^EE|^). 

Beispiel. 

Sei  zu  bestimmen : 


Es  ist  dann: 
also: 


1^84-V'60. 

z = 8,  y=60,  K^>-y)  = V4  = 2, 
F'8+V'6Ö=1/'?-g+y?r2  = y5  + y,3. 
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9)  Tafel  der  Quadratwuricln  dererBten  1000  ganicn  Zahlen. 

0  j 100  I 200  I 300  400  500  000  700  800  900 

1 I,000o'l0,0499'l4.1774  17, .3494'20,02.')0'22, 3830  24, 5153'20,4764'28, 3019130,0167 

2 1.4142  10,0995  14.2127  17,3781  20,0499  22,4054  24„53.572G.4953  28,3196!30,0333 

3 1,7321  10,1489  14.2478  17,4009  20.0749  22,4277  24,.'’>.')01 126  5141  28,3373  30,0500 

4 I 2.0000  10,1980  14.2829  17,4356  20,0998  22,4499  24  5764  26  5330  28.3549,30,0666 

5 ! 2,2361  10.2470  14.3178  17,4642  20,1246  22,4722  24,5967  26,.5518  28  3725  30,0832 

6 2.4495, 10  29f)6i  14.:ir)27,17,4929  20,1494  22.4944  24.6171  26,5707  28,3901 ,30,0998 

7 2.6458  10..3441  14,.3875'l7„5214  20,1742  22.5167  24  6374  262)895  28,4077  .‘10,1164 

8 2,8284'  10  3923  14,4222  17.5499  20,1990,‘22  5389  24,6577  '26,0083,28,4253  30,1330 

9 3,0000  10,4403  14.4508,17,5784  20.2237  22.5610  24.6779  26,6271  28,4429,30,1496 

10  3,1623  10,488lil4,4914  17,0008  20.2485l22.5832  24,6982  26.6-458  28,460ö'30,1662 

1 1 3.3106  10..5357  14..5258  17,6:3:52  20.2731  22,60.53  24,7184,26.0646  28.4781  30.1828 

12  3.464410,5830  14..5602, 17.663.5  20.2978  22.6274'24,7386|26,68:13, 28,4956  30.1993 

13  3,60.56;]0,630i;i4..594.5il7,6918  20.3224  22,6495'24,7.588  26.7021 128,5132;30,2159 

14  3.7417  10,6771il4.6287  17,7200  20  3470  22.6716  24,7790l26.7208  28,5.307  30.2324 

15  3.8730  10.7238ll4.6629  17,7-182  20.:1715  22.6936!24.7992l26,7395  28.5482l30,2490 

16  4,00(XI,  10,7703, 14,6969  17,7764  20,3961  22.71.56  24.8193  26.7.582, 28,.'^657  30,2655 

17  4,123l[l0,8167ll4,7309  17,804.5  20.4206  22.7376  24,8,395  26,7769  28,.'^>832  30,2820 

18  4,2426110,8628  14,7648  17.8.326  20.44.50'22,7596  24.8596  26,79,55'28,6007,.30,2985 

19  4,3589  1Ü,!K)87  14.7986  17,8606,20.4695  22.7816  24,8797  26,8I42'28.6182  30,31.50 

20  4 4721I10.9545  14.8324  17.8885  20,4939  22,80:35  24.8998  20,8328  ‘28.0356:30.3315 

21  4,5826  ll,(KXW,14.866137.Mltöi2<J5183  22.8254|24,9199  26.8514l28.6531 1303480 

22  4.6!K>-4  11,04:54  14.8997;i7,9444'20  5426  22,H473'24,9399  26,8701  ;28,6705  30..3645 

23  4,79.58'll,0!t05, 14,9332  17,9722  20„5670  22,8692  24,9600  26.8887  28,6880' :30.:3809 

24  4.8990|ll,i:!r>.5  14.9660, 18.0000  20..5913  22.8910  24  9800  26,9072i28.7054i30,3974 

25  .5,(HHX)'ll,180:ill.5,(XM)0|l8.0278  20.61,55  22,9129  25,0000l26,9258l28.7228l30,4138 

26  5,0990  11,22.^,  15.033.l|l'8.05,55  20,6398  22.9:147 125.0200  26.9444128,7402 .30,4.302 

27  5,1962  11,2694  15,066;)  18, 0831  20,6640,22.9.565'25,0400  26.9629'28.7.576, 30,4467 

28  5.291511, 3137, 15,0997'l8, 1108  20,6882  22,9783  2.5,0599  26.9815  28.7750 .30,4631 

29  5.38.52  11,3578,15,1:527  18.1384  20,7123  23.0000  25.0799  27.0000  28,7924'30,4795 

30  5,4772 11.4018il5,ir).58  18.16.59  20,7364  2.3,0217  25.0998  27,0185'28,8097i30,4959 

31  I 5..W78  11,4455115,1987  18,1934  20,7605  23,0434125,1197  27,0370  28,8271130,5123 

32  5,6.569'll.4891  15.2315  18.2209,20.7846  23,06.5l'25,1396  27,0555  28,8444  30,.5287 

33  I 5,7446 1 11,5326  15.2643  18,2483,20,8087,23.0868  25,1595  27,0740  28,8617  30,5460 

34  I 5.8310,11.5758  15  2971  18,2757  20,8327  23,1084  25,1794  27,0924,28,8791  30,5614 

35  I 5,9161  11,6190  15.3297il8,3030’20.a567i23,1301  25,1992  27 ,1109l28,89G4l305778 

36  6,0Ü0<)  11.6619  15,3623  18,3:103120,8806  23,15172.5,2190  27,1293  28,9137 130,5.941 

37  6.0828 11,7047  15..3948  18,3570'20,9045'2ai733  25,2389  27,1477  28,9310  30,6105 

38  6,1644  11,7473  15,4272  18,3848  20,9284  23,1948,2.5,2587  27.1662  28.9482  30,6268 

39  6.2450, 11.7898,15.-1.596  18.4120  20,9523  23,2164 '25,2784  27,1846, 28,96.55'30.6431 

40  6,324611 ,8;i22ll5,4919  18,4391  20,9762  23.2:379  25,2982  27.2029128,9828  30,6594 

41  6,40.31111.8743  15,5242  18,4662  21,0(X»0  23.2594  2.5.3180  27  2213  29.0(HX)|30,6757 

42  6,4807  11,9164  15,5.563  18,4932  21,0238'2a2809|25,3377i27.2397  29,0172  30,6920 

43  6.5574  11.91)83  15,5885  18,520:3  21.0470'23,3024  25.3574’27.2.580  29,0345'30,7083 

44  6.6:332  12,0000  15,6205  18.5472  21.0713'23,.3238  '2,5,3772  27.2764  29,051 7 1:30,7246 

45  6,7082]  12,0416  15,6525'l8,5742l21.09:50  '23,:3452l'25.3969  ‘27.'2947  29.06891:30,7409 

46  6,7823  12.0830  15, 6844118,6011  21,1187  ‘23,:36l;6, ‘2.5,4165  27,3130 '29,0861 130,7571 

47  6,a557;i2,1244  15,7162'l8,6279  21.1424  23,3880,25,4362  27.3313'29,1033  30,7734 

48  6.9282  12,16.55115,7480  18,6548  21,1660  23,4094'25,45.58  27.3496  29  1204|30,7896 

49  7,0000,12  '2066 15,7797  18,6815  21,1896i23,4307  25.47.55  27,3679  29,1376!30,8058 

50  ! 7,071lll2,'2474  1.5,8114  18,7083  21,2132'23, 4521  '25,4951127,3861 129, 1548130,8221 
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0 100  200  300  400  500  1 600  700  1 800  900 

I I I 

5l|  7,1414ll2.2882  15.8430!ia735o'21.2368 '23.4734'2.5, 5147  27.404-1 29, 171!)l30,8383 
.52'  7.2111112.3288  15  87451 18.7617,21.2603  23,4947  25,5313  27.4226  29,1890 .30.a">45 
53,  7,2801  12.3693  15.9060'18. 7883  21.283»  23 .5160  25  5f>39'27,4-108'29,2062^30.8707 
54'  7,3435  12,4097  15.9371 18,8149  21.3073  23,r>372  25,.5734  27,4591  j29.2233  30,8869 
5.5;  7,4162  12.4499  15.9687|  18,841 1:21.3307  23  558-1  25.59:10  27.4773129.2404  30.9031 
50  7,4833|r2r4!KK)|l6,l10Ö)  18.8680  21.3542  23,5797 12.5.61 25  27^4355  a).257.5  :i0.9192 

58  7,5498  12.5300' 16.1612  18  8944'21.3770  2 36008'25,6320  27.5136  29.2746  30.9.354 
.58  7 61.58  12..’’)698;i6, 0624  18.!8209|21.4009  23,6220  25.6515'27.5318  29  2916,;10.9516 

59  7,681lll2.6095  16,093.5'18  9473'|21.4243  23,6432  25.6710  27  5r)lK)|29.3087  30.%77 
60l  7,7460!12.6491|16.1245  18  9737  21,4476  23.lU413!25.69(ß27.508ll29.3258l30, 9839 
61j  7.8102  12.6886  16,1.55.5,19,0000  21,47Äi  23  (i854  2.5.7099;  27..38(J2  29  3128  31,0000 
621  7,8740,12,7279  10,18b4'19, 0263  21,4942  23.7065  25,7294  27.6013  29.3598  31.0161 

63  7,9373  12,7671, 16.2173'l9,Oi526  212)174  23,7276  2.5.7488  27,6225  29,3769  31.0322 

64  8,0000,12,ai62, 16,2-481  19.0788  21,5407,23.7487  25.7682  27,6405  29.3939  31,0-183 
65,  8,06^23(12,8452  16.27881 19.1050  21,.5C39|23.7697  2.5.787l)|27.6,586  29  4109  31.0644 

66  8,1240  12,8841  16.3095  19.1311  21,5870  23.7iKl8  2.5.8070  27,6767  29,4279  3'l,0805 

67  ai8ö4  12.9228ll6.3401 119,1572  21.6102  23,8118  25,8263  27,6948  29,4449,31,0966 

68  8,2462' 12.9615  16,3707  19,1833  21,6333  23.8:128'25,8457  27,7128  29.4618'31,1127 

69  8,3066  13,0000  16,4012  19.2I>.I4  21,656-1  23,8537  25.8650  27,7308  29,4788  31,1288 

70  8,3666  13.0384  16,4317  19.2354(21,6795  23,8747  25,8844  27.7489  29.4958  31,1448 

71  8,4261  13,0767,16,4621  19.261421.7025  23,8956  2.5,9(07  L't.'foiiO 2!t.5I27|31,l(i()9 

72  8,4853  13,1 149  16,4924  19.2873  21,7256(23,916512-7.92:10  27.7849  29.5296  31,1769 

73  8,5440  13, 1529, 16  . 5227;  19.3132  21,7486  23,9374  25.9422  27.8029  29.5466  31,1929 

74  8,6023  13,1909  16.5529:19,3391  21.7715  23.9583  25,%15  27.8209  29„56a5  31,2090 

75  8.6603;13,2288  16, .5831(19.3649  21,7945  23.9792  25.9a»8  27.8388,29.5804  31,22.50 
76i  8,7178  13,200.5jl6,6i;l2;19.39O7, 21,8174 24,O(X)0 26,(KK)0  27.8568  29.5973  31.241Ö 

77  8,7750  13.304146,6433  19  416.5121,8403  24,0208  26,0192  27.8747,29.6142  31,2570 

78  8,8318  13,3417  16,6733  19,442-2  21,8632  24,041 6 26,0384  27, 8927(29, (’>311  31  2730 

79  8,8882  13,3791 ,16,70:)3'19,4679  21,8861  24.0624  26.0576  27,9106  29,6479  31,2890 

80  8,9443  13,4164  16,7332(19,4936  21,9089  24.0832,26.0768  27.9285  29,(«!48l31,3050 

81  9,0000, 13,4536  16,7(01  19.5192  21,9317  24,1039  26.0960, 27.9-164  29,6816:31.3209 

82  9,0554  13.4907  16,7929|19  5448  21.9545  24,1247  20,115l'27  9643  29,8985'31,3369 

83  9,1104  13,5277,16, 8226  19.5704,21,9773  24,1454  26.1343  27.9821  29,7153  31,3528 

84  9,1652  13,.5647,16,8523  19,5959  22.0000  24.1661  26,1.53-4  28,0000  29,7321  31,3688 

85  9,2195  13,0015(16,8819  19,021 4,22,022  7 24,1868  20,1725(28.0179  29,7489  31,3847 

86  , 9,2736  13,6382  16.9115  19,6469  22,04r4  24.2074  26,1916  28,ü357i29,76;'>8  31,4006 

87.  9,:1274  13,6748  16,9411(19,6723  22,0681  24,2281(26.2127  28,05:45'29,7825  31,4166 

88,  9,3808  13,7113  16,9706  19,6977  22,0907  24.2487,26,2298  28,0713  29.7993(31,4325 
891  9,4340;  13,7477  17,0000  19,7231,22.1133  24,2693  26,2-488  28,0891  29.8161  31,4484 
90|  9,4868  13,7840  17,0294  19,7484,22,ia59  24.2899  26,2679  28,1069  29,8329(31,4643 
91|  9„5394  13.8203  17,Of>87|19,7737  22.1585  24,3105  26,2869l28,1247i29.8496(31,4802 

92  9,5917  13.8564  17,0880  19,7990  22,1811  24,3311  20.3O59'28,1425  29,8664:31,4960 

93  9,6437  13,8924,17,1172  19,8242  22,2036  24,3516'26,3249,28,1603'29,883li.31,5119 

94  9,6954,13.9284  17,14644  9,8494  22,2261  24.3721  26,3439|28.1780  29,8998  31,5278 

95  9,7468|l3,9642(l7,1756  19,8746 22.2486  24,3926  26,3629  28,19.57,29,9166131,5436 
961  9,7980140000  17,2047  19,8997122,2711  24,4131  26,3818  28,2135  29,9333  31,5595 

97  9, 8489114, 0357(17, 2337ll9,9249'22,2935  24,43.36  26,4008;28,2312!29,9500  31,5763 

98  9,8995'  14,0712  17, 2627  19.9499  22.3159  24,4540  26,4197  28,2489(29,9666  31,5911 

99  9,9499  14,1067  17,2916  19,9750  22,3383  24,4745i26,4380|28,2666  29,9833  31,6070 
100  10,0000 14,142l!l7,3205  20,0000  22,3607  24,4949l26,4575'28,2843i30,000ü  31,6228 
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Qoadratzahl. 

So  wird  eine  ganze  oder  gebrochene 
Zahl  genannt,  welche  eine  rationale  Qua- 
dratwurzel hnt.  Vergleiche  die  Artikel: 
Quadrat  und  Quadratwurzel. 

dnadriren. 

Id8  Quadrat  erheben. 

duDtiUt  (allgemeine). 

Die  Quantität  oder  GrOsse  bildet  den 
Gegenstand  der  Mathematik,  sowohl  der 
reinen  als  der  angewandten.  Wie  alle 
Begriffe  ist  auch  der  der  Quantität  von 
den  Dingen  der  Aussenwelt  abstrahirt, 
und  ist  darunter  deren  Eigenschaft  ver- 
standen, dass  andere  gleichartige  Dinge 
mit  ihnen  vereinigt,  oder  von  ilincn  hin- 
weggciiommen  werden  kOnnen,  oder  mit 
andern  Worten: 

„Quantilftt  ist  die  Eigenschaft  der 
Dinge,  dass  sie  vermehrt  oder  vermin- 
dert werden  kennen.** 

Der  Quantit&t  gegenüber  setzt  man 
die  Qualität,  sic  umfasst  diejenigen  Eigen- 
schaften, durch  die  sich  irgend  ein  Ding 
von  andern  nicht  als  gleichartig  gedach- 
ten unterscheidet.  Es  können  also  die 
Qualitäten  unendlich  verschieden  sein, 
während  die  Quantität  nur  ein  Begriff 
ist.  Dabei  ist  zu  merken , dass  die 
Gleichartigkeit  oder  Nichtglelcbartigkcit 
der  Dinge  eben  etwas  nur  dem  Denken, 
nichts  der  Aussenwelt  Entsprechendes 
ist.  Wir  können  Gegenstände  als  gleich- 
artig betrachten,  wenn  wir  gewisse  Qua- 
litäten, welche  sie  von  einander  unter- 
scheiden, unberücksichtigt  lassen,  und 
dann  haben  sic  nur  einen  quantitativen 
Unterschied  von  einander,  sind  also  der 
Mathematik  zugänglich.  Wenn  man  z. 
B.  von  der  BcvOlkeningsmengc  eines 
Staates  oder  Landes  spricht,  und  deren 
Berechnung  gewissen  mathematischen 
Betrachtungen  unterwirft,  so  bestehen 
die  gleichartigen  Dinge , die  man  ver- 
bindet, in  den  einzelnen  Bewohnern. 
Man  sieht  also  von  der  vielfachen  qua- 
litativen Verschiedenheit  derselben,  z.  B. 
ob  sie  männlichen  oder  weiblichen  Ge- 
schlechtes seien  u.  s.  w.,  ganz  ab. 

Strenge  genommen  findet  dieser  Ab- 
stractionsprozcBs  bei  jeder  Anwendung 
der  Mathematik , selbst  bei  Geometrie 
und  Mechanik  statt.  Linien  z B.  sind 
insofern  von  einander  qualitativ  unter- 
schieden, als  jede  einen  andern  Raum 
einnimmt.  Misst  man  sie  nun,  d.h.  ver- 
gleicht man  sie,  so  sieht  man  von  die- 
sem Räume,  den  sie  gerade  cinnehmen, 
ganz  ab. 


Da  die  mathematischen  Wissenschaften 
nur  die  Quantität  betrachten,  die  letztere 
aber  eine  einheitliche  ist,  so  fragt  sich, 
wie  noch  ein  Unterschied  in  diesen 
Wissenschaften  selbst,  z.  B.  zwischen 
Zahlenlehrc  und  Geometrie  oder  Mecha- 
nik stattfindon  könne. 

• Diese  Frage  ist  folgendermaassen  zu 
beantworten. 

' Die  Zahlenlchre  ist  die  T/ehre  von  den 
Grössen  oder  Quantitäten  an  sich.  Sie 
nimmt  keinerlei  qualitative  Bestimmun- 
gen auf,  alle  andern  mathematischen 
Wissenschaften  aber  thun  dies , wenn 
auch  nur  in  dom  Sinne , dass  sie  zwei 
oder  mehrere  verschiedene  Begriffe  vor- 
anssetzen,  welche  nicht  durch  Vermehren 
oder  Vermindern  aus  einander  entstehen 
können.  So  z.  B.  in  der  Geometrie  be- 
wirken die  drei  Ausdehnungen  des  Rau- 
mes, dass  man  verschiedene  Begriffe  ein- 
führen  muss , deren  jede  für  sich  als 
Quantität  betrachtet  werden  kann , die 
aber  unter  einander  qualitativ  verschie- 
den sind,  wie  z.  B.  Linien  und  Winkel. 
Kein  Winkel  entsteht  ans  einer  Linie 
durch  Vermehren  mlcr  Vermindern,  und 
umgekehrt,  obgleich  beides  Kaurogrössen 
sind. 

In  der  Mechanik  braucht  man  ausser 
den  Raurogrössen,  welche  die  Geometrie 
kennt,  noch  die  Zeitgrösseu,  und  zur 
Bestimmung  der  Bewegung  eines  Punk- 
tes z.  B.  sind  immer  drei  qualitativ  ver- 
schiedene Raumgrössen  nöthig , welche 
den  drei  Dimensionen  entsprechen.  Seien 
dies  nun  drei  verschieden  gerichtete  Co- 
ordinaten,  welche  eben  wegen  ihrer  ver- 
schiedenen Richtung  von  einander  völlig 
zu  trennen  sind,  und  nicht  durch  Ver- 
mehrung oder  Vennindemng  aus  einan- 
der hervorgehen  können,  oder  (bei  wel- 
cher Bestimmung  sich  der  qualitative 
Unterschied  noch  schärfer  ausprägt)  eine 
Linie,  ein  Linienwinkcl  und  ein  Ebenen- 
winkel; znglcich  aber  mnss  eine  Zeitbe- 
stimmung gegeben  sein. 

Wenn  sich  in  der  Astronomie,  in  der 
mathematischen  Physik  n.  e.  w.  Rech- 
nongen ergeben,  so  beziehen  sich  die- 
selben immer  auf  mechanische  Vorstellnn- 
gen.  Von  der  reinen  Mechanik  aber 
unterscheiden  diese  Wissenschaften  sich 
dadurch,  dass  über  die  qualitative  Natur 
der  bewegten  Punkte  oder  Körper  ge- 
wisse Voraussetzungen  gemacht  werden, 
z.  B.  dass  sic  einander  anziehen  oder 
abstossen,  und  das  Gesetz,  nach  welchem 
dies  geschieht,  dass  sie  in  irgend  einer 
Art  mit  einander  verbunden  seien  n.  s.  w. 

Die  Zahlenlehre  ist  also  die  reine 
Qaantitätslehrc  in  ihrem  weitesten  Um- 
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fange,  sie  geht  eben  nur  von  einem 
Tüllig  bestimroungBlosen  Dinge,  Einheit 
genannt,  aus;  je  mehr  Eigenschaften 
oder  Qualitäten  man  dagegen  diesem 
als  Einheit  betrachteten  Dinge  gibt,  je 
mehr  entfernt  man  sich  von  mathema- 
tischen Voretellnngen.  So  ist  die  Me- 
chanik eine  reiner  mathematische  Wissen- 
schaft als  die  Astronomie,  ans  dem  an- 
geführten Gründe,  diese  mehr  als  die 
Statistik , deren  Einheit  der  einzelne 
Mensch  ist,  ein  höchst  complicirtes  Ding, 
von  dessen  Eigenschaften  dabei  nicht 
gänzlich  abgesehen  werden  kann. 

Die  reine  Quantitäts-  oder  Zahlenlchro 
hat  es  mit  allen  möglichen  Operationen  zu 
thun,  die  mit  der  Einheit  oder  der  ans  ihr 
entstehenden  Zahlcngrüsse  vorgenomnien 
werden  können,  ohne  zu  fragen,  inwieweit 
diese  Operationen  in  der  Anwendung  zur 
wirklichen  Erscheinung  kommen,  also  in 
derUebertragung  auf  dieBegriffe,  von  wel- 
chen die  Einheit  abstrahirt  ist,  auch  wirk- 
lichen Dingen  entsprechen.  In  der  That 
kann  die  Qualität  eines  Dinges  auch  da- 
rin bestehen,  dass  bei  ihm  gewisse  Eigen- 
schaften nicht  real  werden,  die  der  Zahl 
im  Allgemeinen  auhaften. 

Man  kennt  z.  B.  in  der  Zahlcnlehro 
die  Operation  der  Theilung  der  Einheit. 
Spricht  man  nun  z.  B.  von  Bevölke- 
rungsmengen, deren  Einheit  das  Indi- 
viduum ist,  so  ist  hier  eine  Theilung 
unmöglich,  weil  die  Qualität  eines  In- 
dividuums eben  zum  Thcil  in  der  Un- 
thcilbarkeit  besteht. 

Andere  Grössen  sind  wieder  der  Ver- 
vielfältigung unzugänglich  ; z.  B.  in  der 
Wahrscheinlichkeitslchro  ist  die  Einheit 
der  Ausdruck  für  die  Gewissheit,  und 
jeder  Thcil  der  Einheit  entspricht  einer 
bestimmten  Wahrscheinlichkeit  (vergleiche 
den  Artikel:  Wahrscheinlichkeit),  cs  ist 
also  ein  VcrvielfäUigen  der  Einheit  un- 
möglich, da  eine  Wabrscheinlicbkeit 
doch  nie  die  Gewissheit  übortreffen  kann. 

Die  Zahlenlehre  setzt  ferner  der  posi- 
tiven Zahl  die  negative  gegenüber.  Ne- 
gative Grossen  einer  gewissen  Art  kom- 
men oft  zur  wirklichen  Erscheinung,  z. 
B.  bei  ZeitgrOssen,  wo  man  von  einer 
bestimmten  Zeit  ansgeht,  z.  B.  von  der 
Geburt  Christi  in  der  Chronologie;  die 
Jahre  nach  Christi  Geburt  sind  positive 
Grössen,  die  vorhergehenden  negative. 
Dies  tritt  überall  ein,  wo  der  Anfangs- 
punkt oder  Nullpunkt  der  Rechnung  ein 
willkürlicher  ist,  und  die  Grösse  sich 
nach  zwei  Richtungen  von  ihm  ans  ins 
Unendliche  erstreckt.  In  der  Geometrie 
handelt  es  sich  auch  bekanntlich  in  ge- 
wissem Sinne  um  negative  Grössen,  je- 


doch ist  dies  in  andern  geometrischen 
Betrachtungen  wieder  nicht  der  Fall. 
Die  Untersuchnng,  in  wiefern  und  unter 
welchen  Voraussetzungen  RanmgrOs.scn 
negativ  werden,  wird  jedoch  erst  später 
gegeben  werden  können. 

Bei  andern  Grössen,  man  denke  z.  B. 
an  die  Statistik , kommt  Oberhaupt  das 
Negative  nicht  zum  Erscheinen.  Man 
muss  aber  hierbei  nicht  in  den  Irrthum 
verfallen,  dass,  wenn  z.  B.  die  Mathe- 
matik auf  letztere  Wissenschaft  ange wen- 
det wird,  das  Negative  und  der  Bruch 
gar  nicht  angewendet  werden  dürfe. 
Denn  so  lange  man  in  rein  mathema- 
tischen Betrachtungen  venveilt,  ist  dies 
sehr  wohl  möglich,  nur  das  letzte  Re- 
sultat der  Rechnung,  womit  man  wieder 
in  die  betrachtete  Disciplin  zurücktritt, 
schliesst  natürlich  solche  Quantitäten  aus, 
die  derselben  abgehen.  Man  kann  Bc- 
völkerungsmcngcn « wenn  sie  einmal  in 
Rechnung  gebracht  sind,  natürlich  thei- 
Icn,  andere  von  ihnen  abziehen,  d.  h. 
Negatives  damit  vereinen  und  so  fort, 
aber  das  Resultat  soll  schliesslich  kein 
Bruch,  und  auch  nicht  negativ  sein.  Im 
entgegengesetzten  Falle  würde  es  auf 
etwas  Unmögliches  hindeuten. 

Ein  höchst  wichtiger  Thcil  der  reinen 
Zahlenlehre,  die  Theorie  des  Imaginären, 
kommt  sogar  in  keiner  Anwendung  zur 
wirklichen  Erscheinung.  Diese  Theorie 
vermittelt  aber  nichts  destoweniger  die 
gegebenen  Daten  mit  dem  Resultat. 

Das  Imaginäre  kann  sich  während 
der  Rechnung  einstellen,  und  am  Schluss 
muss  es  wieder  verschwinden,  wenn  nicht 
eben  durch  dessen  Verbleiben  ange- 
deutet  wird,  dass  das  Rcsnltat  ein  un- 
mögliches oder  mcht  vorhandenes  sei. 

Wir  geben  hier  die  Zahlenlehre  oder  die 
Lehre  von  den  reinen  Quantitäten  in  ihren 
einfachsten  Elementen.  Die  Anwendun- 
gen auf  Geometrie  und  Mechanik  sind  in 
den  entsprechenden  Artikeln  zu  suchen. 

CieantiUt  (reise  oder  Zahl). 

1)  Einheit,  Null,  ganze  Zahl, 
Ad  di  li  o D. 

Die  Zahlenlehre  geht  von  dem  Begriffe 
der  Einheit  aus.  Dieselbe  wird  definirt, 
als  irgend  ein  Ding,  von  dessen  Eigen- 
schaften man  vollständig  abstrahirt.  Sie 
ist  also  gänzlich  bestimmungslos,  und 
jeder  Begriff  ist  unter  dem  der  Einheit 
enthalten,  mithin  selbstverständlich  aneh 
diejenigen , auf  welche  man  im  Verlauf 
unserer  Betrachtungen  gelangen  wird. 

Die  Einheit  bezeichnen  wir  dnreh  das 
Zeichen  1,  und  wir  können  von  ihr  zu- 
nächst weiter  nichts  anssagen,  als  dass 
sie  entweder  vorhanden  ist  oder  nicht. 
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Das  Kichtrorhasdensein  der  Einheit 
wird  durch  das  Zeichen  0 (Null)  ange- 
deutet. Auf  irgend  eine  Weise  wird  die 
Einheit  entstehen » oder  aus  der  Kuli 
bervorgehen;  sie  ist  mithin^  und  dies  ist 
ja  das  Wesen  eines  jeden  Begriffes»  das 
Resultat  einer  Thätigkeit.  Auch  diese 
Thfitigkeit  wird  völlig  bestimmungslos 
sein,  da  ja  ihr  UcsuUatein  bestimmungs- 
loses  ist;  wir  bezeichnen  sie  durch  den 
Ausdruck:  addiren,  und  durch  das  Zei- 
chen (plus).  Die  Formel: 

0+1  = 1 

deutet  also  an,  dass  durch  die  Thfitlg- 
keit  des  Addirens  die  Eins  ans  der  Kuli 
entsteht. 

Es  kann  nun  aber  diese  Th&iigkeit 
wiederholt  werden,  d.  b.  man  kann  bil- 
den 1 + 1,  einen  Ansdruck,  für  dessen 
Resultat  wir  daa  Zeichen  2 nehmen. 
Man  hat  also  1+1  = 2,  und  wenn  man 
80  fortffthrt: 

24-1  = 3.  3+1  = 4,  4+1  = 5 . . . 
Hier  sagt  man,  man  habe  1 bczQglich 
au  2,  3,  4 addirU 

Dieser  Prozess  des  Addirens  in  der 
Gedankenthätigkcit  kann  unendlich  oft 
wiederholt  werden.  Er  würde  nur  dann 
eine  Grenze  haben , wenn  man  statt  der 
bestimmungslosen  Einheit  von  irgend 
einem  näher  definirten  Begriffe  aasgeht, 
also  in  gewissen  Anwendungen. 

Wir  erhalten  also  unendlich  viel  neue 
Formen,  die  wir  als  ganze  positive  Zah- 
len, oder  kurz  als  Zahlen  bezeichnen. 

1)  „Ganze  positive  Zahlen  entstehen 
ans  der  Addition  oder  Zasammenfügung 
von  Einheiten.“ 

Die  Addiüon  wird  nämlich  gewöhnlich 
als  ein  Zusammenfugen  aufgefasst,  und 
man  kann  dies  thnn,  wenn  man  erst  die 
Einheit  entstehen  lässt,  dann  diesen  Pro- 
zess wiederholt  n.  s.  f.;  es  sind  dann 
die  Einheiten  znsammengefugt  oder  zn 
einander  addirt.  Indessen  ist  die  zuerst 
gegebene  Definition  der  Addition,  wie 
wir  gleich  sehen  werden,  die  allge- 
meinere : 

„Man  kann  jetzt  auch  beliebige  Zah- 
len addiren,  denn  da  nach  dem  Obigen 
jede  Zahl  als  Einheit  anfgefasst  wird, 
so  kann  man  jede  derselben  anoh  ans 
der  Kuli  entstehen  lassen.“ 

Es  ist  also  z.  B.  5-^3  definirt  dnrcli 
die  Thätigkeiten : 

5+1  = 6.  6+l  = 5 + l + l = 7, 

7+l  = 5+l  + l+l  = 8. 

Ebenso  können  mehrere  Zahlen  addirt 
werden,  indem  man  ent  zwei  zusammen- 


fQgt,  dann  die  dritte  damit  verbindet 

n.  B.  f. 

„Zahlen,  welche  addirt  werden,  heissen 
Glieder  oder  Posten,  das  Resultat  der 
Addition  bezeichnet  man  als  Summe.“ 

Jedes  der  Glieder  besteht  ans  einer 
ZusammeofUgnng  oder  Anzahl  von  Ein- 
heiten, and  die  Qesammtzahl  der  Ein- 
heiten aller  Posten  bestimmt  den  Aus- 
dmek  der  Summe.  Es  ist  also  z.  B.: 

5+3  = l + l + l + l + l + X + l + l = 8. 

and : 

3+5  = l + l+l  + l + l+l+l  + l = 8. 

Es  kommt  also  auf  die  Ordnung,  in  der 
die  Einheiten  entstanden,  nicht  an,  und 
man  hat  den  Hauptsatz  der  Addition: 

I.  „Man  kann  beim  Addiren  die 
Ordnung  der  Glieder  beliebig  ver- 
tauschen.“ 

a+6  + c=a+c+6  = 6 + c+a  . . • 
Hier  bedeuten  <t,  5,  c beliebige  Zahlen. 

Wie  immer  in  der  Zahlenlehre  bedie- 
nen wir  ans  der  Buchstaben,  nm  diese 
Willkflrlichkeit  auszudrücken.  Diese 
Ansdrncksweise  ist  sehr  wichtig  iÜr  diese 
Wissenschaft,  weil  sie  gestattet,  znrällige, 
also  einzelnen  Zahlen  angehOrige,  and 
allgemeine  Eigenschaften  ans  einander 
zu  halten,  und  dies  in  aller  Kürze  an- 
zndeuten. 

Es  ist  ausserdem  in  dem  Obigen  noch 
eine  zweite  Bezeichnung  enthalten.  Be- 
trachten wir  den  Ausdruck: 

5+3  = 8, 

so  bedeutet  das  Gleichheitszeichen  =r, 
dass  die  rechts  und  links  geschriebenen 
Formen  identisch  sind.  Als  wir  nämlich 
die  Bezeichnung  2 für  1 + 1,  3 für  2+1 
einf&hrten,  gelangten  wir  bereits  dazu, 
für  dasselbe  Resultat  zwei  verschiedene 
Formen  zn  haben. 

„Die  Verbindung  von  solchen  Formen 
mit  der  Andentang  ihrer  Identität  durch 
das  Gleichheitszeichen  nennen  wir  Glei- 
chung,“ 

nnd  wir  haben  für  die  Gleichungen  be- 
reits den  wichtigen  nnd  selbstverständ- 
lichen Satz: 

II.  „Wenn  man  mit  beiden  (iden- 
tischen) Seiten  einer  Gleichnng  dasselbe 
vornimmt,  so  erhält  man  wieder  Iden- 
tisches auf  beiden  Seiten.“ 

Als  Beispiel  nehmen  wir  die  Addition, 
da  sich  auf  diese  allein  jetzt  unsere 
Kenntniss  beschränkt. 

Es  sei: 

a+t=e, 

■0  iat  Mch: 
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«+A+j?=c+ar, 

Man  hat  nämlich  Gleiches,  nämlich  x, 
anf  beiden  Seiten  addirt, 

Koch  ist  ein  Begriff  ta  definiren,  der 
von  hoher  Wichtigkeit  ist,  der  des 
Grßssem  und  Kleinem.  Es  kann  dies 
jedoch  nnr  in  beschränkter  Weise  fhr 
die  uns  bis  jetzt  bekannten  Zahlen  ge« 
Bchehen. 

ganze  positive  Zahl  a heisst 
grösser  als  eine  andere  wenn  zn  b 
eine  Anzahl  Einheiten  addirt  werden 
muss,  um  a tu  bilden,  dagegen  kleiner 
als  b,  wenn  zn  a Einheiten  zngczählt 
werden  mOssen,  um  b zn  bilden.** 

Es  folgt  hieraus  unmittelbar  : 

„Null  ist  kleiner  als  jede  ganze  posi« 
live  Zahl.** 

Denn  nach  der  Definition  des  Addi- 
rens  ist: 

0+a=a. 

£s  müssen  also  zn  0 noch  Einheiten 
binzugefügt  werden. 

2)  M n It i pli ci ren , Fote nzi  r cn, 
Bedeutung  der  Klammern. 

,.Die  Wiederholung  irgend  einer  Thä« 
tigkeit  hat  nach  dem  Obigen  ihren  Zah« 
lenausdruck.** 

Möge  irgend  eine  Thätigkeit  nicht  zn 
der  bestimmungslosen  Einheit , sondern 
SU  irgend  einem  Ausdrucke  a fuhren, 
so  ksmn  man  diese  Thätigkeit  wieder* 
holen,  d.  h.  a+n  bilden,  und  wir  setzen 
d4*a=2xa  oder  =2*ii, 
2xö+lx«  = 3'0 
u.  8.  w.  Es  ist  also  auch  : 

lxa  = a,  0*a=0, 
denn  hier  ist  die  Thätigkeit  gar  nicht 
Torgenommen. 

In  fiXa  zeigt  also  n an,  dass  wenn 
man  fth’  0 die  Einheit  setzt,  aus  dieser 
Operation  die  Zahl  n hervorgehen  würde, 
oder; 

„Irgend  eine  Tluitigkeit  wird  nmal 
wiederholt,  wenn  das  Resultat  dieser 
Wiederholung  dann  zur  Zahl  n führen 
würde,  wenn  die  ursprüngliche  Tbätig* 
keit,  wie  man  dies  ja  immer  annehmen 
kann,  diejenige  ist,  welche  zur  Einheit 
führt.“ 

„Ist  namentlich  a eine  ganze  Zahl,  so 
ist  also  tixo  diejenige  Zahl,  welche  ent- 
steht, wenn  man  a nmal  (zur  Null) 
addirt.  Man  nennt  dies  a mit  n multi* 
plidren.** 

Das  Mnltipliciren  ist  also  eine  Wie- 
derholung der  Thätigkeit  des  Addirens. 

,3s  heisst  hierbei  a Multiplicandus, 


n Mnltiplicator,  das  Resultat  der  Mnlti- 
plication  wird  Product  genannt.*^ 

Das  Zeichen  der  MnUiplication,  ein 
liegendes  Kreuz  oder  ein  Funkt,  kann 
auch  weggelassen  werden,  wenn  einer 
der  beiden  Grössen , welche  man  mnlti- 
plicirt,  ein  Buchstabe  ist.  Also:  06  = c, 
gleichbedeutend  mit  ox&  = c,  ebenso: 
3x<i  = Sa,  aber  3x7  = 21. 

„Es  ist  ersichtlich , dass  das  Pro- 
duct zweier  ganzen  Zahlen  wieder  eine 
solche  ist.** 

Z.  B.;  2-3  = 3+3  = 6. 

Ehe  wir  die  beiden  Hauptsätze  der 
MnUiplication  ableitcn,  muss  auf  die 
Bedeutung  der  Klammem  cingegangen 
werden. 

Da  wir  jetzt  zwei  Operationen,  Addi- 
ren  und  Multipliciren  kennen,  so  wird 
es  auch  möglich,  die  Resultate  einer 
Operation,  also  der  Form  nach  zusam- 
mengesetzte Ausdrücke , weiteren  Ope- 
rationen zn  unterziehen. 

Soll  z.  B.  3-1-7  oder  a -f- ö mit  5 mul- 
tiplicirt  werden,  so  ist  es  hierbei  nöthig, 
anf  irgend  eine  Art  anzudeuten,  dass 
3+7  und  0+6  als  eine  Grösse  gefasst 
und  als  solche  der  folgenden  Operation 
unterworfen  wird.  Dies  geschieht,  in- 
dem man  diese  Summen  in  Klammem 
einschlicsst.  Es  heisst  also : 

(3+7)x5  = 50,  oder  (a+A)5  = c, 
man  soll  zuerst  die  Summe  3+7  = 10 
oder  0+Ö  bilden  und  mit  dieser  die  Zahl 
5 multipliciren,  wodurch  man  50  oder  c 
erhält.  Bliebe  die  Klammer  weg,  so 
hätte  man: 

3 + 7x5, 

d.  h.  es  soll  3 zn  7x5  = 36  addirt  wer- 
den, welches  38  gibt. 

Multipliciren  wir  jetzt  eine  Summe  mit 
irgend  einer  Zahl : 

4.  (3+7+5). 

Nach  der  Erklärung  der  Multiplication 
mnss  3 + 7+5  viermal  addirt  werden. 
Man  erhält: 

3 + 7+5+3  + 7+5-1-3+7+5+3+7+5, 
oder  da  cs  beim  Addircn  anf  die  Ord- 
nung der  Glieder  nicht  ankommt: 

3+3+3 +3+7+ 7 +7+ 7+ 5+5+5 +5 
= 4-3+4. 7+4-5, 

oder  allgemein: 

« (0 -f  6 + c)  = ^ 

I.  „Eine  Summe  wird  mit  einer  Zahl 
mnltiplicirt , wenn  man  jedes  Glied  ein- 
zeln mit  derselben  multipliciit , und  alle 
Producta  addirt 

40 
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Ans  diesem  Satxe  folgt  leicht  der  fol- 
gcnde  nicht  weniger  wichtige : 

IL  t^Wenn  zwei  Zalilen  mit  einander 
multiplicirt  werden,  so  kann  man  Multi- 
plicator  und  Multiplicandus  Tertauschen, 
ohne  dass  sich  das  Product  kndert.*' 
Also: 

a-6r6*a,  oder  4*3  = 3-4=12. 

Es  ist  nftmlich: 

4-3=4. (1  + 1+1), 
und  indem  man  den  vorigen  SaU  an- 
wendet : 

4.3=44,4+4  = 3.4. 

Man  kann  aber  auch  mehr  als  zwei  Zah- 
len mit  einander  mnltiplicircn.  Man  ver- 
steht nämlich  z.  B.  unter  dem  Prodnctc: 
4*3*7  den  Ausdruck  4 mit  3 • 7 oder 
21  mnltiplicirtf  also  4*3*7  = 84.  Nach 
dem  vorigen  Satte  ist  hiernach: 

4-3*7  = 4*7*3. 

Es  ist  aber  auch: 

4.3*7  = 3*4*7. 

Denn : 

4.3-7  = 4(7-i-7  + 7)  = 4.7+4.7+4*7 
= 3*4-  7. 

Man  kann  auch  für  beliebig  viel  zu  mul- 
tiplicirendc  Zahlen  leicht  dasselbe  zeigen, 
und  hat  also  den  Satz: 

IIL  ,,  Beim  Multiplidren  kommt  es 
auf  die  Ordnnng  der  tu  mnltiplicirenden 
Zahlen  nicht  an. 

Die  letzteren,  welche  sich  also  in  Be- 
zug auf  das  Product  ganz  gleich  verhal- 
ten, werden  mit  dem  gemeinschaftlichen 
Namen  Factoren  benannt. 

Seien  jetzt  zwei  mehrgliedrige  Ans- 
drücko  mit  einander  zu  multipliciren, 
also  : 

(a  + i + c)  (d+e+ß. 

Durch  Anwendung  des  Satzes  I.  erhllt 
man : 

(a+4+c)  d+(a+4+c)e 

+(a+t+c)/-+  . . 

nnd  wenn  man  Satz  II.  anwendet,  also 
beide  Factoren  vcrtausclit,  ergibt  sich: 
d(o  + 6+c)  + e(a+4+c)+/'(a+4+c), 
nnd  mit  abermaliger  Anwendung  des 
Satzes  I.: 

(b  + i+c)  (d+e+f)  = da+di+dc 

+ea+«i  + ec+fa+ß+fe, 

d.  h.: 

n Ein  mehrgliedriger  Ausdruck  wird 
mit  einem  ebensolchen  multiplicirt,  in- 


dem man  jedes  Glied  des  einen  Factors 
mit  jedem  des  andern  ronltiplicirt,  und 
alle  Theilproducte  addirt.'* 

Mit  Bezug  auf  die  Sätze  1)  und  2) 
machen  wir  noch  eine  Air  die  Methode, 
deren  sich  die  Mathematik  bedient,  wich- 
tige Bemerkung.  — Das  Resultat  dieser 
Sitte  lässt  sich  als  Gleichung  angeben, 
nnd  da  eine  solche  in  einer  völligen  Iden- 
tität der  Ausdrücke  auf  beiden  Seiten 
des  Gleicbbeitsteichens  besteht,  so  lassen 
sich  nicht  allein  solche  Anwendungen 
machen,  wo  die  linke  Seite  in  die  rechte 
verwandelt  wird,  sondern  auch  umge- 
kehrt. Sei  z.  B.  gegeben  der  Ausdruck : 
4a  • ä+2a  • c+6a  • H, 
so  sind,  wenn  man  4a  = 2*a*2, 
6*a  = 2a-3  schreibt,  sämmtliohe  Glieder 
mit  2a  multiplicirt,  und  mit  Anwendung 
des  Satzes  1.  kann  man  dafür  schreiben : 
2 a (2  6+c  -j-  3d). 

In  der  That  würde  man  durch  Anwen- 
dung dieses  Satzes  von  dem  letzteren 
Ausdrucke  wieder  zu  dem  ursprünglich 
gegebenen  gelangen. 

Man  hat  hier  also  eine  Somme  von 
Theilprodneten  in  dasProduct  einerSumme 
und  einer  Zahl  verwandelt,  indem  man 
crstcrc  innerhalb  einer  Klammer  schreibt. 
Man  pflegt  dies  so  auszudrucken : „der 
Ansdrack  2 s sei  ans  einer  Klammer 
herausgezogen  worden.** 

Wie  ans  der  Addition  die  MuItipH- 
cation,  so  entstellt  ans  dem  Mnltiplicircn 
das  Potenziren.  Es  sei  nämlich: 
l*a  = a = a^,  l*a*a  = a*,  l*a*a*a  = a* 
U.  8.  W. 

Die  oben  geschriebene  Zahl  1,  2,  3 
deutet  an,  wie  oft  a mit  sich  selbst,  oder 
genauer  genommen  mit  der  Einheit  mul- 
tiplicirt sei.  Die  Zahlen  a^,  a^,  a*  . . . 

heissen  1,  2,  3 . . . »te  Potenz  von 
o;  also: 

„Eine  2^1  a lur  nten  Potenz  erhe- 
ben, heisst,  sie  nmal  mit  der  Einheit 
multiplidren.** 

Die  Zahl  n,  welche  die  Wiederholung 
der  Thätigkeit  des  MuUiplicirens  auzeigt, 
wird  Exponent  genannt,  die  zu  polen* 
airende  Zahl  a heisst  Basis , das  Beeul- 

tat  des  Potenzirens,  also  a**,  wird  Po- 
tenz genannt.  Man  sicht  sogleich , dass 
die  Potenz  immer  eine  ganze  Zahl  sein 
wird,  wenn  a und  n ganze  Zahlen  sind. 
Auch  ist  die  Bedeutung  des  Zeichens  a* 

klar,  denn  da  anieigt,  dass  t nmal 
mit  a mnltiplidrt  ist,  so  wird  sagen, 
dass  1 gar  nicht  mit  einer  andern  Zahl 
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multiplicirt  (ei,  aljo  nnverändert  bleibt; 
es  ist  also  <«•  = 1,  was  auch  a sei. 

Wird  die  Einheit  »mal,  dann  pmal 
n.  s.  w.  mit  a mnltiplicirc,  so  hat  man 
sie  im  Ganzen  n+pmal  mnltiplicirt;  d.  h. 
in  einer  Formel; 

. . . =«**+P+--- 
oder  in  Worten: 

V.  ^Potenzen  derselben  B&sis  werden 
maltiplidrt,  indem  man  die  Exponenten 
addirt.“ 

Gebt  man  von  <!er  Formel: 

a = rt 

ans.  und  setzt  = so  hat  man  links 
a ”,  rechts  a”*a”»a”,  d,  h,  die  dritte 

Potenz  von  a”  oder  («”)*,  wo  die  Klam- 
mer ihrer  allgemeinen  Bedentong  nach 

anzeigt,  dass  erst  «”  berechnet,  und 
dann  hiervon  wieder  die  dritte  Potenz 
gebildet  werden  soll.  Man  hat  also: 

(a)*z=:a  , 

oder  da  die  Zahl  3 ganz  willkfirlich  ge- 
wihlt  war  und  von  jeder  dasselbe  gilt: 

d.  h.  in  Worten: 

VI.  „Eine  Potenz  wird  zo  einer  an- 
dern Potenz  erhoben,  indem  man  beide 
Exponenten  mit  einander  multiplicirt.** 

Seien  jetzt  gleiche  Exponenten,  aber 
anglciche  Basen  gegeben. 

(«6c)*  = «6c  «6c  «6c, 

oder  da  die  Ordnung  der  Factoren  will- 
kürlich ist; 

(«6c)*  = «««666  ccc  = «*  6*  c*. 

IMe  Anzahl  der  Factoren  «6c  nnd  der 


tnng  der  neuen  Operationen  nicht  ganz 
die  der  gegebenen. 

Ein  wesentlicher  Unterschied  stellt  sich 
n&mlich  beim  Potenziren  gegen  das  Ad- 
diren  nnd  Multipliciren  heraus.  Wäh- 
rend nämlich  bei  diesen  beiden  Opera- 
tionen mit  Posten  und  Factoren  operirt 
wurde,  Grossen,  welche  sich  nach  gege- 
benen Sätzen  beliebig  mit  einander  ver- 
tauschen lassen,  wird  beim  Potenziren 
mit  der  Basis  und  dem  Exponenten  ope- 
rirt , Grössen , die  durchaus  nicht  ver- 
tauscht werden  können,  ohne  das  Resul- 
tat zu  ändern.  Diese  Eigenschaft  der 
Potenzen  namentlich  ist  die  Ursache,  dass 
man  bei  der  Wiederholung  des  Foten- 
zirens  nicht  etwas  ähnliches  wie  n gleiche 
Posten  oder  n gleiche  Factoren  hat 
Man  begnügt  sich  daher  mit  diesen  drei 
directen  Operationen  und  schliesst  an 
dieselben  die  indirecten  an,  welche  zn 
neuen  Zahlformen  führen. 

3)  Bedeutung  der  indirecten 
Operationen.  Vom  Subtrahiren 
und  von  den  negativen  Zahlen. 

^ Einer  jeden  Thätigkcit,  die  von  irgend 
einem  Ausgangspunkte  zu  einem  Resul- 
tate führt,  können  wir  cntgcgonstellen 
die  entgegengeseuto  oder  „negative“ 
Thätigkcit,  welche  von  diesem  Resultate 
zum  Ausgangspunkt  wieder  zurückführt. 
D,  h. : Wird  eine  Zahl  « irgend  einer 
Tbätigkeit  unterworfen,  welche  zn  einer 
andern  Zahl  6 itibrt,  und  man  unter- 
wirft diese  der  entsprechenden  negativen 
Thätigkeit,  so  muss  diese  zu  a zurück- 
führen. 

Dem  Addiren  stellen  wir  entgegen  die 
negative  Thätigkeit  des  Subtrabirens  oder 
Abziehens.  Also  da  4-f-5=9  ist,  so 
muss  4 von  9 abgezogen  wieder  6 geben 
nach  der  Erklärung. 


Exponent  3 ist  willkürlich  gegeben,  also : 

(«6c  , , .)"=;rt**6”c”  . . 
d.  h.  in  Worten: 

VII.  „Ein  Product  wird  zu  einer  Po- 
tenz erhoben,  indem  man  jeden  Factor 
zu  derselben  Potenz  erhebt,  nnd  das 
Product  dieser  Potenzen  bildet.“ 

Addireo,  Moltipliciren,  Potenziren  nennt 
man  auch  „directe  Operationen“. 

Man  sieht,  keine  derselben  bringt  an 
aich  eine  andere  Form  als  die  ganze 
positive  Zahl  hervor.  Auch  könnte  man, 
indem  man  das  Potenziren  wiederholt, 
eine  nene  and  immer  nene  Operationen 
entstehen  lassen.  Wie  leicht  zn  sehen, 
wurde  dies  jedoch  keinen  sonderlichen 
l^tttzen  gewähren ; auch  wäre  die  Beden- 


Das  Zeichen  der  Subtraction  ist  — 
(gelesen  minus),  nnd  wir  schreiben: 
9-4=5. 

Allgemein : 

„Ist  rt-f  6=c,  so  ist  auch  c— 6=«.“ 
Es  folgt  aber  ans  dem  blossen  Begriffe 
der  negativen  Operation,  „dass  Addiren 
nod  Snbtrahiren  aich  anflieben**. 

Z.  B.; 

5-f-4-4=5, 

aber  auch: 

5-4+4=»  5, 

da  in  beiden  EUllen  von  der  5 tu  einer 
andern  Zahl  ftbergegangen , von  dieser 
aber  zur  5 cnrückgegangen  ist. 

Es  ist  also  auch: 


40* 
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a»a=:0  »Zwei  negatire Zeichen  geben  ein 


denn  a entsteht  ans  0 durch  IlinznfOgcn 
von  rt  Einheiten. 

Die  Zahl,  von  der  abgezogen  wird, 
nennen  wir  Minuendns,  die  abgezogene 
Zahl  den  Snbtrahcndus,  das  Resultat  der 
Subtraction  Differenz  oder  Rest. 

Das  Subtrahiren  bezeichnen  wir  dem 
Addircn  gegenüber  auch  als  indirecte 
Operation. 

Eine  Zahl,  z.  B.  4,  kann  von  jeder 
andern  abgezogen  werden,  voransgesetzt, 
dass  dieselbe  mehr  als  4 Einheiten  ent- 
hält ; also  kann  man  diese  4 auch  als 
abgezogene  Einheiten  für  sich  betrachten, 
indem  man  mit  dieser  Bezeichnung  Zah- 
len versteht,  die  der  Thätigkeit  des  Sub- 
trahirens  unterworfen  werden  sollen. 
Dergleichen  Zahlen  wollen  wir  negative 
nennen. 

Absoluten  Werth  einer  negativen  Zahl, 
z.  B.  —5,  nennen  wir  die  Anzahl  der 
negativen  Einheiten,  also  hier  5,  die  sie 
cnth&lt. 

Wir  erhalten  über  negative  Zahlen 
sogleich  unmittelbar  aus  ihrer  Definition 
mehrere  Sätze. 

Zunächst  kann  eine  negative  Zahl  zn 
einer  andern  addirt  werden,  denn  abge- 
zogene Einheiten  hinzufugen,  heisst  ja 
eben,  sic  abzichen.  Es  ist  also: 

44--3=4-3  = 1, 

und  allgemein: 

rt-i — 6 = rt— ft. 

D.  h.: 

I,  „Eine  negative  Zahl  wird  zu  einer 
andern  Zahl  addirt,  indem  man  ihren 
absoluten  Werth  abzieht.** 

Werden  gewisse  Einheiten  abgezogen, 
z.  B.  5,  und  dann  eine  andere  Anzahl 
9,  so  hat  man  ira  Ganzen  5+9  Einhei- 
ten abgezogen.  Es  ist  also: 

— 5H — 9 oder  —6— 9= —(5+9)  = —14, 
oder  allgemein: 

— a— A=— (a+Ä). 

II.  „Zwei  negative  Zahlen  werden 
addirt,  indem  man  die  Summe  ihrer  ab- 
soluten Werthe  negativ  nimmt.“ 

Man  kann  auch  eine  negative  Zahl  von 
einer  andern  positiven  oder  negativen 
abzichen. 

Zu  dem  Ende  bemerke  man,  dass 
— die  dem  Zuaclzcn  oder  Addircn 
von  —a  entgegengesetzte  Thätigkeit, 
welche  nach  dem  Vorigen  also  mit  dem 
Setzen  von  a oder  Einheiten  iden- 
tisch ist.  Hieraus  erhält  man: 


positives.“ 

Es  folgt  hieraus  leicht: 
n.  8.  w. 

An  diesen  Satz  lässt  sich  folgende 
Betrachtnng  knüpfen. 

Wird  z.  B.  5 zn  irgend  einer  Zahl 
addirt  und  7 abgezogen,  wo  also  die  ab- 
gezogenen Einheiten  die  grossere  Zahl 
bilden,  so  ist  dies  somit  dasselbe , als 
wenn  man  — 5 abzO^e  und  — 7 addirte, 
es  sind  also  7 negative  Einheiten  hin- 
zugefügt und  5 negative  Einheiten  ab- 
gezogen, d.  h: 

5-7=-(7-5)=-2, 

oder : 

a_ft=-(ft_fl). 

Da  im  Uebrigen  7—6  = 2 ist,  so  hat  man 
folgenden  Satz: 

„Ist  irgend  eine  Zahl  von  einer  an' 
dem  abzuzieben.  gleichviel  ob  die  letztere 
die  kleinere  sei,  so  zieht  man  den  absoluten 
Werth  der  kleinem  von  dem  der  grossem 
ab,  und  gibt  dem  Rest  das  Zeichen  -\- 
oder  — der  grössern.“ 

Dieser  Satz  und  Satz  11.  enthalten  die 
Addition  nnd  Subtraction  negativer 
Zahlen. 

Da  das  Subtrahiren  auf  dos  Addircn 
negativer  Zahlen  znrflckgefOhrt  ist,  so 
kann  man  von  den  erstem  Operationen 
ganz  abschen,  wenn  man  an  ihrer  Stelle 
das  Addiren  negatiser  Zahlen  einfuhrt. 
Die  früher  gefundenen,  durch  Addition 
aus  der  Rull  entstandenen  Zahlen  wollen 
wir  den  negativen  gegenüber  jetzt  immer 
als  positive  bezeichnen  and  ihnen  das 
Zeichen  + geben;  aber  Addiren  und 
Subtrahiren  positiver  und  negativer  Zah- 
len haben  wir  jetzt  folgende  Regeln,  die 
sich  aus  den  Sätzen  L,  II.,  HI«  und  IV« 
ergeben. 

V.  „Jede  2 Zahlen  werden  addirt, 

a)  wenn  ihre  Vorzeichen  gleich  sind, 
durch  Zusammenzähleu , indem  man  der 
Summe  das  gemeinschaftliche  Zeichen 
lässt.  (Dies  ist  für  positive  Zahlen 
selbstverständlich,  und  folgt  für  nega- 
tive aus  Satz  II.) 

b)  wenn  ihre  Vorzeichen  nngleich  sind, 
indem  man  die  kleinere  von  der  grosse- 
ren abziebt  und  dom  Rest  das  Zeichen 
der  letzteren  gibt  (es  ist  dies  in  Satz 
IV.  ausgesprochen).“ 

VI.  „Eine  Zahl  wird  von  einer  andern 
abgezogen,  indem  man  ihr  Vorseichen 
ändert  (roinns  in  plus,  plus  in  minus 
verwandelt)  und  dann  addirt , also  nach 
Regel  V.  verfährt.“ 
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Es  folgt  dies  daraus,  dass  Subtrahiren 
und  Addiren  von  Negativen  identisch 
ist,  wenn  der  Subtrahendus  positiv  ist; 
ist  derselbe  negativ,  also  gegeben: 
<s— (— A),  so  ist  dies  nach  Satz  III.  mit 
0+6  identisch. 

Im  Wesen  der  Sabtraction  liegt  es 
noch  begründet,  dass,  wenn  eine  Zahl 
zn  einer  andern  addirt  und  eine  andere 
dann  abgezogen  werden  soll,  z.  B. 
5+7—3,  auch  zuerst  3 von  5 abgezogen 
und  dann  7 addirt  werden  kann.  Denn 
man  bat  ja : 

5+7-3=5+4  + 3-3=5  + 4, 

und: 

5_3+7=5_3  + 3+4=5+4, 

also : 

VII.  „Sind  beliebig  viel  Zahlen  zn 
addiren  und  zn  subtrahiren,  so  kommt 
es  nicht  anf  die  Ordnung  an,  in  der  dies 
geschieht.^* 

Wir  haben  in  dem  Früheren  schon 
den  Gebrauch  der  Klammer  definirt.  Es 
ist  sonach  leicht  cinznsehen,  was  eine 
Klammer  mit  negativem  Vorzeichen  be* 
dentet.  Offenbar  soll  in: 

— (a— A+c— ^ 

jedes  in  der  Klammer  enthaltene  Glied 
von  irgend  einer  Zahl  abgezogen,  also 
mit  negativem  Zeichen  genommen  wer« 
den.  Man  hat  also  ; 

—a—(—A)—(+c)— (—<!)  = — a+A— c+d. 

VIII.  „Eine  negative  Klammer  wird 
aufgelöst,  indem  man  das  Vorzeichen  je- 
des Gliedes  derselben  ändert.^ 

Und  umgekehrt: 

,,Eine  Somme  oder  Differenz  wird  in 
eine  negative  Klammer  eingeschlossen, 
wenn  man  innerhalb  derselben  das  Vor- 
zeichen jedes  Gliedes  ändert.** 

Also  z.  B.: 

a— A— c+d=  — (— a+A+c— d). 

Es  ist  jetzt  noch  eine  Bemerkung  über 
die  negativen  Zahlen  zn  machen. 

Wir  haben  dieselben  lediglich  als  ab- 
zuziebende  oder  abgezogene  Einheiten 
aufgefasst;  ihre  Realität  besteht  also  le- 
diglich in  einer  Thätigkeit,  die  aller- 
dings immer  zu  einem  Resultate  führen 
muss,  wenn  das  Abziehen  möglich  ist 
Beim  Abziehen  aber  gingen  wir  zunächst 
nnr  von  der  Betrachtung  ans,  dass  dio 
abgezogene  Zahl  kleiner  sei,  als  die,  von 
welcher  man  sie  abzicht,  weil  dies  allein 
zn  den  uns  bis  jetzt  bekannten  positiven 
Zahlen  führt.  So  lange  man  also  das 
Abziehen  an  sich  betrachtet,  kann  man 
mit  negativen  Zahlen  rechnen. 


Verschieden  von  diesen  Betrachtungen 
ist  aber  die  Frage,  ob  negative  Zalilen 
an  sich  zur  Erscheinnog  kommen,  d.  h. : 
Kann  ebenso,  wie  die  positive  Zahl  aus 
der  Wiederholung  einer  Thätigkeit  ent- 
stand, die,  weil  sie  bestimmungslog  war, 
immer  zu  einem  Begriffe  führte , dem 
man  beliebige  Bestimmungen  oder  Qua- 
litäten ertheilen  kann,  auch  das  Setzen 
von  negativen  Einheiten  an  sich , ohne 
dass  man  sie  von  grössem  Zahlen  ab- 
zieht,  zu  Resultaten  führen?  Die  Be- 
antwortung dieser  Frage  ist  allerdings 
für  die  Zahlenlebro  völlig  anerheblich, 
da  cs  sich  hierbei  um  Anw'cndung  auf 
bestimmt  qnalificirtc  Begriffe  nicht  han- 
delt. Um  so  wichtiger  aber  ist  diese 
Frage  eben  für  die  Anwendungen,  Me- 
chanik, Geometrie  n.  s.  w.  Zu  dem  Ende 
bemerken  wir : Die  negative  Einheit  ist 
offenbar  diejenige,  welche  durch  Addition 
mit  der  positiven  zur  Null  führt.  Die  ne- 
gative Einheit,  und  mithin  die  negative  Zahl 
kömmt  also  dann  zur  Erscheinung,  wenn 
die  Null  aus  irgend  einer  gegebenen 
Grösse  dnrrb  dieselbe  Thätigkeit  (Addi- 
tion) entstehen  kann , wie  die  Eins  aus 
der  Null  selbst,  und  diese  erstere  Grösse 
ist  dann  eben  —1.  Es  ist  dies  also 
dann  der  Fall,  wenn  die  Null  nicht  den 
absoluten  Anfangspunkt  der  Tbätigkei- 
ten  bildet,  mit  denen  wir  operiren,  son- 
dern einer  vom  Unendlichen  aus  bis  ins 
Unendliche  sich  erstreckenden  Reihe  an- 
gehört.  Es  ist  dies  z.  B.  bei  Bewegun- 
gen der  Fall,  also  wenn  man  für  die 
Einheit  eine  gewisse  Geschwindigkeit 
nimmt.  Der  Null  entspricht  dann  dio 
Rahe.  Jede  Geschwindigkeit  kann  dann 
aus  der  Null  auf  irgend  eine  Art  ent- 
stehen und  bis  ins  Unendliche  dem  Be- 
griffe nach  zunebmen.  Eben  so  aber 
kann  die  Rohe  aus  einer  Geschwindig- 
keit entstehen,  indem  man  die  entgegen- 
gesetzte , aber  im  Uebrigen  gleiche  Ge- 
schwindigkeit hinzufUgt.  Die  Geschwin- 
digkeiten erstrecken  sich  also  nach  zwei 
Richtungen  ins  Unendliche , und  haben 
keinen  eigentlichen  Anfangspunkt. 

Setzen  wir  aber  z.  B.  für  dio  Einheit 
ein  Individuum,  so  gibt  es  zu  der  Entste- 
hung desselben  zwar  eine  entgegenge- 
setzte Operation,  das  Verschwinden  oder 
Vergehen  desselben.  Diese  letztere  aber 
setzt  eben  das  Individuum  voraus,  und 
keincnfalls  gibt  es  ein  Verfahren,  wel- 
ches durch  Setzen  von  Individuen  zur 
Null  fuhrt.  Die  Reihe  der  Thätigkciten 
erstreckt  sich  also  nur  in  einer  Rich- 
tnng  von  der  Null,  hier  dem  natürlichen 
Anfangspunkte,  ins  Unendliche. 

Da  indess  die  Zablcolehre  es  mit  allen 
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möglichen  Operationen  xn  thnn  hat^  die  Zeichen  gibt,  jo  nachdem  beide  Zahlen 
von  der  bestimmangeloeen  Einheit  ane>  gleiche  oder  entgegengeseUte  Vorzeichen 
gehen,  80  kann  man  in  ihr  immer  als  haben/* 

Schlnasrcsoltat  zu  negativen  Zahlen  ge>  Auch  ergibt  sich,  da  es,  abgesehen 
langen.  Gleiches  ist  x.  B.  in  der  Me-  vom  Zeichen,  nur  auf  das  Product  der 
chanik  der  Fall,  da  dieselben  hier  wirk*  absoluten  Werthe  ankommt,  die  Ausdeb- 
lich  vorhanden  sind.  Dagegen  wird  etwa  nnng  des  Satzes  111.  Abschnitt  2)  anf 
bei  einer  statistischen  Rechnung  aller-  negative  Zahlen.  Dasselbe  gilt  von  den 
dings  mit  negativen  Zahlen  gerechnet  Salzen  1.  und  IV.  des  nhmltchen  Ab* 
werden  können.  Das  Schlussresultat,  Schnittes. 


ialls  die  Frage  einer  Antwort  Oberhaupt 
fähig  ist,  wird  aber  eine  positive  Zahl 
sein,  da  nur  solche  Zahlen  innerhalb  die* 
scr  Wissenschaft  überbsapt  eine  Bedeu- 
tnng  haben. 

Der  Begriff  der  negativen  Zahl  muss 
jetzt  auch  mit  dem  dos  Multiplicirens 
verbunden  werden. 

Augenblicklich  ist  ersichtlich,  dass  eine 
negative  Zahl  mit  einer  positiven  mnlti- 
plicirt  werden  kann. 

Wir  fassten  das  MuUiplicircn  n&mlich 
als  eine  Wiederholung  des  Addirens  auf. 
Es  ist  also  z.  B. : 

3x(— o)  = — — rt+—a=  — («  + «+<*) 
= -3a. 

„Eine  negative  Zahl  wird  mit  einem 
positiven  Multiplicator  mnltiplicirt,  wenn 
man  das  Product  der  absoluten  Werthe 
negativ  nimmt.** 

Es  fragt  sich  aber  nach  der  Bedeutung 
des  Multiplicirens  mit  negativem  Molti- 
plicator. 

Es  ist  dieselbe  durch  den  Begriff  der 
negativen  Operation  gegeben. 

Zu  dem  Ende  bemerken  wir,  dass  das 
von  den  Zahlen  Gesagte  allgemein  gül- 
tig auf  die  Thätigkeit  des  Rechnens 
selbst  übertragen  werden  kann.  Da  also 
I.  B.  5 + (~5)=0  ist,  10  bedeutet  das 
5 und  das  >5  mal  Nehmen  einer  Zahl 
soviel  als  das  gar  nicht  Nehmen  dersel- 
ben, und  OS  ist  also : 

5'fl+(— 5)*a=0  oder:  (— 5)*o=— 5«. 
Verbindet  man  diese  Betrachtung  mit 
der  vorigen,  so  kann  man  auch  zwei 
negative  Zahlen  muUipliciren.  Es  ist 
nämlich  nach  der  letztem  Betrachtung: 
(_5).(_o)= -(5.  (-«)), 
und  da  nach  der  erstem : 

5 ‘ (— o)=— 5 • rt 
ist: 

(_5).(_o)  = -(_5fl)  = 5rt. 

Aus  diesen  Sätzen  folgt  der  allgemeine: 

IX.  „Zwei  Zahlen,  positive  oder  ne- 
gative , werden  mnltiplicirt , indem  man 
ihre  absoluten  Werthe  inultiplicirt,  und 
dem  Product  das  positive  oder  negative 


Man  hat  nämlich  i . B. : 

3(a— ö+c— d)=  a—  Ö+  c—  d 
-\-a—  6+  c—  d 
+ c — d 

3o-36+3c-'3d" 

und : 

-3(a-6-hc-rf)=:-(34i-3Ä+3c-3<0 
= -3«-l-36-3c+3rf, 

d.  h.  Summen  oder  Differenzen  werden 
mit  negativen  oder  positiven  Zahlen  mul- 
tiplicirt,  indem  man  jedes  Glied  mit  Be- 
rücksichtigung  seines  Vorzeichens  mit 
dem  Multiplicator  muUiplicirt,  und  die 
Tbeilprotlucte  addirt.  Satz  IV.  des  Ab- 
schnitts 2)  ist  hiervon  die  unmittelbare 
Folge. 

4)  Vom  Dividlren  und  von  den 
Brüchen. 

Wie  dem  Addircn  als  indirecte  Ope- 
ration das  Subtrahiren,  so  wird  dem 
Multipliciren  das  Dividiren  entgegen- 
gestellt. 

Da  also  a.  B.  von  5 zur  20  durch- 
MuUiplicatiou  mit  4 Obergegangen  wird, 
80  können  wir  von  der  ^ zur  5 durch 
Division  mit  4 zurückgehen,  oder  : 

„20  durch  4 dividiren,  heisst  diejenige 
Zahl  finden,  welche  mit  4 mnltiplicirt 
20  gibt“ 

Das  Zeichen  der  Division  ist  ein  Quer- 
strich oder  2 Punkte,  also: 

4-^=6,  oder:  4-(20:4)=6, 

4 

allgemein: 

a • — = 6.  Aber  noch : - — ^ = 6. 
a a 

Denn  in  welcher  Ordnung  man  die  Di- 
vision und  Mnltiplication  verrichtet,  immer 
kommt  man  zu  b zurück.  Die  zu  divi- 
dirende  Zahl  b wird  Divideodus  oder 
Zähler,  die  dividirende  Zahl  Divisor  oder 
Nenner,  endlich  das  Resolut  Quotient 
oder  Brnch  genannt 
Eine  Zahl,  x.  B.  50,  welche  eine  an- 
dere 5 als  Factor  enthält,  heisst  Viel- 
faches derselben.  Dividirt  man  das  Viel- 
fache 5 • 10  durch  den  Factor  5 , so 
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crhUt  man  eine  ganie  Zahl  10;  es  ist 
aber  leicht  xa  sehen,  dass  sich  nnr  bei 
solchen  Dirisionen  ganie  Zahlen  ergeben. 
Dennoch  hat  in  der  Bechnnng , worin 

ein  Brnch  ^ verkommt , dessen  Z&hler 


also  etwa  1 ist,  immer  einen  Sinn.  Denn 
da  der  Einheit  beliebige  Bestimmungen 
gegeben  werden  können,  so  kann  ihr  in 
irgend  einem  Falle  diejenige  gegeben 
werden,  ein  Vielfaches  von  b xn  sein. 

An  sich  kommt  dem  Brache  was 
b 


auch  h sei,  dann  eine  Bealität  au,  wenn 
die  Grössen,  mit  welchen  man  rechnet, 
einer  neuen  Bestimmung  der  Theilnng 
bis  ins  Unendliche  oder  der  Continnität 
theilhaftig  sind.  Ist  nämlich  die  Einheit 
nichts  Bestimmtes,  sich  von  selbst  Dar- 
bietendes,  sondern  lässt  sich  die  Art 
ihrer  Entstehnng  als  Wiederholung  eines 
andern  Proaesses  auffassen,  so  dass  man 
eine  andere  Einheit  wählen  kann,  von 
der  sie  ein  Vielfaches  bildet,  so  wird 

diese  neue  Einheit  natürlich  mit  be- 

b 


zeichnet  werden,  wenn  die  alte  das  & fache 

davon  ist « und  ~ ist  ein  Thcil  der  Ein- 
b 

heitä*"=l.  Lässt  sich  diese -Thei- 

lung  ins  Unendliche  verfolgen,  so  schrei- 
ben wir  eben  der  behandelten  Art  der 
Grösse  Continnität  an.  Baum-  und  Zeit- 
grössen sind  contiouirlich,  Volksmengen 
s«  B.  nicht,  da  hier  die  Einheit  nntheil- 
bar  ist. 


Der  Ausdruck  ist  definirt  durch 
b 

die  Qleichnng : 

Wie  man  — den  bten  Theil  von  1 
b 

nannte,  so  kann  man  den  6ten  Theil 
0 

von  a nennen.  Dabei  kann  dieser  Aus- 
druck wieder  eine  ganze  Zahl  geben,  z.  B. 
20 

= oder  einen  wirklicbenBrnch, 

o 

als  welchen  wir  jedes  nicdit  ganze  Viel- 
fache von  wo  & eine  ganze  Zahl 

ixt,  vergtehen.  a heisst  Zähler,  b Nen- 
ner. Snmmen  von  Brflchen  bedürfen 
keiner  Definition,  da  man  die  Grössen 

^ . immer  vereinen  kann.  Der 

b a 


Satz,  dass:  n(a+6+  • . .)rna4-n&>f  . . . 
sei,  ist  noch  dann  richtig,  wenn  a,  6 . . . 
Brüche,  n aber  eine  ganze  Zahl  ist,  da 
die  oben  geroaohten  Schlüsse  hier  noch 
anwendbar  sind.  Hieraus  ergibt  sich 

anch  leicht  der  Werth  von 

Sei  a.  B. : 


0=8, 


so  ist: 


'T-T  + 


T + T- 


Dieser  Ausdruck  ömal  genommen,  gibt: 

A • 4*+ Ä • 4— I- A • = 3 oder  a, 

b b b 


es  ist  also: 


■(••{)=• 


und  also  nach  der  Definition  a • -7-  mit 

b 

identisch. 

b 


Der  Zähler  eines  Bruches  kann  anch 
negativ  sein,  denn  auch  die  negative 
Einheit  kann  ja  getheilt  werden.  Offen- 
bar aber  ist; 

(t  + x) 

also  anch: 


da  aber  a--^ — u • -7-  gleich  Null  ist, 
0 0 

nach  der  Erklämng  der  Mnltiplication 
mit  negativen  Zahlen,  so  hat  man : 

— o 1 


Ans  diesen  Betrachtnngen  folgt  leicht 
die  Addition  der  Brüche,  welche  gleiche 
Nenner  haben. 

Da  nämlich  — = a‘—  nnd  — = 4 • — 
c e c c 

ist,  so  kann  man  sich  als  Einheit  von 
c 

a nnd  6 denken , wie  dies  die  Mnltipli- 
cation  erfordert,  nnd  setzen: 


a ^ 6 
e 


I.  „Brüche  mit  gleichem  Kenner  wer- 
den addirt  oder  subtrabirt,  indem  man 
ihre  Zähler  addirt,  bezüglich  subtrabirt, 
und  das  Resultat  mit  dem  gomeinschaft- 
lichcn  Kenner  verbindet.'^ 
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Hieraus  er^bt  sich  auch  leicht  der 
Begriff  des  negatiycn  Bruches.  Da 
nämlich ; 

0 


also: 


— ^ : 

b ^ b 


-=0 


a 

bc' 


ist,  und  dasselbe  Resultat  Null  auch 
a a n 

durch  die  Subtraclion  T “ ^ 

a . —a 

fanden  wird,  so  ist  — j-  und  — ^ iden- 
tisch. 

Wir  kommen  jetzt  auf  die  Multipli- 
cation  und  Division  der  Brüche.  Setzen 
wir  dieselben  zunächst  als  positiv  voraus. 
Wir  haben  aber  folgenden  Satz: 

II,  „Ein  Bruch  bleibt  ungeandert,  wenn 
man  Zähler  und  Nenner  mit  derselben 

Zahl  multiplicirt.^ 

a 

Offenbar  ist,  wenn  man  setzt, 

o 

nach  der  Erklärung  der  Division  <t=:6x, 
also  auch  an  = in x,  und  folglich: 
an_  _ a 
bn~^  6 * 


xe=ye  und  x=y,  oder:  — j 
d.  h.: 

IV.  „Ein  Bruch  wird  durch  eine  ganze 
Zahl  dividirt,  indem  man  den  Nenner 
multiplicirt.“ 

Es  kommt  jetzt  auf  die  Bedeutung 
derjenigen  Multiplicationen  an,  deren 
Multiplicator  ein  Bruch  ist.  Wir  erhal- 
ten  dieselbe,  indem  wir  die  Entstehung 
des  Bruches  ans  der  Einheit  auf  die 
Thätigkeit  der  Mnitiplication  fibertragen. 

Da  & gleich  Eins  ist , so  kann 
man  sagen: 

„Die  Thätigkeit,  eine  Zahl  >7-mal  zu 

b 

nehmen,  6 mal  wiederholt,  gibt  die  Zahl 
einmal.'* 

Es  ist  also: 

. 1 


Dieser  Satz  gilt  natürlich  auch  nmge> 
kehrt,  d.  h. : 

„Sind  Zähler  und  Nenner  Vielfache 
von  n,  so  kann  man  beide  durch  n di- 
Tidiren.“ 

Wie  ein  Bruch  mit  einer  ganzen  Zahl 
multiplicirt  wird,  ergibt  uns  die  Formel : 


1 


es  ist  sonach  auch: 

6 , 1 

a •— = uo  • — = — • 
c c c 

III.  „Ein  Bruch  wird  mit  einer  gan- 
zen Zahl  multiplicirt,  indem  man  seinen 
Zähler  multiplicirt  ** 

Sei  jetzt  ein  Bruch  mit  einer  ganzen 
Zahl  zu  diridiren.  Sei: 
a 

T 

c * 

so  ist: 

a 

— —X  c. 
b 

Sei  ferner: 

a 

so  ist: 

a ae  a 

-c-‘=rc  = T=^^' 


und  da  auch: 


ist,  so  ist  -7-  ■ a mit  ^ identisch , und 

6 b 

es  heisst  a mit  -r-  mnUiplicircn  nichta 

b 

anderes,  als  a durch  6 dividiren. 

Sei  jetzt  der  Multiplicator  ein  Brach 
mit  beliebigem  Zähler.  Es  ist: 


und  ebenso : 

ac_  1 c c 

T"d~“’  ~b  "d~“  ' bd~  bd‘ 

V.  „Zwei  Brüche  werden  multiplicirt, 
wenn  man  die  Züblcr  and  die  Nenner 
multiplicirt. 

Tritt  an  die  Stolle  eines  Bmchea  eine 
ganze  Zahl,  so  ist  ihr  der  Nenner  Eins 
zu  geben. 

Die  allgemeine  Regel  des  Dmdirens 
mit  Brüchen  folgt  ans  der  Definition  des 
Diridirens  selbst.  Es  ist  nach  derselben : 
a \ ® _ <» 

T''d/~d  ~T‘ 

Andererseits  aber  anch; 
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ad  e ade  _ a a 

Ti"d~l^~T’  f •(-*)=-'»> 


(Satz  II)  also : 


VI.  „Soll  ein  Broch  dnrch  einen  an- 
dern diridirt  werden,  so  Tertanscbt  man 
im  Divisor  Zfthler  und  Kenner,  and  ver- 
fllhrt  dann  wie  beim  Multipliciren.*^ 

Es  bleibt  noch  Übrig,  die  in  Satz  I. 
gegebene  Regel  der  Addition  und  Sub- 
traction  der  Brüche  zq  Tcnrollständigen, 
wenn  dieselben  nicht  gleiche  Kenner 
haben. 

Kacb  Satz  IL  kann  man  aber  belie- 
bige Bruche  auf  gleichen  Kenner  bringen, 
A c e 

also  T»  indem  man  jedem  Ken- 

0 ä f 

ner  d die  Factoren  der  andern  b nnd  f 
binzufügt,  welche  er  nicht  enthält,  mit 
diesen  Factoren  aber  auch  den  Zähler 
multiplicirt,  so  dass  dann  die  Brüche 
ihrem  Werthe  nach  nnge&ndert  bleiben; 
da  sie  nun  denselben  Kenner  (General- 
nenner) haben,  so  ist  Satz  I.  ohne  Wei- 
teres anwendbar. 

Was  das  Multipliciren  der  Brüche  an- 
betrifft, von  denen  einer  oder  beide  ne- 
gaUve  Zeichen  haben,  so  ist  natürlich 
die  allgemeine  Regel  hierbei  anzuwen- 
den,  dass  gleiche  Zeichen  ein  positives, 
ungleiche  ein  negatives  Product  geben, 
denn  die  bei  derselben  gemachten  Schlüsse 
behalten  ihre  volle  Gültigkeit. 

Wir  haben  aber  noch  die  Divisionen 
zu  erwägen,  wo  der  Nenner  negativ  ist. 
Es  ist  nach  der  Definition,  wenn  die 
Zähler  oder  Nenner  ganze  Zahlen  oder 
Brüche  sind: 


aber  auch: 


-j-  •(-»)= -(-o)  = o, 


-b~  f 
Es  war  ferner: 


k ~ b’ 


nnd  endlich  ist: 


aber  auch: 


also: 

~b~b' 

Diese  Sätze  vereinigen  sich  in  dem 
einen  folgenden: 

VII.  „Haben  Divisor  und  Dividendus 
gleiche  Vorzeichen,  so  ist  der  Quotient 
positiv,  haben  sie  ungleiche  Vorzeichen, 
so  ist  er  negativ.** 

Wir  fügen  zum  Schlüsse  dieses  Ab- 
schnittes noch  hinzu,  dass  die  Sätze  I. 
und  II.  des  Abschnittes  2)  nnd  die  sich 
unmittelbar  aus  ihnen  ergebenden  Sätze 
III.  nnd  IV.  desselben  Abschnittes  auch 
für  Brüche  gelten. 

Offenbar  ist  nämlich : 

a c ^ c a ^ ac 
b d d b bd 

„Es  können  also  Mnltiplicator  und  Mnl- 
tiplicandns  mit  einander  vertauscht 
werden.“ 

Es  ist  ferner: 

/a  . c . e\ g /adf  + bef  :^ebif\  g 

\b^d^f)b-\ bdf  )k 

_adfg  hefg  ebdg 
~'bdfk  — bdfk—  bdß 

_ ^ 4-  ^ 

~bh—dh  — /■*’ 
d.  h. : Jedes  Glied  des  Multiplicandns 
kann  mit  dem  Mnltiplicator  verbonden 
werden. 

Wir  kommen  jetzt  zum  Schlüsse  die- 
ser flüchtigen  Skizze  der  Grnndopera- 
tionen  anf  das  Potenziren  nnd  die  ihm 
entsprechenden  indirecten  Operationen, 
nm  noch  die  Entstehnog  der  irrationalen 
und  imaginären  Quantitäten  zu  ver- 
folgen. 

5)  Negative  and  gebrochene 
Potenzen.  Wo  rzelaus  Ziehung. 

Wir  haben  bis  jetzt  nnr  von  solchen 
Potenzen  gesprochen,  deren  Basis  nnd 
Exponent  ganze  positive  Zahlen  waren. 
Die  Sätze,  welche  wir  Von  denselben  fan- 
den, waren  die  folgenden : 

I.  „Potenzen  derselben  Basis  werden 
mit  einander  multiplicirt,  wenn  man  die 
Exponenten  addirt.“ 

In  Zeichen: 

n n n-^p 

n,  „Eine  Potenz  wird  zu  einer  Po- 
tenz erhoben,  wenn  man  die  Exponen- 
ten multiplicirt.** 
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lU.  »Bas  Frodact  ron  Zahlen  wird 
xn  einer  Potenz  erhoben,  wenn  man  jede 
zn  der  entsprechenden  Potenz  erhebt, 
nnd  diese  Potenzen  mnltiplicirt.“ 

(abc  , . :za  b c ... 

Es  ist  aber  ersichtlich,  dass  diese  drei 
Satze  ihre  volle  Gültigkeit  behalten, 
wenn  die  Basis  negativ  oder  ein  Brach 
werden  sollte.  Denn  da  das  Potenziren 
ein  wiederholtes  Mnltipliciren  ist,  so  be- 
hält dasselbe  seine  volle  Bedentung,  ab- 
gesehen von  dem  Wertbe  der  Basis, 
denn  was  dies  auch  für  eine  Zahl  sei, 
so  ist  sie  nach  dem  Vorigen  der  Ope- 
ration des  Multiplicirens  zugänglich,  und 
die  Schlüsse,  welche  zu  diesen  drei 
Sätzen  führten,  behalten  ihre  Kraft. 


dessen  Zähler  die  Einheit,  dessen  Nen- 
ner die  positive  Potenz  bildet.'* 

Dieser  Satz  bildet  die  Definition  der 
negativen  Potenzen.  Man  siebt  leicht, 
dass  für  solche  alle  bisher  entwickelten 
Sätze  gelten.  Denn  es  ist: 


womit  Satz  I.  bewiesen  ist;  ebenso  folgt 
Satz  IV. 


Satz  II.  ist  selbstverständlich,  wenn 
der  erste  Exponent  negativ  ist,  denn: 


Dem  ersten  Satze  stellen  wir  nun  eine 
zweite  gegenüber,  welche  sich  auf  die 
Division  der  Potenzen  bezieht. 

Soll  eine  Zahl  zur  (n— p)ten  Potenz 
erhoben,  also  die  Einheit  (m— p)mal  mit 
a multiplicirt  werden,  so  kann  dies  zu- 
nächst nmal  geschehen,  und  dann  p 
Factoren  a weggeschafft  werden,  was 
offenbar  geschieht,  wenn  man  das  Re- 
sultat durch  ihr  Product,  d.  h.  durch  die 


Ist  der  erste  positiv  and  der  zweite  ne* 
gaUv,  so  hat  man : 

(j'f  j'f 

aber  enefa; 


p te  Poteoz  von  a dividirt.  Man  hat  so  dass  Satz  II.  für  alle  Fälle  gilt. 


also: 


SatzllL  erhalten  wir  eben  so  leicht,  da: 


i.  i-  = rt 


d h.: 

IV.  „Eine  Potenz  wird  durch  eine  an- 
dere derselben  Basis  dividirt,  wenn  man 
die  Exponenten  derselben  subtrabirt.** 

In  ist  nun  a— p so  lange  po- 

sitiv, als  p kleiner  als  n ist.  Indess  be- 
hält der  Ausdruck  ^ noch  einen 
Sinn,  wenn  auch  n kleiner  als  p,  also 
n^p  negativ  ist.  Denn  Übertragen  wir 
die  Thätigkeit,  welche  zum  Subtrahiren 
nnd  somit  zum  Begriff  der  negativen 
Zahl  führte,  auf  den  Begriff  des  Poten- 
zirens,  immer  ateht  der  Thätigkeit  des 
Ilinzufugcns  von  Factoren  a zur  Ein- 
heit die  des  Wegsebaffens  von  Factoren, 
d.  h.  des  Dividirens  derselben  entgegen, 

und  C8  bedeutet  somit  a ^ nichts  an- 
deres, als  dass  die  Einheit  durch  it  Fac- 
toren a dividirt  werden  soll.  Somit  ist : 

— n 1 

a =:  — • 

n 

a 

„Eine  negative  Potenz  ist  ein  Bruch, 


ist  Wir  verbinden  aber  mit  dieaem 
Satze  jetzt  noch  einen  andern,  der  sich 
auf  den  Fall  bezieht,  wo  die  Basis  ein 
Bruch  ist. 

Man  hat  dann  z.  B.: 

_ Ä • o • a _ 

T)  ~ äTaTä  - 

und: 

g\~‘\  1 M 

4/  a • a • a~  a’ 

r-ii~b 

V.  „Ein  Bruch  wird  za  einer  Potenz 
erhoben , indem  men  die  enteprechende 
Potenz  de«  ZUileri  dnreh  die  dee  Nen- 
ncre  dividirt.“ 

Die  negativen  Potenzen  entstehen  ans 
der  Betrachtnng,  daaa  dem  Hinanlügen 
von  Factoren  ein  Wegnebmen  entgegen- 
steht. Man  kann  aber  anch  nach  der 
Operation  fragen,  welche  dem  Potenairen 
selbst  so  entgegensteht,  wie  das  Snbtra- 
biren  dem  Addiren.  Sei; 
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60  ist  durch  Fotcnzircn  mit  i»  von  a zu 
6 übergegangen  worden.  Geht  man  auf 
demselben  Wege  von  h nnch  a zurück, 
d.  h.  mittels  der  Operation,  die  von  6 
zu  a inhrt,  so  nennt  man  dieselbe  Ans* 
ziehen  der  n ten  Wurzel.  Es  ist  also  a 
die  nte  Wurzel  aus  h,  nnd: 

„Aus  einer  Zahl  fr  die  nte  Wurzel 
auszichen,  heisst  diejenigen  finden,  welche 
zur  nten  Potenz  erhoben  fr  gibt.** 
n 

Es  ist  somit,  wenn  man  mit  \ die  nte 
Wurzel  bezeichnet,  immer  wenn: 


n L 

a —b 

ist,  anch: 

n 

Yk  = a, 

und : 

6=(V6)“. 

fr  heisst  hier  Radicand , n Wurzelexpo* 
n 

nent,  und  n = yfr  Wurzel. 

Wurzeln  führen  immer  so  schon  be- 
kannten Zahlen,  posiUven  oder  negativen, 
ganzen  oder  Brüchen,  wenn  fr  wirklich 
die  nte  Potenz  einer  gegebenen  a ist. 
Immer  aber  lässt  sich  zeigen,  dsss  wenn 
fr  positiv  ist,  ein  Ausdruck  geihnden 
werden  kann,  der  sich  mit  beliebig  klei* 

n 

ner  Abweichung  dem  Werthe  von  yfr 
annähert. 

Man  sehe  hierüber  den  Artikel:  Qua- 
dratwurzel , da  die  dort  angestclUcn  Be- 
trachtungen sich  auf  gleiche  Weise  auf 
höhere  Wurzeln  erstrecken. 

Continoirlichkeit  der  Grossen,  mit  de- 
nen man  operirt,  voransgesetst , führen 
also  die  Worxeln  der  positiven  Zahlen 
auf  etwas  wirklich  Vorhandenes,  denn 
wenn  das  Gebiet,  mit  dem  man  sich  be- 
schäftigt, die  Eigenschaft  der  Theilbar- 
keit  bis  ins  Unendliche  besitzt,  so  kann 

fS 

man  yfr,  obgleich  man  den  wahren  Werth 
davon  nie  völlig  erreicht,  doch  als  in 
diesem  Gebiete  vorhanden  annchmen. 
Dies  führt  zu  dem  Begriffe  der  Irratio- 
nalzahlen, oder  der  Zahlen,  denen  man 
sich  nur  annähem  kann,  wo  dies  aber 
mit  beliebiger  Genauigkeit  geschieht. 

Alles,  was  von  Brüchen  gilt,  gilt  je- 
doch anch  von  Irrationalzahlen.  Man 
setzt  nämlich  iur  dieselben  die  Brüche, 
welche  ihnen  anf  ein  beliebig  Kleines 
nahe  kommen,  nnd  Alles,  was  sich  aus 


den  Rechnnngen  mit  denselben  ergibt, 
kann  als  dem  Rechnen  mit  den  irratio- 
nalen  Zahlen  selbst  angebörig  betrachtet 
werden. 

Das  Rechnen  mit  Wurzeln  Rihrt  aber 
anch  noch  aal  zwei  andere  höchst  wich- 
tige Begriffe;  zunächst  anf  eine  neue 
Zablenart,  die  imaginären  Zahlen,  von 
denen  nachher  die  Rede  sein  soll,  and 
die  sich  schon  beim  Ausziehen  der  Qua- 
dratwurzeln ergeben.  Das  andere  aber 
ist  der  Begriff  der  mehrdeutigen  Ope- 
ration. 

Im  Artikel  Quadratwurzel  ist  gezeigt, 
dass  \a  sowohl  positiv  als  negativ  sein 
kann,  also  zwei  Werthe  hat.  Ans  der 
Betrachtung,  dass  jede  Gleichung  nten 
Grades  n Wurzeln  bat,  also  auch  die 

n *• 

Gleichung«  =a,  d.  h. : « = ya«i Werthe, 
folgt,  dass  jede  nte  Wurzel  n Werthe 
hat,  also  ndeutig  ist,  wobei  jedoch  auch 
imaginäre  Werthe  hinsukommen.  Es 
kann  jedoch  bei  diesen  Gegenständen 
hier,  wo  wir  nur  die  Entstehung  der 
Quantitäten  aus  den  Grundoperationen 
verfolgen,  nicht  verweilt  werden. 

Wir  kehren  also  zum  Begriff  der  Wur- 
zel zurück,  und  schliesscn  an  denselben 
den  der  Potenz  mit  gebrochenem  Expo- 
nenten an. 

Zunächst  gibt  es  über  die  Wurzeln, 
Sätze,  die  den  mit  II.,  III.  und  V.  be* 
zeichneten  dieses  Abschnittes  entsprechen. 
Es  ist  nach  der  Definition: 

(yafr)*=afr, 

zugleich  aber: 

(Kayi)"  nach  Satz  lU.  =Va*y4“=oi, 
also: 

n n n 

Yab  = yaYi, 

oder: 

VI.  „Ans  einem  Producte  wird  eine 
Wurzel  ansgezogen,  indem  man  sie  aus 
jedem  Factor  auszieht,  nnd  diese  Wnr- 
zelgrOssen  muUiplidrt.** 

Eben  so  hat  man: 

(i/^)‘='r 

aber  anch  nach  Satz  V.: 
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also: 

H n 

Yi. 

n 

y* 


Offenbar  nämlich  ist  nach  dem  Vo- 
rigen: 

= V (?'o")’"  aUo : Vo". 
Namentlich  ist  ancb: 


VII.  „ Ans  einem  Bruche  wird  eine 
Wurzel  ausgezogen,  indem  man  die  ent- 
sprechende Wurzel  des  Zählers  durch  die 
des  Nenners  dividirt.“ 

Für  die  Operationen  des  Wurzclaus- 
ziehens und  des  Potenzirens,  wenn  sie 
nach  einander  mit  derselben  Zahl  ver- 
richtet werden,  merke  man  noch  den 
Satz : 

VIII.  „Potenziren  und  Wurzelanszie- 
hnng  kann  in  beliebiger  Ordnung  ver- 
richtet werden.“ 

In  Zeichen  heisst  dieser  Satz : 

(v«)p  = V(a^^, 


Es  ist  dies  die  Anwendung  des  leta- 
len Satzes  auf  den  Fall,  wo  der  Wur- 
zelexponent ein  Factor  des  Potenzexpo- 
nenten ist.  In  gleicher  Weise  hat  man 
aber  auch,  wenn  das  Umgekehrte  statt- 
findet : 


Schreibt  man  in  der  Formel: 

mp  = f, 

SO  erhält  man : 


Offenbar  ist  nämlich: 
und  auch : 

ft(„)P)-=(v«)'V'=aP, 

somit  also  diese  beiden  Ausdrücke  mit 

II 

YaP  und  also  einander  gleich. 

Mit  diesem  Satze  verbinden  wir  fol- 
genden, der  auf  wiederholtes  Wurzelaus- 
ziehen  geht  und  sich  dem  Satze  II.  über 
Potenzen  anschliesst. 

Es  ist  offenbar: 


und  also: 

V(va)"^  = ?«<’  = <., 
es  ist  also  der  Definition  gemäss: 


oder: 

IX.  „Eine  Wurzel  wird  ans  einer 
Wurzel  ausgezogen,  indem  man  die  Wur- 
zelexponenten mnltiplicirt.“ 

Ergänzt  wird  dieser  Satt  durch  den 
folgenden,  der  sich  wieder  auf  Polen- 
ziren  und  Wnrzelausziehen  bezieht. 

X.  „Haben  eine  Wurzel  und  ein  Po- 
tenzexponent  derselben  Orüssc  einen 
gemeinschaftlichen  Factor,  so  kann  der- 
selbe woggelassen,  gehoben,  werden.“ 

D.  h.  in  Zeichen: 

T’a’""  =?'o”, 


X 

" - m 

ya^  = a . 

Hier  steht  im  Potenzexponenten  ein 

Bmch  —t  der  jedoch  nur  der  Form  nach 
m 

ein  solcher  ist,  da  ~z=p,  also  gleich 

einer  ganzen  Zahl  ist.  Untersuchen  wir, 
ob  Potenzen  mit  einem  wirklichen  Bruch 
als  Expouenten  noch  eine  Bedeutung 
haben. 

Wir  wollen  demnach  in  der  Erklärung 
des  Bruches  — , wonach  dies  diejenige 

tu 

Zahl  ist,  die  mma)  genommen  die  Ein- 
heit gibt,  dem  Begriffe  der  Einheit,  wie 
wir  Aehnlichea  schon  Öfter  gethan,  die 
Thätigkeit  des  Potenzirens  substitniren. 

Da  nnn  a*  nichts  anders  ist  als  die  Ein- 
heit wiederholt,  and  zwar  smal  mit  « 

i. 

multiplicirt,  so  heisst  die  Potenz 
bilden  nichts  anders,  als  die  Einheit  mit 
einer  Zahl  multipliciren,  welche  so  be- 
schaffen ist,  dass  wenn  dies  Verfahren 
mroal  wiederholt  wird,  die  Einheit  ein- 
mal mit  a mulUplicirt  ist.  Es  ist  also : 
1_ 

o*"=o,  oder:  (o”*)***  = a, 
m 

und  da  y(u)  ebenfalls  gleich  ist,  so 

ist  nichts  anders  als  die  mto  Wur- 
zel aus  A. 
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„Eine  Potenz  mit  gebrochenem  Ex- 
ponenten, dessen  Zahler  1 ist,  bedentet 
nichts  anders  als  diejenige  Wnrzel,  welche 
der  Nenner  anzeigt.“ 

Bei  jetzt  der  Zähler  beliebig,  also 

E. 

a"  die  gesnehte  Potenz.  Da  man  hat 

—=p , so  ist  das  Erheben  zur  Po- 

» m 

tenz  ^ nichts  anders,  als  die  Erhebung 
znr  Potenz  -^pmal  wiederholt,  d.  h. ; 

Ifl 

P 

— m 
a 

PfEine  Potenz  mit  beliebigen  gebroche- 
nen Exponenten  gibt  diejenige  Wurzel 
an,  welche  der  Nenner,  and  diejenige 
Potenz,  welche  der  Zähler  anzeigt.“ 

Dass  sich  in  den  Bmchpotenzen  Zäh- 
ler nnd  Nenner  heben  lassen,  folgt  schon 
ans  Satz  X.  Indess  ist  hierbei  noch 
eine  Bemcrkang  zo  machen.  Jede  Wur- 
zel hat,  wie  oben  bemerkt,  so  viel  Werthe 
als  ihr  Exponent  anzeigt.  Beim  Heben 
wird  nnn  die  Anzahl  dieser  Werthe  klei- 
ner, nnd  daher  ist  die  Identität  zwischen 
mp  p 

y(a”***)  nnd  V«**  derart  Torhanden, 
dass  jeder  Werth  der  letztem  Qrösse 
einem  Werthe  der  erstem  gleich  ist, 
nicht  aber  umgekehrt. 

So  ist  z.  B.  die  Gleichung: 

\a'  = ä‘ 

• 

ZO  Terstehen.  Es  kann  ya*  und  gleich 
—tt*  sein,  während  der  Ausdruck  a* 
rechts  eindeutig  ist. 

Die  Bedeutung  ron  Bmchpotenzen  mit 
negativem  Exponenten  erliegt  keiner 
Schwierigkeit,  da  hier  nur  beide  Defi- 
nitionen der  negativen  und  der  Bmch- 
potenz  zu  combiniren  sind.  Immer  ist: 


Die  Allgemeingttltigkeit  der  mit  II.,  III. 
nnd  V.  bezeichncten  Sätze  auch  fhr 
Bmchpotenzen  folgt  unmittelbar  aus  den 
für  Wurzeln  gegebenen  Sätzen  VI.  bis 
X.,  nnd  ist  nnr  ein  anderer  Aosdrack 
fdr  dieselben. 

Was  die  Sätze  I.  nnd  IV.  anbetrifft, 
80  haben  wir  ihr  sie  keine  Analogie  in 
Bezug  auf  Wurzeln  gegeben.  Indess  sind 
diese  Sätze  Tollständig  gältig,  wenn  auch 


die  Exponenten  Brüche  sind.  Man  hat 
nämlich  offenbar,  mit  Anwendung  frü- 
herer Sätze : 

^ fl  q ng  ng 

o"  a»  =}/o’"  l/aP  = y^  y?" 

"? "? ftq  +pm 

= y'a”1.a’^=ya”1+f^=a  ”1 


also: 

mp  mp 
a A ^ ^ , 

was  der  Satz  I.  in  Bezug  auf  Brach- 
potenzen ist,  nnd  ebenso: 


was  mit  Satz  IV.  flbereinstimmt. 


Mit  Hülfe  der  Definitionen  der  nega- 
tirea  nnd  Brach-Potenzen  kann  nnn  der 
Begriff  der  Wnrzel  ganz  durch  den  der 
Brachpotenz  ersetzt  werden,  nnd  die 
Theorie  derselben  ist  in  den  Sätzen  I. 
bis  V.  völlig  enthalten. 

Dem  Potenziren  steht  nicht,  wie  dem 
Addiren  und  Muitipliciren , nur  eine  in* 
directe  Operation,  sondern  deren  twei, 
nebst  dem  Wurzelausziehen  noch  das 
Auffinden  der  Logarithmen  entgegen. 
Da  diese  Uehersicht  aber  baaptsäcblich 
den  Zweck  hat,  die  Zahlformen  aufzn- 
finden,  die  sich  bei  den  verschiedenen 
Rechnungen  ergeben,  so  übergehen  wir 
diese  Operation  hier,  da  sie  nicht  zn 
neuen  Zahlformen  führt,-  indem  wir  das 
auf  die  Logarithmen  Bezügliche  dem  ent- 
sprechenden Artikel  überlassen. 

Der  Erörterung  der  imaginären  Quan- 
titäten aber  wollen  wir  einen  eigenen 
Artikel  widmen,  da  die  genauere  Unter- 
enchnng  dieser  Grössen  weiter  hi  das 
Gebiet  der  Analjsis  bineinlührt,  als  wir 
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bei  den  Betrachtnngen , welche  dieeem 
Artikel  zu  Grxmdo  liegen»  su  schreiten 
im  Stande  sind. 

Noch  bemerken  wir»  dass  die  Begriffe 
der  negativen  nnd  irrationalen  Zahl  schon 
den  Griechen  bekannt  war«  welche  na- 
mentlich durch  geometrische  Betrachtun- 
gen auf  sie  geHlhrt  wurden.  Die  Theo- 
rie der  Potenten,  namentlich  der  ge- 
brochenen nnd  negativen  gehört  dagegen 
in  ihren  Anf&ngcn  den  Arabern,  in  ihrer 
Vollendung  erst  der  neueren  Zeit,  bis 
hinein  in  das  vorige  Jahrhundert,  an. 
Namentlich  hat  das  Verfolgen  der  Viel- 
deutigkeit der  Wurzeln  und  gebrochenen 
Potenzen  lange  Zeit  die  Mathematiker 
auf  Irrwege  geführt. 

duuttUt  (imtglBlre). 

1)  Entstehung  der  imaginären 
Zahlen. 

Indem  wir  an  den  vorigen  Artikel  hier 
zunächst  anknüpfon  wollen,  erinnern  wir 
daran,  dass  wir  von  der  Einheit  in  dem- 
selben ausgehend,  und  dieselben  ver- 
schiedenen licchnnngs- Operationen  un- 
terwerfend , nach  und  nach  zu  allen 
übrigen  reellen  Zahlen  gelangten.  Ein 
Nachweis  ihrer  Realität,  dass  sie  also 
wirklich  zur  Erscheinung  kommen,  ist 
darum  unnOthig,  weil  alle  diese  Zahlen 
sich  dem  gänzlich  bestimmungslosen  Be- 
griffe der  Einheit  selbst  jedenfalls  nn- 
terordnen  lassen.  Auf  diesem  Wege 
fortschreitend,  wird  hier  das  Imaginäre 
entwickelt. 

Indess  ist,  wie  doch  vorläufig  bemerkt 
werden  muss,  noch  ein  zweiter  Wog 
möglich.  Man  kann,  statt  bloss  die 
Einheit  voranszusetzen,  von  continuir- 
lichen  Grossen  ansgehen.  Dann  sind 
Bruche  und  Irrationalzahlen , wenn  man 
die  Continuität  sich  nach  beiden  Rich- 
tungen ins  Unendlidic  fortgesetzt  denkt, 
auch  die  negativen  Zahlen  gegeben. 
Wie  durch  Erweiterung  dieser  Betrach- 
tung zu  dem  Imaginären  ebenfalls  ge- 
langt werden  kann,  soll  der  Verfolg  die*> 
ses  Artikels  zeigen. 

Das  Imaginäre  verdankt  seine  Ein- 
führung in  die  Analysis  zunächst  der 
Auflösung  der  Gleichungen,  und  zwar 
kann  cs  auf  die  quadratischen  Gleichun- 
gen allein  zurückgeführt  werden.  Schon 
die  Auflösung  der  Gleichung: 

führt  auf  die  Form: 

a*),  oder:  *=oV— 1, 
und  man  sieht  leicht,  wenn  man  einen 
dieser  Ausdrücke  in  die  gegebene  Glei- 


chung einführt,  die  darin  Torkommenden 
Quadratwurzel  gemäss  der  Definition  so 
behandelt,  dass  (V^— fl*)*  = — o*,  und 
(V— 1)*  = —1  gesetzt  wird,  die  Glei- 
chung identisch  wird.  Eben  so  führt  die 
Auflösung  der  quadratischen  Gieichnng: 

z*-l-2flÄ -1-6=0 
zu  der  Wurzel: 

x=-rt+V(a*-6), 

nnd  es  ist  leicht  ersichtlich,  dass,  wenn 
b positiv  nnd  grösser  als  a* , also  etwa 
o*— ‘6=— n*  ist,  man  immer  einen  Aas- 
drnck  erhält; 

X =— fl_^  « V— 1=— fl+ V(— «*)» 
welcher  in  die  Gieichnng  eingesetzt,  und 
nach  den  gewöhnlichen  Kegeln  des  Rech- 
nens mit  der  Maassgabe  behandelt,  dass 
= ins  Quadrat  erhoben 

— n*  gibt,  diese  Gleichung  identisch 
macht. 

Wir  deflniren  daher  eine  imaginäre 
Grösse  als  die  Wurzel  einer  negativen 
Zahl.  Eine  solche  lässt  sich  immer  zn- 
rückiuhren  auf  den  Ausdruck  <>y— 1, 
worin  u positiv  oder  negativ  ist.  Eine 
solche  Grosse  nennen  wir  jetzt  im  Ge> 
geusaU  zu  den  imaginären  reelle  GrOssen. 
Den  Ausdruck  «-|-«y— 1,  der  sich  beim 
AuflOsen  der  allgemeinen  quadratischen 
Gleichungen  ergibt,  nennen  wir  complexe 
Grosse.  Er  besteht  aus  einer  reellen  nnd 
imaginären  Grösse,  die  durch  das  Addi- 
tions-  (oder  Snbtractions-)  Zeichen  ver- 
bunden sind.  Bezeichnen  wir  noch  den 
Ausdruck  y^l  durch  t,  so  ist  ai  der 
Ausdruck  fflr  eine  imaginäre,  o-^ßi  für 
eine  complexe  GrOsse,  nnd  der  DefinU 
tion  gemäss  ist  = — 1. 

Die  Nothwendigkeit , mit  Imaginärem 
zu  rechnen,  und  die  Art,  wie  dies  ge» 
schiebt,  siebt  man  ohne  Weiteres  ein. 
Ist  z.  B.  eine  quadratische  Gleichung 
mit  Bnchstaben-Coeffidenten,  über  deren 
numerische  Werthe  nnd  Vorzeichen  man 
mithin  keine  weitere  Konntniss  hat,  ge- 
geben, so  kann  die  Nothwendigkeit  vor- 
handen sein,  dieselbe  aufznlOsen,  und 
zwar  in  ihrer  Allgemeinheit,  während 
die  Werthe  erst  gelegentlich  specialisirt 
werden  sollen.  Man  verfährt  dann  so, 
dass  man  nur  diejenigen  Sätze  an  wen- 
det, welche  sowohl  für  positiv  als  nega- 
tiv ganze  oder  gebrochene  Zahlen  gleich- 
massig  gelten;  also  z.  B.  dass  man  die 
Factoren  eines  Products  vertauschen 
kann,  oder  einen  gleichen  Factor  in  Zäh- 
ler und  Nenner  wechselt. 

Alle  diese  Sätze  kann  man  anwendea 
and  hat  sie  bereits  angewandt,  wenn 
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eine  SpedalUirang  der  Aufgabe  xetgti 
da<8  deren  Auflösung  eine  imagin&ro 
Zahl  gibt.  Hieraus  folgt: 

I.  „Das  Rechnen  mit  imaginären  und 
complexen  Zahlen  geschieht  derart^  dass 
man  in  dem  Ausdrucke  * behan* 

dcU  wie  eine  reelle  und  unbestimmte 
BncbjtabengrOsso,  aber  der  Definition 
und  der  Bechnungsregel  gemäss: 

seist,  also  immer,  wo  sich  das  Quadrat 
Ton  i einstellt,  dies  mit  der  negativen 
Einheit  vertauscht/* 

Es  ist  also  sonach  z.  U.,  indem  man 
\ sich  als  willkürlich  denkt  und  einen 
Satz  vom  Multipliciren  anwendet: 

(«  (fi)  = ay-\-(ßy-\-  ad)  i+ßdi^ 

— ay—ßd  -j-  (ßy^had)  •. 

Es  ist  aber  bereits  io  dem  Artikel  „Qna> 
dratwnrsel*'  gezeigt  worden,  dass  eine 
negative  Zahl  weder  eine  positive  noch 
eine  negative  Quadratwurzel  haben  kann. 
Da  nun  alle  Zahlen,  welche  durch  Ver- 
mehren oder  Vermindern  aus  der  Ein- 
heit entstehen , entweder  negativ  oder 
positiv  (ganz  oder  gebrochen)  sind,  so 
steht  der  Ausdruck  V(— 1)  oderV(  — «*) 
in  keiner  Grüssenbeziehung  zur  Einheit; 
er  kann  nicht  im  eigentlichen  Sinne  als 
Grosse  oder  Quantität  bezeichnet  wer- 
den. Wesentlich  unterscheidet  sich  hier- 
durch das  Imaginäre  von  allen  den  Aus- 
drficken,  negativen  Zahlen,  Brüchen,  Irra- 
tionalzahlen, welche  sich  beim  indircctcn 
Operiren  ergeben.  Während  nämlich 
bei  gewissen  Anwendungen  diesen 
Grössen  möglicherweise  die  Realität  nicht 
zukommt,  so  ist  dies  doch  (siehe  den 
vorigen  Artikel)  bei  gewissen  andern  An- 
wendungen jedesmal  der  Fall,  und  na- 
mentlich in  der  allgemeinen  GrOssen- 
oder  Zahlcnlehre  kommt  ihnen  dieso 
Realität  zu,  indem  sie  immer  eine  an 
sich  ^nen  Sinn  habende  Operation  an- 
seigen, t.  B.  die  negative  Zahl  die  des 
Abziehens , der  Bruch  die  des  Theilens. 
Beim  Imaginären  ist  dies  nie  der  Fall. 
Es  kann  keine  Grosse  geben,  welche 
dnreh  Ausziehen  der  Wurzel  ans  —1 
entstände.  Sprechen  wir  daher  von  ima* 
ginären  Grossen  oder  Quantitäten,  so 
ist  dies  ein  nneigentlicher  Ansdmck,  den 
wir  eben  nur  des  Gebranebs  wegen  an- 
nehmen. Der  Ansdmck  imaginäre  Zahl 
ist  richtiger,  weil  wir  bei  dem  Worte 
Zahl  in  seiner  allgemeinen  Bedentnng 
eben  nur  an  die  Resultate  von  Rech- 
nnngsoperationen,  gleichviel,  ob  diesel- 
ben auf  reelle  Grossen  rühren  oder  nicht, 
SU  denken  veranlasst  sind. 


Es  scheint  sonach , wenn  man  nur 
das  eben  Gesagte  berficksiebtigt,  das 
Rechnen  mit  dem  Imaginären  nur  die 
Bedeutung  zu  haben,  dass  wenn  ein 
Resultat  einer  Aufgabe  auf  solche  oder 
complexe  Zahlen  führt,  damit  angedeutet 
ist,  dass  die  Aufgabe  des  Resultates  ent- 
behre, dass  derselben  aber  an  sich  nichts 
Widersinniges  zu  Grunde  liege,  sondern 
dass  nur  die  gewählten  Qrossenverhält- 
nisso  so  getroffen  sind , dass  sie  keine 
Losung  zulassen.  Z.  B.  sollte  man  den 
Flächeninhalt  eines  Dreiecks  berechnen, 
dessen  Beiten  9,  5 und  2 Fuss  sind,  so 
würde  die  LOsung  auf  einen  imaginären 
Ausdruck  fuhren,  welcher  andeutet,  dass 
zwar  aus  drei  Seiten  eines  Dreieckes 
sich  der  Flächeninhalt  desselben  ergebe, 
dass  aber  ein  solches  Dreieck  unmöglich 
sei  bei  den  gewählten  Maassverhält- 
nissen,  da  in  keinem  Dreiecke  die  Summe 
zweier  Seiten  kleiner  als  die  dritte  sein 
kann. 

Aber  schon  diese  beschränkte  Auf- 
fassung dos  Rechnens  mit  imaginären 
Grossen  als  blosser  Nachweis,  dass  eine 
Aufgabe  unmöglich  sei , zeigt  die  Noth- 
Wendigkeit,  sich  mit  diesen  Grossen  zu 
beschäftigen,  und  die  Art,  wie  dies  ge- 
schehen muss,  nämlich  der  gegebenen 
Regel  I.  gemäss.  Namentlich  aber  muss 
man  wissen,  wann  durch  Verbindung 
imaginärer  Ausdrücke  sich  ein  reelles 
Resultat  ergibt,  wie  dies  ja  geschehen 
kann,  !n  welchem  Falle  dann  die  Auf- 
gabe einer  LOsung  zugänglich  ist.  Es 
kommt  daher  darauf  an,  mit  Benutzung 
der  Regel  L die  Resultate  der  Rech- 
nung mit  complexen  nnd  imaginären 
Zahlen  auf  ihre  einfachsten  Formen  in- 
rOckzuffihren,  nnd  ist  dabei  ein  Erwägen 
der  Bedentnng  der  einzelnen  Operationen 
in  Bezug  auf  das  Imaginäre  nOthig. 
Dae  Resultat  dieser  Erwägung  ist  dann 
in  dem  sogleich  zu  begründenden,  höchst 
wichtigen  Satze  enthalten: 

II.  „Alles  Rechnen  mit  complexen 
Zahlen  von  der  Form  führt  immer 

anf  eine  ähnliche  Form  zurück.** 

Aber  noch  von  einem  andern  Qetichta- 
punkte  aus  zeigt  sich  die  Nothwendig- 
keit  des  Operirens  mit  complexen  Zah- 
len, wenngleich  dieser  Gesichtspunkt  sich 
nicht  a priori  ei^bt,  sondern  erst  mit 
dem  Fortzchreiten  der  matheroatiachea 
Wissenschaften  gefunden  werden  konnte. 
Es  finden  nämlich  zwischen  verschiede- 
nen Functionen  und  QrOesen,  auf  die 
man  von  ganz  verschiedenen  Betrachtna- 
gen aus  gekommen  ist , BezichangeD 
statt,  welche  erat  durch  den  Gebraneb 
des  Imaginären  vermittelt  nnd  anfgefnn- 
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d«n  werden  kann.  Als  Beispiel  diene 
die  Beziehung  zwischen  den  Exponen- 
tial-GrOssen  und  den  trigononetrischen, 
welche  bestimmt  istdnrchdie  Gleichung: 

* = cos  a + • sin  tt. 

Ferner  lassen  sich  gewisse  8&tze  erst 
bequem  anssprechen,  wenn  man  das  Ima> 
ginäre  ciniUhrt,  z.  B.  der  Satz,  dass  jede 
Gleichung  fiten  Grades  auch  n Wurzeln 
habe,  die  Beziehung  zwischen  quadra- 
tischen Factoron  eines  Polynoms  und 
den  Wurzeln  einer  Gleichung  (siche  den 
Artikel:  quadratischer  Factor)  w’Orde  aber 
ganz  Wegfällen,  wenn  das  Imagin&re  nicht 
in  Betracht  käme.  Dass  dieser  Gesichts- 
pnnkt  von  Wichtigkeit  ist,  zeigt  der  Um- 
stand, dass  er  auch  in  anderer  Weise  sich 
bewährt  hat.  Ganz  ähnlichen  Betrachton- 
gen, auf  Congmenzen  angewendet,  ver- 
danken das  Galois'sche  Imaginäre  in  der 
Zahlenlehre  nnd  die  Knmmer'schen  idea- 
len Zahlen  ihre  Entstehung,  von  denen 
namentlich  die  letzteren  so  wichtig  ge- 
worden sind.  ~ Endlich,  und  dieser  Ge- 
sichtspunkt ist  namentlich  in  der  neuesten 
Zeit  eröffnet  worden , sind  gewisse  Ge- 
setze der  Functionen  nur  zu  finden,  wenn 
man  neben  dem  Reellen  auch  das  Ima- 
ginäre berücksichtigt.  Die  Mehrdeutig- 
keit der  Integrale  hat  nur  bei  dessen 
Gebrauch  einen  Sinn.  Die  Grenzen  der 
Convergenz  einer  Potenzreihe  kann  nur 
gefunden  werden , w*enn  man  neben  den 
reellen  Wertben  der  Variablen  auch  die 
complexen  in  Betracht  lieht  u.  s.  f. 

Es  ist  somit  nothwendig,  die  Zahl 
i = V-1  als  neues  Element  in  die  Rech- 
nung einzufUhren,  ohne  sich  nm  die  Be- 
deutung dieses  Ausdruckes  zu  kümmern. 
Der  mit  I.  bezeichnete  Sats  gewährt  die 
Möglichkeit  des  Rechnens  mit  t. 

Es  bleibt  noch  Qbrig,  den  Sinn  nnd 
die  Bedeutung  der  verschiedenen  Ope- 
rationen mit  Bezug  auf  complexe  Zah- 
len zu  prüfen,  und  den  mit  11.  bczeich- 
neten  Satz  zu  beweisen. 

2)  Die  Operationen  mit  com- 
plezen  Zahlen. 

Zunächst  bemerken  wir,  dass  die  Glei- 
chung : 

nnr  die  Bedeutnng  haben  kann,  dass 
sowohl  « als  einzeln  gleich  Null  sind, 
oder: 

I.  „Eine  complexe  Zahl  kann  nnr 
dann  der  Kuli  gleich  sein,  wenn  dies 
mit  dem  reellen  nnd  dem  imaginären 
Theile  einzeln  stattfindet.** 

In  der  That  würde  bei  Anwendung 


der  gewöhnlichen  Rechonngsgesetze  diese 
Gleichung  die  Form  annehmen: 

« =— f, 

nnd  wenn  man  auf  beiden  Seiten  ins 
Quadrat  erhebt: 

Es  würde  also,  da  und  nicht  ne- 
gativ sind,  diese  Gleicbnng  auf  den  Wi- 
dersinn führen,  dass  eine  positive  Zahl 
einer  negativen  identisch  ist,  nnd  diesem 
ist  nur  zu  entgehen,  wenn  nuin  u^ß-0 
setzt. 

„Wir  können  also  jede  Gleichung  von 
der  Form  lediglich  als  ein 

Symbol  fassen,  welches  unter  einer  ge- 
meinschaftlichen Form  die  beiden  Glei- 
chungen : 

«=o,  ß-a 

umfasst*' 

Die  Anwendung  der  Additions-  nnd 
Subtractionsregcl  auf  complexe  Zahlen 
macht  keine  Schwierigkeit.  Denken  wir 
uns  nach  Satz  1.  des  vorigen  Abschnittes 
zunächst  i als  eine  willkürliche  Grösse, 
so  ist : 

nnd  somit  hat  man  immer  folgenden 
Satz , der  die  Summen  nnd  Differenzen 
complexer  Zahlen  so  finden  lehrt,  dass 
sich  Satz  II.  des  vorigen  Abschnittes 
dabei  bestätigt. 

n.  „Zwei  complexe  Zahlen  werden 
addirt  und  snbtrabirt , wenn  man  im 
ersten  Falle  die  Somme,  im  zweiten  Falle 
die  Differenz  des  reellen  und  des  mit  t 
mnltiplicirten  Tbeils  einzeln  bildet" 

Es  folgt  hieraus  auch,  dass  man  die 
Gleichung: 

auf  die  Form: 

(a— y)-|-Gl— <f)i  = 0 
bringen  kann,  woraus  sich  nach  Satz  1« 
ergibt : 

®=y» 

d.  h.: 

„Zwei  complexe  Zahlen  können  nnr 
dann  gleich  sein,  wenn  die  reellen  und 
imaginären  Theile  einzeln  gleich  sind." 

Seien  jetzt  die  Anidrücke  u-^ßi  nnd 
Y+di  zu  mnltipliciren. 

Denkt  man  wieder  zunächst  i allge» 
gemein,  so  bat  man: 

(a+ßi)'{y  + <H)  = ay+i(ßy  + ai) 

und  wenn  man: 

«•  = -1 

icUt: 
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{a-\-ß\)(y+ii):za'y—ßt+i(ßy+ttt). 

Dies  gibt  folgenden  Sets,  der  allerdings  besser  durch  die  eben  hingeschriebena 
Formel  als  durch  Worte  ansgedriickt  wird; 

III.  ..Das  Prodnct  zweier  eomplexen  Zahlen  ist  gleich  einer  andern  com- 
plexen  Zahl , deren  reeller  Theil  ans  der  Differenz  der  Frodncte  der  reellen  und 
imaginären  Theile,  und  dessen  imaginärer  Theil  aus  der  Summe  der  Producte  der 
imaginären  Theile  jedes  Factors  in  die  reellen  des  andern  Factors  besteht." 
Namentlich  ist  hiernach; 

»•  = —»,  i‘  = +l,  «*  = «,  — 1 . . . 

Auch  hier  findet  also  Satz  II.  des  rorigen  Abschnittes  statt.  Ebenso  bei  der  Di- 
B 4 

Tision.  Denn  es  kann  — wenn  wir  i allgemein  denken  und  den  Satz  an- 
Y+i* 

wenden,  dass  Zähler  und  Nenner  eines  Bruches  beide  mit  derselben,  aber  ganz 
beliebigen  Zahl  mnltiplicirt  werden  kennen,  auf  die  Form  gebracht  werden; 

«+/»«  _ (g+^«)(y-d«) 

y+<f*  (y+<l*)(y— <^*)’ 

und  dies  gibt  nach  vorigem  Satze; 

(oy  + ) + OJy — «rf ) i 


c + ffi  _ ay+ai  ßy—ttä , 

Y+ifi  y’  + <f*  y’  + tf**" 

Durch  diese  Formel  ist  das  Dividiren  mit  complezen  Zahlen  völlig  definirt. 

Orössere  Schwierigkeiten  macht  die  Definition  des  Potenzirens,  des  Wurzel- 
aussiehena  und  des  Berechnens  der  Logarithmen  von  imaginären  Zahlen.  Da- 
gegen lehren  aber  auch  diese  Rechnungen  zu  den  wichtigsten  Besnltaten. 

Wir  werden  zunächst  mit  ZnhUlfenahme  des  Satzes  I.  des  vorigen  Abschnittes 
diese  Operationen  definiren. 

Es  sind  dazu  jedoch  einige  Hfilfsbetrachtnngen  nSthig. 


2)  üeber  Exponent i a Igrfi s s en  mit  reellen  und  imaginären 
Exponent  en. 

Entwickeln  wir  die  Grösse  Binomialsatze , indem  wir 

voranssetzen,  n sei  eine  positive  ganze  Zahl,  Es  ergibt  sich; 

, ^ (i_i)  (,-i)  (i_i) 


1-2 


X + 


+* 


Mit  wachsendem  n wächst  die  Qliederanzahl  dieser  Reihe.  Es  wird  behauptet, 
dass  sie  sich  trotzdem  einer  gewissen,  von  n nnabhängigen  Grenze  nähert,  mit 
andern  Worten,  dass  die  Reihe  convergire,  wenn  it  = oo  wird. 

Eine  bekannte  Regel  für  die  Convergeiu  ist  die,  dass  der  Quotient  eines  Glie- 
des dividirt  durch  das  Vorhergehende  sich  einer  Grenze  nähert,  die  kleiner  als  1 
ist,  wenn  die  Ordnung  dieses  Gliedes  wächst  (siehe  den  Artikel;  Reihen). 

Es  ist  nun,  wenn  wir  mit  A das  ste  Glied  bezeichnen ; 


d.  h.; 


(-i) 

K'-D- 

0-^ 

r) 

1-2 

. . . • (»+D  ( 

(<-i) 

l'-V)'- 
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1+1 

In  diesem  Ansdnicke  ist  immer  i klei- 
ner als  n,  also  1 ein  echter  Bruch, 

n 

1 + 1 w&chst  über  jede  Grense,  so  dass 

A 

aich  - - der  Null  nlhert,  was  auch 

s 

X sei. 

Man  bat  also: 

I)lim(l  + |)"=l  + * rr2T3+-  • 


— =r  f , — = — , m = tr, 

X m » 

wo  X positiv  aber  beliebig  und  » unend- 
lich gross  ist.  Also: 

Wir  setsen  nun; 

lim  ^ 1 + -j)  = f, 

wo  e eine  bestimmte  Irrationalsahl  ist, 
deren  Wertli  sich  ans  Gleichung  I)  er- 
gibt, wenn  man  daselbst  jr  = l setat, 
und  man  hat: 


indem  man  die  Grössen  — , — ...  rer- 

nachl&ssigt,  da  dieselben  gegen  1 ver- 
schwinden, so  lange  i gegen  n unendlich 
klein  ist,  die  Glieder  aber,  wo  dies  nicht 
der  Fall  ist,  nach  dem  ohen  Gesagten 
auf  die  Summe  der  Beihe  keinen  Ein- 
6uss  ansüben.  Da  der  Werth  von 

lim  ^1+—)'*  nnabh&ngig  ist  von  n,  vor- 

ansgesetzt,  dass  man  diese  Grösse  posi- 
tiv ganz  und  ins  Unendliche  wachsend 
sich  verstellt,  so  ist  unter  dieser  Bedin- 
gung offenbar: 

lim(l+|-)"  = lim(l+i)"‘. 

Ist  jetxt  x = — ein  beliebiger  positi- 

tiver  Brach,  so  gibt  es  immer  unendlich 
viel  Zahlen  m,  die  so  beschaffen  sind, 

dasa  ^ einer  ganzen  Zahl  gleich 

X u 

ist,  man  braucht  eben  nur  m als  iheil- 
bar  dnreh  u anznnehmen.  Lässt  man 

nun  in  x=  -^Zähler  und  Nenner  wachsen, 
e 

so  kann  man  sich  diesen  Bruch  immer 
als  bis  auf  eine  beliebige  Grenze  mit 
einer  gegebenen  Irrationalzahl  zusammen- 
fallend  denken,  da  eine  solche  ja  immer 
die  Form  eines  Bruches  mit  wachsendem 
Zähler  und  Nenner  annimmt.  Immer 
dann  aber  kann  m so  gewählt  werden, 

dass  der  Ausdruck  ——  sich  nur  um  eine 
u 

beliebig  kleine  GrOsse  von  einer  ganzen 
Zahl  unterscheidet,  jedoch  muss  die 
ganze  Zahl  m,  welche  den  Factor  «i  ent- 
hält, aus  diesem  Grunde  im  Wachsen 
sein.  Wie  dem  auch  sei,  es  lässt  sich 
also  setzen : 


II)  ' = l + l + i!2+rT2.3 

+ ^ - + . . .. 
^1.2-3-4^ 

oder  durch  numerische  Berechnung; 

e = 2,718281828459  . . . 

III)  lim  (1+-^)"=/, 

also  mit  Benutzung  von  Formel  I.: 
lila.  *'^  = l+Y+]^  + r^+--- 

Sei  jetzt  x eine  beliebige  negative  Zahl, 
SO  ist,  wenn  man  x=— ^ setzt: 

Der  Werth  für  den  Ausdruck  rechts  er- 
gibt sich  aus  Formel  I.,  wenn  man  in 

derselben  x mit  — ^ vertauscht,  wo- 
n 

durch,  wenn  n wächst,  alle  Glieder  bis 
auf  das  erste  verschwinden,  und  man  hat 
daher: 


d.  b.: 


oder: 


Damit  aind  die  Formeln  III.  und  III  a. 
auch  erwiesen,  wenn  x negativ  ist.  Die- 
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selben  gelten  also  für  jeden  reellen  Werth 
von  X.  lieber  die  Formel  Ula.  ist  aber 
eine  wichtige  Bemerkung  za  machen. 
Brnchpotenzen  sind,  wie  wir  im  vorigen 
Artikel  gesehen  haben,  mehrdeatige 
Grössen,  and  Potenzen  mit  irrationalen 
Exponenten  sogar  unendlich  vieldeutig, 
da  der  Nenner  des  Exponenten  unend* 
lieh  gross  sn  denken  ist.  Definirt  man 

dagegen  die  Grösse  immer  durch  For- 
mel III.,  so  ist  cindeatig,  da  n eine 
ganze  Zahl  ist  nnd  daher  nur  einen  Werth 

gibt.  Gleiches  folgt,  wenn  man  durch 
Reibe  lila,  definirt. 

„Der  Ausdruck  e*  wird  also  immer 
als  eine  eindeutige  Function  von  x anf- 
gefasst,  welchen  reellen  Werth  auch  x 
habe,  und  ist  durch  Formel  lila,  völlig 

bestimmt.  Dieser  Werth  von  e*  ist  aber 
immer  positiv,  so  lange  x reell  bleibt.“ 


lila,  gegeben  sein  soll.“  Da  die  For- 
mel lila,  nur  Potenzen  von  x enthält,  so 
gibt  sic  nach  dem  Obigen  wieder  eine 
complexe  Grösse.  Die  Identität  beider 
Definitionen  ergibt  sich  daraus,  dass  die 

Entwicklung  von  nach  dem  Bi- 

nomischen  Satze  richtig  bleibt,  wenn  auch 
X imaginär  ist.  Denn  wenn  man  n als 
ganze  Zahl  denkt,  so  druckt  ja  der  Bi- 
nomische Satz  nur  die  Regel  für  ein  wie- 
derholtes Multipliciren  von  1+-^  mit 

sich  selbst  aus,  welche  Regel  ihre  volle 
Anwendung  auch  für  imaginäres  x nach 
dem  Obigen  findet. 

Es  ist  jedoch  noch  zn  zeigen,  dass  die 

Entwicklung  von  e®  in  Hin.  noch  einen 
bestimmten  Werth  gebe,  also  convergire, 
wenn  x imaginär  wird.  Dieser  Beweis 
lässt  sich  so  führen: 

Setzt  man  in  lila,  für  x a-f-6i,  so 
ergibt  sich: 


lim 


beide  positiv,  wenn  man 


n wachsend  und  positiv  denkt.  Da  nnn 
jede  Wurzel  nur  höchstens  einen  reellen 
nnd  positiven  Wetth  hat,  so  ist,  falls  x 
ein  Brach  ist,  leicht  aus  der  Reihe  der 


Werthe  von  c*^,  welche  man  bei  einer 
andern  Definition  dieser  Grösse  erhalten 
würde,  der  zn  bestimmen,  w'elcher  der 
jetzigen  Definition  entspricht. 


a-)-4i_  0-1-4.  (a+biy 

, (a4-4i)* 

■^1-  2.3'^  ■ ■ ■ 

Haben  n und  b die  absoluten  Werthe 
u und  so  dass  a und  ß positive 
Grössen  sind,  so  ist  offenbar  sowohl  der 
reelle  als  der  imaginäre  Theil  von 

(d-j-Äi)*,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 


Um  nnn  die  Definition  von  auf 
imaginäres  x aaszudehnen , bemerken 

wir,  dass  zunächst  der  Ausdruck 
immer  eine  Bedeutung  hat,  wenn  $ eine 
positive  ganze  Zahl  ist,  denn  in  diesem 
Falle  hat  man  es  ja  mit  einem  wieder- 
holten Mnltipliciren  zu  thun,  und  kann 
die  Regel  111.  des.  vorigen  Abschnittes 
anwenden.  Auch  kann  i eine  negative 
ganze  Zahl  sein ; man  setzt  dann : 

(a+ßi)~‘  = i — . 

(«+/«)’ 

und  die  Sätze  III.  nnd  IV.  des  vorigen 
AbKhnittes  geben  das  Nöthige,  so  dass 
in  diesen  Fällen 

oder 

sich  immer  wieder  anf  complexe  Grossen 
d-|-  M znrückffibren  lassen. 

Diese  Betracbtnngen  machen  es  mög- 
lich, die  Grösse  für  complexes  x zn 

deflniren,  indem  wir  sagen : „dass  für 
beliebiges  x durch  die  Formel  III.  oder 


kleiner  als  («+^)  . Denn  die  einzelnen 
Glieder  des  erstem  Ausdruckes,  wie  eie 
der  Binomische  Satz  ergibt,  unterschei- 
den sich  von  den  entsprechenden  des 
letztem  nur  durch  das  Zeichen  oder  durch 
den  Umstand , dass  sie  noch  mit  i mnl- 
tiplicirt  sind.  Diese  letzteren  Glieder 
bleiben  im  reellen  Theilc  ganz  weg. 
Denkt  man  sie  also  positiv  genommen 
zu  demselben  hinzugefügt,  so  wird  der- 
selbe vergrössert,  und  dasselbe  geschieht, 
wenn  man  die  negativen  Glieder  mit 
verändertem  Zeichen  nimmt.  Im  ima- 
ginären Theil  dagegen,  wo  die  nicht  mit 
i mnltiplicirten  Glieder  wegbleiben,  wer- 
den diese  binzugefQgt  und  ebenfalls  alle 
Glieder  positiv  genommen.  Setzen  wir 
also: 

(a-f4i)*=p-(-yi, 

so  ist: 

P<{"+ß)‘  «nd 
also  wenn  man  setzt : 

e“  + *’  = P-fe,, 
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80  iit  auch : 


P<l+«+/?+ 


1.2 


+ 


(^ßy 

1.2.3 


and : 


(«±ßy. 

1.2"^ 


(^+ßy 

1-2. 3 


Da  nun  die  Reiben  rechts  converg^renf  so  müssen  auch  die  für  P nnd  Q conver> 
pren.  Denn  die  Conrergenz  einer  Reihe  besteht  ja  darin  (siehe  den  Artikel : 
Reihen),  dass  die  Summe  aller  Glieder  von  einem,  dem  sten,  an  mit  wachsendem 
i verschwindet,  und  dies  wird  natürlich  noch  der  Fall  sein,  wenn  der  absolnte 

Werth  aller  dieser  Glieder  verringert  wird.  Nachdem  also  der  Ansdrack  fftr 

complexcs  x vollständig  definirt  ist,  bleibt  es  noch  übrig,  die  Kegeln  des  Po- 
tenzirens  für  diesen  Ausdruck  zu  beweisen;  denn  da  die  Entstehung  desselben  eine 
andere  als  bei  reellen  Zahlen  ist,  fragt  cs  sich,  welche  Säue  von  Potenzen  für 
solche  Ausdrucke  noch  gelten.  Während  bei  den  vier  ersten  Operationen  die  Gül- 
tigkeit der  allgemeinen  Gesetze  Air  reelle  Zahlen  auch  für  die  complexen  einfach 
aus  der  Definition  folgt.  Die  Gleichungen,  welche  diese  Sätze  ansdrficken,  sind 
immer  richtig,  wenn  man  i als  beliebige  reelle  Zahl  denkt;  es  findet  also  auch 
Gleichheit  zwischen  den  Coefficicntcn  der  gleichen  Potenzen  von  i statt,  und  diese 
wird  nicht  aufgehoben,  wenn  man  mit  --l,  also  i’  mit  — i,  t*  mit  +1  u.  8.  w. 
vertauscht. 

Für  die  Potenzen  beweisen  wir  zunächst  die  Sätze: 


ISr  coroplexe  x nnd  y.  Man  hat: 


»y  Y 


Diese  Gleichung  gilt  für  complexcs  x nnd  y auch.  Man  sieht  aber  leicht , venn 
man  den  iiusdruck: 


(i+ *y  = e"+*+y 

\*^n(n+x+y)/ 


«(n+x+y)/ 

nach  dem  Satze  lila,  entwickelt,  alle  Glieder,  bis  auf  das  erste,  welches  gleich 
der  Einheit  ist,  für  wachsendes  n rerschwinden.  Es  ist  somit ; 

e*ey=  e*+y. 

e* 

Was  den  Ausdruck  — anbetrifift,  so  bemerken  wir,  dass  die  Betrachtungen,  welche 

die  Formel  {l— — ^ = 7 oder  e i ergaben,  auch  für  imaginäres 

y gültig  sind,  nnd  somit  hat  man: 


_ * — y 


nach  dem  vorigen  Satze; 


e*.-y  =«*->, 

so  dass  beide  Formeln  erwiesen  sind. 
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Wenden  wir  una  jetzt  lu  den  Formeln : 

s X 

, x.i  tx  l/*  a 
(e  ) = « , l''  e = e , 

wo  t znnichst  eine  reelle  ganze  Zahl,  i beliebig  sein  soll. 
Es  ist: 


Da  n anch  eine  ganze  Zahl  iat,  so  stellt  die  Formel,  waa  auch  x sei,  nur  ein  wie> 
derholtes  Mnltipliciren  vor,  und  .da  die  Sfttze  über  diese  Recbnnng  allgemein 
gelten : 

s 

Was  den  Ausdruck  "]/  anbetrifft,  so  ist  er  definirt  durch  die  Gleichung : 


Offenbar  aber  ist  Vs*/  nach  dem  Obigen  =s*=e*^,  also: 


t/  X s 
Y e . 


Es  ist  aber  wohl  zu  bemerken,  dass  e^  eine  eindeutige  Function  ist,  nnd  daher 

s 

von  den  4 Wurzeln,  welche  haben  kann,  nur  eine  ganz  bestimmt  durch 

diese  Gleichung  gegeben  ist 

Sei  jetzt  s = - ein  positiver  reeller  Bruch,  für  den  auch  eine  Irrationalzahl 
9 

gesetzt  werden  kann,  wenn  man  Z&hler  und  Kenner  gleichzeitig  zunehmen  l&ttt. 

fl 

Immer  ist  der  Ausdruck:  (s^)  ^ zu  definiren  durch  die  Gleichung: 


und  da  auch:  (e^)^=s^'^  ist,  so  hat  man: 

p ^ 

also  den  obigen  Satz  anch  f&r  diesen  Fall  bewiesen. 

Da  wir  den  Begriff  der  Wurzeln  mH  gebrochenen  Exponenten  nicht  einge* 
führt  haben  nnd  derselbe  mittels  der  Potenzen  mit  gebrochenen  Exponenten  immer 

4 X 

umgangen  werden  kann,  so  ist  der  Formel : V = s*  keine  Allgemeingültigkeit 
beiznlegen. 

Sei  nun  —s  immer  eine  beliebige  negative  Zahl,  so  ist  noch  immer  (*^)  ~ * 
zu  deffniren  durch  die  allgemein  gültige  Glcichnng: 

(«')* 
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und  da: 

1 _ 1 —XI 

/ Xv  I XI  ” 

(e  ) c 

ist,  so  ist  unsere  Formel  für  jeden  reellen  Werth  von  i bewiesen. 

Sei  jetzt  I imaginär,  so  verlieren  alle  diese  Definitionen  von  (e^)*  ihre  Be- 
deutung. Es  steht  uns  daher  frei  ^ diesen  Ausdruck  neu  zu  definiren  durch  die 
Gleichung: 

Die  völlig  bestimmte,  in  convergirender  Reihe  zu  entwickelnde  Grösse  rechts  be- 
stätigt dann  die  Gleichung  auch  für  diesen  Fall. 

Wir  haben  bisher  nur  solche  Potenzen  betrachtet,  wo  entweder  der  Exponent 
reell,  oder  der  Exponent  eine  beliebige  complexe  Zahl,  die  Basis  aber  gleich  der 

gegebenen  Zahl  e ist.  Es  bleibt  jetzt  noch  übrig,  den  Uebergang  anf  eine  belie- 

bige Potenz  zu  machen,  wo  a und  x complexe  Zahlen  sind.  Ehe  wir  dies  je- 
doch thun,  sind  die  Potenzen  von  e etwas  genaner  zu  untersuchen.  — Sei  zu- 
nächst in: 

/=i+*+^+ . . . 

X reell  und  positiv,  so  sind  alle  Glieder  der  Reihe  rechts  ebenfalls  positiv,  und  neh- 
men mit  wactiscndcm  x zu.  wird  also  immer  grösser  werden,  wenn  x wächst: 
für  xsO  ist  für  xrrao,  e^  — cc. 

Also: 

„Für  positives  x wachst  der  Ausdruck  gleichzeitig  mit  x,  und  zwar  von 
Null  bis  unendlich.** 

Sei  jetzt  x=— y negativ,  so  ist: 


^^^^1 .2  1-2.3 

Da  der  Nenner  positiv  ist,  wird  auch  positiv  sein,  für  y=0  den  Werth  1, 
für  y — Xi  den  Worth  Null  haben,  und  je  grösser  der  absolute  Werth  von  y wird, 

desto  kleiner  wird  Mcrden,  also ; 

„Für  negatives  x fRllt  von  1 bis  Ü,  bleibt  somit  immer  positiv.“ 

Und  allgemein : 

„Durchschreitet  x alle  Worthe  von  — oo  bis  -f  ®»  ßo  wird  alle  positiven 
Werthe  von  0 bis  oo  annehmen,  jeden  nur  einmal,  nnd  immer  im  Wachsen 
bleiben,  wenn  x algebraisch  genommen  zuuimrat.“ 

4)  Einführung  der  trigonometrischen  Functionen  in  die 
Analysis. 

Sei  jetzt  x = at  eine  rein  imaginürc  Zahl,  so  hat  man: 

. «*  o*i  «*  «*• 

' “*  + ‘"“172  “ F2T3"  1-2-3-4  1T2.3-4-5“  ' ' ' 

Die  Reihe  rechts  zerfällt  in  einen  reellen  und  einen  imaginären  Thcil.  Den  orale- 
ren bezeichnet  man  mit  dem  Ausdrucke  Cosinus  von  <t  (cosn),  den  letztem  mit 
dem  Ansdruckc  Sinus  von  « (sin  er).  Diese  Bezeichnungen  sind  mit  denen,  welche 
in  der  Trigonometrie  Vorkommen,  identisch.  Jedoch  ist  diese  Identität  in  letzterer 
Wissenschaft  zu  beweisen,  nicht  hier,  wo  cs  nns  auf  die  geometrische  Bedeutung 
der  definirten  Functionen  nicht  ankommt.  Es  ist  nun; 

IV.  c^*=:co8rf  + i sin  ff, 


Digitized  by  Google 


QaantitAt. 


647 


Quant]  lät. 


IV*. 
IV  4. 


cos  « = 1 — 


1 . 2^  1-2-3-4  1-2-3-4-5-6 


+ . . . 


8inf<  = a — 


l-2-3^  1-2-3-4-5 


Die  Ausdrücke  iur  cosct  und  ein»  coovergiren  immer.  Sic  selbst  genügen  rer- 

schiedenen  Gleichungen.  Zunllchst  wird  eich  der  Werth  Ton  nur  von  da* 

durch  nnlerschciden,  dass  die  mit  i multiplicirten  Glieder  negativ  sind.  Es  iet 
also: 


V.  e ***  = C08«— sein  «. 

Multiplicirt  man  diesen  Ausdruck  mit  dem  in  IV.,  so  kommt; 

e“*  e’””*  = (co8«+isina)(co6  a— • sin«), 

oder : 

VI.  1 = cos  4-sin  «’. 

Es  ist  ferner: 

* = 008(0-1-/1) -f«  sin  (n+^), 

und  gleichseitig: 

e”  * * = (co8  «-f-i  sin  o)(co8  /f-f-isin  /i)=:co8  « cos /J  — sin  n sin/9  + •(siuocos/} 

+cofrtiin/J), 

woraus  sich  die  beiden  Grundformeln  der  Trigonometrie  ergeben : 

VII.  cos(«+/S)  = co6oco8/?— sinosin 

VII  a.  sin  (o  + /9)  =:  sin  o cos  ^+cos  o sin  ß. 

Da  man  ferner  der  Definition  gemftss  auch  setzen  kann: 

e“”*=cos(— «)-h  isin  (~o)» 
so  hat  man  wegen  Formel  V. : 

VTTT.  COS  (— o)  = co8  «,  sin  (— o)  = — sin  o. 

Die  Formel  VI.  gibt  uns  zun&chst  das  Resultat,  dass  von  den  Grössen  cos  er  und 
sin  o,  so  lange  a reell  bleibt,  keine  grösser  als  -f  1 werden  kann,  und  keine  un- 
ter — 1 sinken  wird.  D.  h.: 

„Cosinus  und  Sinus  reeller  Zahlen  sind  immer  echte  positive  oder  negative 
Brüche.“ 

Kennt  man  von  beiden  Functionen  die  eine,  so  ist  die  andere  bis  auf  das 
Vorzeichen  gegeben  durch  die  Formel  VI. 

Was  nun  die  Aenderung  dieser  Functionen,  wenn  o seinen  Werth  ändert,  an- 
betrifft, so  bemerken  wir  zunächst,  dass  nach  den  Formeln  IV  a.  und  IV  b.: 

cos(0)-l,  sin(0)  = 0 

sich  ergibt,  und  man  für  kleine  Werthe  von  setzen  kann: 

cos(»')=l,  sin  (*')=:►', 

indem  man  alle  Potenzen,  die  höher  als  die  erste  sind,  gegen  1,  bezüglich  ver- 
nachlässigt. 

Bekannt  ist  ferner  der  Satz,  dass  jede  Reihe: 

.S=r /I j — A, -fAi  — Aj—  . . ., 

deren  Glieder  abwechselnd  positiv  und  negativ  sind,  und  wo  immer  das  nächste 
Glied  kleiner  ist  als  dos  vorhergehende,  den  Bedingungen  genügt: 

S>Aj— A,+  . . . — .S<A|— A,+  , . , +A.,^^j, 

deun  offenbar  ist  der  erston  Reihe  rechts  noch  zuzuzählcn,  um  S zu  erhalten: 

wovon  alle  Glieder  io  den  Klammem  positiv  sind,  während  von  der  zweiten  Reihe 
rechts  abzuziehen  ist  die  Reihe  mit  ebenfalls  positiven  Gliedern: 
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^'*2«+2  ■^Jn+3^  + ^■^2*  + *" 


‘■...+  5)+  • • • 

Diea  angewAiidt  auf  die  Reihe  IV  b.  zeigt,  dass  deren  Werth  wenigstens  so  lange 
positir  ist,  als  a positiv  und  kleiner  als  2 ist.  Offenbar  n&mlich  ksmn  man  sotaen ; 


©•  ©'  (?)■ 


I ■■■ 

Die  Nenner  dieser  Glieder  sind  »Ile  grOeeer  als  1,  die  Zahler  bilden  die  Reihe : 


wo  ^ kleiner  als  1 ist;  sie  nehmen  also  ab,  und  somit  ist,  wenn  man  in  den 
Orenawerthen  für  S,  5=|sina,  s=l  setzt; 


4 


sina<Q  nnd  4>'>nn>g- 


d.  h.: 


a* 

sinn<n  nnd  = — jr— 

1*2*0 

nnd  da  a nach  der  Annahme  positiv  ist,  so  wird  dies  andi  mit  sina  der  Fall 

sein.  Es  ist  nämlich  £Ur  o=2,  a—: — ö~5  = 2— | noch  positiv. 

Untersuchen  wir  jetzt  den  Cosinus  von  a,  nnd  vergleichen  wir  »wei  Werthe 
cosa  und  cos  (er  + >') , wo  a nnd  y positiv,  also  keiner  dieser  Werthe 

aber  grösser  als  2 ist. 

Man  hat: 


cos  (a + s') = cos  er  cos  K ^ sin  a sin  V. 

Der  Aasdmek  sina  sin  v ist  nach  dem  Obigen  immer  positiv,  also: 
cos  (a+ y)  <C0B  « cos  y, 

eosy  wird  nie  grösser  als  1 sein,  und  sich  übrigens  mit  abnehmendem  y bis  anf 
jede  Grenze  der  Einheit  n&hern,  woraus  dann  folgt,  dass  man  hat,  wenn  y eine 
gewisse  Grenze  nicht  überschreitet: 

cos  (a+»')<co8a,  cos(a+2»')<co8a-l“y  . . ., 
es  wird  also  mit  zunehmendem  tt  der  Ansdmck  cosa  immer  kleiner  im  analy- 
tischen 8inoe,  und  dies  wird  wenigstens  so  lange  dauern,  als  a den  Werth  2 
nicht  überschreitet. 

Es  ist  nun,  wie  wir  gesehen  haben: 

cos(0)  = l, 

also  für  a=0  ist  der  Cosinns  positiv.  Dies  findet  für  jeden  Werth  zwischen  Nnll 
nnd  Eins  statt,  da  die  Glieder  der  Reihe  abwechselnd  positiv  nnd  negativ  sind 
und  abnehmen.  Somit  hat  man: 


was  für  0 = 1 noch  gibt: 


C0S«>1  — 


«* 

1*2* 


Setzt  man  nun  aber  o = 2,  so  ist: 
2* 


1 2*  , 

C0‘«  = 1~+ 1.2:374 


cos  a>|. 

2* 


1.2-3.4-5-6 

2 


-1+ — — (1-—  H — — H 

^1.2.8-4^  6-6^1.2.3-4^ 


Die  Reihe  in  der  Klammer  besteht  offenbar  ans  abnehmenden  Gliedern;  es  iet 
also: 
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eo,.<_l+r^^. 

Der  Ausdruck  rechts  ist  aber  gleich  — also  negativ.  Da  nun  cosa  zwischen 
a=l  und  a=2  mit  sunehmendem  « immer  abuimmt,  an  der  einen  Grenie  aber 
positiv,  an  der  andern  negativ  ist,  so  folgt  hieraus: 

„Es  muss  einen  Werth  von  a,  und  zwar  nur  einen  geben,  welcher  zwischen 
1 und  2 liegt,  fSr  den  der  Cosinus  gleich  0 ist.“ 

Wir  bezeichnen  diesen  Werth  von  a dem  einmal  eingeltthrten  Gebrauche  ge- 

miss  mit  Wir  haben  also : 


cos  2=0. 


Hierauf  folgt  unmittelbar  wegen  Gleichung  IV. : 

sin(|)*  = l, 

und  da  der  Sinus  von  ^ positiv  sein  mnss,  da  ^ <2  ist : 

« 4 


. n - 
sin  j = l, 


IXb.  s*=i. 

Ist  nun  s eine  beliebige  ganze  Zahl,  so  hat  man ; 
/ « A*» 


(.2*)  =.**"•  = { ''z:!, 

/ «a4s+» 


(«.vts-f-t  n. 

y)  =«>•"‘.2*^. 

(n  .V  3 ^ 

.?•) 


= «’‘"‘e2 


oder  allgemein; 


5 •(«+«) 

=1,  i,  -1,  -i. 


wo  der  erste,  zweite,  dritte  oder  vierte  Werth  gilt,  je  nachdem  a=0,  1,  2 oder 
3 ist. 

Durch  Trennung  des  Beeilen  vom  Imaginären  hat  man  noch : 

Xa.  cos^(4s-l-o)=l,  0,  —1,  0, 

Xb.  sin2(4s+.)=0,  1,  0,  -1, 

wo  ebenfalls  «=0,  1,  2,  3 zu  setzen  ist.  Hieraus  folgen  aber  auch  dis  höchst 
wichtigen  Formeln,  dis  sich  ans  Gleichung: 

e*+y=«*eJ' 

ergeben,  wenn  man  f&r  p ein  Vielfaches  von  ^ setzt: 

x+uni_x  -*-l-(>s-f- 1)  ni_  ,x 
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und  wenn  man  in  diesen  Formel  x mit  xi  vertauscht,  und  das  Reelle  vom  Ima* 
ginären  trennt: 

XII.  cüi(a:+2i  n)  = co8  X,  cos(x-f-(2«+l)n)=  — cosx. 

cos  (x  (4  * + 1)  ^)  = — sin  x,  cos  (x + (4s  + 3)^)  = sin  x, 

Xlla.  Bin(a:-t-2s?i)  = 8inx,  sin(x  + (2i+l)?t)=:  — sinx, 


sin  (x  +(4s  + 1)^)  = co8X,  sin  (x  + (4j+3)^)=  - cos  x. 

In  diesen  Formeln  stecken  wichtige  wo  x reell  ist,  oder  was  dasselbe  ist  in 
Eigenschaften  der  ExponemialgrOssen  Bezug  auf  die  beiden  Functionen  cos  x 
und  der  trigonometrischen  Functionen.  und  sinx,  und  zwar  ohne  diejenigen  geo- 
Unter  einer  periodischen  Function  ^(x)  metrischen  Betrachtungen,  welche  man 
versteht  man  eine  solche,  welche  die  in  der  Trigonometrie  anftngt.  Wir 
Eigenschaft  hat,  dass  sie  für  jeden  Werth  wissen  bereits,  dass  beide  Andrücke  im- 
von  X die  Gleichung:  mer  zwischen  —1  und  +1  liegen. 


f{x^a)  = f{x) 

erfüllt,  wo  ((  eine  gegebene  Constante 
ist.  Aus  dieser  Formel  folgt  leicht,  dass 
jede  periodische  Function  anch  die  Qloi- 
chnng: 

f{x^sa)  = f{x) 

verificirt,  wo  s eine  beliebige  ganze  po* 
sitive  oder  negative  Zahl  ist.  Die  Zahl 
« heisst  „Periode  der  Function.**  — Die 
erste  Formel  XI.  zeigt  nun,  dass  die  Ex> 

ponentialgrCssc  eine  periodische  Func- 
tion ist  und  die  Periode  2ni  hat.  Die 
letztere  ist  also  imaginär.  Dagegen  zei- 
gen die  ersten  Formeln  XII.  und  XII  a., 
dass  die  Functionen  cos  x und  sinx  die 
reelle  Periode  2i  haben. 

Führt  man  noch  analog  den  trigono- 
metrischen Betrachtungen  ein  die  Func- 
tion Tangens  %’on  x (tgx)  durch  die 
Gleichung: 


cos  (o)  war  cos^  = 0. 

Zwischen  diesen  beiden  Werthen  0 und 
^ war  der  Cosinus  immer  im  Fallen. 

Ist  nun  X grösser  als  ^ aber  kleiner  als 

;r,  also  x = ;i-y,  wo  y kleiner  als  ^ 

ist,  BO  gibt  die  zweite  Formel  XII.,  wenn 
man  s = 0 und  x=— y setzt: 

cos  (n  —y)  = — cos  (— y)  = - cos  y, 
da  nach  Formel  VIII.: 

cos  (— y)  = cosy 

war.  Es  winl  also,  wenn  x zwischen 
^ und  n liegt,  der  Cosinus  immer  noch 

abnehmen,  also  negativ  werden;  fürx  = .T 
also  V = 0,  erhält  man : 


so  hat  man,  wenn  man  in  der  zweiten 
Formel  XII.  nnd  XII  a.  s=:0  setzt: 

^ ^ sin(x-fu)  sinx 

tg(x+rr)  = - — ; - = , 

' ' cos(xH-n)  coöx 


cosrt=  —1. 

Liegt  X zwischen  rt  und  2^,  ist  also 
x=;TH-y*  und  y kleiner  als  n,  so  gibt 
die  zweite  Formel  XI.,  wenn  man  s = 0 
setzt : 

cos(n+y)=  — cosy. 


also: 

lg(i  + .'i)  = tg(x). 

Die  Fnnction  tg(x)  hat  also  n zur  Pe- 
riode, d.  h.  die  H&Iftc  der  Periode  von 
sinx  und  cosx. 

Im  vorigen  Abschnitte  hatten  wir  den 

Gang  der  Function  untersucht  für  je- 
den reellen  Werth  von  x.  Diese  Betrach- 
tungen setzen  uns  in  den  Stand,  Gleiches 

in  Bezug  auf  die  Function  zu  (hun, 


Der  Cosinus  durchläuft  also  die  oben 
durchschricbene  Werthreihe  mit  umge- 
kehrtem Vorzeichen,  er  wird  also  wachsen 
von  cosn  = — 1 bis  zu  cos  2i  = — cos  rr 
:r-f  1.  Hier  ist  die  Periode  2rt  einge- 
treten, und  die  Werthe  des  Cosinus  wer- 
den sich  also  einfach  wiederholen. 

Ist  X negativ,  so  hat  man  die  Formel : 
cos  (— x)=cosx, 

also  die  Cosinus  von  negativen  Varia- 
blen haben  dieselben  Werthe  als  die 
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entsprechenden  positiven.  Was  den  Si- 
nns anbetrifft,  so  gibt  i.  B.  die  dritte 
Formel  XII.,  wenn  man  <=0  setzt,  das 
Nöthige;  cs  ist: 


also : 


cos  (jt  + g)=-8ini, 
sinzs-cos  ^z+  l), 


1 sein.  Sei  jetet  x=.ti— y,  nnd  y klei- 
ner als  also  X kleiner  als  tt,  so  hat 
man : 

, . sin(rf  — *)  sin  45 

tgC«  cos  (n— 4t)“  cosx* 


also : 


tg(n-jr)=-tgjr. 


d.  h. : Der  Sinns  wachst  von  0 bis 
von  den  Werthen  sin(0)=0,  sin^  = l, 
sinkt  von  — bis  n bis  auf  0,  von  n bis 

sinkt  er  weiter  bis  —1,  von  ^ bis 
« « 

2n  steigt  er  bis  Nnll , und  wegen  der 
eingetretenen  Feriode  wiederholen  sich 
diese  Werthe,  wenn  x grösser  als  2n 
ist.  Für  negative  Variablen  gibt  die 
Formel: 

sin(— x)=  —sinx 
das  Nöthige. 

Untersuchen  wir  noch  die  Function 
sin  X 

tgx= 


cosx 
Mao  bat: 


in  derselben  Weise. 


tg(0)=0, 


da  zwilchen  0 nnd  ^ Z&hlcr  von 

tg(z)  immer  grOeier,  der  Nenner  aber 
kleiner  wird,  »o  wird  in  diesen  Grenzen 
tg(z)  immer  wachsen,  und  wenn  z sich 

der  Grenze  ^ n&hcrt , da  dann  cos  (z) 

sich  der  Noll  nähert,  positiv  nnendlicb 
werden.  Wir  bemerken  noch,  dass,  wenn 
man  in  die  dritte  Formel  XII.  setzt, 

z=— j,  1 = 0;  man  erhält: 


also: 


und  daher: 


n . 7» 

COS  5- = 8*0  T» 

4 4 


•K4=1- 


also  unterhalb  x wird  die  Tangente  klei- 
4 

ner,  zwischen  ^ und  ^ aber  grösser  als 


Die  Tangente  wird  von  2 

gativ  sein,  and  von  — oo  bis  0 wach- 
sen, wobei : 

3n  - 
tä2-=-l 

wird.  Da  ti  die  Periode  ist,  wiederholen 
sich  diese  Werthe.  — Es  folgt  hierant 
Folgendes : 

,.Jede  reelle  Zahl  kann  einem  Werthe 
und  nur  einem  von  tg(x)  gleichgesetzt 
werden,  W'o  x zwischen  0 nnd  n liegt. 
Ist  die  gegebene  Zahl  positiv  , so  liegt 

X zwischen  0 und  ist  sie  kleiner  als 

71  , , 7f 

1 zwischen  0 und  sonst  zwischen  ^ 

nnd  Ist  die  gegebene  Zahl  negativ, 

so  liegt  X zwischen  ^ und  n,  und  zwar 

. , n , 3;i  , . , 3?f 

zwischen  ^ und  -j-  oder  zwischen  -3- 
2 4 4 

nnd  rr,  je  nachdem  die  Zahl  zwischen  0 
und  —1  und  zwischen  —1  und  —00 
liegt.« 

Für  die  Grösse  e^'  folgt,  dass  die- 
selbe immer  gleich  einem  Ansdmek 
A+B%  ist,  wo  A und  B zwischen  -f-1 
nnd  —1  liegen,  und  die  Gleichung: 

erfüllen.  Es  ist  n&mlich: 

y|  = C08  er,  B = sin  u 

Leicht  einzusehen  ist  auch,  dass,  wenn 
zwei  Zahlen  A und  B diese  beiden  Be- 
dingungen erfüllen,  man  immer  setzen 
kann : 

A + Bi-e^', 

wo  X einen  ganz  bcstimroten , zwischen 
0 und  2n  liegenden  Werth  hat,  nnd  nur 
einen  solchen  haben  kann. 

5)  Von  den  Logari  thmen  reel- 
ler und  complexer  Grössen. 

Sei  gegeben  die  Gleichung: 

X 

e =y» 
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BO  kaim  man  sich  x als  abhänpg  von 
, also  als  Function  dieser  Grosse  den> 
en.  Man  nennt  x den  natürlichen  Lo* 
garithnms  von  y oder  kurx  den  Loga* 
rithmns  dieser  GrOsse.  Es  ist  also: 

arzrlgy  oder  e^®^  =y. 

In  der  Analysis  kommen  nämlich  in  der 
Regel  keine  andern  als  die  natürlichen 
Logarithmen  vor,  während  heim  prak* 
tis^en  Rechnen  die  künstlichen  Loga* 
rithmen  herrschend  sind.*) 

Ueber  die  Logarithmen  lassen  sich 
nnn  folgende  Betrachtungen  anstcllen: 
„Ist  y reell  und  positiv,  so  bat  x = lgy 
immer  einen  und  nur  einen  reellen 
Werth,  welcher  positiv  ist,  wenn  y grosser 
als  1,  negativ,  wenn  y kleiner  als  1 ist. 
Wir  haben  nämlich  zu  Schluss  des  Ab* 
Schnittes  3)  gezeigt,  dass  der  Ansdmek 

a^=y  von  0 bis  -{-co  geht,  während 
X von  —00  bis  -|-oo  sich  ändert,  und 
jeder  dieser  Werthe  von  y nur  einmal 
berührt  wird.“ 

Sei  jetzt  x=a+/9«  eine  beliebige  reelle 
(positive  oder  negative),  imaginäre  oder 
complexe  Zahl,  Fälle,  welche  alle  in 
diesem  Werthe  enthalten  sind,  wenn  man 
die,  wo  a oder  ß gleich  Null  sind,  mit 
einschliesst.  Man  kann  dann  immer 
setzen : 

= + 

und  es  ist  dann: 

n ^ i = lg  (i4  + Ä •). 

Wir  behaupten  nun:  „dass  jedem  reellen 
Werthe  von  A und  B ein  Werthpaar, 
und  swar  nur  eins  a und  ß entspricht, 
welche  beide  reell  sind,  und  wo  ß zwi* 
sehen  0 und  2tt.  oder  wenn  man  will 
zwischen  —n  und  -Hrr  liegt.“  (Es  ist 


•)  Die  Formeln: 

S X 

/ XvS ^SX  ’l!  X i 

(e  ) =c  , y e ZI  t , 
gestaltet  man  dann  leicht  in  die  bekenn* 
ten  Formeln  um: 

wenn  man  e^=n,  e^=:c  setit. 


nämlich  e und  somit 

entspricht  jedem  negativen  Wertho  dea 
E.xponcntcn,  der  zwischen  0 und  — n 
liegt,  einer  zwischen  n und  2.t.) 

Man  hat  nämlich : 

e”(cos/?4-iain/>), 

cs  ist  also,  wenn  man  noch  e"=r  setzt: 
A=rcos^,  Bsrsio/9, 
wo  r positiv  ist  und  jeden  Werth  von 
0 bis  00  annchmen  kann,  und  ß immer 
als  zwischen  0 und  2t  liegend  betrach* 
tet  werden  kann. 

Erhebt  man  beide  Gleichungen  ins 
Quadrat  und  addirt  sie,  so  erhält  man: 

Durch  diese  Formel  ist  r völlig  bestimmt, 
und  was  auch  A und  B seien,  immer 
lässt  sich  ein  und  nur  ein  entsprechen* 
der  positiver  Werth  von  r finden,  so 

dass  mittels  der  Gleichung  e^  = r,  sich 
ein  reeller  Werth  von  er,  und  zwar  eben- 
falls nur  ein  einziger,  ergibt.  Was  nun 
ß anbctrifTt,  so  bat  man : 

A B 

eind= — , co8d  = — . 

^ r r 

Diese  Ausdrücke  sind  immer  echte  Brüche, 
da  r grosser  als  A und  B ist.  Das  Zei- 
chen der  Ausdrücke  rechts  kann  belie- 
big sein,  da  A und  B positiv  und  ne- 
gativ sein  können,  r immer  positiv  ist. 
Ferner  realisiren  die  Ausdrücke  recht« 
die  Gleichung: 

sind*  + cos /9*  = ; — = 1. 

Die  Bedingungen,  dass  sich  ein  zwischen 
0 und  2«  (oder  zwischen  — n und  n) 
liegender  Werth  von  ß ergebe,  wie  sie 
am  Schlüsse  de«  vorigen  Abschnittes 
gegeben  wurden,  sind  also  erfüllt. 

„Für  jede  Zahl  y lässt  sich  also  ein 
complcxcr  Werth  von: 

ig(y)=o+^* 

finden , und  zw*ar  ist  in  demselben : 

A)  ^ = 0,  wenn  y reell  und  positiv  ist, 

B)  a=0,  wenn  y = A-fBt  ist  und  A 
und  B beide  echte  Brüche  sind,  welche 
die  Gleichung  A>  f = l erfüllen.  In 
jedem  Falle  sind  a und  ß völlig  bestimmt, 
wenn  man  die  Bedingung  hinzufügt,  dass 
ß nicht  kleiner  als  —n  nnd  nicht  grösser 
als  +rr  sein  soll.“ 

Nur  wenn  — y eine  reelle  und  nega- 
tive Zahl  ist,  hat  man,  wegen  der  Formel: 
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also  wenn  e*=y  ist: 

e*+(“+ ')'»•_ 

also  wenn  s = 0 nnd#=— 1 gesetzt  wird: 
X — 7li 

e zz  e = — y, 

d.  h.: 

*k(— y)=*+ «*. 

nnd: 


lg  (—y)  = ar--;ii  ; 

es  sind  also  hier  zwei  Logarithmen  von 
~y  gegeben,  welche  nn  dem  Endpunkte 
des  bezeichneten  Gebietes  liegen.  Um 
diesen  Fall  aber  nicht  ausznschliessen, 
sagen  wir:  C)  a und  ß sind  immer  völlig 
bestimmt,  wenn  man  annimmt,  dass  beide 
reell,  und  ß grosser  als  —n  und  nicht 
grösser  als  +tt  sei. 

Nach  diesen  Betrachtungen  können 

wir  jetzt  dem  Ausdruck;  n*,  wo  « nnd 
s beliebige  reelle,  imaginäre  oder  com- 
plexe  Zahlen  sind,  immer  einen  ganz  be- 
stimmten Sinn  unterlegen.  Wir  haben 
n&znlich  immer: 


nnd  Iga  hat  in  jedem  Falle  wenigstens 
einen  genau  zu  bestimmenden  Werth. 
Also: 

Da  nun  der  Ausdruck  immer  einen 

Sinn  hat,  so  hat  auch  a*  = einen 

solchen,  und  zwar  ist: 

oder: 


= l + »lga+ 


und  somit  sind  die  Potenzen  mit  belie- 
biger Basis  nnd  beliebigem  Exponenten 

immer  auf  die  GrOsse  e*  zorückgefflhrt. 
Alle  darüber  ausgesagten  Sitze  gelten 
auch  hier.  Namentlich  ist: 


o*o‘  = e*'8'»,'lg<»=.(‘+0Ig» 
also: 

$ t s4-  I 
a a :=a  ' « 

a'  .“8»“ 

aUo: 


a 


also : 


nnd  wenn  man  liir  p - aetzt: 
P 

1 . 


(a’)P=aP. 

Ferner: 


(n4)*  = Gg«  + Ig^ 

also : 

(ab)’  -ab‘, 

nnd  ebenso: 


also: 


slga-f  Igi 
® » 


Indess  ist  die  Theorie  der  Exponential- 
grossen  nnd  der  Logarithmen  hiermit 
aus  dem  Grunde  noch  nicht  erschöpft, 
weil  in  der  Bedingung,  dass  der  imagi- 
näre Theil  von  Ig(A-j-Äi)  innerh^b 
gewisser  Grenzen  liegen  solle,  eine  nicht 
notbwendige  Beschränkung  gegeben  ist. 
In  der  Tbat  hat  der  Logarithmus  einer 
Zalil  unendlich  viel  Werthe,  and  somit 
wenigstens  im  Allgemeinen  auch  die  £x- 
ponentialgrösse : 

«*=.*‘8“, 

Wir  kommen  hierauf  sogleich  zorttck, 
bemerken  jedoch  noch  Folgendes. 

Wir  haben  gesehen,  dass  sich  jede 
complexe  GrOsse  A und  Bi  auf  die  Form 
bringen  liess : 


wo  r and  reell,  r positiv  ist,  y»  grösser 
als  —ff  und  nicht  grosser  als  ff  war. 
Diese  Verwandlung  kommt  oft  vor,  man 
nennt  r den  Modul  der  imaginären  GrOsse, 
tf  das  Argument  derselben. 

r und  ^ sind  gegeben  durch  die  Qlei- 
chnngen : 

A B 

cos^  = ~,  siny  = — . 


Die  letzteren  beiden  lassen  sich  auch 
ersetzen  durch  die  eine: 
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In  die«cr  Fomcl  ist  aber  nicht  angege- 
ben , ob  7 negatir  oder  positiv  sei ; da 
tg(_o)=tg(n  — n)  ist,  also  sich  für  je- 
des negative  Argument,  welches  hier  in 
Betracht  kommt,  ein  positives  finden 
lasst,  welches  dieselbe  Tangente  hat. 

■ • ^ 
tndess  weiss  man,  dass  in  sin  V=“ 

in  negativem  B auch  negatives  7 gehört. 

„Es  wird  sieh  also  das  Vorxeichen 
von  <f  immer  nach  dem  von  B richten.“ 
Das  Anffinden  von  7 kann  im  Uebri- 


gen  mittels  einer  trigonometrischen  Tafel 
geschehen,  und  bedient  man  sich  in  die- 
sem Falle  lieber  der  Formeln; 


B 

sin  7 * 


Beispiel.  Es  sei  in  der  angegebe- 
nen Weise  darznstellen ; 


x = 7, 491236 -i-i  5,123847, 

und : 

x = 5, 210099-13,277161. 

Indem  wir  beide  Rechnungen  vereinen, 
ist ; 


im  ersten; 
lg  fi  = 0,7095961 
lg  A = 0,8745535 
lg  tg7  = 9.83.50426—10 
7 =34*  22' 16",  68 
cos  7 =9,9176956-10 
lg  r= 0,9568579 
r=  9,054363 


ziveitcn  Falle : 
0,5154977 

0,7168460 

9,7986517-10 
-32«  10*  11",  84 
9,9276129-10 
0,7^2331 
6,155071. 


Da  die  Werthe  von  7 in  Winkeln  gegeben  sind,  so  müssen  sic  auf  Theilc  von 
n reducirt  werden.  Man  hat; 


34*  =0,5934119 
22'  =0,0063995 
16"  = 0,0000776 
0",  68=0,0000033 
7 = 0,5998923 


32*  =0,5586054 
10'  =0,0029089 
11"  = 0,0000538 
0",  84  = 0,0000041 
-0,5614717, 


also  im  ersten  Falle: 


und  im  zweiten: 


X = 9,054363  e 0.5998923 

x=6,155071e~  0.56147171 


6)  MebrüentigkeU  der  Wurzeln. 

Sei  znn&chst  a eine  reelle  und  positire  Zahl,  so  bat  immer  die  Gröase 


ya  auch  einen  positiven  Wertb,  den  wir  mit  tt  bezeichnen  wollen.  Es  ist  dann 
= Da  nun  ist,  welchen  ganzen  Werth  auch  t habe,  so  ist  auch: 


n I _ n 

ae  f zz(t  € 


und  mithin  jeder  Ausdruck  ein  Werth  von  yn,  welcher  die  Form  hat: 

2s  m 


Obgleich  hierin  t jeden  beliebigen  ganzen  Werth  annehmen  kann,  so  ist  doch 

n 

leicht  ersichtlich,  dass  sich  nur  n rerschiedene  Werthe  von  \a  hieraus  ergeben, 
welche  den  Werthen  von  * = 0,  1 . , . n— 1 entsprechen,  denn  wäre  i>fi— 1 
oder  s negativ,  so  konnte  man  immer  setzen:  t^nk+i\  wo  t einen  der  gegebenen 
Werthe  bat  und  k eine  negatifc  oder  positive  ganze  Zahl  ist.  Es  ist  dann : 
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(«tr+iO 


J « • + 


ini$* 


inttr 

n 


Also  nur  n Werthe  von  s £^ben  ein 
verschiedenes  Resnltst. 

Sei  Jetzt  a eine  negative,  imaginäre 
oder  complexe  Zahl,  so  kann  man  immer 
setsen: 


7 i 

a = r c'  , 


wo  r positiv,  r;  grösser  als  — « und 
nicht  grösser  als  n ist.  Man  hat  also 
Jedenfalls: 

1 

n — — 

1/  n II 

K«  = »*  « , 

1 


£ls  kann  aber  ein  Ansdrnck  aten  Gra- 
des wie  a nicht  mehr  als  n einfache 
Factoren  haben.  Es  ist  somit  in  dem 
Gesagten  die  Theorie  der  Wurzelans- 
zichung  ans  reellen  and  complexen  Zah- 
len erschöpft. 

Es  wäre  an  dieser  Stelle  noch  der 
Beweis  zu  führen,  dass  Jede  Gleichung 
fiten  Grades  auch  n complexe  Wuraeln 
habe. 

Wegen  dieses  Beweises  verweisen  wir 
auf  den  Artikel:  „Quadratische  Factoren”, 
namentlich  auf  den  ersten  elementaren 
Beweis. 


wo  r**  immer  als  positiv  gedacht  wer- 
den kann,  und  das  Argument  stets 
n 

grösser  als  — ^ und  nicht  grösser  als 
^ ist.  Ganz  wie  vorhin  ergibt  sich  dann 

fl 

der  allgemeine  Werth  von  ya: 
i (*/  + »«  ff)i 


d.  b.: 

„Jede  Zahl  hat  fi  verschiedene  Wur- 
zeln fiter  Ordnung,  welche  die  Form 
a+M  haben.” 

Es  können  aber  anch  nicht  mehr  als 
n Wurzeln  vorhanden  sein.  Denn  sei 
X eine  derselben,  so  realisirt  sic  die 
Gleichung : 

X — a=:0. 

Ist  nun  a ein  Werth  von  x,  so  muss 
x”— a durch  x—a  theilbar  sein.  — Der 

fl 

X —0 

Quotient  hat  nämlich  jedenfalls 

X — 0 

die  Form : 

«— I . n— 2 , o . 

X +Ax  +Bx  + . . . 

+ Cx+D+^, 

X — fr 

WO  die  CoefBcienten  auch  complex  sein 
können.  Es  ist  also: 

X**— o = (x— o)  (x”“ ’-f  • • • 

-\-Cx-\-D)-yE, 

nnd  es  moss  für  xzza  anch  x**=a  sein, 
was  nnmöglich  ist,  wenn  E nicht  gleich 
Nnll  wird. 


Was,  um  nochmals  auf  die  Wurzeln 
zurfickznkommen,  die  Darstellong  der- 
selben anbetrifft,  so  ist,  wenn  0 = 1 ist, 

ft 

ein  Werth  von  ya  ebenfalls  =1,  also 

fl 

der  allgemeine  Ansdruck  von  VI  wird 
sein : 


2s  nt 


und  ans  diesem  Ausdruck,  mnltipUdrt 
mit  einem  Werthe  der  fiten  Warze!  ans 
0,  besteht  der  allgemeine  Werth  dieser 
Wurzel. 

Der  Ausdruck: 

2tni  ?S0  2S0 

e " =co8  ” 4-isin  ** 
ist  offenbar  gegeben,  wenn  man  den 
ganzen  Kreis  in  n Theilo  theilt,  und  die 
Darstellnng  der  nten  Wurzeln  nnd  die 
Theilnng  des  Kreises  bilden  daher  das- 
selbe  Problem.  Namentlich  wird  die 
fite  Wurzel  der  Einheit  immer  durch  Auf- 
lösung von  quadratischen  Qleicbnngen 
erfolgen,  wenn  der  Kreis  auf  geometri- 
schem Wege , d.  fa.  mittels  der  graden 
Linie  nnd  des  Kreises  in  n Tbeile  ge- 
theilt  werden  kann,  nnd  umgekehrt.  Was 
dies  Problem  anbetrifft,  so  vergleiche 
den  Artikel : Kreistheilung.  Für  die 
Darstellung  der  fiten  Wurzeln  der  Ein- 
heit in  den  einfacheren  Fällen  bedient 
man  sich  derjenigen  Formeln,  welche  ans 
VII.  nnd  Vlla.  des  Abschnitts  4)  wie 
in  der  Trigonometrie  abgeleitet  werden, 
z.  B. : 

cos2a  = cos  a*  *-sin  = 2 coso*  — 1 

= 1— 2sin«*, 
sin  2u = 2 sin  0 cos  0, 
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. a ,/l  — COBO  O ,/l  + COB« 

'‘”2~y  T~’  ””2~y  2 ■ 

A)  Sei  n=2,  so  istcosni:— 1,  sinn  = 0,  «l«o  e’”=— 1, 

yi  = l und  =-l,  Va  = o oder  =— «, 
wo  unter  « diejenige  Wnrxel  Terstandcn  ist,  welche  der  Bedeutung  genttgt,  dass 
ihr  imaginärer  Theil  twischen  — n und  +a  liegt  (also  auch  Null  sein  kann,  wa# 
eintritt,  wenn  o positiv  ist). 

B)  Sei  n=3,  so  ist  noch  Formel  VII,  Abschnitt  4): 

sin2u  = sin  )n  cos  |n— cos  }usin  |n. 

Setst  man  also  so  ergibt  sieb: 

0 = sin  zcos2z+cosx  sin2x, 

oder: 

sin  I (1 — 2 sin  **)  + 2 sin  * cos  *•  =0, 

1—2  sin  **+2(1— Binx>)=0, 

3=4sinx*, 

also: 

sin{n  = 4V3, 
cos|n=— 4, 

(nach  der  Formel  coss’-ysin x*  = 1 ist  das  negative  Zeichen  an  nehmen,  weil 
swischen  g und  n liegt). 

eJ^^rc-Kl-iVS), 

"‘z:  (ei"*)>  = 1 (-2-2* V3)  = - 4(1+* F3), 

also: 

yu=z-|.(i-iV3),  -|(i+iV3),  «. 

C)  Sei  az=4. 

coB^  = 0,  sin.^  = l, 

7t  . In  . 3n  . 

T‘  T*  T’ 

e*  =i,  e = — 1,  • =— 1. 

4 

ya—a,  ai,  — — at. 

D)  Sei  a=5. 

sin  n = 0= sin  ) n cos  | ti+cos}.T  sin  j n, 
also  wenn  man  x=|n  setst: 

0 = sin  2*  cos  Sx+ cos  2x  sin  3x, 
sin  3x  = sin  2x  cos  x+ cot  2x  tinx, 

0=sin2xcos3x  + sin2xcos2xco8x  + (l— Bin2x*)tinx, 
cos  3x = cos  2x  cot  x— sin  2x  sin  x, 

0=2sin2xcos2xcoBx— 2sin2x*sinx+sittx, 
sin  2x = 2 sin  X cot  X, 

also  wenn  man  mit  tinx  hebt: 

0=4cO8x*  cos 2x— 8 tinx*  cosx*+l, 

oder  dt: 

cos2x=2cotx*— 1 
ist: 
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4co«**  (2coix’— 1)-8cob**  (1— co«x*)+1  =0, 
16co8t*— 12co«*>  + I =0. 

Es  ergibt  sich  hieraus: 

4cosx*  = } y5. 


Wu  das  Zeichen  anbetrifft,  so  merke  man,  dass  cos.^=  also  cos.^>V'}, 
4 cos  >2  ist,  mithin  das  obere  Zeichen  genommen  werden  muss.  Es  ist  also : 


cos|.  = im  + *V5), 
sm-g-^j/  I-COS3., 

worans  sich  ei^bt: 

-•  / TT  . . n\*  / 71  . . 7i\‘  / ff  , . , n\* 

yasffy  a ^cos  ■g'y  » **  "^'^*  **”  *5’/  * **  V ’ 

“('O'f+'sinl)', 

Ansdrficke,  deren  Bercchmmg  wir  hier  sparen.  Zogleich  ergibt  sich: 

Va-ff,  flt^co8-g-+«»n-g-^  , 

wo  $ die  Werthe  1 bis  9 annimmt. 

E)  Sei  fl  = 15,  so  hat  man: 

2ff  /ff  ff\  ff  ff,  .ff.  ff 

cos  ^=cos  = C08  COS  3.  +s.n  j sm 

und  da: 

ff  _/l  + cos|ff 

= y— 2-*-=*’ 

sin|-  = V(l-i)=iy3 

bekannt  sind,  ebenso  wie  cos  ~ und  sin-^,  so  sind  anch  die  15tcn  Wurzeln  der 
5 5 

Einheit  dnreh  blosses  Aasziehen  von  Quadratwurzeln  zn  finden.  Wegen  der  For> 

mein,  welche  cos  und  sin  geben,  wenn  cos  a und  sin  a bekannt  sind,  kann 

man  jede  2nte  Wurzel  auf  diese  Weise  bestimmen,  wenn  die  nto  bekannt  ist.  Zu 
merken  ist  noch,  dass  auch  die  17 to  Wurzel  der  Einheit  durch  Ausziehen  von 
Quadratwurzeln  gefunden  werden  kann.  (Siehe  den  Artikel:  „Kroistheilang<\) 
Bei  wirklicher  nnmerischer  Berechnnng  vo«  Wurzeln  bedient  man  sich  jedoch 
immer  der  trigonometrischen  Tafeln. 

7)  Mehrdeutigkeit  der  Logarithmen. 

Wir  wollen  mit  i(a)  denjenigen  Logarithmus  von  a bezeichnen,  von  dessen 
Vorhandensein  wir  nns  in  jedem  Falle  Qherzengt  haben,  und  dessen  imaginärer 
Theil  grösser  als  —ff  and  nicht  grösser  als  n ist,  während  Iga  jeden  Anadmck 

X bezeichnen  soll,  welcher  die  Qlcichnng  e^=a  verifidit.  Offenbar  ist  dann: 


und  da  e**^*  = l ist: 
und  folglich: 

42 
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lg«  = /(a)-f-2ini, 

wo  s eine  beliebige  positire  o<ler  negative  ganze  Zahl,  Nall  inbegriffen*  vorstcllt. 

„Jede  complcxe  Grosse  hat  also  unendlich  viel  Logarithmen,  welche  eich  aus 
einem  derselben  ergeben,  wenn  man  ein  beliebiges  Vielfaches  von  2ni  hinzuzahlt. 
Namentlich  ist: 

e«=:l.  /(1)  = 0, 

also : 

lgl=2sni; 

ferner: 

ni  = »(-l), 

also: 

lg(-l)  = (2.  + l)™i. 


n 


also; 


lgi  = (4i+l)i«i 


n . 


Ig(-i)  = (4.-l)-|i  = (4.+3)|-i. 

„Alle  positiven  Zahlen  haben  Logarithmen,  deren  imaginärer  Theil  stets  ein 
grades  Vielfaches  von  ni  sein  muss 
und  wegen  der  Formel  lg(— ö)  = lgö*f 

„Alle  negativen  Zahlen  haben  solche  Logarithmen,  deren  imaginärer  Theil 
ein  nngrades  Vielfaches  von  n ist." 

„Alle  rein  imaginären  Zahlen  haben  solche  Logarithmen,  deren  imaginärer 
Theil  ein  nngrades  Vielfaches  von  ~ ist,  und  zwar  wenn  sie  mit  +«  multipli* 

cirt  sind,  ein  Vielfaches  von  der  Form  4s+l*  wenn  sie  mit  mnUiplicirt  sind, 
von  der  Form  4« +3." 

Aus  der  Mehrdeutigkeit  der  Logarithmen  ergibt  sich  die  der  Exponential* 
grossen.  Welchen  Werth  des  Logarithmus  man  auch  nimmt,  immer  ist: 


d.  h.: 


also: 


o — l+x]ga+  1.2-3'^ 


a =l+*(/(o)+2«)ii)  + p^(/(o)+2ini)’+j--^ 


(/(«)+2in»)*+  . . 


eine  Reihe,  die  Im  Allgemeinen  unendlich  viel  Werthe  hnt.  Da  jedoch  a*  ein- 
dentig  ist,  wenn  x eine  gmize  Zahl  ist  and  nur  k Werthe  hat,  wenn  x ein  Bruch 
mit  dem  Nenner  k ist,  so  wird  sich  auch  der  Ausdruck  rechts  im  ersten  Falle 
auf  einen,  im  letztem  auf  k Werthe  redneiren,  und  diese  Reihe  nur  danu  anend* 
lieh  viel  Werthe  behalten,  wenn  x eine  irrationale  oder  eine  imaginäre  Zahl  ist, 

8)  Berechnung  der  Logarithmen  reeller  und  complexer  Zahlen. 

Wir  haben  bisher  nnr  die  Möglichkeit  der  Beredinnng  der  Lc^rithmen  be* 
wiesen,  and  wollen  jetzt  dieselben  wirklidi  darstellen. 
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Geben  wir  von  der  Formel  ans: 


•o  erhallen  wir: 


r = e'S*  = lim(l+!^)", 


lim[n(x"-l)]  = lgx. 


Wir  setzen  x=l+y,  nnd  berechnen  den  Ausdruck  (1+y)**  nach  dem  Binomi* 
sehen  Satze  für  gebrochene  Zahlen.  Da  derselbe  aber  nur  dann  eine  convergente 
Keihenentwickclung  gibt,  wenn  der  Modul  von  y kleiner  als  1 ist  (vergleiche  den 
Artikel:  ,,Keihen*'),  so  ist  von  vom  herein  ersichtlich,  dass  unsere  Entwickelung 
höchstens  in  diesem  Umfange  gültig  sein  wird.  Es  ist: 


(l+y)  =1+— ./  — 

woraus  sich  ergibt: 

1 


1-2 


-y"+ 


1 • 2 • 3 


l_i  (l-i)(2-i) 

",i'  *i/\ 

«(-  -i)=y— »•-  • • • 

Um  die  Grenzen  der  Convergenz  dieser  Reihe  zu  bestimmen,  untersuchen  wir  den 
Quotienten  des  s + lten  durch  das  ste  Glied: 


• V n/»+l 


“i-fl  «(<+!)’ 

und  es  ist  klar,  dass  mit  wachsendem  s das  letztere  Glied  verschwindet,  das 
erstere  sich  der  Grenze  y nähert.  Diese  Reihe  convergirt  also  in  der  Tbat,  wenn 
y kleiner  als  1 ist,  falls  y reell  ist;  sollte  y imaginär  sein,  so  setzt  man 

und  der  Modul  r wird  dann  kleiner  als  1 sein  müssen.  Denn  da  alle 
Potenzen  von  y,  also  y^  Grössen  von  der  Gestalt  ergeben,  und  diese  in 

einen  reellen  und  imaginären  Theil  zerfallen,  cosir/,  ir^  sin  A'/,  die  beide  klci* 

ner  als  sind,  so  werden  die  entsprechenden  Reihen  convergiren,  wenn  die> 
jenige  convergirt,  Welche  entsteht,  wenn  man  y=r  setzt,  was  der  Fall  ist,  wenn 
r kleiner  als  1 ist  Lasst  man  nun  in  unserer  Entwickelung  n wachsen,  so  ver- 
schwinden dio  Ausdrücke  — , und  man  hat.* 
n 

1)  *fir(i+y)=y-Ty*"fiy* -iy*+ • • • 

Man  kann  jedoch  mittels  dieser  Reibe  unmittelbar  nur  die  Logarithmen  derjenigen 
reellen  Zahlen  berechnen,  welche  zwischen  0 nnd  2 liegen,  da  diese  nur  sich  auf 
eine  Form  1+y  bringen  lassen,  wo  y zwischen  —1  und  -f-1  Ebenso  er- 

geben sich  daraus  nur  die  Logarithmen  der  imaginären  Zahlen  von  der  Form 

wo  r kleiner  als  1 ist.  Setzt  man: 

l-|-re^*=a+W, 

so  muss  sein: 

a = l-J-rco8y,  i^rsin^i,  (a— + = 

Es  ist  also  die  Bedingung  zn  erfüllen: 

(a— 1)*  + 6*<1,  oder  (a— 6*, 

42* 
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welche  Bedingung  man  auch  schreiben  kann; 

o*— 2a<— oder  2a— 

Indess  lassen  sich  Reihen  für  Ig(l+y)  Anden,  welche  immer  convergiren.  Neh- 
men wir  innächst  an,  x wäre  reell  and  positiv,  so  dass  x immer  einen  reellen 
Logarithmus  hat,  so  ist: 


e 


lg*. 


wo  wir  unter  }/x  immer  die  positive  Wnnel  verstehen.  Es  ist  also  -^lgx  = lgy^*, 

nnd  die  Bcdcntnng  dieser  uns  schon  bekannten  Formeln  ist  hier  so  beschränkt, 

n II 

dass  Igx  nnd  IgVx  die  reellen  Werthe  /(x)  nnd  /(Vx)  dieser  Grßssen  bedeuten 
Formel  1)  gibt  dann: 

;(Vx)=v*-i-i(Vx-i)*-i-HV*-i)‘-  • . - 

also: 


2)  /(x)=i.(V*_i)_-|-(yx-l)'-h-^(Vx-l)>-  . . ., 

Welche  positive  Zahl  auch  x sei,  immer  l&sst  sich  eine  nte  Warzel  ans  x finden, 
welche  um  ein  beliebig  Kleines  von  der  Einheit  abweicht,  und  somit  lässt  sich 
etwa  durch  wiederholtes  Quadratwarselansziehen  aus  x immer  ein  Werth  von  n 
bestimmen , welcher  der  Reihe  sogar  einen  beliebigen  Grad  der  Convergenx  gibt. 
Fflr  wachsendes  n kann  also  die  Reihe  anf  ihr  erstes  Glied  beschriUikt  werden, 


wo  sic  dann  mit  dem  oben  fftr  logx  gegebenen  Werth  lim  n (x  * — 1)  aasammen* 
fällt.  Dass  übrigens  die  Reihe  keinen  andern  Werth  von  Igx  als  /(;r)  gibt,  wenn 
n 

\z  reell  nnd  positiv  ist,  folgt  daraos,  dass  beide  Ausdrficke  links  und  rechts  reell 
sind,  and  dies  bei  keinem  andern  Werth  von  lg(x)  stattfindet  Was  die  Logs* 
rithmen  der  negativen  oder  rein  imaginären  Zahlen  anbetrifft,  so  ergeben  dieselben 
sich  ans  der  Reihe  2)  ebenfalls  mittels  der  Formeln : 

i(-x)  = /(x)+wi, 

<(!*)  = '(*)+ 


Wir  wenden  nne  jetzt  inr  Berechnnng  der  Logarithmen  complexer  Zahlen 
El  sei: 

+ a+ii, 

also: 

« + ^=lg(«+  *i). 

so  lässt  sich  a immer  noch  durch  die  Bcihcnentwickelnng  2)  bestimmen.  Ei  i« 
nämlich : 

a— di  ,. 
e c =a  — bt, 

also  indem  man  beide  Formeln  mnltiplicirt : 

f6>,  2ß  = <(a*  + t’), 

« = J l(o*-t-4’),  oder  =/(j^a’  + ii), 

also  a ist  der  reelle  Logaritbmni  einer  positiven  Zahl.  Es  kommt  also  nur  •" 
die  Bestimmung  von  ß an.  Wir  haben: 
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wo; 

= ~ und  r = V(o’+6’) 
r r ' ' 

ist.  Es  ist  also  immer  A'+B'  — l. 

Da  die  EntwiekeluDg  nach  Reihe  1)  mOglich  war,  wenn  (A — B* 
war,  so  ist  hier  (A—iy<A'  die  Bedingung.  Sie  wird  erihllt,  wenn  V4,  abgesehen 
vom  Vorseichen,  grosser  als  ^ ist. 

Aus  der  Formel  e^=A+Bi  ergibt  eich: 

it=co8^,  Bzziinß. 


Nun  ist  cos  7 = ^.  In  Abschnitt  6)  wurde  nämlich  berechnet : cos  } n = — j,  also  ist : 
o 

cos  I n = cos  (n — J n)  =:  4* 

Ferner  nimmt  der  Cosinus  zwischen  0 und  n immer  ab,  also  ist  die  Reihe  1)  zu 

gebrauchen,  so  lange  ß = l(A_-\-  Bi)  kleiner  als  ist.  Da  diese  Entwicklung, 

o 

welche  wegen  des  complexen  Ausdruckes  nach  dessen  Potenzen  geschieht, 
nicht  sehr  bequem  ist,  so  bedient  man  sich  in  der  Regel  einer  anderen«  Sei 
wieder: 


also  ^*=a— 6», 

Die  Division  beider  Formeln  gibt: 


“ <1—6  i "* 


1+i.i 


also  wenn  — , ein  Ausdruck,  der  jeden  reellen  Werth  annchmen  kann,  gleich  t« 
gesetst  wird: 

» ^ = 1«  = '« (1 +«  0 - lg  (1  - « •). 

also  wenn  man  balde  Logarithmen  nach  Formel  1)  entwickelt,  so  ergibt  sich: 
lg(l  + ai)  = ai+i«’— l«*t— . . ., 
lg(l— »i)  = — i»‘— i«*«+  . . ., 

also: 

h 

«•  = — . 


Es  fragt  sich  lunächst,  in  welchen  Qrenaen  diese  Reihe  conrergirt.  Die  Bedin- 
gnngsgleichung  gibt:  «*<1,  also  0<>>,  abgesehen  Tom  Vorseichen.  Datlbrigens: 

A=cosÄ=—  nnd  B=tmß=  — 

war,  BO  muss  auch  nnß«x>iß,  abgesehen  rom  Vorzeichen,  sein.  Da  nun  der 
Sinus  zwischen  0 nnd  ^ wichst,  der  Cosinus  in  dieselben  Grenzen  iUlt,  aber: 


n ln  n\  . n 

”>'T="’42~T/='““T 

ist,  so  folgt  daraus,  dass  diese  Entwickelung  so  lange  statt  hat,  als  ß zwischen 
— -j-  und  + liegt.  Aendert  nämlich  u sein  Vorzeichen,  so  geschieht  dies  offenbar 
auch  mit  />,  ohne  dass  diese  QrOise  ihren  absoluten  Werth  ändert,  also  jedem  ß 
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zwischen  0 und 


--  entspricht  ein  ß zwischen  0 und  — j-. 

4 4 


Der  Gebrauch  dieser 


Gleichung  gilt  noch  für  die  Grenzen  -j-  und  —rj- selbst.  Es  ist  nämlich  dort  u = — 

4 4 a 


'(-t) 


= — 1.  Die  Qlieder  der  Reihe  nehmen  für 


= — = 1.  und  w = - 
n 

cos -7-  c 

4 

ab,  und  haben  abwechselnde  Zeichen,  und  solche  Reihen  convergiren  immer. 
(Siehe  den  Artikel:  „Reihen.**)  Man  hat  also: 

^=i-i+»-t+  • • •. 

Die  bekannte  Lcibnitz’schc  Reihe,  welche  zur  Bestimmung  von  n dient.  Da  diese 
Reihe  jedoch  nur  ftussersc  langsam  convergirt,  so  bedient  man  sich  anderer  Enu 
Wickelungen  zur  Bestimmung  von  n.  (Siebe  über  diesen  Gegenstand  den  Artikel: 
„Quadratur  (geometrische)**.) 

Wir  hatten  allgemein: 

e"+^’=o+«, 

also: 

«+^i=lg(a+W).  ■* 

Es  ist  aber  noch  zu  zeigen,  w*elchen  l.rOgarithmns  unsere  Reihenentwickelnng  vor- 
stellt. Es  ist  nämlich  in  allen  Logarithmen,  wie  wir  gesehen  haben,  nur  ß ver- 
schieden. — Oftenbar  sind  die  Darstellungen  von  lg(l+wi)  und  lg(l— vi)  conti- 
nuirlichc  Functionen  von  u,  so  lange  die  Reihen  convergiren,  welche  für  ti=0 
verschwinden.  Für  diesen  Werth  stellen  sie  also  /(1  + m)  und  /(I— sri)  vor.  Sie 
können  aber  für  keinen  Werth  von  u einen  andern  Logarithmus  vorstellen.  Dean 
wäre  etwa  die  erste  UeihencntwickcluDg  von  bis  gleich  /(1+ui)  und 

für  M = n+r  gleich  /(l+ut)+2sni.  Da  dies  ja  der  allgemeine  Ausdruck  ist,  so 
könnte  dieser  Ausdruck  nur  aus  dem  erstem  bervorgehen,  wenn  mau  eine  endliche 
Zahl  2fni  zuzählt,  würde  also  nicht  continuirlich  sein. 

Hieraus  folgt,  dass  die  imaginilren  Theile  beider  Reihen  der  eine  zwischen 
0 und  n,  der  andere  zwischen  und  0 lieg^  (sie  haben  msmlich  ungleiche  Vor- 
zeichen). Es  wird  also: 

zwischen  2ni  und  ^2n»,  d.  b.  ß zwischen  — n und  liegen.  Es  wird  also 
auf  diese  Weise  immer  f(a-fM)  gefunden.  Diese  Betrachtung  ist  bei  Bestimmung 

der  Grenzen  der  Convorgenz  von  ß und  der  Reibenentwickelong  für  ~ bereits 

anticipirt. 

Noch  ist  ß zu  bestimmen  für  den  Fall,  dass  &>tf,  ß>^  >st  dann 

noch  immer: 

a+6,t 

e ^ - ■> 

a— 6t 

also: 

iBi  a-^hi  , 

■Iso  wenn  mun  Zähler  nnd  Nennor  rechts  mit  i mnltiplicirt: 


— z/Ji_  b-\-m 

~ — 6+at’ 


iB  0 tnitahii  IT!-*'. 


oder  wenn  man  mit  e"  =— 1 multiplicirtt 


-i.'i  id-’ ; * 

i tinUiui  . 


t+gi 

b-mi' 

di 


04  «tri 
ft  . . ä 

tmßo  tis  d-g. 
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und  wenn  man  -r  = t seut: 

O 


n 1 1+t i 

2 '*“2i 


Die  Entwickelnng  aber  gibt  gani  wie  oben: 

.^-/J  = r-lr*  + 4e‘-|e’+. 


eine  Reihe,  welche  conrcrgirt,  wenn  o'<l,  also  a,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 
kleiner  als  i,  oder  wenn  ^—ß  swischcn  — ^ und  also  zwischen  }:i  nnd 
J n liegt.  In  diesem  Falle  bat  man  also : 

4)  ^ = + . . . 


Immer  wird  eine  der  Reiben  8)  oder  4)  den  Werth  von  ß geben.  Wir  beben 
nemlicb  die  Fille,  in  welchen  beide  convcrgiren,  noch  nicht  völlig  erschöpft.  Die 
Reihe  3)  conrergirte^  so  lange  »mß<coBß  war,  abgesehen  vom  Vorseichen.  Dies 

ist  nicht  allein  in  den  Grenzen  — » and  der  Fall,  sondern  auch  in  den 

4 4 

Grenzen  \n  nnd  tt,  denn  eine  Grösse  in  diesen  Grenzen  ist  gleich  wo  a 

zwischen  0 and  | >i  liegt,  aber: 

sin (n— er)  = sin»,  and  cos («—«)= —cos «. 

Gleiches  gilt  in  den  Grenzen  — {n  nnd  —iti  denn: 

sin  (— »)=  — sin»,  and  cos(— o)  = cos  ». 

Der.Umstand,  dass  der  Winkel  positiv  oder  negativ  ist,  bat  also  auf  unsere  Schlüsse 
keinen  Einfloss.  Die  Conrergens  der  Reibe  4)  findet  aus  diesem  Grunde  auch  in 
den  Grenzen  — and  — statt,  wie  sich  auch  von  selbst  ergibt,  da  die  Reihe 

für  i—ß  in  diesen  Grenzen  nnr  ihr  Zeichen  ändert. 

* 

Man  hat  also  allgemein : 

t(a  + 6i)  = a + ^i, 

wo  a = /(V^a’+6’)  immer  durch  die  Formel  2)  zn  bestimmen  ist,  nnd  ^ sich  dnreh 
Formel  3)  ergibt,  wenn  b kleiner  als  a,  dagegen  durch  Formel  4),  wenn  a kleiner 
als  6 ist,  abgesehen  vom  Vorzeichen. 

Schliesslich  bemerken  wir  noch,  dass  man  wie  in  der  Trigonometrie  setzt : 
y = arcsinx,  wenn  xssiny, 
y = arccosx,  wenn  x = cosy, 
y = arctgx,  wenn  x = tgy. 


Da  man  nun  hat: 


ß*  • , • • . 2/Ji  1+itg/» 
=cotß+ismß,  e =^_.- 


“=V(l-n‘)+ai, 


iiarctg«  1+»« 
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arc sinn  = .^)g  [V(l  — n>)+  ni], 

arc  CO»  a = 4-  lg  [n+ » V(1  — «’)]. 

1 , l+«a 
arctga=^.lgj-.-, 

und  diese  drei  Functionen  sind  also  eben* 
falls  Ausdrücke,  denen  unendlich  viel 
Wertho  aukommen. 

9)  Betrachtungen  überdioNa- 
tur  des  Imaginären. 

Wir  haben  in  den  vorigen  Betrachtun- 
gen dem  Imaginären  eine  rein  formelle 
Bedeutung  gegeben , die  sich  etwa  auch 
so  fassen  lässt,  dass  jede  Gleichung  von 
der  Form  «4-/?i=y  + di  eben  nur  ein 
anderer  Ausdruck  für  die  Gleichungen 
ft=zyi  = d sei.  Dass  aber  mit  den 
Ausdrücken  rechts  und  links  in  dieser 
Gleichung  nach  den  gewöhnlichen,  für 
reelle  Zahlen  gültigen  Regeln  gerechnet 
werden  könne,  also  auch  andere  Glei- 
chungen gebildet  werden  dürfen,  wenn 
man  damit  die  Gleichung  •*  = — 1 ver- 
bindet, also  rein  formell  immer  P mit 
— 1 vertauscht.  Das  Resultat  jeder  sol- 
chen Rechnung  ist  dann  immer  wieder 
ein  Ausdruck  von  der  Form  n-f  W,  und 
es  ist  dies  die  wichtigste  Eigenschaft 
imaginärer  Ausdrücke,  dass  man  eben 
zu  keinen  neuen  Formen,  weder  durch 
directe,  noch  durch  indirecte  Operationen 
geführt  wird. 

Ueberlegt  man , welche  Annahmen 
nOthig  sind,  um  sämmtliche  einfachen  Ope- 
rationen mit  imaginären  Grossen  voll- 
führen  zu  können,  so  kommt  man  auf 
folgende  wenigen  Regeln: 

A)  Beim  Addiren. 

Zwei  Ausdrücke  von  der  Form  a4-^ 
werden  addin,  wenn  man  die  reellen  und  die 
mit  i mnltiplidrten  Thcile  für  sidi  addirt. 

Dieselbe  Regel  gilt  auch  für  die  Sub- 
traction , die  ja  eine  Addition  von  zwei 
Zahlen  ist,  deren  eine  negativ  genom- 
men wird. 

B)  Bei  der  Multiplication. 

Der  Ausdruck  a-|-6i  kann  mit  jeder 
ganzen  Zahl  m durch  die  Formel  <rm  -|-  6mi 
multiplicirt  werden , welches  sich  aus 
ergibt,  da  das  MultipUciren  nur  ein  wie- 
derholtes Addiren  ist. 

Das  Multipliciren  mit  reellen  Brüchen 
macht  auch  keine  neuen  Betrachtungen 
nöthig.  Denn  es  ist  der  Ausdruck 

•^(fl  = definirt  durch  die  Glci- 

o 


auf  die  angegebene  Weise 

mit  d multiplicirt,  cu-|-c6i=c(a+äi) 
gibt,  so  stellt  obiger  Ausdruck  das  ver- 
langte Product  vor,  auch  kann  der  Mnl- 
tiplicator  eine  Irrationalzahl  sein,  die 
man  sich  als  Grenze  eiues  Bruches  denkt. 
— Dagegen  verlangt  das  Multipliciren 
mit  complcxem  MuUiplicator  eine  neue 
Definition.  Sie  ist  gegeben  durch  die 
Sätze: 

I.  Ein  Ausdruck  a+^i  wird  mit  c -4- Ws 
multiplicirt,  wenn  man  ihn  erst  mit  c 
ued  dann  mit  di  muldplicirt,  und  die  Pro- 
duetc  addirt.  — Die  Multiplication  mit 
e ist  nach  dem  Obigen  ausführbar;  was 
die  mit  di  anbetrifft,  so  geben  wir  die 
Regel : 

II.  a + ^i  wird  mit  di  multiplicirt, 
wenn  man  erst  mit  d multiplicirt  und 
das  Product  abermals  mit  i multiplicirt. 
Die  erste  Multiplication  ist  ausführbar 
und  führt  zu  einem  Ausdrucke  von  der- 
selben Form.  Es  bleibt  nur  die  Muht- 
plication  mit  t übrig. 

III.  u-f-^i  wird  mit  i multiplicirt,  wenn 
man  erst  a nnd  dann  6i  mit  i multapli- 
cirt,  und  die  Theilproducte  addirt.  — 
Dem  Product  ai  lasst  man  seine  for- 
melle Bedeutnng.  Das  Product  6ti=6t* 
wird  definirt,  eben  mittels  der  Gleichung 

»>=-!. 

Die  Division  führt  zu  keiner  neuen 
Annahme,  denn  der  Quotient: 
a+bi 

c + as  ^ 

ist  definirt  durch  die  Gleichung: 
a-|-6i  = (a+^)  (c+di), 
und  da  hicrans  sich  : 

(a-l-äi)  (c—Ji)=z(rt-t-ßi)  (c»  + rf*) 
mittels  der  Mnltiplications  * Sätze  ergibt 
so  hat  man  auch: 

ac + 6d-f  (c^ — od)  i 


die  Formel,  welche  wir  oben  fanden. 

C)  Was  das  Potenziren  anbetrifilk,  so 
ist  bloss  die  Definidon  nöthig: 

and  nach  der  Definition  der  Logarith- 
men und  dem  Nachweise,  dass  alle  Lo- 
garithmen complexe  Zahlen  sind: 


chung  c(a4-it)  = c{  (c(.|-/3i).  Da  nun  Wenn  somit  die  Gesetsc  de»  Bedmeni 
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mit  Imaginärem  TolIaUndigpräcisirt  aiml, 
SO  l&sst  sich  nicht  leugnen , dass  dem 
Begriffe  des  Imaginären  selbst  eine  ge> 
wisse  Dunkelheit  anzakleben  scheint,  die 
darin  beruht^  dass  die  Ausdrücke,  welche 
in  diesen  Rechnungen  Vorkommen,  an 
sich  nie  zur  Geltung  in  irgend  einer  An- 
wendung kommen,  sondern  immer  nnr 
die  Kesnltate,  insofern  sie  reelle  Zahlen 
mit  einander  vergleichen.  Man  hat  sich 
daher  wicderholentlich  bemüht,  diesen 
Rechnungen  gewissermaassen  eine  Dar- 
stellung zu  geben,  d.  h.  den  Ausdrücken 
eine  nicht  bloss  formelle  Bedeu- 
tung SU  verleiben.  Qanss  sagt  unter 
Andcim  über  diesen  Gegenstand  (Göttin- 
ger gelehrte  Anzeigen,  Stück  64,  Jahr- 
gang 1831) : „Positive  und  negative  Zah- 
len können  nur  da  eine  Anwendung  fin- 
den , wo  das  Gezählte  ein  Entgegenge- 
setztes hat,  was  mit  ihm  vereinigt  ge- 
dacht, der  Vernichtang  gleich  zu  stellen 
ist.  Genau  besehen  findet  diese  Vorans- 
setznng  nur  da  statt,  wo  nicht  Substan- 
zen (für  sich  denkbare  Gegenstände), 
sondern  Relationen  zwischen  je  zwei  Ge- 
genständen das  Gezählte  sind.  Fostulirt 
wird  dabot,  dass  diese  Gegenstände  anf 
eine  bestimmte  Art  in  eine  Reibe  geord- 
net sind,  z.  B.  A,  C,  D . . und 
dass  die  Relation  des  A und  B als  der 
Relation  des  B zu  C . . , gleich  be- 
trachtet werden  kann.  Hier  gehört  nun 
zn  dem  Begriff  der  Entgegcnsetznng 
nichts  weiter,  als  der  Umtausch  der  Glie- 
der der  Relation , so  dass  wenn  die  Re- 
lation, oder  der  Uebergang  von  A zn  B 
als  -|-  1 gilt,  die  Relation  von  B zn  A 
als  —1  dargestelU  werdln  mnss.  Inso- 
fern also  eine  solche  Reihe  anf  beiden 
Seiten  unbegrenzt  ist,  repräsentirt  jede 
reelle  ganze  Zahl  die  Relation  eines  be- 
liebig als  Anfang  gewählten  Gliedes  zu 
einem  bestimmten  Glicdc  der  Reibe.  — 
Sind  aber  die  Gegenstände  von  solcher 
Art,  dass  sie  nicht  in  eine,  wenn  gleich 
unbegrenzte  Reihe  geordnet  werden  kön- 
nen, sondern  sich  nur  in  Reihen  von 
Reihen  ordnen  lassen,  oder  was  dasselbe 
ist,  bilden  sie  eine  Mannigfaltigkeit  von 
zwei  Dimensionen,  verhält  es  sich  dann 
mit  den  Relationen  einer  Reihe  zu  einer 
andern,  oder  den  Uebergängen  ans  einer 
in  die  andere  auf  eine  ähnliche  Weise, 
wie  vorhin  mit  den  Uebergängen  von 
einem  Gliede  einer  Reihe  zu  einem  an- 
dern Gliedo  derselben  Reibe , so  bedarf 
es  offenbar  zor  Abmessung  des  Ueber- 
ganges  von  einem  Gliede  des  Systems 
zu  einem  andern  ausser  den  vorigen  Ein- 
heiten -1-1  und  —1  noch  zweier  andern 
nnter  sich  anch  entgegengesetzten  -ft 


and  ~i.  Offenbar  mnss  aber  dabei 
postulirt  werden,  dass  die  Einheit  • alle- 
mal den  Uebergang  von  einem  gegebenen 
Gliede  einer  Reihe  zu  einem  bestiromteu 
Gliede  der  unmittelbar  angrenzenden 
Reihe  bezeichne.  Auf  diese  Weise  wird 
also  das  System  auf  eine  doppelte  Art 
in  Reihen  von  Reihen  geordnet  werden 
können.  — > Der  Mathematiker  abstrahirt 
gänzlich  von  der  Beschaffenheit  der  Ge- 
genstände und  dem  Inhalt  ihrer  Relatio- 
nen; er  hat  es  blos  mit  der  Abzählnng 
und  Ycrgleichnng  der  Relationen  unter 
sich  zu  thnn;  insofern  ist  er  ebenso  wie 
er  den  dnreh  -f-1  nnd  —1  bezeichneten 
Relationen,  an  sich  betrachtet,  Gleich- 
artigkeit beilegt,  solche  anf  alle  vier  Ele- 
mente -f-1,  —1,  +•  nnd  — i zn  er- 
strecken befugt.** 

Wie  leicht  zu  sehen,  kommt  also  diese 
Betrachtung  darauf  hinaus,  dass  man 
von  einem  Gebiete,  worin  sich  alle  Zah- 
lenvcrhältnissc,  reelle  und  imaginäre,  be- 
reits vorfinden,  ausgeht.  — Nnr  in  geo- 
metrischen Vorstellungen,  nnd  zwar  in 
der  Ebene,  ist  ein  Bild  dieses  Gebietes 
zu  suchen;  in  geometrischen  Vorstellun- 
gen darum,  weil  nur  dieselben  zwei  Di- 
mensionen darbieten,  in  der  Ebene 
darum,  weil  der  Uebergang  von  einem 
Gliede  znm  andern,  also  z.  B.  von  a 
zu  fia  nnd  von  a -1-/9  i zu  n (ff +/9i)  immer 
in  gleicher  Weise  geschehen  mnss,  und 
dies  nur  in  der  Ebene  durch  Vermitte- 
lung der  graden  Linie  geschehen  kann. 

Diese  Betrachtungen  föhren  also  in 
ihrem  Verfolge  dahin,  ein  Bild  des  Com- 
plexen  in  der  Ebene  zu  suchen.  An- 
dere Mathematiker  sind  so  weit  gegan- 
gen, diese  räumlichen  Vorstellungen  nicht 
allein  zur  Versinnlichung  des  Imaginären 
zu  benutzen,  sondern  sic  mit  demselben 
völlig  zn  identificiren,  nnd  wir  werden 
die  Gmndzüge  einer  solchen  Theorie  in 
dem  nächsten  Abschnitte  geben, 

10)  Geometrische  Auffassung 
der  complexen  Zahlen. 

Es  sind  diese  Betrachtungen  einer  Ab- 
handlung von  Canchy  (iVrinoire  fKr  les 
quantitcj  geometriques  in  den  Exercicei 
(T Analyse  tl  de  phy$\q%se  mathänatxquej 
Tome  iV)  entnommen.  Die  imaginäre 
Grösse  wird  hierbei  ganz  durch  die  geo- 
metrische ersetzt 

A)  Defi  ni  tion. 

Von  einem  Punkt  0 in  der  Ebene, 
der  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
betrachtet  wird,  ziehe  man  eine  feste 
Grade  Ox.  Sei  r der  Abstand  von  O 
und  einem  beliebigen  Punkte  A in  der 
Ebene,  der  Winkel  zwischen  den  Rich- 
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tuDgcn  r und  Ox,  wie  er  durch  die  Drc« 
hung  •[>  der  Linie  Ox  in  einem  oder 
dem  andern  Sinne  bestimmt  wird.  Den 
Radius  Vcctor  r = 0-4  nennen  wir 
<4 

geometrische  Gr(^sse*‘>  F-s  sind  also  in 
einer  solchen  als  Elemente  cnlhalten 
der  nnmcrischc  Werth  der  Lange  r,  auch 
Modul  von  genannt,  und  der  Winkel 

7 . welchen  wir  Argument  der  geome- 
trischen Grösse  nennen.  Gleich  werden 
»wei  geometrische  Grössen  genannt,  wenn 
ihre  Modulen  und  ihre  Argumente  über- 
cinstimmen,  also  L&ogo  und  Richtung 
dieselbe  ist.  Es  muss  also  sein : 

Ä = r,  = 7 -i-2nrr, 
damit  die  geometrischen  Grössen 
nnd  r gleich  sind,  wo  n eine  ganae 

Zahl,  71  die  bekannte  Ludolph’schc  Zahl 
ist.  Die  Grösse  liegt  also  auf  der 
Axe  Ox  selbst  in  einer  Richtung,  die 
als  die  anfängliche  zu  betrachten  ist, 
die  Grösse  r auf  derselben  Linie,  aber 

TT 

in  entgegengesetzter  Richtung  (r^  ist  also 

einer  negativen  Grösse  identisch  zu 
setzen).  ~ Statt  vom  Funkte  O kann 
man  auch  von  einem  beliebigen  Funkte 
ausgehen,  und  ist  dann  in  für  r die 

L&nge  des  Abstandes  zweier  Fnnkto, 
für  7-  der  Winkel  ihrer  Verbindungs- 
linie mit  Richtung  Ox  zn  setzen.  — Be- 
trachtet man  noch  Ox  als  Axe  der  x, 
und  nimmt  senkrecht  darauf  Axe  Oy 
an,  so  sind  x^rcosy,  y=rsin7-  die 
Projectionen  der  geometrischen  Grösse  r 
parallel  den  beiden  Axen.  ' 

B)  Directe  Operationen  mit 
geometrischen  Grössen. 
Geometrische  Grössen 

n.  8.  w.  werden  in  folgender  Weise  ad- 
dirt.  Aus  dem  Endpunkt  B der  Strecke 
AB,  welche  in  Bezug  auf  Richtung  und 
Abstand  von  A durch  die  Grösse 

definirt  ist,  ziehe  man  Linie  BC„  welche 
in  Bezug  auf  Richtung  und  Abstand  von 
B durch  r'^,  definirt  ist,  durch  C Liuie 

CDzir''  ,f,  wo  r"  wieder  die  L&nge^ 

u"  die  Richtung  anzeigt  u.  s.  w.  Ist 
A der  letzte  Punkt,  welcher  auf  diese 
Weise  entsteht,  nnd  verbindet  man  A 
mit  Ky  so  erhält  man  ein  geschlossenes 
Folvgon,  und  die  letzte  Seite  desselben 
AK  beisst  Sammo  der  übrigen  (Fig.  59). 

Ist  R die  Länge  von  AA,  p der  Win- 
kel mit  OX,  so  setzt  man: 

■ ■ ■’ 


Fig.  59. 


oder: 

„Um  dicSammcmchrercrgeometriscjieii 
Grössen  zn  finden,  geht  man  von  einem  be- 
liebigen Funkte  aus  und  trügt  jede  der 
Grössen  ihrer  Länge  nnd  Richtung  nech 
an  den  Endpunkt  der  vorhergehenden  an. 
Diejenige  Linie,  welche  das  Polygon  voll- 
endet, stellt  dann  die  Summe  vor.** 
Bildet  man  die  Projectionen  des  Viel- 
ecks, so  wird  die  der  letzten  Seite  gleich 
der  algebraischen  Summe  der  übrigen 
sein,  also: 

H cos/»  = r cos  7 + r'  cos 7 ' + r"cos  7 4"  • . 
R sin  /»  = rsin  7 +r'ain  /'-f-r^sin  . • 
oder ; 

A'=:x+x'+x"+...,  P=y+/+y"+ ... 
und  X,  X,  a/  . . .,  V,  y,  y'  . . , sind 
die  entsprechenden  Projectionen. 

Die  Summe  zweier  geometrischen 
Grössen  bildet  mit  denselben  ein  Drei- 
eck , dessen  Seiten  die  Moduln  sind. 
Hicrans  folgt  ofTenbar  der  Satz: 

„ Der  Modul  einer  Summe  zweier 
Grössen  liegt  zwischen  der  Summe  und 
UilTcrcnz  der  Moduln.** 

und  für  beliebig  viele  Grössen,  die  also 
ein  Vieleck  bilden: 

„Der  Modul  einer  Summe  ist  nie 
grösser  als  die  Summe  der  Moduln.** 
Das  Product  von  geometrischen  Grössen 
wird  definirt  dnreh  die  Gleichung: 

r r'  , r"  ,,  =r  (r  • r'*  r")  , / , 

7 7/  7"  ^ '7+» 

„Ein  solches  X’rodnct  ist  also  eine  geo- 
metrische Grösse,  deren  Modal  das  al- 
gebraische Product  der  Moduln,  dessen 
Argument  die  Summe  der  Argumente  ist.** 
Algebraische  (positive  oder  negative) 
Summen  worden,  wie  wir  wissen,  mit 
einer  algebraischen  Grösse  mnltiplidrt, 
wenn  man  jedes  Glied  damit  mnltiplidit, 
und  cs  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  Glei- 
ches für  die  geometrische  Grössen  gilt. 
Sei  nämlich  gegeben: 

R =r  r+r"  7/+  ... 

P y 7-  9 

Soll  jeder  der  Ausdrücke  rechts  und 
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links  mit  einer  Grösse  mnltiplicirt  werden,  und  ist  Modal  p gleich  der  Ein- 
heit, 60  brancht  man  nnr  alle  Argnmente  um  zu  Tcrmehrcn.  Diese  Vermehrung 
entspricht  aber  einer  Drehung  jedes  Kadins  r'*  , . , om  diesen  Win- 

kel; es  wird  also  das  ganze  Polygon,  dessen  Seiten  A,  r,  r',  r''  . . . um  die- 
sen Winkel  gedreht  werden,  wobei  sich  natürlich  die  Form  des  Polygons  nicht 
ändert,  und  es  ist  daher  auch: 

"p  + »=V  + »'^’^7'+»'^’'V  + »+  ••  • 

Man  kann  aber  auch,  ohne  die  Richtung  der  Seiten  des  Polygons  zu  ändern,  dem- 
selben ein  ähnliches  substituiren , dessen  Seiten  das  ()  fache  des  gegebenen  be- 
tragen, und  man  hat  dann: 

oder: 

V^~  • • • 


d.  h.: 

„Man  findet  das  Product  einer  Summe  geometrischer  Grössen  und  einer  an- 
dern geometrischen  Grösse,  wenn  man  jedes  Glied  einzeln  mit  der  letztem  mnl- 
tiplicirt.^^ 

Daraus  folgt  dann  die  Art,  wie  Summe  mit  Summen  multiplicirt  werden,  ganz 
wie  bei  algebraischen  Grössen. 

Eine  ganze  Potenz  geometrischer  Grössen  definiren  wir  als  das  Product 
gleicher  Factoren.  Es  ist  somit: 


r 


Hieraus  folgen  ganz  wie  bei  algebraischen  Grössen  die  Sätze: 


rfrl 
7 7 


und : 


ans  welchen  man  leicht  den  Binomischen  Satz  für  ganze  und  positive  Exponenten 
ableiten  kann. 


Man  nennt  zwei  geometrische  Grössen  entgegengesetzt,  wenn  ihre  Summe  Null 
gibt,  und  es  ist  sonach  entgegengosetzte  Grösse  von  r^,  da 

die  dritte  Seite  des  Dreiecks,  dessen  Seiten  r und  sind,  offenbar  Null  be- 

•f  •! 

trägt.  — Der  umgekehrte  Werth  einer  geometrischen  Grösse  soll  derjenige  sein, 
welcher  mit  ihr  das  Product  1 bildet. 

Die  obigen  Formeln  benutzt  man,  um  negative  Potenzen  zu  definiren.  Es 
ist  also: 


also: 


Die  Grö»«e  ist  also  nichts  Anderes  als  der  umgekehrte  Werth 

Ton  r". 

7 

Es  ist  ferner; 


Han  kann  analog  der  Bezeichnnng  algebraischer  Grossen  auch  die  geometrischen 
immer  mit  einem  einxigen  Buchstaben  bezeichnen. 
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C)  Indirecte  Operationen. 

Die  Definition  derselben  ergibt  sich  jedesmal,  wie  bei  den  algebraischen 
Functionen,  als  die  dem  Addircn,  Multipliciren  und  Fotciisircn  entgegengesetste 
Operation,  also  durch  die  Formeln : 


{a—b)+b  = a,  (va)  =a. 


Hierans  folgt: 

,,Um  eine  geometrische  Grösse  abzasiehen,  braucht  man  nur  die  entgegen- 
gesetzte zu  addiren.** 

,.Um  durch  eine  solche  zu  dividiren,  muss  man  sie  mit  ihrem  amgckehrteo 
Werthe  multipliciren/* 

Sei  jetzt  die  nto  Wurzel  von  also: 

. d.  h.:  (e“)  =r  , 

jnp  ff.' 

eine  Gleichung,  aus  welcher  nach  unserer  Definition  folgt : 
p**  = r,  np  = y + 24:n, 

wo  k eine  ganze  Zahl  ist.  Daraus  folgt  dann : 

I 

V’  . 2*« 
p = r , = , 


^ , iif* 


also: 

a,Jede  geometrische  Grösse  hat  n Wnrseln  vom  nten  Grade,  zu  denen  allen 
jedoch  derselbe  Modul  gehört/* 

Ist  p=0  nnd  r = l,  so  hat  man  als  nie  Wurzeln  von  die  Werthe 
(1)^  ^ ikn 

n n 

Es  ist  anch  hlar,  dass,  obgleich  h jede  ganze  Zahl  sein  kann,  sich  doch  nnr 
n Werthe  für  die  nte  Wnriel  ergeben. 

D)  Uebergang  snm  Ansdraeke  i=:V— 1.  Potensen,  deren  Expo- 
nenten geometrische  Qrfissen  sind. 

Wir  wollen  jetzt  die  Grossen  a,  nnda^=— a„  welche  anf  der  Absdssenaxe 

liegen,  mit  den  algebraischen  Grossen  a nnd  — a identifleiren,  wie  dies  ja  geschehen 
kann,  da  die  Längen  dieser  Linien  beide  gleich  a nnd  sie  offenbar  entgegenge- 
setst  sind. 

Da  nnn  jede  Länge  and  ihre  Projectionen  auf  die  z nnd  y Axe  ein  Dreieck 
bilden,  so  hat  man  nach  unserer  Definition  des  Addirens; 

T 


_^=rco8y.-(r8iny)^. 


da: 

(rsinv)  ^ = (rsiny)  ^=-(rsiny)^ 

T " T T 

ist;  oder  wenn  man  seist: 

rcoBif=zXf  rsln^  = y. 
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Es  ist  aber : 


2 9 


Dach  der  ErkliruDg  der  Moltiplication,  und: 


8 2 


also  wenn  wir  den  völlig  deflnirten  Ansdnirk  \ — \ mit  • bezeichnen,  so  ist 

2 

Es  ist  aber,  obgleich  —1  zwei  Warsein  hat,  1^  and  1 ^ =—l  ^ , die  geo- 


metrische Grösse  i völlig  bestimmt,  and  zwar  ist  i die  uuf  der  Ordinatenaxe  im 
Sinne  der  anfänglichen  Drehung  abgetragene  Einhcitslängc. 

Man  hat  also: 


'•_y=*-yb 


dr=r  cos 


ysrsin^. 


Mit  Einffihrung  der  geometrischen  Grösse  i kann  man  nun  dem  Ansdmeke 
noch  eine  andere  Form  geben. 

Es  ist: 


also: 


aber: 


Mao  hat  also: 


s 


r 

9 


— r (cos  y + i sin  y)  = r (cos  — -1- 


fi 

) ■ 


Ist  fl  sehr  gross,  also 


~ sehr  klein,  so  kann  man  der  Grösse  1 leicht  einen 

fl  ’ 9 


Fig.  60. 


fl 

einfacheren  Ansdrnck  geben.  Sei  (Fig.  60)  OA  der 
lAnge  nach  der  Einheit  gleich,  and  mache  mit  OX  den 

Winkel  ist  AX  dann  das  von  A auf  OX  geflllta 

fl 

Loth,  so  ist: 

l^=OX-h(AX)^=OX  + .4Xi. 

~n  T 
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lat  aber  - sehr  klein,  so  kann  man  statt  A\  den  Kreisbogen  nehmen,  dessen 
n 

Radius  OA  ist,  und  man  hat  dann:  1 =lo  + l — I**  offenbar: 

JL  \**/— 


wird,  also  nach: 


nnd: 


AO  = OX,  AXz 


i=r+^i, 

7 n 


Definirt  man  nun  die  Exponcntialgrria^p  e ' , wo  eine  geometrische  GrOsso 
ist,  durch  die  Formel:  • 


SO  lassen  sicdi  an  diesen  Ausdruck  ganz  ähnliche  Betrachtungen  anknupfen,  wie 
dies  in  Abschnitt  3)  und  den  folgenden  geschehen  ist,  und  sich  damit  die  Theorie 
der  geomctnschen  Grßsscn  in  ihrer  Anwendung  auf  Exponentialgr&sscn  ergänzen. 
Namentlich  lässt  sich,  wenn  ^ = 0 ist,  immer  eine  algebraische  GrOsse  finden, 

weiche  die  Gleichung  realisirt.  Man  hat  somit: 

■ , vf 

aber  noch  der  Definition  ist: 


” 1 « 
e =1  + -- 


und  man  hat : 


wie  sich  ans  der  vorigen  Figur  ergibt,  wenn  man  0/1  = 1+—  denkt  nnd  n sehr 
gross  annimmt.  Also  da: 

<•+»  • 


ist ; 

Hieraus  folgt; 

also; 

nnd; 


1+“4_'L‘  = , « 

n n 
V 


o + '/i  A+9i_  o l_  /,a+4, 

^a+,i^6  + «t_  ^a+b+{f  + 3)i^ 

(e“+?^"=  e»(»  + »'). 
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Aus  (liSBcn  Grandfonncln  lassen  sich 
dann  mit  ZahÜlfcnahme  des  Begrifites 
des  Logarithmus  die  übrigen  abletten« 
ganz  wie  dies  oben  geschehen  ist,  da 
die  Verschiedenheit  der  Gmndbcstim* 
gen  im  Uebrigen  keinen  Einfluss  ansUbt. 

Aber  auch  die  imaginären  Wurzeln 
der  Gleicbnngen  lassen  sich  leicht  auf 
geometrische  Grossen  zurückführen. 
Cauchy  stellt  folgende  Betrachtungen  in 
Bezug  hierauf  an. 

Sei: 

Z = a+6» -f  C2* . . . 4-5»"”*  + **". 


und; 


soll  hier  diejenige  ganze  Fnnction 
seiU)  welche  entsteht,  wenn  man  aZ 


durch  C dividirt.  Sie  wird  sich  für  C 
gleich  O einer  Constante  nähern,  die 
endlich  und  ungleich  Null  ist.  Sei  Gn 
diese  Grenze.  Es  wird  dann  a die 
Grenze  sein,  der  sich  nähert.  Seien 
(Fig.  61)  A und  ß jetzt  die  Endpunkte 
zweier  ron  O aus  gezogenen  Linien,  die 


wo  ff,  6,  c . • . A geometrische  Grossen 
sind,  ebenso  wie  Z.  Man  hat  dann 
auch : 

z=.«(*+„-'+  . . . +«-"+» 

Wenn  n gleich  Null  ist,  so  wird  Z = a. 
In  jedem  andern  Falle  ist  Z mit  s vcr> 
Anderlich,  und  der  Modul  von  Z wird 
unendlich,  wenn  der  von  s unendlich 
ist.  Denn  sei: 


sei  1}  der  Modul  von  k und  möge  r 
wachsen,  so  werden  die  Moduln  von 

z , s ...  abnehmen,  cs  wird  also 
Z sich  nähern  der  Grenze  z”A,  und  sein 

Modul  R der  Grenze  t/r**,  also  uncnd> 
lieh  gross  werden.  D.  h. : 

„Einem  endlichen  Worthe  von  R kann 
nur  ein  endlicher  Werth  von  r ent- 
sprechen.“ 

Gebe  man  jetzt  der  GrOsse  z den  Zu- 
wachs: 

WO  Modul  p sehr  klein  ist.  Sei  dann 
der  Zuwachs  von  s.  Um  diesen 
Zuwachs  zu  erhalten,  ersetzt  man  s durch 
z+  As,  und  erhält  nach  dem  Binomischen 
Satze  eine  nach  Potenzen  von  A*  ge- 
ordnete Beihc,  welche  höchstens  vom 
Grade  n ist,  für  Z+^Z;  also  wenn 
man  Z abzieht,  so  wird  diese  Reihe 
durch  A*  theilbar  sein.  Sei: 

A»  = C, 

und  die  kleinste  Potenz  von  Ct  welche 
in  dieser  Entwickelung  noch  vorkommt. 
Man  hat  dann: 

.m  / m\ 


Fig.  61. 


den  geometrischen  GrCsscn  Z und 
Z + AZ  entsprechen,  so  wird  die  Länge 
Aß  gleich  AZ  sein,  und  ihre  Länge 

durch  Pp”*  gemessen  werden,  und  zwar 
wird  diese  Linie  in  der  Richtung  liegen, 
welche  durch  den  Winkel  «y-hwA  gege- 
ben wird.  8etzt  man  p anfänglich  gleich 
Null,  nnd  lässt  diese  Grösse  dann 
wachsen,  so  wird  Punkt  ß,  welcher  an- 
fänglich in  A fällt,  einen  Curvenbogen 
beschreiben,  dessen  Sehne  Aß  ist,  nnd 
die  Tangente  AE,  welche  an  diesen  Bo- 
gen in  Punkt  A gezogen  wird,  bildet  mit 
OX  einen  Winkel,  welcher  dem  Grenz- 
wcrlbo  von  also  a-|-fnA  gleich 

ist.  — Denkt  man  sich  nun  mit  Radios 
0.4  einen  Kreis  beschrieben,  so  wird 
Länge  Oß  kleiner  als  OA  sein,  wenn 
B innerhalb  dieses  Kreises  fällt.  Für 
sehr  kleine  Werthe  von  p wird  diese  Be- 
dingung immer  erfüllt  sein,  wenn  Tan- 
gente AE  mit  der  Verlängerung  von 
OA  einen  stumpfen  Winkel  bildet,  d.  h. 
wenn : 

^ = a+m 

einen  negativen  Cosinus  hat.  Hat  man 
nun  willkürlich  für  ^ einen  Winkel  ge- 
nommen, der  dieser  Bedingung  genügt, 
80  kann  man  durch  passende  Wahl  von 
}.  immer  der  letzten  Gleichung  genügen. 
Also  wenn  der  Modul  R von  Z,  welcher 
einem  endlichen  Werthe  von  » entspricht, 
nicht  Null  ist,  so  kann  man  immer  durch 
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das  beaeichnete  Verfahren  den  Werth 
von  R vermindern,  und  somit  mass  der 
kleinste  Werth  von  R der  Knll  gleich 
sein,  woraus  dann  Z=0  folgt.  P.  h.: 

„Jede  gante  Function  der  geometri> 
sehen  Grosse  * muss  wenigstens  iur 
einen  Werth  von  t der  Null  gleich 
werden.“ 

Bekanntlich  nennt  man  solchen  Werth 
von  z eine  Wnrtel  der  Gleichung: 

Z.=  0. 

Hieraus  folgt  dann  leicht,  dass  jede 
Gleichung  n Wurzeln  habe,  welche  geo« 
metrische  Grössen  sind.  Dieser  Beweis 
gilt  noch  dann,  wenn  t eine  conver* 
girende  Reihe  nach  ganzen  positiven  Po« 
tenzen  von  z ist.  • 

Einige  Betrachtungen  über 
diese  Methode. 

Die  Substitution  der  geometrischen 
GrOsse  an  die  Stelle  der  complexen  Zahl 
führt  natürlich  zu  völlig  richtigen  Schlüs* 
sen.  Sehr  wichtig  wird  sie  dadurch,  dass 
sie  bei  allen  Betrachtungen,  welche  Über 
complexe  Grössen  angestellt  werden,  zu 
Veranschaulichungen  fuhrt,  die  sich  in 
keiner  anderen  Weise  geben  lassen.  Je- 
dem Werthe  der  complexen  Zahl 
entspricht  ein  Funkt  der  Ebene  ^4,  wel- 
cher zur  Abscissc  die  GrOsse  a,  zur  Or- 
dinate die  GrOsse  b hat;  ferner  ist  der 

Modul  r von  * gleich  dem  Ab- 

stand zwischen  A und  dem  Anfangspunkt 
0 der  Coordinaten,  das  Argument 
gleich  dem  Winkel  zwischen  OA  und  der 
Abscissenaxe. 

Indess  l&sst  sich  nicht  leugnen , dass 
eine  solche  Veranschaulichung  nicht 
durchaus  die  obige  Theorie , also  das 
Identificiren  der  imaginären  Grössen  mit 
geometrischen  Begriflon  verlangt.  Im 
Sinne  von  Gauss  sollen  die  geometrischen 
Betrachtungen  auch  nur  eine  Veranschau- 
lichung. die  einzig  mögliche  freilich,  ge- 
währen für  Reihen,  die  sich  continuirlich 
und  glcichmässig  nach  zwei  Ausdehnun- 
gen bin  ins  Unendliche  erstrecken. 

So  vorzüglich  und  fruchtbar  also  auch 
die  geometrische  Vorstellung  ist,  wenn 
es  sich  um  Versinnlichnng  continuirlicher 
Begriffe  handelt,  so  möchte  sich  zur  Be- 
gründung des  Imaginären  doch  neben 
ihr  noch  eine  andere  Theorie  empfehlen, 
deren  Schöpfer  ebenfalls  Cauchy  ist,  und 
die  wir  bei  der  Wichtigkeit  des  Gegen- 
standes ebenfalls  hier  kurz  wiedergeben 
wollen.  Auch  sie  ist  den  Exercices 
<rAnalyie  et  de  Pky$igve  matk^hnatiquef 
tome  IV  entnommen. 


11)  Ersetzung  desBegriffs  des 
Imaginären  durch  die  algebrai- 
sche Congruenz. 

Die  Cauchy*8che  Theorie  scheint  uns 
allerdings  geeignet,  jede  Dunkelheit,  die 
dom  Imaginären  anklebt,  gewissermaassen 
mit  einem  Schlage  zu  beseitigen.  — Um 
das  Folgende  völlig  anfznfassen,  wieder- 
holen wir,  dass  der  Begriff  des  Imagi- 
nären sich  zuerst  bei  der  Gleichung; 

X»  4-1  = 0 

cinstellt,  welche  keine  reelle  Wurzel  bat. 
Die  allgemeine  quadratische  Gleichung: 
x^4-2«x-|-6=0, 

welche  auch  die  Form  annimmt: 
(x4-«)*+  6— a*  =0, 

bei  welcher  wir  annehmen,  dass  a*  klei- 
ner als  b ist,  lässt  ebenfalls  keine  reelle 
Wurzel  zu,  indess  lässt  sie  sich  durch 
eine  lineare  Substitution: 


ganz  auf  die  Form  der  ersten  Glcichnag 
bringen.  Höhere  Gleichungen , insofern 
sie  keine,  oder  nicht  lauter  reelle  Wur- 
zeln haben,  nehmen  durch  ähnliche  Sub- 
stitutionen einen  Factor  von  der  Form 
v*  + l tich  leicht  dartfaun  lisat. 

Diese  Betrachtungen  führen  auf  den  Ge- 
danken, den  imaginären  GrOssen  als  sol- 
(üicn  ganz  zu  entsagen,  und  dafür  za 
untersuchen,  welche  Ausdrücke  durch 
solche  von  der  Form  y*  4*1  theilbar  sind. 
Auf  diese  Betrachtungen,  wo  lediglich 
mit  reellen  Zahlen  gerechnet,  der  Be- 
griff der  Gleichheit  aber  durch  den  all- 
gcmcincrn  der  Congruenz  ersetzt  wird, 
gründet  Cauchy  seine  eben  so  einfache 
als  sinnreiche  Theorie,  die  wir  hier  geben, 

A)  Begriff  der  algebraischen 
Congruenz. 

Zwei  ganze  Functionen  y und  ^ (x)* 
deren  Differenz  y(x)^^(^  durch  eine 
dritte  theilbar  Ist,  nennt  man  con- 
gment  in  Bezug  auf  ;^(x).  Die  alge- 
braische Congruenz  entspricht  also  genaa 
der  arithmetischen.  Wir  wollen  auf  die 
erstero  also  auch  die  Qanss’sche  Bezeich- 
nung anwenden: 

in  Worten : 

q (x)  congruent  \&(x)  nach  Modul  /(x). 
Die  Erwähnung  und  das  Hinschreiben 
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dcB  Hodnl  kann  nnterlaasen  werden,  wenn  derselbe  bereits  bekannt  ist.  — Leicht 
ergibt  sich  folgender  Satz; 

„Mehrere  Congruenzen  in  Bezog  anf  densciben  Modul  geben  addirt,  subtrahirt 
nnd  nmltiplicirt  wieder  eine  Congmenz.'^ 

Sei  also: 

»(*)=/(*)•  flPiWS/iC*)- 

80  iBt  auch: 

f (*)  ± <r  I (*) + Vi  W sjr  W ± / 1 (*)  ± r j (*). 

(,  (x)  . y , (z)  . 7,  (l)=jr(x)  (*)  • X,  (x). 

denn  ist  ^(ar)  der  gemeinschaftliche  Modul,  so  hat  man:  . 

7(x)  = r(x)+«t('(x),  T,(x)=Jiri  (*)  + «!  Vl'W;  7,(x)=/,(x)  + «t,  Vf'(x)  . . ., 

wo  er,  <r,,  ganxe  Functionen  von  x sind,  also: 

7 (*)+'/■•  (x)-df(*)-/'i(x)-jri  (*)  = («+ni+«'.)7’(x). 

7 (x)  7 1 (x)  7 > (x)  -X  (*)  / 1 (*)  /.  (x)  = /*  7 (x). 
wo  ß ebenfalls  eine  ganze  Function  von  x ist.  Es  sind  also  die  Differenzen  links 
durch  //  (x)  theilbar. 

Hieraus  folgt  auch,  wenn  m eine  ganze  positive  Zahl  ist: 

7(x)"=/(x)". 

Jede  Congmenz  lässt  sich  anf  die  Form  bringen; 

7(x)-7'(x)  = 0, 

oder: 

f(x)  = 0. 

Ist  der  Modul  ^(x)  eine  Function  nten  Grades,  so  kann  ^(x)  durch  ^(x)  divi« 
dirt  nur  einen  ^st  von  der  Form  lassen: 

c,  + c,  x+c,»»+  . . . +c„_,x"~‘. 

Ist  nnn  f(x)  = 0,  so  muss  sein: 

c.+c,  x+c,i>+  . . . +c^_jx"~'=0, 

was  anch  x sei.  Man  hat  also,  indem  man  z=0  setzt: 

c,=0, 

nnd  indem  man  durch  x diridirt  nnd  dann  x=0  setzt: 

X|— 0, 

indem  man  also  so  fortiUirt; 


„Ist  der  HodnI  vom  nten  Grade,  so  lassen  sich  ans  jeder  Congmenz  /'(x)=0 
n Qleichnngen  bilden,  indem  man  in  dem  Bast  Von  f\x)  alle  CoefBcienten  der 
Kuli  gleich  setzt.“ 

Es  ist  z.  B.: 

x’""-I=Omod(x"-l), 

wenn  m nnd  n beliebige  ganze  positive  Zahlen  sind.  Hieraus  folgt; 


x""  = l. 

Mnltiplicirt  man  anf  beiden  Seiten  mit  x^,  so  kommt: 

*«"+  '=*', 

nnd  wenn  man  f&r  l Jede  der  Zahlen  I,  2^  3 . . . n— 1 setzt: 

x""+’=x,  x"*"+'^  = *'  . . . x""+"“'=x"' 
Setzt  man  nun: 


1 • 
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rW=«o+<«i*+a, *’+  ■ . • + 

•0  hat  man: 


■ M «:!• 


f-u 


a ■ t ^ 

mn+  < 


“rnn  + r 


aIio: 


/•(*)=«.+«„+».,„+  . . . • • •)* 

+ («l+»«+J  + “.i»+3  + 


•)**  + 


+("fi_l+*2n— t***  * ' mod(x**— 1). 

Man  hat  hier  unmittelbar  den  Rett  ron  f{»)  nach  Modul  x**— 1.  Hier  kami  eelbat 
f{x)  unendlich  ricl  Glieder  haken,  also  eine  convcrgirende  Reihe  voratcllen. 

Sei  jetat  der  Modul  x’*4*l  gegeben,  so  wird  immer: 

«n  f 

durch  denselben  theübar  sein;  also  wenn  m ungerade  ist: 


0^ 


also: 

dagegen  wenn  m grade  ist: 
also: 


m IS  « A m fl  ^ I 4 

I -1^0,  X = + l, 


Ir.  .V.  . 


in  + /_  t 


Veratcht  man  nnter  f(x)  wieder  die  obige  Fnnrtion,  so  erhUt  man  gana  auf  dem 
obigen  Wege: 


f(.*)  = a,-a  +a  - . . . +(o,-o 


■a+l"*"“i»+l  • • •)* 


+(“•-“«+«+“2«+,-  • • • • • 

• • 0*"”'«nod(x"+l). 

B)  Anwendung  anf  die  imaginären  Grossen. 

Unter  i wird  jetst  nicht  mehr  der  symbolische  Ansdmck  V— 1 Teratanden, 
sondern  eine  reelle  aber  unbestimmte  Grosse.  Dagegen  ersetat  man  jede  imagi- 
näre Gleichung  durch  eine  Congruens  nach  Modul  i*+l.  Da  dieser  Modul  jetxt 
immer  derselbe  bleibt,  so  werden  wir  ihn  nicht  weiter  hinschreiben.  Der  Begriff 
des  Imaginären  wird  also  gana  ausgeschlossen,  dagegen  soll  eine  imaginäro  Qlei- 
chnng  fortan  nur  ein  Symbol  ISr  die  entsprechende  Congmens  sein. 

Offenbar  ist  immer: 


oder: 


. -(-1)"=0, 


also  auch  wenn  man  mit  • mnltiplicirt : 

♦*"*'*’' =(—l)mi.  ’ . , Kluft 

Setit  man  also  Ihr  m erst  2*  und  dann  2n+l,  so  kommt; 


Sei  Jetzt : 
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•o  i(t  al(o : 

2)  = • . • +(«,-o, +«,-«,+  . . .)i, 

eine  Formel«  die  sich  auch  auf  den  Fall  besieht,  wo  f{i)  eine  unendliche  conrer* 
girendc  Reihe  Torstellt.  Wenn  man  in  den  Gleichungen  1)  nnd  das  Congrnenx« 
seichen  durch  das  Qleichheitsscichen  ersetzte«  so  würde  man  diejenigen  Sitze  haben, 
welche  lehren,  die  Fnnctlon  f{t)  durch  einen  Ausdruck  ron  der  Form  aus- 

zudrttcken.  Man  bat: 

(«+^)  0'+>f*)=«)'+(«t^+;Sy)»+/trf‘*5 
lüto  wenn  man  dieien  Ansdeurk  in  Oleichnng  2)  für  f{i)  setit: 

3)  («+(»»)(y+eti)=«y— 

Setit  min : 

y=«. 

IO  kommt: 

4) 

Enetit  mm  in  8)  i durch  — i,  lO  erhUt  mm: 

(«-W  (y-<^*)  S ttY-ßS-{aS +/»y)  i. 

Dl  beide  Glieder  von  i nnabhkngig  sind,  lo  fillon  lio  mit  ihren  Beiten  iniammen. 
Mm  kann  alio  dii  Congrneniieichen  mit  dem  Gleichheitszeichen  Tertanschen: 


.^)ai  Product  zweier  Qnadratsnmmen  ist  wieder  eine  solche.“ 

Dies  Verfahren  gilt  allgemein,  d.  h.:  Sind  beide  Glieder  der  Congmeni 
lineare  Functionen  von  i,  so  sind  sie  zngleich  die  Beste  nach  Modnl  i*+l  nnd 
folglich  gleich. 

„Bei  linearen  Functionen  von  i kann  das  Zeichen  = dnreh  = ersetzt  werden.“ 
Ist  also: 


nnd: 


so  ist; 


/•«SO. 


e,+c,i  der  Best, 

c,  = Ci=0. 


„Jede  Congmeni,  welche  eine  imaginkre  Gleichung  ersetzt,  f&hrt  anf  zwei 
reelle  Gleichungen.“ 

Dnreh  diese  Sktie  ist  das  Addiren,  Snbtrahiren,  Mnltipliciren  nnd  Dividiren 
mit  imaginären  Grossen  entbehrlich.  Was  namentlich  das  Dividiren  mbetrifft,  so 
ersetzt  man  die  Gieidinng: 


;+Ä  = *+^’' 


oder  die  gleichbedentende: 


durch  die  Congmenz: 


oder: 


(a+»«)=(e+/'i)  (c+di). 


a+U  = (e+fi)(c+di), 


Es  ist  also: 
d.  h.: 


a+ W = ec— /(f+ (/c  + «0  i. 
tt=te—fd,  b-fe+ed, 
-ad 


^ac+bd  r_ae 


+d*' 
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n Anwendung  der  Theorie  der  Congrnenren  auf  die  Kxpo- 
nential-  und  die  trigonometrischen  Grossen. 

Die  Formel  3)  des  vorigen  Abschnittes  gibt,  wenn  man : 
a^cosXf  ßx=:8\nx, 
y-costft  cTrssinjr 

seUt,  und  darunter  die  ans  der  Trigonometrie  bekannten  Grossen  versteht: 

(cos  *+i  sin*)  (cosj+i  siny)Hcos  * cos  y-sin*  siny+  i (sin  * coey  + eosxsiny), 

d.  h.:  . 

1)  (cos  »+« sin  *)  (cos  y +i  sin  y)  = cos  (*  + y)+*  *1“  (*+y)- 

Indem  man  so  fortf&hrt,  crhillt  man: 

(co8*+isin*)(cosy  + *«>ny)(cost+«sins)  . . . =cos(*  + y+t+  . • •) 

-f  •sin(*+y4-»+  • ■ •) 

Also  wenn  man  *=y  = «=  . '.  . setzt,  wenn  » eine  ganze  positive  Zahl  ist: 

2^  (co8X+i  8inx)*3C0S rtx+isi*!*» 

„Die  ntc  Potenz  des  Binoms  cosx-fiBmx  darch  i*+l  dividirt,  gibt 

coshx+isinnx  als  Rest.“  • 

Dieser  Säte  tritt  für  den  von  Moivro  in  dieser  Theorie  ein. 

Sei  jetzt  wieder: 


oder: 

3) 

also: 

4) 


* =l+®-*'IT2  + r7^’^ 


‘ t* 


.»•  + 


1 ■■^1.2’  ■^1-2 -3 
nnd  somit  nach  Satz  2)  der  Abtheilnng  B: 

ix  x’  X*  ./»  X* 

5)  * =l“r:2‘‘T2-3T4~  •••  +’V.T“r^ 

Andererseits  hat  man: 


6) 


co8*=l  1.2  + 1.2-3-4 


sin*- ^ 


Diese  Gieichnngen  kann  man  auch  als  Definition  der  Functionen  Cosinus  nnd 
Sinus  benutzen,  und  so  die  der  Trigonometrie  entnommenen  Betrachtungen  ganz 
vermeiden.  Man  hat  also: 

7)  e**  = cos*+tsin*. 

Ans  den  Formeln  2)  nnd  7)  lassen  sich  aUe  Schlüsse  ziehen,  wdehe  man  nw 
den  entsprechenden  Gieichnngen  in  der  Theorie  der  imaginhrcn  Grftssen  zieht. 
Seien  z.  B.  cosn*  nnd  sinn*  zu  berechnen,  so  ist: 


also: 

8) 


(a+4i)"  = «"+««"- + 

. . .,n_  n n(n— 1)  n— 2 A 

(a-t-6i)  i 2"  **  “ 

n(n-t)(n-2)  n-3^  ‘ ■ 

V 1..2-3  » • 2. 


nnd  also  wegen  Formel  2): 
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. . » •(»—•)  «—2  . . . 

■9)  cosiw+i5m«i»=cot» j — ^ coi  r §m*’+  • • • 


. ■/  ' • «(«— i)(n— 2)  «— 3 ...  . 

+ i(ncosz  sinx ^ ^ ^ — icos*  «inz*+  . . .) 


Hier  kennen  nach  dem  oben  bewieaenen  Satze  die  von  i freien  nnd  die  mit  i 
moltiplicirten  Glieder  gleich  geeetxt  worden,  waa  die  bekannten  Formeln  Ifir 
coB  nx  nnd  ain  nz  gibt. 

D)  Heber  die  Moduln  der  Binome  von  der  Form  a+^i. 

Offenbar  iat  immer  zu  setzen  ; 


«+^>  = r(coa  <-)-iain  <). 

Denn  die  Gleichnngen: 

«=:rcoBf,  ^=rain( 
sind  ja  immer  zu  erfüllen,  wenn  man: 

r = (u*+/J»)^, 

und: 


coa  ( =:  — , alao  sin  / = — 


aetzt,  wo  r positiv  sein  soll.  Wie  früher  nennen  wir  die  Grösse  r Modul  des 
Binom  t das  Argument. 

Ist  der  Modul  von  a+fii  gleich  Null,  so  hat  man : 

a*  + ß*  =0,  also:  a=0,  ß—0, 

„Damit  beide  Glieder  des  Binom  a+ßi  verschwinden,  muss  der  Modul  gleich 
Null  sein,  nnd  umgekehrt.“ 

Seien  r,  r*  die  Moduln  bezüglich  von  a+ßi  und  y+tf«,  also: 
r=(«*+/S*)^  r'  = (y’+d>)^, 

so  ist  der  Modul  von ; 


a+y+(ß  + <f  •), 

d.  h.  von  der  Summe  bezüglich  der  Differenz  beider  Binome : 

e= ((“  ± y)*  + (/» ± <0’1* = [>■’ +»^*  ±2(«y +^<f)]*. 

Mittels  der  Formel  5)  der  Abtheilnng  B),  wenn  man  daselbst  — (f  für  (f  setzt, 
erhalt  man : 

(«y+/9<f)»<(a>+^*)(y>+(f), 

d.  h.: 

(oy+^cf)’<r*  r»*, 

also  ist  der  numerische  Werth  von  ay+ßJ  immer  kleiner  als  r,  r'.  Die  Moduls 
von  a+y-\-(ß  + tl)i  liegen  also  in  den  Grenien: 

(rt_2r  r'+r'*)^  = + (r-rO, 

nnd ; 

(r*  +2rr'+r'*)*=r+r'. 

I.  „Summo  nnd  Differenz  zweier  Binome  von  der  Form  haben  Mo- 

duln, welche  zwischen  der  Snmme  und  Differenz  der  Moduln  beider  Binome 
liegen.'* 

Z&hlt  man  zn  einer  Summe  noch  ein  Binom  zn  und  flUirt  so  fort,  so  gibt 
dies  den  Satz: 

II.  „Die  Summe  mehrerer  Binome  hat  einen  ModnI,  welcher  kleiner  als  die 
Snmme  der  Moduln  ist.  Ist  unter  allen  Binomen  eins,  dessen  Modul  r grOsser 
ist  als  die  Summe  der  Moduln  s aller  tlbrigcn,  so  ist  der  Modul  der  Summe  aller 
grosser  als  r— s.** 

Wir  nennen  jetzt  Modul  und  Argument  irgend  einer  ganzen  Function  von 
i denjenigen  Modul  und  das  Argument,  welche  demBeft  dieser  Function  nach  -fl 
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entaprechen.  Dio  eben  bewieienen  beiden  Bitxe  gelten  dann  Itir  alle  eolche 
Functionen. 

Ea  war: 

(“ +ß')(r+ <^‘) =«ß-y^+ («<f +fr)  •> 

und: 

(o*+^»)(y*+<P)=(o/J-y<f)*+(a<f+^y)*,  , 

alao  wenn  r,  r'  wieder  die  Moduln  bezfiglich  von  a+fii  nnd  y + di  aind,  und  g 
der  Modul  Mder,  ao  iat: 

r*r'*=p*,  alao:  rr'=p. 

ni.  „Der  Modul  einea  Producta  iat  gleich  dem  Product  der  Moduln." 

Ancb  kann  man  aetien: 

coa  l+i  aln  t = e**, 

«+^=re**. 

Hierana  folgt  aogleich,  da: 

ra‘‘.r'e’‘'.r"«“"=rr'r"  . . . .‘(»+‘'+‘"+  • • ) 
iat,  der  zuletzt  bewieaene  Satz  und  zugleich  der  folgende : 

IV.  „Daa  Product  mehrerer  ganzen  Functionen  ron  i hat  ala  Argument  die 
Summe  ihrer  Argumente,“ 

Anch  bat  man: 

(r.“)"=rV"*, 

alao; 

V.  „Die  «te  Potenz  einer  ganzen  Function  ron  i hat  ala  Modul  die  iite  Po- 
tenz dea  Modula  deraelben,  und  ala  Argument  ihr  n fachet  Argument.“ 

Sei  jetzt: 

x=a+ßi, 

r der  Modul,  I daa  Argument  dieaet  Binoma, 


Sei  ferner; 

f — +<*i*  + * • 


also; 


• +*«-i*+V 


und  m^en: 

<*•» 

die  nnmeriachen  Werthe  der  Coeffidenten: 


aein,  ao  worden  diete  OrSaaan  anch  die  Moduln  von  a„  a,  . . . aein,  nnd  et 
haben  daher  die  einzelnen  Glieder  von  f(x)  zn  Moduln  die  GrOaaen: 


n «—  1 
a.r  , o,  r . . . o_ 


‘V 


d,  h.  die  Producte  der  GrOaaen: 


»—  I 
_n— i’ 


mnltiplidrt  mit  r",  Andereraeita  bat  man; 

/"W  = H Ä (coa  T-(- 1 Bin  T), 

wo  H der  Modul  nnd  T daa  Argument  von  f(x)  iat.  — - Für  aehr  groaae  Werthe 
von  r werden  die  Glieder  der  Beihe : 
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bii  aoi  du  erste  sich  der  Null  nähern.  Es  wird  also  e,  r"  mit  zunehmendem  r 
die  Summe  aller  fibrigon  OrSssen; 

II— 1 11—2 

«ir  , «ir  ... 

fiberschreiten.  Hieraus  folgt  mit  Bezug  auf  Satz  II.,  dus  der  Modul  R von 
f(x)  kleiner  sein  wird  als  die  Summe: 

" I t— t I 1 

«.'•  + • • . +«*_!'■+ V 

und  grdsser  als  die  Differenz : 

«.«•"-(«i 

also: 


wenn  r hinreichend  wächst.  Die  Beihe  in  der  Klammer  nähert  sich  aber  der 
Grenze  also: 

VI.  „Der  Modul  einer  ganzen  Function  von  a+ßi  wird  unendlich  gross, 
gleichzeitig  mit  dem  Modul  von  a+fii  selbst.“ 

E)  Substitution  der  Wurzeln  der  Congrnenzen  an  die  Stolle 
der  imaginären  Wurzeln  der  Gleichungen. 

Sei  wieder  gegeben : 

= + a"~'+  . . . 

so  gibt  es  entweder  reelle  Werthe  von  x,  weldie  die  Gleichung: 

f(x)  = 0 

erfüllen  oder  nicht.  Im  ersteren  Falle  kann  die  Anzahl  dieser  Werthe  nicht 
gr&sser  als  n sein,  und  sie  ist  wenigstens  1,  wenn  n ungrade  ist.  Das  erstero 
folgt  daraus,  dass,  wenn  x=a  ein  solcher  Werth  ist,  f(x)  durch  x~a  theilbar 
sein  mnu  (siehe  den  Artikel : „Quadratische  Factoren“),  das  letztere  daraus,  dass 

f{x)  eine  continnirliche  GrBsse  ist,  die  für  x=+p  sich  der  Greiue  r,  und  für 

x=—g  sich  der  Grenze  — R,p”  nähert,  wenn  g wächst,  also  zwischen  +oo  und 
—CD  wenigsteiu  einmal  durch  Null  gegangen  sein  muss.  — Dagegen  hat  die  Con- 
gmenz : 

A*)H0 

immer  Wurzeln,  d.  h.  es  gibt  immer  Werthe; 

x = a+ßi, 

welche  sie  erfüllen.  Die  Theorie  der  Wurzeln  solcher  Congruenzen  ergibt  sich 
dann  ans  den  Sätzen: 

I.  „Jede  Congruenz  von  der  Form: 

bat  ünmer  n Wonelo,  und  nie  mehr.“ 

U.  ,)Beieicbnen  wir  diese  Wurzeln  mit  Xy  so  ist  immer: 

7(x)  = 0,(x-x, )(*-*,)  . . . (x-x^). 

Diese  beiden  Sätze  lassen  sich  ^uas  eben  so  beweisen,  wie  dies  in  dem  Artikel : 
„Quadratische  Factoren“  in  Bezug  auf  die  Formeln: 

/■(x)=0,  /•(x)=a,(x-x,)(x-x,)  . . . (x-x^) 
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goichehen  ist,  wenn  men  dem  Begriff  der 
Oleichhcit  den  der  Congmonz  substituirt, 
und  < willkürlich  sein  lässt. 

Berechnet  man  das  Product  rechts  in 
der  Formel: 

f(x)  = (x-x,)(x-x,)  . . . 

WO  m&n  den  ersten  CoefBdeaten  gleich 
1 setzt,  so  erhält  man  links  nnd  rechts 
Polynome  ntcr  Ordnung  von  x,  und  da 
X willktlrlich  ist,  müssen  die  Coefücien- 
ten  der  gleichen  Potenzen  von  x unter 
sich  congment,  also  ihre  Beete  gleich 
werden.  Es  ist  also: 


wodurch  der  bekannte  Satz  über  die 
Wurzeln  der  Qleichnngen  ersetzt  wird. 
Hat  die  Congmenz: 

f(x)  = 0 

eine  Wurzel , die  von  i unabhängig  ist, 
so  ist : 

/•(«)=0, 

also: 

III.  „Alle  Wnrzeln  der  Congmenz 
/(x)HO,  die  von  * unabhängig  sind,  wer- 
den Wurzeln  der  Gleichung: 

/•(x)  = 0 

sein.** 

Da  ferner  der  Ausdruck  t^+1  *icb 
nicht  ändert,  wenn  man  i mit  — t ver- 
tauscht, so  wird,  falls  auch  die  Coeffi- 
cienten  von  f{x)  i nicht  enthalten,  jeder 
Wurzel  der  Congmenz  f{x)^0  von  der 
Form  a+ßi  eine  andere  a~-ßi  ent- 
sprechen, weil  die  letztere  ans  der  erste- 
ren  entsteht,  wenn  man  i mit  — i ver- 
tauscht. Nennt  man  also  zwei  Ausdrücke 
von  der  Form  a-^ßi  nnd  a— /5i  conju- 
girt,  so  gilt  der  Satz: 

rV.  „Wenn  die  Coefficienten  der  Con- 
gruenz  von  t nnabhftngig  sind,  so  sind 
die  von  i abhängigen  Wnrzeln  in  grader 
Anzahl  vorhanden,  nnd  je  zwei  einander 
conjugirt.“ 

Ist  f(x)  endlich  eine  tronscendente 
Function,  so  gelten  noch  immer  ähnliche 
Betrachtungen. 

Durch  das  hier  Gesagte  ist,  wie  ange- 
zeigt, also  der  Begriff  des  Imaginären 
völlig  eliminirt,  alle  Sätze  aber,  und 
selbst  die  Beweise  derselben  gelten  noch, 


wenn  m'an  die  Ansdrücke  gleich  and 
Gleichung  mit  congment  nnd  Congmenz 
vertauscht,  und  als  den  Modul  der  Con- 
gmenzen  (nicht  zu  verwechseln  mit  dem, 
was  hier  als  Modul  einer  Function  f(x) 
bezeichnet  wurde)  i’H~I  annimmt.  Denn 
wie  bei  der  in  den  Abschnitten  1 bis  9 
gegebenen  Theorie,  werden  die  Aus- 
drücke a-^b%  ganz  nach  den  lUgeln  des 
Beedmens,  deren  man  sich  bei  reellen 
Grössen  bedient,  behandelt. 

Der  Satz,  dass  Congmenzen  mit  ein- 
ander addirt,  roultiplicirt,  von  einander 
snbtrabirt,  wieder  Congmenzen  geben, 
gestattet,  sie  wie  Gleichungen  zu  behan- 
deln, und  die  Beste  der  zwei  Seiten  einer 
Congmenz , welche  dann  eine  wirkliche 
Gleichung  (oder  zwei  Gleichungen)  bil- 
den, werden  gefunden,  wenn  man  i*  mit 
- 1 vertauscht. 

Man  hat  somit  jetzt  einen  deutUdien 
Begriff  von  denjenigen  Ansdrücken  und 
Gleichnngen,  welche  die  imaginären  er- 
setzen. 

Unter  f{a-\-ßi)  versteht  man  immer 
den  Best  dieser  Grösse  nach  i*+l  ge- 
nommen , wenn  f entweder  eine  ganze 
Function  von  a-\-ßii  oder  eine  nach  gan- 
zen Potenzen  fortschreitende  convergi- 
rende  Reihe  ist.  Sollte  dagegen  für 
reelles  x,  y—f(x)  keine  ganze  Fnnction 
sein,  so  kann  sie  doch  immer  durch  Auf- 
lösung einer  Gleichung  q(x^  S)=0  er- 
langt werden,  w’o  nur  ganze  Functionen 
oder  Potenzreiben  nach  x Vorkommen. 
Es  ist  dann  unter  y=f(a+ßi)  die  Wur- 
zel der  Congmenz: 

» »)h0 

zu  verstehen,  oder,  was  dasselbe  ist,  die 
der  Gleichung: 

qr  («+jSi,  y)  = 0, 

wenn  man  für  die  Function  (f>  ihren  Beet 
setzt. 

Hierin  ist  der  Satz  enthalten: 
„Identiücirt  man  alle  ganzen  Functio- 
nen von  o+/9i  mit  ihren  Besten  nach 
i*+l,  so  hat  man  es  nicht  mehr  mit 
Congmenzen,  sondern  mit  Functionen 
nnd  Gleichungen  zu  thnn,  die  nach  den 
in  Abschnitt  1 bis  9 gegebenen  Regeln 
bchaDdclt  werden.** 

Z.  B.  Es  sei  zu  bestimmen: 

II 

y = Vo+/»>. 

n 

Die  Function  yx  iit  gegeben  durch  die 
Qleichnng : 


also  in  nnserm  Falle  ist  die  Congmenz: 
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y*:z:a+ßi 

Bu  iCscn.  Setzt  man: 

rrrrcos^f  /Srnrsiny, 
so  hat  man: 


oder  anch»  da: 

cos  2s  ^ = 1,  sin2s:i=0 

ist : 

J_  (y  + 8»n)i 
_ n fl 

y = r e 

Ucberall  aber  kann  statt  des  Congrncnz« 
Zeichens  hier  das  Gleichheitszeichen  ste* 
hen,  wenn  man,  wie  wir  jetzt  thun,  statt 

der  Werthe  von  y und  y**  immer  ihre 
Beste  denkt. 

(Liumtititen  — compleze  — in  ihrer 
Anwendiing  auf  dieFanctionenrechnong. 

1)  Einlei  tnng. 

Es  ist  Dothwendig,  Ausdrücke  von  der 
allgemeinen  Form  f(a-^ßi)  zu  unter* 
suchen  und  die  Gesetze  ihrer  VerHoder- 
lichkeit,  also  der  Bildung  ihrer  Differen* 
ziale  und  Integrale  /estzustellen.  Nur 
indem  man  das  Veränderliche  sich  com* 
plex  denkt,  ergeben  sich  die  Gesetze 
der  Functionenrechnung  in  einfachster 
und  allgemeinster  Weise. 

Die  Betrachtungen,  welche  wir  hier 
anzustellen  haben,  ersetzen  also  die  Eie* 
mente  der  höheren  Analysis,  d.  h.  die 
Differenzialrechnung,  die  man  früher 
hauptsächlich  nur  auf  reelle  Zahlen  er- 
streckte; sie  werden  sich  ferner  auf  Rei- 
henentwicklung der  Functionen,  Eindeu- 
tigkeit und  Mehrdeutigkeit  derselben  er- 
strecken müssen. 

Wir  werden  dabei  das  im  vorigen  Ar- 
tikel Gegebene  zu  Grunde  legen,  und  in 
Bezug  auf  die  der  Integralrechnung  ent- 
nommenen Betrachtungen  auf  den  Ar- 
tikel: „Quadraturen  (analytische)**  ver- 
weisen. 

Nachdem  im  vorigen  Artikel  der  Be- 
griff des  Imaginären  in  verschiedener 
Weise  erörtert  ist,  brauchen  wir  keine 
bestimmte  dieser  Theorien  zu  Grunde 
zu  legen.  Immer  aber  werden  wir  uns 
geometrischer  Veranschaulichungen  der- 
art bedienen,  dass  wir  in  der  cotiiplexen 

Grösse  s = x+y»  = »'/'^*  ons  x und  y als 
rechtwinklige  Koordinaten,  r als  Radius- 
Vector  und  <f  als  Winkel  desselben  mit 
der  Axe  der  x vorstellcn. 


Legt  man  die  in  AbschmU  1 bis  9 
des  vorigen  Artikels  abgchandelto  Theorie 
des  Imaginären  zu  Grunde,  so  ist  diese 
Betrachtnng  nnr  die  Versinnlichung  der 
Thatsache , dass  die  Grösse  z = x-|-yi 
sich  gleichzeitig  mit  jr  und  y ändert, 
also  eine  Veränderlichkeit  nach  zwei  Di- 
mensionen eintreten  kann.  Jedem  Werthe 
von  s entspricht  dann  ein  Paukt  in  der 
Ebene  A. 

Gleiches  gilt,  wenn  man  die  Theorie 
der  Congmenzen  (Abschnitt  11  des  to- 
rigen  Artikels)  dem  Imaginären  substi- 
tuirt,  und  ist  dabei  immer  anzunehmen, 
dass  jede  Grösse  mit  ihrem  Best  nach 
i*+l  vertanscht  wird  (siehe  Ende  des 
Abschnittes  11).  Dagegen  sind  bei  Zu- 
grundelegnng  der  Theorie  der  geome- 
trischen Grössen  (Abschnitt  10)  diese 
geometrischen  Betrachtungen  der  Theorie 
unmittelbar  entnommen,  nud  die  Pnnkte 
und  Linien,  welche  dabei  Vorkommen, 
stellen  die  geometrischen  Grössen  wirk- 
lich dar. 

2)  Allgemeiner  Begriff  einer 
Function  mit  einer  complexen 
Variablen. 

Unter  einer  Function  von  i : 
wo: 

s = x+yi 

eine  complexe  Grösse  ist,  verstehen  wir 
zunächst  eine  Grösse  von  der  Form  p+9^ 
wo  p und  9 reelle  Werthe  sind,  die  sich 
nach  irgend  einem  Gesetze  gleichzeitig 
mit  X und  y ändern.  Im  Allgemeinen 
wird  also  zu  jedem  Punkte  A der  Ebene, 
welche  durch  irgend  einen  Werth  von 
X und  y bestimmt  wird  (wir  drücken  dies 
in  der  Folge  so  ans,  der  Punkt  A habe 
den  Werth  z = x-|-yi),  auch  wenigstens 
ein  Werth  von  p und  ein  Werth  von  q 
gehören. 

Je  nach  der  Beschaffenheit  der  Func- 
tionen kann  dieselbe  für  jedes  x und  y, 
also  für  die  ganze  Ebene  oder  nur  für 
gewisse  Tbeile  derselben  gegeben  sein. 
Im  letztem  Falle  sagt  man,  x sei  be- 
schränkt veränderlich. 

Man  kann  annchmen, dass  man  von  jedem 
Punkt  A,  dem  ein  Werth  der  Function  ent- 
spricht, zu  jedem  andern  B auf  wenig- 
stens einem  Wege,  d.  h.  auf  einer  Linie 
so  gelangen  kann,  dass  Hir  jeden  Punkt 
derselben  die  Function  continuirlicb 
bleibt.  Denn  was  die  Disconiinuitätcn 
anbetrifft,  so  finden  dieselben  entweder 
in  ganzen  FlächenstOcken , oder  in  Li- 
nien, oder  in  Punkten  statt.  In  den 
beiden  ersten  ITällcu  sind  die  Functionen 
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fftr  diese  Tholle  nicht  als  definirt  zti  be* 
trachten,  die  Variable  ist  also  beschrftnkt 
veränderlich.  Nnr  dann  kann  man  auf 
continnirlidiem  Wege  nicht  von  einem 
Punkte  A nach  B gelangen,  wenn  swi> 
sehen  beiden  eine  geschlossene  oder  nach 
beiden  Seiten  nnendliehe  DiscontinnitftU* 
linie,  bezüglich  ein  Flächenstfick,  welches 
eine  solche  enthält,  vorhanden  sind. 
Dann  sind  statt  einer  Function  zwei  mit 
bescdiränkt  veränderlicher  Variable  x an> 
aunchmen , deren  Gebiete  von  einander 
geschieden  sind. 

Noch  bemerken  wir,  dass  es  zwei  Ar* 
ten  von  Discontinuitätslinien  gibt  Die 
Unstetigkeit  findet  entweder  von  Punkt 
zu  Funkt  der  Linie,  also  ani  derselben 
statt,  oder  beim  Ueberschreiten  der  Li- 
nie, auf  beiden  Seiten,  wenn  man  von 
einem  Funkt  Ä auf  einer  Seite  dersel- 
ben zn  einem  benachbarten  auf  der  an- 
dern gelangt,  während  die  Function  auf 
der  Linie  selbst  stetig  ist. 

Wir  reihen  hieran  einige  Betrachtun- 
gen, welche  sich  auf  die  geometrische 
Bedeutung  gewisser  analytischen  Opera- 
tionen beziehen. 

Allen  reellen  Werthen  von  z,  wo  also 
y=0  ist,  entsprechen  die  Punkte  der 
Abscissenaxe,  den  positiven  die  eine,  den 
negativen  die  andere  Seite  derselben, 
allen  rein  imaginären  Werthen,  wox  = 0 
ist,  die  Ordinntenaxe.  Für  » = 0,  also 
x = v=0,  hat  man  den  Anfangspunkt 
der  Koordinaten. 

Setzt  man: 

*+y«=re^  *, 

so  entsprechen  alle  Werthe,  welche 
gleiches : 

r = V(x>+y’), 

also  gleiche  Radien-Vectoren  haben,  offen- 
bar der  Peripherie  eines  Kreises , dessen 
Mittelpunkt  der  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinaten,  und  wo  r der  Radius  ist.  Alle 
Werthe  s,  deren  Modul  (>  kleiner  als  r 
ist,  entsprechen  Punkten  innerhalb  die- 
ses Kreises,  alle  Werthe,  wo  q grösser 
ist,  Punkten  ausserhalb  desselben.  Setzt 
man : 

wo  a eine  complexe  Constante 
a = a+&i 
sein  soll,  so  ist: 

« = *— a-l-(v— i)** 

Funkt  II  hat  also  die  Coordinaten : 

= a»  y'=y— 

Es  sind  dies  die  Coordinaten,  welche 
man  für  s erhält,  wenn  man  den  An- 


fangspunkt der  Coordinaten,  welche  pa- 
rallel mit  sich  selbst  bleiben,  nach  Punkt 
a verlegt.  Setzt  man  also: 
s =:  (T  -|-  w, 

so  entspricht  dieser  Substitntion  eine 
Verlegung  der  Coordinaten  nach  Punkt 
a.  Ist : 


K = f e , 

also;' 

9. 

* = «+(?«  , 

so  ist: 

also : 

d.  b.  Q stellt  die  Entfernung  des  Punk- 
tes » vom  Funkte  a vor.  Alle  Punkte, 
welche  gleiches  p haben,  liegen  also  in 
einer  Kreisperipherie,  deren  Mittelpnokt 
a and  deren  Radius  q ist. 

3j  Eindeutige  und  mohrdentigo 
Functi  0 n en. 

Von  jedem  Punkte  a kann  man  zu 
einem  andern  Punkte  6 auf  anendlich 
vielen  Wegen  in  continnirlicher  Weise 
gelangen,  nnd  jedem  Punkte  eines  die- 
ser Wege  wird  im  Allgemeinen  ein  an- 
derer Werth  von  /*(z)  enuprechen.  Ist 
die  Function  eindeutig,  so  wird  man 
schliesslich  in  Funkt  b immer  wieder  zu 
demselben  Werthe  gelangen,  welche« 
auch  der  eingescblagene  Weg  sei,  da  fhr 
jeden  Punkt  die  Function  ja  nur  einen 
Werth  hat. 

Bei  eindeutigen  Functionen  kommen 
also  nnr  die  Discontinuitäten  in  Betracht. 
DiscontinuitaUlinien  kommen  bei  der  in 
den  Elementen  betrachteten  Function 
nicht  vor,  nnd  haben  wir  nns  zunächst 
auf  Discontinnitätspunkte  zn  beschrän- 
ken. Dieselben  thcilen  wir  in  zwei  Gat- 
tungen, deren  erstero  solche  Punkte  um- 
fassen soll , in  deren  Umgebung  die 
Function  immer  anendlich  bleibt.  Ein 
solcher  Punkt  ist  z.  B.  für  die  Function 

fl 

tgx  der  Funkt  ^=2  ' ^ immer 

bat: 


also  för  unendlich  kleines  r: 
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es  sei  nun  v reell  oder  imagin&r.  Die 
DiicontinuitiUpankte  erster  Gattnng  ha- 
ben also  die  Eigenschaft,  dass  wenn 
f(x)  für  x—a  einen  solchen  hat,  die 

Function  für  *=tt  rorschwindet 

, . ( w 

and  contmnirlich  bleibt. 

DiscontinaitÄtspnnkte  zweiter  Gattung 
nennen  wir  diejenigen,  in  deren  Umge- 
gend die  Function  wenigstens  nicht  im- 
mer  unendlich  wird.  Dergleichen  sind 
I 

lUr  die  Fnnction  e*  der  Punkt 
dafür  einen  positiven  Zuwachs  von  9 
I 1 

0^=00,  für  einen  negativen  e^=0  ist. 
Man  kann  auch  eine  eindeutige  Fnnction 
finden,  welche  in  einem  beliebigen  Punkte 
a von  einem  gegebenen  Werthe  a nach 
einem  andern  6 überspringt.  Eine  solche 
ist  z.  B,: 

I 

/’(x)  = a+(6—a)e~* 

bt  y positiv  und  uocndlicb  klein,  so  bat 
man  offenbar: 

f(a  + y)  = o,  f(a—y)  = 6. 

Mit  diesem  Sprunge  ist  jedoch  die  Dis- 
continuitist  der  bezeichncten  Function 
nicht  ersehSpft.  Bei  der  Zuwachs  =v-|-9i, 
wo  y und  unendlich  klein  und  y auch 
positiv  sein  soll;  dann  hat  man  : 

1 y — 9i 

e*"*'**=s’'  * =S(cos  p— t sinpX 

wo  S und  p unendlich  grosse  positive 
Grossen  sind.  Dagegen  ist: 

1 —y—»i 

Man  hat  also  immer: 

/*(«— v+di)=6. 

Was  den  Ansdmek  anbe- 

trifft,  so  sind  folgende  F&tlo  zu  unter- 
scheiden : 

A)  Das  unendlich  grosse  positive, 
sonst  beliebige  g ist  kein  ungrades  Viel- 
faches von  ^ und  liegt  im  ersten,  vier- 
ten, fünften,  achten  n.  s.  w.  Quadranten. 
Dann  ist  S cos  g positiv  unendlich,  und : 

/■(o+v+^i)  = a. 

B)  g ist  kein  ungrades  Vielfaches  von 
liegt  aber  im  zweiten,  dritten,  sechs- 
ten, neunten  u.  s.  w.  Quadranten.  Dann 


ist  Scosp  negativ,  und  wie  leicht  zu 
sehen: 

wo  P und  Q beliebigo  reelle  Zahlen 
sind,  die  auch  anendlich  gross  sein 
kennen. 

C)  g ist  ein  nngrades  Vielfaches  von 
also: 

cosp=0,  8inp=+l; 
dann  ist  ^(a+^+^)  ebenfalls  gleich 

Die  Discontinuität  ist  also  derart,  dass 
in  der  Nähe  des  Punktes  a die  Function 
alle  Werthe  annimmt.  Es  wird  später 
gezeigt  werden,  dass  in  der  Nähe  eines 
Discontinuitätspnnktes  zweiter  Gattnng 
eine  eindeutige  Fnnction  wenigstens  ein- 
mal unendlich  gross  werden  muss. 

Was  nnn  die  mehrdeutigen  Functio- 
nen anbetrifft,  so  kann  man  in  der  That 
anf  zwei  Wegen  mit  verschiedenen  Wor- 
then  der  Function  von  a nach  6 gelan- 
gen. Die  Function  möge  in  einem  be- 
liebigen Pnnkte  s die  Werthe  (z)  und 
ff(i)  haben,  so  ist  es  möglich,  dass, 
wenn  man  von  Punkt  a nach  6 auf  zwei 
verschiedenen  Wegen  fortschreitet  und 
beide  Male  mit  demselben  Werthe  von/‘(a) 
beginnt,  man  anf  dem  einen  znr  Fnnc- 
tion (6),  auf  dem  andern  zu  /*,  (6)  ge- 
langt. Sei  s.  B.  gegeben  f(t)=yx, 
eine  Functioa,  welche  für  jeden  Werth 
von  z zwei  entgegengesotate  Werthe  hat. 
Beginnen  wir  mit  einem  Pnnkte  der 
Abscissenaxe,  der  den  reellen  Werth  a 
bat,  und  geben  wir  der  Function  iÜr 
s = a den  positiven  Wurzolwcrth.  Sei 
also  ebenfalls  reell.  Ziehen  wir 
jetzt  vom  Anfangspunkte  O aus  (Fig.  62) 


Fig.  62. 


mit  Badius  Oa  einen  Kreis,  und  gehen 
einmal  anf  dem  Wege , der  durch  den 
Halbkreis  acb  bezeichnet  wird,  dann  auf 
dem  Wege  ttäö  von  a nach  b über. 

Es  ist  für  irgend  einen  Punkt  dieser 
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Peripherie  y = fl  *•  Auf  dem  erstern 
Wege  geht  man  von  ^=0,  welcher  u 
enupricht,  bii  7 = rr,  welcher  b entapricht, 
auf  dem  andern  von  7=0  bis  7 = — tt. 
£»  ist  also  auf  dem  ersten  Wege: 

und  auf  dem  letztem: 

y4  = l/a«-"‘, 

d.  1l  bezQglicb: 

7t  . 

— I 

V4  = yae*  =iV«. 

und: 

n . 

i 

yb  = \at  * =-iV«. 

Man  hat  also  in  der  That  auf  jedem 
Wege  einen  anderen  Werth  von  yb  er- 
halten. 

Ks  fragt  sich,  unter  welchen  Bedin- 
gungen eine  solche  Abhängigkeit  des 
Wertbes  einer  Function  vom  zurückge- 
legten Weribe  eintreten  kann. 

Es  sind  hier  gewisse  Punkte  der  Ebene 
ins  Auge  zu  fassen,  welche  wir  mehr- 
fache Punkte  (doppelte,  dreifache,  nfacho 
u.  s.  w.)  nennen.  Es  haben  dieselben 
die  Eigenschaft,  dass  für  sie  n Werthe 
der  betrachteten  Function  gleich  werden. 
Für  den  Ausdruck  V»  a.  B.  ist  also  der 
Anfangspunkt  der  Coordinaten,  z=0,  ein 
Doppelpunkt,  denn  für  ihn  wird: 

+ys=-v». 

n 

eben  so’ bat  die  Function  Vt  ln  z = 0 
einen  nfachen  Punkt,  da  hier  alle  Wur- 
zeln einander  gleich  und  gleich  Null  wer- 
den. Die  Function  ^(**>-<1*)  hat  zwei 
Doppelpunkte,  welche  xrz  -{-a  und  x= 
entsprechen. 

Wir  untersuchen  jetzt  den  Gang  der 
Function  /‘(s)t  welche  Tür  jeden  Punkt 
etwa  zwei  Wcrlhe  /‘i(s)  und  ^*(0 


Fig.  63. 


nehmen  kann  auf  zwei  Wegen,  acb  und 
adb,  welche  beide  von  fl  nach  6 führen 
(Fig.  63).  Wir  wollen  dabei  zunächst 


annebmen,  die  Wege  wichen  nnr  unend- 
lich wenig  von  einander  ab ; ferner  aet 
auf  dem  ganzen  Umfange  aedb  und  in- 
nerhalb des  von  ihm  begrenzten  Ebeoen- 
stückcB  die  Function  f(i)  continuirlicb, 
und  es  befinde  sich  daselbst  kein  mehr- 
facher Punkt,  so  dass  also  für  jeden 
Punkt  auf  diesem  Umfang  und  innerhalb 
desselben  die  beiden  Werthe  fi{i)  nnd 

(s)  nm  eine  endliche  GrOsse  von  ein- 
ander verschieden  sind. 

Fängt  man  nun  in  a mit  dem  Werthe 
«=/*j(rt)  an  und  verfolgt  den  Weg  ac6, 
so  kann  sich  u nnr  continuirlicb  ändern, 
und  in  jedem  Punkte  des  Weges,  s.  B. 
in  c oderä,  mit  einem  der  beiden  Werthe 
von  f(%)  anlangen,  den  wir  ebenfalls  mit 
/■,  (6),  /"i  (r)  bezeichnen.  — Verfolgt 
man  mit  demselben  Anfangswerthe  Weg 
adb,  so  wird  sie,  da  auch  hier  und  auf 
dem  Uebergange  von  acb  nach  adb  Con« 
tinuität  herrscht,  in  keinem  Punkte  einen 
Werth  annehmen  kOnnen,  der  von  dom 
eines  benachbarten  Punktes  des  Weges 
acb  um  eine  endliche  Grüsse  verschieden 
ist.  Ist  also  d unendlich  nahe  dem  Punkte 
c,  so  wird  hier  die  Function  nur  den 
Werth  (d)»  nicht  fi  W annebmen  kön- 
nen, da  letzterer  Werth  um  eine  endliche 
Grösse  von  (cf)  und  also  auch  von 

(c)  abweicht.  Gleiches  gilt  von  je- 
dem Punkte  der  Linie  adb,  es  wird  also 
auf  diesem  Wege  in  Punkt  b die  Func- 
tion ebenfalls  den  Werth  (6)  erbalten. 
Nun  aber  kann  man,  wenn  acb  eine  an- 
dere beliebige  Linie  zwischen  a nnd  6 
ist,  die  auf  gleicher  Seite  mit  acb  nnd 
adb  liegt,  auch  den  ganzen  Kaum,  wel- 
cher von  acbea  begrenzt  ist,  in  unend- 
lich kleine  Räume  iheilen,  durch  Linien, 
die  alle  wie  at/b  durch  a und  b gehen. 

Auf  allen  diesen  Wegen,  und  schliess- 
lich also  auch  auf  Weg  atb,  wird  die 
Function  in  b denselben  Werth  (6) 
erhalten,  wenn  man  überall  in  a mit 
t^(a)  beginnt,  und  in  und  auf  dem  gan- 
zen Umfange  adbea  kein  mehrfacher 
Funkt  sich  befindet,  anch  die  Function 
nicht  discontinuirlich  wird. 

Aebnlicbes  gilt  für  alle  Wege,  dio 
zwischen  afb  und  adb  liegen,  wenn  afb 
auf  der  andern  Seite  von  adb  and  acb 
liegt.  Also: 

„Damit  auf  zwei  Wegen  aeb  und  aftt 
die  Function  zu  demselben  Werthe  in 
b führt,  wenn  man  mit  demselben  Werthe 
von  fl  ausgegangen  ist,  reicht  cs  bin, 
dass  in  dem  ganzen  von  ebfa  begrenz- 
ten Raume  und  auf  der  Begrenzong 
selbst  kein  mehrfacher  Punkt  and  die 
Function  continuirlicb  sei.'^ 
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Wenn  man  in  diesem  Falle  Weg  afb 
rückwirts,  also  von  b nach  n snrflck* 
legt , so  wird  man  von  dem  Functions- 
wcrthc  fi{b)  zu  /*i  (rt)  gelangen.  Also: 
„Wenn  man  von  a aasgeht  and  die 
ganze  geschlossene  Carvc  aebfa  zarück* 
legt,  so  mass,  falls  man  mit  einem  an* 
deren  Werthe,  f,  (<i),  als  dem,  mit  wel- 
chem man  in  a begonnen  hat,  (a),  nach 
a zurückgelangt,  von  dieser  Curve  ein 
mehrfacher  oder  ein  Discontinuitätspunkt 
enthalten  sein." 

Was  zoniLchst  die  Discontinuitütspunkte 
erster  Qattang  anbetrifft,  so  kann  man 
für  dieselben  statt  der  Function  /'(jr)  In 


der  N&hc  eines  solchen  Fnnktes  ttv-v  be- 

f w 

trachten,  and  da  hier  die  Function  con- 
tinuirlich  ist,  und  jedem  Werthe  von/“ («) 


ein  solcher  von  entspricht,  so  muss, 

falls  ein  solcher  Wechsel  des  Werthes 
eintreten  soll,  die  letztere  Function  einen 
mehrfachen  Pankt  haben.  Der  Discon- 
tinuiUtspunkt  ist  in  diesem  Falle  zu- 
gleich mehrfacher  Funkt. 

Die  Betrachtung  der  Discontiimitäts- 
punkte  zweiter  Gattung  wollen  wir  hier 
nicht  weiter  verfolgen.  Man  kann  also 
jetzt  sagen , dass  ein  Wcrtbwechsel  nnr 
beim  Umkreisen  eines  mehrfachen  Punk- 
tes eintreten  kann.  Ein  solcher  Wechsel 
ist  jedoch  nicht  nothwendig,  sondern 
nur  möglich.  Die  Fnnction  \x  bat  für 
«nO  einen  solchen.  — Der  Ausdruck 

rt*=s**®**  ist  ein  mehrdeutiger,  dalga 
unendlich  viel  Werthe  bat  Alle  diese 
Wertho  werden  gleich,  wenn  x eine  ganze 
Zahl  ist;  es  sind  die  entsprechenden 
Funkte  also  mehrfache.  Aber  setzt  man 


für  X den  Werth  wo  n eine 

ganze  Zahl  ist,  so  wird : 


X n r * lg  <i 
a — a e ® , 

nnd  wenn  man  fUr  erst  0,  dann  2n 
setzt,  erhält  man  beidemal  denselben 
Werth,  so  dass  hier  beim  Umkreisen 
keine  Werthverschiedenheit  eintriu.  Glei- 
ches ist  offenbar  anch  bei : 


V(1 — sin  X* ) = + cos  o: 

der  Fall. 

Man  kann  sonach  immer  von  Räumen 
sprechen,  in  welchen  eine  gegebene 
Function  eindeutig  ist,  nämlich  in  sol- 
chen, worin  sich  kein  mehrfacher  Punkt 
befindet.  In  diesen  Räumen  sind  alle 
Werthe . von  f(x)  völlig  von  einander 
getrennt. 

„Hat  eine  Fnnction  eine  endliche  An- 


zahl von  Werthen,  also  n,  so  wird  man, 
wenn  man  auf  einer  gcBchlossenen  Gurre 
einen  mehrfachen  Punkt  eine  gewisse  An- 
zahl von  Malen  umkreist,  zuletzt  immer 
auf  denselben  Werth  von  f{x)  zurück- 
kommen." 

Seien  i.  B.  f^  (x),  f,  (x)  . . . f^{x) 

die  Werthe  von  ^(x),  und  mögen  von 
denselben  (x),  (x),  fi  (x)  für  x—ti 

gleich  werden,  so  kann  man  bei  einma- 
ligem Umkreisen  von  f^  (d)  zu  f\  (n), 
bei  zweimaligem  von  /“,  (o)  zu  /*,  (a)  ge- 
langen. Aber  keiner  der  Werthe  /“*  («) 
. . . /‘^(n)  kann  beim  weiteren  Umkrei- 
sen des  Punktes  a sich  efnstellco,  da 
diese  Werthe  in  « einen  endlichen  Un- 
terschied von  (n)*  /**  («)»  ftW 
bcn.  Es  muss  also  f^{n)  bei  aber- 
maligem Zurflcklcgen  der  geschlossenen 
Curve  zu  einem  der  Werthe  fi  (o), 
f,  (o),  (a'1  zurückführen.  Ks  kann  dies 

aber  nur  der  anlünglicbo  Werth  (d) 
sein;  denn  führte  das  Umkreisen  des 
Punktes  a mit  dem  Anfangswerthe  (o) 
zu  so  würde  die  umgekehrt  ge- 

richtete Umkreisung  von  /*,  («)  zu  /“»  («) 
führen.  Nach  der  Annahme  aber  führt 
eine  solche  zu  /“.  (n),  da  die  anBLngliche 
von  (fr)  zu  /■,  (ff)  führt.  Also : 

„Beim  nmaligonUmkrciscn  eines  nfochen 
Punktes  kann  die  Function  nur  n ver- 
schiedene Werthe  annebmen,  und  muss 
dann  auf  den  ersten  wieder  zurück- 
kommen." 

Z.  B.  die  Function: 


n 

M = Vs 

hat  einen  nfachen  Punkt  für  < = 0.  Be- 
schreibt man  um  diesen  einen  Kreis,  d.  h. 

setzt  man  z = re'^  * and  lässt  ip  von  0 
bis  2h.t  wachsen  (siebe  den  vorigen  Ab- 
schnitt), so  erhält  man  für: 
y=0,  y = 4rf  . . . y (2«— 2)tt, 

<f.^2nn 


bezüglich : 

t 1 Ini 


1 tTZt 


1 2(a— l)rr 


nnd  in  der  That  ist  nach  nfachem  Um- 
kreisen des  Anfangspunktes  der  Coordi- 
naten  die  Fnnction  zu  ihrem  anfänglichen 
Wertho  zurtickgekehrt.  Indess  braucht 
nicht  das  Umkreisen  jedes  nfachen  Punk- 
tes wirklich  alle  n Werthe  in  einem  Cf* 
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Fig.  65. 


dos  so  geben.  Es  kann  %.  B.  sein,  dass, 
wenn  für  x — n die  Fonction  f{x)  einen 
vierfachen  Punkt  hat,  ein  zweimaliges 
Umkreisen,  wenn  man  mit  (x)  beginnt, 
zuerst  auf  /*,  (x)  und  dann  wieder  auf 

(x)  zurOckfUhrt.  Beginnt  man  dage> 
gen  mit  fi{x)y  so  kann  man  zn  /'«(•r) 
und  dann  tu  fg  (x)  gelangen.  Immer 
aber  müssen  im  letztem  Falle  die  ver> 
schiedenen  Cyclen  auch  von  einander 
verschiedene  Werthe  ergeben.  Möglicher« 
weise  kann  ein  Cyclus  aus  einem  Werthe 
bestehen. 

„Uas  eben  Gesagte  gilt  aber  dann 
nicht  mehr,  wenn  man  anf  zwei  Wegen 
von  a nach  h,  oder  auf  einem  geschlosse« 
nen  Wege  von  a nach  a geht,  wenn  in 
dieser  Begrenzung  mehr  als  ein  mehr« 
facher  Funkt  enthalten  ist.** 

Wie  in  diesem  Falle  zu  verfahren  ist, 
zeigen  aber  sehr  leicht  folgende  Betrach« 
tongen.  Es  mögen  innerhalb  akema 


Fig.  64. 


zwei  mehrfache  l’unkto  a und  ß liegen. 
Wir  umgeben  a und  ß einzeln  mit  den 
geschlossenen  Curven  aebha  und  hdegby 
die  sich  in  b borObren.  Es  wird  dann 
Weg  aebde  dasselbe  Hcsultat  als  Weg 
aktj  und  ahbge  dasselbe  als  ame  geben, 
denn  in  den  von  jo  zweien  dieser  Woge 
gebildeten  geschlossenen  Cnr^'cn  sind 
mehrfache  Punkte  nicht  enthalten.  Man 
kann  also  diese  Betrachtung  auf  die  der« 
jenigen  Corven , welche  die  mehrfachen 
Punkte  einzeln  umgeben,  zurückfuhren. 
Jedoch  ist  nicht  nöthig,  dass  sich  diese 
Curven  berühren.  Es  sei  z.  B.; 


A*)=V'(*-o)(*-/»)i 


x=(i  und  x^ß  sind  hier  in  der  That 
Doppelpunkte.  Umgebe  man  (Fig.  65) 
rr  und  ß mit  kleinen  Kreisen,  die  inner- 
halb akem  liegen;  g,  h sind  beliebige 
Punkte  der  Peripherie  des  einen,  s,  i 
des  andern  Kreises,  adh,  gtk,  sut,  siei 
sind  Halbkreis^  Wir  verbinden  durch 
beliebige,  z.  B.  grade  Linien  die  Punkte 
a,  g — A,s  — I,  e.  Es  führt  dann 
Weg  ake  zn  demselben  Werthe  als 
agdhtuit,  und  ame  zn  demselben  als 


agvksttie.  Möge  man  in  a mit  einem 
der  beiden  Worzelwerthe  fg  (x)  beginnen. 
Ist  in  g: 


x = a+re^  *, 

wo  r der  Badins  des  Kreises  um  a ist, 
BO  ist  in  hi 

wenn  man  anf  Vfeggdk  geht,  dagegen: 

wenn  man  Weg  gvh  znrUckgelegt  hat. 
Es  ist  dann  also  bezüglich: 

A(j) =>■**’*"  . 

V n . 

T7  “*  • 

also  da: 

71  . 71  . 

— » — I 

e*  =»,  « ^ — i 

ist; 

Ebenso  nihren  die  Wege  s«i  nnd 
SU  Tcrscbiedenen  Werthen  von  f(i). 
Man  hat  also  auf  Strecke  agdhsuie  im- 
mer den  Werth  f,(x),  dagegen  auf 
Strecke  agvkstcie  in  k den  Werth  ftM, 
in  1 dcnsciben,  in  i dann  — (x)=/‘,  (x), 

denn  da  Weg  sin  von  7i(*)  7s(*’) 

fahrt,  muss  dieser  Weg  anch  von  (s) 
nach  /*,  (lo)  führen,  man  langt  also  in  < 
ebenfalls  mit  f,  (x)  an.  D.  h. : Zwei 
Wege,  welche  die  Doppelpnnkte  x = a 
nnd  x=ß  nmfassen,  oite  nnd  «me  rüh- 
ren in  e tn  demselben  Werthe  von 
/’(*)=V(*-n)(*-/»)-  Also  wenn  man 
von  a ans  eine  in  sich  zurückkehrende 
Curve  durchschreitet,  welche  beide  Punkte 
nrofasst,  so  kehrt  man  zu  demselben 
Werthe  zurück,  von  welchem  man  ans« 
gegangen  ist. 

Ans  dem  Umkreisen  von  lULomen» 
welche  je  einen  mehrfachen  Funkt  ent« 
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halteb,  kann  man  lieh  alio  die  Mehr> 
dentig;keit  der  Function  gewissormaassen 
enutehend  denken.  Da  es  Functionen 
gibt,  die  unendlich  vieldeutig  lind,  wie 
a.  B.  lg(x),  80  brauchen  oiese  beim  Um- 
kreisen einei  mehrfachen  Punktes  nie 
wieder  auf  den  alten  Werth  zurOckfüh- 
ren.  In  der  That  Tindet  fiir  die  Func- 
tion lg(x)  im  Anfangspunkt  der  Coordi- 
naten  ein  unendlichfacher  Punkt  statt. 
£i  ist  n&mlich  zwar  lgO=ao,  aber: 

J_  _ 1 

lg«  “ f «+2snt* 

wo  /(r)  ein  beliebiger  Werth  des  Loga- 
rithmui  ist,  und  alle  diese  Werthe  wer- 
den unter  einander  ond  der  Null  gleich 
für  « = 0. 

Ziehen  wir  einen  Kreis  um  den  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  mit  Radius 
r,  und  beginnen  in  Funkt  a dieses  Krei- 
ses mit  dem  Werthe  a = re^\  und  mit: 

Igo  = Igr-f-v«, 

wo  unter  Igr  der  reelle  Logarithmus  die- 
ser Grösse  zu  verstehen  ist.  Nach  s ma- 
ligem Umkreisen  bat  man  dann : 

also : 

Igff  = r-l-i(y  +*2f  n), 

d.  b.  bei  jeder  Umkreisung  vei  mehrt 
sich  lg(«)  um  2ii  und  so  ins  Unendliche 
fort;  bei  der  Umkreisung  in  einer  der 
anfänglichen  entgegengesetsten  Richtung 
würde  Verminderung  um  2/?i  cintreten. 

Wir  können  hier  eine  Veranschau- 
lichung nicht  übergehen,  mit  welcher 
Kiemann  dieMehrdentigkeit  derFunctionen 
und  die  hier  gegebenen  Verhältnisse  des 
Uebergangs  ihrer  verschiedenen  Werthe 
in  einander  auch  rftnmlich  dargestellt  hat. 
(Vergleiche:  Grundlagen  für  eine  allge- 
meine Theorie  der  Functionen  von 
G.  Riemann.) 

Man  denke  sich  statt  einer  Ebene  meh- 
rere über  einander  gelegte  Blätter,  ond 
zwar  soviel  als  die  Function  Werthe  hat. 
Jedem  Werthe  der  Variablen  z = 
wird  dann  auf  jedem  dieser  Blätter  ein 
Punkt  ond  diesem  ein  Werth  der  Func- 
tion f(x)  entsprechen.  Alle  diejenigen 
Werthe  von  welche,  einzelne  Funkte 
ausgenommen,  continnirlich  aus  einander 
entstehen,  denkt  man  sich  als  zu  dem 
ersten  Blatte  gehörig,  die  anderen  (x) 
tu  dem  zweiten  n.  s.  w.  Somit  hat 
jeder  Werth  von  f(x)  seinen  ganz  be- 
stimmten Platz,  und  es  ist  somit  die 
Mehrdeutigkeit  im  Allgemeinen  gewisser- 
massen  abgehoben.  Nur  in  den  Punk- 


ten, wo  etwa  ft  Werthe  von  f(x)  gleich 
werden,  denke  man  sich  die  Blätter  zu- 
saroroenhängend.  Dieser  Zusammenhang 
kann  aber  ein  verschiedener  sein.  Geht 
nach  einmaligem  Umkreisen  des  mehr- 
fachen Punktes  (x)  wieder  in  (x), 
(x)  in  (x)  n.  s.  w.  über , wie  dies 

bei  für  f=;l,  2 • . . der  Fall  war, 
so  muss  man  sich  die  Blätter  noch  im- 
mer über  einander  liegend  und  ohne  wei- 
teren Zusammenhang  als  In  dem  frag- 
lichen Punkto  vorstellen.  Gebt  aber 

*•  B-  AC*)  in  /■.(*)  >“  W 

und  /g  (x)  in  (x)  über,  so  denke  man 
sich  in  diesem  Punkte  die  Blätter  nach 
Art  einer  Schraube  Über  einander  ge- 
wunden, so  dass  eine  Umkreisung,  d.  b. 
die  Znrficklegung  einer  Schrnubenwin- 
dung  vom  ersten  Blatt  ins  zweite,  der 
zweiten  Windung  vom  zweiten  ins  dritte 
führt ; um  vom  dritten  wieder  ins  erste 
zu  gelangen,  muss  man  sich  dann  die 
Windung  allerdings  durch  die  einzelnen 
Blätter  zurück  in  sieh  selbst  zurücklau- 
fend  denken,  wie  dies  hier  (Fig.  66)  un- 
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gefahr  in  der  von  a nach  a zurückruh- 
renden  Schraube  angedeutet  ist.  Ein 
solcher  mehrfacher  Punkt  heisst  dann 
Windungs-  oder  Verzweigungspunkt,  und 
kann  ein  doppelter,  dreifacher  u.  s.  w. 
sein.  Führt  also  z.  B.  beim  Umkreisen 
des  Punktes  a die  erste  Windung  von 

AW  /■«(*).  /■.(*)  *“  AW. 

von  f,  (i)  zu  (x)  und  gleichzeitig  TOD 
/■.  (i)  zu  f,  (jr)  und  von  f,  (i)  zu  f,  (*), 
■0  i(t  tt  ein  ittnSachor  Punkt,  zugleich 
über  ein  dreifacher  und  ein  zweifacher 
Windnngspnnkt,  nämlich  für  f„  f, 
ein  dreifacher,  und  lUr  f.  und  A 
doppelter.  Windnngspunkte  Können  offen- 
bar auch  Discontinnitäta  - Funkte  zwei- 
ter Oattnng  sein.  Nur  wenn  eine  Func- 
tion unendlich  riel  Werthe  hat,  und  zu- 
gleich jede  Cmkrcieung  einen  neuen 
Werth  gibt,  wie  dies  t.  B.  bei  Ig(x)  in 
Funkt  z=0  stattfindet,  ist  eine  Sdiranbe 
mit  unendlich  vielen  Windongen  zu  den- 
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ken,  deren  jede  einem  Weithe  von  f{x) 
entspricht. 

Es  l&sst  sich  nnn  Air  jeden  Punkt 
eines  der  Bl&ttcr  der  Gang  der  Function 
in  folgender  Weise  veranschaulichen. 

Man  denke  zuerst  die  Windungspunkte 
auf  denjenigen  Bl&ttern,  zu  welchen  sie 
gebüren,  verzeichnet;  von  jedem  Win- 
dungspunkte  aus  eine  Linie,  z.  B.  eine 
Grade,  jedoch  nur  nach  einer  Richtung 
und  so  gezogen,  dass  sie  über  keinen 
Windnngspnnkt  binausgeht,  also  entwe> 
der  ins  Unendliche,  so,  dass  sie  dadurch 
keinen  zweiten  Windungspnnkt  enthält, 
o<lcr  eine  endliche  Linie  vom  ersten 
Windungspunkt  bis  zum  zweiten,  eine 
andere  Linie  vom  dritten  bis  zum  vier- 
ten n.  s.  vr.  Zieht  man  nnn  von  einem 
Punkte  b der  vom  Windungspunkte  a 
ausgehenden  Linie  eine  in  sic^  zurück- 
kehrende Curve  um  a hemm  bis  wieder 
nach  6 , so  wird , wenn  man  mit  f^  (6) 
begann,  man  in  b mit  (6)  zurQckkeh- 
ren,  wo  fi(b)  ungleich  /*(6)  ist. 

Es  wird  also  auf  beiden  Seiten  dieser 
Linie  Discontinnität  stattfinden.  Diese 
Linie  nennen  wir  Vcrzweigungslinie. 
Geht  man  nun  ein  zweites  Mal  um  n 
hemm  von  b nach  6,  also  diesmal  mit 
/*,(&)  beginnend,  so  wird  man  mit 
oder  auch,  wenn  der  Punkt  ein  Doppel- 
pnnkt  ist,  mit  (6)  zurückkehren,  d h. 
man  muss  annclimcn , dass  man  beim 
Ueberschreiten  einer  Vcrzweigungslinie 
Ton  einem  Blatt  ins  nächste  gerathe, 
dass  also  die  Blätter  in  der  Verzwei- 
gungslinio  mit  einander  zusammenhän- 
hängen.  Diese  Darstellung  zeigt  auch 
sehr  gut,  wie  man  beim  einmaligen  Um- 
kreisen zweier  Windungspunkte  dennoch 
anf  den  Anfangswerth  znrückkoromen 
kann.  Z.  B.  wenn  a und  b Doppel- 
punkte sind,  Ay  B die  zugehörigen  Ver- 
zweignngslinien ; fängt  man  dann  mit 
einem  Fonkte  auf  der  änsscren  Seite 
von  A mit  (x)  an,  so  kann  man  bis 
B gelangen,  ohne  die  Vcrzweigungslinie 
zn  schneiden,  dann  schneidet  man  B, 
kommt  also  anf  den  Werth  (x),  end- 
lich muss  A geschnitten  werden,  was 
anf  (x)  znrückluhrt. 

Geht  nach  der  zw’citen  Betrachtungs- 
weise von  a nach  b nur  eine  Verzwei- 
gnngslinic,  so  ist  es  an  sich  klar,  wie 
man,  ohne  diese  zu  schneiden,  von  a 
nach  a zurückkehrt,  wenn  die  Punkte 
nnr  Doppelpunkte  sind. 

Es  Ist  aber  noch  eine  Bemerkung  über 
den  Werth  x = oo  zn  machen.  Diesem 
Werthe  entsprechen  anf  der  Ebene  un- 
endlich viel  Paukte.  Betrachtet  man  in- 
desi  statt  der  Function  ^(x)  die  von 


so  ist  für  xzztc  \ 


also  nur  ein  Pnnkt  vorhanden. 


y = 0, 
Es  hat 


gerade  so  viel  Werthe  als 


f{x).  Man  kann  also  auch,  wie  dies  oft 
nützlich  ist,  nur  von  einem  Unendlich- 
keiu-,  d.  h,  uncmllich  entfernten  Punkto 
sprechen,  und  ist  darunter  derjenige  zu 


verstehen,  wo  y = “ = 0 ist.  Dieser 

Punkt  kann  ein  Discontlnuitäts-  und 
auch  ein  mehrfacher  Pnnkt  sein.  Z.  B. 

n 

bol  der  Fanction  yz  hat  der  Punkt  x=oo 
beide  Eigenschaften , denn  sowohl  ist 
n 


" /T  1 

Yx:zcCt  als  1/ — = — ein nfacher Punkt, 

r y " 

1 " 

da  — xtV«  ein  solcher  ist.  Dies  Ver* 

ft  " 

V* 

b&ltniss  wird  rnnmlich  wiedergegeben, 
wenn  man  sich  statt  der  Ebene  eine  Ku- 
gel mit  unendlich  grossem  Radius  denkt. 
Die  Verzweigungslioien  gehen  dann,  wenn 
man  von  unserer  ersten  Betraditnng  ans- 
geht, von  dem  mehrfachen  bis  zum  Un- 
cndlichkeitspnnktc,  nicht  aber  über  den- 
selben weg,  da  sie  sonst  znm  Anfangs- 
punkte zurückfübren  würden. 


4)  Untersnehnng  der  Werthe, 
welche  eine  mehrdentigo  Func- 
tion annehmen  kann,  wenn  man 
von  einem  gegebenen  Funkte 
nndWerthe  aus  zu  eincmandern 
Punkte  auf  verschiedenen  We- 
gen gelangt. 

Wenn  man  von  Punkt  a ans  nach 
einem  andern  a'  derart  auf  zwei  Wegen 
geht,  dass  man  mit  demselben  Werthe 
f^{a)  beginnt,  so  kann  man  mit  ver- 
schiedenen Functionsw’erthen  in  a*  an- 
langen , wenn  beide  Wege  Windnngs- 
punkte  einschlicssen.  Schliessen  sie  nnr 
einen  ein,  so  muss  dies  offenbar  statt- 
fioden. 

Wir  unterscheiden  jetzt  geschlossene 
Cnrven  von  in  sich  zurückkehrenden, 
unter  den  erstem  solche  verstehend,  wo 
die  Fanction  f{z)  in  a mit  demselben 
Werthe  (a),  mit  dem  sie  ansging,  nach 
(I  zurückkehrt,  also  in  dasselbe  Blatt 
wieder  eintritt,  unter  den  letztem  solche, 
wo  die  FnnetJon  bei  der  Rückkehr  nach 
a in  ein  anderes  Blatt  tritt,  also  mit 
/*,(a)  zurückkehrt,  wenn  sie  mit/‘^(<i) 
ihren  Lauf  begann.  Sonach  sind  in  sich 
znrtickkehrendo  Cnrren  geschlossen,  wenn 
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sie  keinen  Windnngspnnkt  enthalten, 
oder  nur  einen  n fachen,  den  sie  nmal 
umkreisen.  Eine  Gurre,  die  einen  Win- 
dungspunkt nur  einmal  umkreist,  ist 
nicht  geschlossen«  Leicht  cinzusehen  sind 
nun  folgende  Sätze: 

»Wenn  man,  mit  /*,  (n)  beginnend, 
Weg  aßa^  znrUcklegt,  so  kann  man  zu 


demselben  Fnnctionenwerth  in  gelan- 
gen , wenn  mau  irgend  einen  andern 
Werth  aaa*  und  ausserdem  eine  In  sich 
surückkehrcnde  Gurre  zurückleg^  Beide 
Wege  gellen  also  gleich/^ 

Denn  aßa^  lässt  sich  orsotsen  durch 
die  in  sich  zurückkehrende  Gurre  aßa*aa 
(Fig.  67)  und  Weg  occa'.  Da  man  näm- 
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lieh  Weg  a’aa  und  unmittelbar  darauf  gleich  n dergleichen  Cunren,  welche  jede 
aaa  geht,  so  ist  dieser  Weg  als  nicht  einen  umkreisen.** 
gCKhehen  zu  betrachten.  Weg  aßa'aa  (Fig.  68)  möge  *.  B.  die 

Was  nun  die  m sich  znrückkehrende  Windungspnnkte  m und  n enthalten,  to 
Cnnre  anbetnfft,  so  kamen  wir  schon  im  gilt  dieser  Weg  gleich  den  beiden  «dyefa 
"bschnilt  anf  das  Resultat.  und  <i(fya'era,  die  jede  nur  einen  Verbin- 
B)  „Eine  in  sich  zurückkehrende  Gurre,  dungspunkt  enthalten.  Hierbei  kann  der 
welche  n Windungspunkte  umkreist,  gilt  Weg  (Fig.  68)  sich  mehrere  Male  selbst 


Fig.  68. 


schneiden,  oder  einen  der  Windungs-  Gurre  thun,  welche  durch  Zerlegung 
punkte  M auch  mehrere  Male  (Fig.  69)  entsteht. 

umkreisen.  Dasselbe  wird  auch  die  r*\  i?  « ^ i-u.  j«  • t 

G)  „Eine  geschlossene  Cnrre,  die  sich 

äof  einem  Wege  befindet,  kann  gans 
69.  weggelasscn  werden.** 


Die  FuneUon  kehrt  nämlich  mit  ihrem 
Anfangswertho  zurück,  und  der  Weg  ist 
also  ohne  Einfluss. 

D)  „Zwei  Yon  a ausgehende,  in  sich 
znrückkehrende  Cnrren,  welche  einen 
und  zwar  denselben  Windongsponkt  gleich 
oft  und  in  gleicher  Richtung  umkreisen, 
gelten  einander  gleich.** 

Denn  zwischen  ihnen  befindet  sich  kein 
Windnngspnnkt,  beide  Wertbe  kehren 
also  mit  demselben  Wertho  nach  a zn- 
rfick.  — Es  Ist  wichtig  zu  bemerken,  in 
welcher  Richtung  ein  Windongsponkt 
44 
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mnkreist  wird.  Wir  bereichnen  eine 
■nfänglirh  anr-nnrhrncnde  *1«  positlr, 
die  entgf(jcngcttcl*to  aU  nepAiiv. 

Ein  in  sieh  lurDrkkebrcnder  Weg,  der 
einen  Windungspnnkt  M «mal  umkreist, 
ist  durch  folgende  Wege  «u  ersetxen. 

Man  sicht  von  a ans  eine  beliebige  Li- 
nie, am  besten  eine  grade,  die  jedoch 
keinen  andern  Windungspunkt  enthalt 
(Fig.  70),  nach  6 in  die  Nahe  von  My 


ter  Ordnung  die  Heilienfolge,  in  welcher 
dies  geschieht. 

Die  Bexeichoung  (4-^)1  (—^)  K^hl 
die  Funkte  nod  die  Kichtung  der  Um- 
kreisung (positiv  oder  negativ)  an.  Die 

Dexeichnung  (4;;  soll  anseigen,  dass 
der  Funkt  Bl  s mal  hintereinander  um- 
kreist sei.  Die  Reihenfolge  wird  durch 
eine  Reihe  solcher  Ausdrücke,  dio  wir 
Zeiger  nennen,  angegeben. 

Z B.: 

(+*)»  (-«.X-«.)  (+*)(-«,)» 

gibt  an,  dass  Funkt  M swoimal  in  po- 
sitiver, dann  in  negativer,  M 

macht  einen  Kreis  durch  b mit  Radius  wieder  in  positiver,  schliesslich  Jfg  swei- 
Mb  und  kehrt  nach  a surück.  Ein  sol-  mal  in  negativer  Richtung  umkreist  wird, 
eher  Weg  heisst  Elemcntarweg.  Dann  Kino  solche  Reihe  nennen  wir  Charuk- 

wiederholt  man  mit  dem  Functionen-  teristik  der  in  lieh  surückkehrenden 

werthe,  mit  dem  man  in  a zurückkaro,  Linie. 

diesen  Weg,  und  fährt  so  «mal  fort.  Was  schliesslich  einen  beliebigen  Werth 
Die  Wego  von  a nach  b und  b nach  a anbetriffi,  der  von  g nach  h fuhrt,  gKky 
heben  sich  nämlich  derart,  dass  nur  der  to  ist  dieser  folgendennaassen  (Fig.  72) 
erste  und  letzte,  dazwischen  ein  nfacber  sa  ersetzen.  Man  geht  von  g nachdem 
Kreis  übrig  bleibt , der  dem  gegebenen  festen  Funkte  n (auf  einer  Graden,  wenn 
Wege  glei^  zu  setzen  ist.  Also:  diese  keinen  Windungspunkt  enthält,  oder 

Ein  in  sich  zurückkehrender  Weg.  der  unf  einer  beliebigen,  keinen  Windungs- 
denselbcn  Windungspunkt  «mal  amkreist,  punkt  enthaltenden  oder  umgebenden 
gilt  gleich  n Elcmentarwcgen.  Linie),  legt  dann  die  in  sieb  znrückkeh- 

Hierens  folgt  leicht:  rende  Curve  znrttck,  die  durch  ihre 

E)  „Jeder  in  eich  inrückkchrende  Weg  Charakterietik  bcatimmt  wird,  und  macht 
gilt  einer  Anzahl  von  ElcmenUrwcgen  dann  Weg  ak  (in  grader  Richtung,  wenn 
gleich.**  Windungspunkt  auf  oA  liegt).  Die 

Z.  B.Weg  0^0,«,  der  die  Windnngs-  Richtigkeit  folgt  ans  dem  Vorigen. 
Punkte  M,  jfi,  ,W,  umgibt,  wird  lucrst  Alao: 

in  Wege  getheilt,  deren  jeder  einen  um-  F)  „Jeder  Weg  von  g nach  k ist  gleich 
gibt  (Fig.  71),  nnd  diete  durch  die  ent-  einem  einfachen  Wege  von  g nach  dem 
apreebenden  EIcmentarwege  ersetxt.  festen  Punkte  a , einer  Anzahl  Elemen- 
Der  Werth,  mit  dem  die  Function  tarwege  nnd  dem  einfachen  Wege  Ton  < 
nach  a tnrttckfiihrt,  wird  bestimmt : dnreh  nach  k.“ 

den  Anfangswerth,  durch  die  Anxahl,  Schliesslich  ist  noch  der  Fall  an  be- 
Art  nnd  Ordnung  der  EIcmenUrwege.  rficksiebtigen , wo  die  Cnrre  gKk  einen 
Unter  der  Bezeichnnng  Art  wird  rer-  Windnngapnnkt  M enthilL  Da  dieser 
standen,  welche  Pnnkte  M nnd  in  wel-  Punkt  durch  Verengung  einer  jeden  Um- 
chor Richtung  sie  nmkreist  werden,  nn-  kreianng  entstanden  sein  kann,  so  kOn- 
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Fig.  71. 
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nen  wir  den  Weg  dnreb  eine  jede  lolcho 
Unkreisnog  fAbren.  Der  Weg  hat  also 
n versehiedene  Werthe,  wenn  M ein  Win- 
dungsponkt  wler  Ordnung  ist. 

Betrachten  wir  jetzt  noch  eine  Curvc, 
welche  alle  Windungspunkte  (den  Un- 
endlichkeiUpunkt,  wenn  er  ein  solcher 
ist,  natQrlich  ausgeschlossen)  umgibt,  so 
wird  diese  Curve  zugleich,  vom  Unend- 
lichkeitspunkt  gesehen , eine  solche  sein, 
die  den  letzteren  allein  umgibt,  also  wenn 
dieser  kein  Windungspunkt  ist,  eine  ge- 
schlossene. Daraus  wurde,  wenn  man 
sich  mit  dieser  Betrachtung  begnügen 
wollte,  schon  folgen : 

„£ino  Curvc,  die  alle  Windungspunkte 
umgibt,  führt  zu  demselben  Werthe  zu- 
rück oder  nicht,  je  nachdem  der  Unend- 
lichkeitspunkt  ein  Windungspunkt  ist 
oder  nicht.“ 

indess  ist  diese  lediglich  als  Veran- 
schaulichoDg  dienende  Beirachtnng  ana- 
lytisch zu  rechtfertigen.  Zu  dem  Endo 
denkt  man  durch  den  dem  Anfangspunkt 
O entferntesten  Punkt  der  Curvc  einen 
Kreis  mit  Mittelpunkt  O geschlagen, 
dessen  Radius  r sei , so  gilt  dieser  der 
gegebenen  Cnrve  gleich  nach  dem  Obi- 


ist auch  dieser  kein  solcher,  so  findet 
keinerlei  Wechsel  der  Function  beim 
Umkreisen  statt.  Uebrigens  ist  wegen 

q (rc  7 da  y.  von  0 bis  2;r,  also  — y> 
von  0 bis  —2/1  zu  nehmen  ist,  die  Win- 
dung um  den  letztem  Kreis  die  entge- 
gengeseute  des  erstem,  der  alle  Win- 
dungspunktc  umgibt. 

5)  DiffcrenzialeundDifferon- 
zial  quo  tio nt  e n der  Functionen 
complexer  Variablen. 

Ist  f{x)  eine  beliebige  Function  von 
so  nennt  man  Differenzial  von  f{x) 
den  Ausdrack: 

wo  y eine  im  Uebrigen  beliebige  Qrüsae 
ist,  welche  ins  Unendliche  abnimmt. 
Wir  sagen  nämlich,  dass  eine  complexe 
Zahl  abnebme,  wenn  dies  mit  ihrem 
Modul  der  Fall  ist.  Der  Ausdruck: 

lim/Cj-f  r)-/(x) 
y 

heisst  Differenzialquotient  von  f(x).  Man 
schreibt  gewöhnlich: 


gen,  nnd  es  ist  » = re’‘, 
wo  r constant  ist,  Variable  und  Func- 
tion fBr  irgend  einen  Pnnkt  dieses  Krei- 
ses. Ist  nnn: 


so  bat  man; 


dx  = y,  df(x)  = üm{f(x+dx)-t(x)], 
also  anefa: 


Auch  setzt  man: 


y — 0 entspricht  dem  Unendlichkeitspnnkto, 

T"*  einer  Kreisperipherie,  welche 
einen  andern  Windungspunkt  als  y = 0 
umschliesst  (p  ist  nämlich  constant) ; also 


Hat  man  eine  Function  ron  mehreren 
Variablen  x,  y,  s,  so  kann  man  das 
Differenzial  nach  jeder  derselben  neh- 
men, und  man  hat  folgende  Bezeicb- 
nnngen : 


44# 
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jTi  »)=>■“  l7(»+‘i®i  ».  *)-/■(*.  jf. »)]. 


?•  »)  = >■">[/■(*.  y + “^.  *)-/■('.  ».  »)]• 
y.  »)=  [/■(*.  y>  »+*)-/■(*.  y. »)].' 

^ y.  ») _ ,i„  r /•(x+<tr,  y,  y,  Ql 

Äx  ~ L </x  J' 

y.  ») _ ,i„  r /•(*,  y+rfy,  »)-^(x,  y,  »)'! 

dy  L dy  J’ 

g’  y.»)j 


Man  nennt  diese  Ausdrücke  bezüglich  partielle  Differenziale  und  partielle  Diffe- 
renzialqnotienten»  genommen  nach  x,  y,  z.  Man  kann  sich  übrigens  x,  y,  z von 
einander  abhängig  oder  unabhängig  denken.  Das  bei  den  partiellen  Differenxia- 
len  und  Differenzialquotienten  gebrauchte  d {st  von  demjenigen  d zu  antertebei* 
den,  welches  aodcutctf  dass  man  das  Differenzial  nach  der  einzigen  in  der  Funcs 
tion  enthaltenen  Veränderlichen  genommen  habe.  Zuweilen  sind  zwischen  rer» 
schiedenen  partiellen  DifTcrcnzialcn  und  Dififerensialquotientcn  einer  Function  noch 
andere  Unterschiede  zu  machen,  z.  B.  wenn  man  andere  Variablen  durch  Trans« 
formation  einsetzt,  und  man  kann  dann  auch  die  Ausdrücke: 


u.  8.  w.  gebrauchen. 

Das  Differenzial  oder  den  Differcnzialqnotienten  einer  Function  bilden,  nennt 
man:  „dieselben  difTerenzüren**.  Mit  dem  Ausdrucke  Differenzial  ist  das  Wort 
Zuwachs,  mit  dem  Ausdrucke  Diffcrcnzialquotient  sind  die  Wörter  Ableitung,  Dififc« 
renzialcocfftcicnt  und  Derivation  (derivirto  Function)  gleichbedeutend. 

Bei  einer  Function  mehrerer  Variablen  kann  man  auch  das  Differenzial  nadi 
allen  Variablen  gleichzeitig  uehmen.  Der  Aasdruck: 

df(x,  y,  t)  = lim[/(x+<ir,  y+rfy,  » + *)-/(*.  y.  »)] 
heisst  dann  totales  Differenzial.  Man  gebraucht  für  dieselben  das  erst  angewandte 
d im  Gegensatz  zu  dem  bei  den  partiellen  Differenzialen  gebräuchlichen  d. 

Man  kann  auch  von  einem  totalen  Differcnzialqnotienten  der  Function 
y,  z)  sprechen.  Nehme  man  nämlich  an,  y und  z seien  irgend  welche  Func- 
tionen einer  andern  Grösse  w,  so  kann  man  setzen: 

/■(*■  y.  *)=/[v(“).  V'(“).  /(“)]. 

nnd  wird  dann  haben: 

y.  \f\'i  y(»+<^'«)}-/~[7  (»).  (■»). 

du  L du  J’ 


Von  den  Diffcrenzialquotienten  gelten  zunächst  folgende  Fandamentalsätze: 

I.  „Gibt  man  der  Variablen  x eine  Keihe  continnirlich  auf  einander  folgen- 
der Wertbe,  welche  also  den  auf  einander  folgenden  Punkten  irgend  einer  be- 
grenzten Linie  entsprechen,  so  kann  nur  für  einzelne  Funkte  dieser  Linie 


disscootinuirlich  werden,  nie  für  eine  ganze  Strecke,  so  klein  diese  auch  sei,  voraus- 
gesetzt,  dass  nicht  die  Fnnction  f{x)  selbst  auf  dieser  ganzen  Strecke  disconti- 
Doiriieh  sei.** 


Beweis.  Wir  nehmen  zunächst  an,  x sei  reell  für  alle  Pnnkto  der  zn  nn- 
tersnehenden  Strecke,  d.  b.  die  letztere  falle  in  die  Abscissenaxe.  Wir  nnter- 
snehen  dann  die  Fnnction  f{x)  für  eine  Reihe  von  Werthen: 

x = a,  x = a+»^t  x = a+2*'i  x = a-f-3i'  . . * xxxißt 
welche  aof  einander  continnirlich  folgen,  derart,  dass  v reell  und  unendlich  klein 
ist,  und  wo  die  Abstände  v eines  jeden  Punktes  vom  zunächst  vorhergehenden 
einander  gleich  aind.  Es  entsprechen  dann  den  Werthon  von  x die  Wertho  des 
Differensialqnotienten : . . ’j 
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/>(„)= f’^„+y^JS^±2±di<‘±A, 

Sei  noch  ^=a+n»',  also  n+1  die  Anzahl  der  betrachteten  Funkte.  Addirt  man 
alle  Differenzialquotienten,  so  kommt: 

rw+r(«+.')+r(«+2.-)+  ... 

oder  wenn  man  mit: 


mnltiplicirt : 

1)  «'[Tw+r(-»+*')+r(«'+2o+  • . • +riß-y)]=fiß)-f{«). 

Die  Strecke  kann  so  genommen  werden,  dass  die  Function  f{x)  fflr  x = /3  ond 
o:  = a endlich  ist;  dasselbe  wird  dann  mit  fiß)—f{o)  der  Fall  sein.  Man  kann 
ferner,  ffills  f{x)  für  die  ganze  Strecke  reell  ist,  dieselbe  klein  genug  annehmen 
(es  ist  nämlich  über  die  Länge  derselben  nichts  bestimmt),  dass  die  Function  f{x) 
Ton  tt  nach  ß continuirlich  bleibt  und  fdr  jeden  folgenden  Funkt  gegen  den  vor* 
bergebenden  entweder  immer  zu-  oder  immer  abnimmt.  Denn  ohne  die  Continui* 
tät  zn  verlieren,  kann  sie  nicht  für  einen  Punkt  zu-,  für  den  nächsten  abnehmen, 
für  den  dritten  etwa  wieder  zunehmen  ti.  s.  f.  Es  wird  also  im  Falle  der  Zu- 
nahme sein: 

/■(•)</■(«+>')</•(«+ 2.)  . . ., 

im  Fftlle  der  Abnahme: 

y)>f(a+2v')  . . . 

In  jedem  Falle  also  werden  die  Aasdrücke: 

f{a  + y)—f(«),f{n  + ^y)-f(,a+r),  f(a  + 3y)-f(a+2i>)  . . 
und  daher  auch  die  Differenzialquotienten: 

rw.  /■'(«+>■).  /"(«+2k)  . . . 

auf  der  ganzen  Strecke  gleiche  Zeichen  haben. 

Es  ist  nun  von  diesen  Werthen  einer  der  kleinste,  abgesehen  vom  Vorzeichen  ; 
er  müge  dem  Funkte  y entsprechen.  Dann  ist; 

y«rM=yU’(r)+r(y)+  ■ ■ . +r(y)l<m-f(.«), 

indem  man  in  Formel  1)  sämmtliche  Glieder  der  Summe  mit  ihren  nntem  Grenzen 
r iy)  ▼ertanscht.  Da  die  Anzahl  dieser  Glieder  aber: 


y 


ist: 

Es  kann  also  f*{y)  nicht  nnendlich  sein,  da  ß—a  und  endlich  sind. 

Es  kann  also  nicht  für  alle  Funkte  der  noch  so  kleinen  Strecke  der  Diffe* 
renzialquotient  ins  Unendliche  wachsen. 

Jetzt  teigen  wir,  dass  anch  keine  andere  Art  der  Discontlnnität  lür  alle 
Punkte  eintreten  kann. 

Denn  sei  wieder  f*{y)  der  kleinste  der  Differenzialquotienten  (abgesehen  vom 
Zeichen),  f'(y)  der  nächst  grössere  u.  s.  w.  Sei  ferner; 

rM=«,  r(/)=«+a..  r{r")=»+«x+«„ 

so  werden  nach  unserer  Annahme  die  Grössen  n,  <i,,  a,  alle  dasselbe  Zeichen 
haben.  Herrscht  nnn  überall  Discontinnität,  so  können  a,  0^  nicht  nnter  eine 

gewisse  Grenze,  die  von  Noll  verschieden  ist,  sinken.  Denn  sei  z.  B.  a,  = 0, 
so  wäre: 

r(y')=r(/')- 
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Ware  die  Suecko  y'y"  «'“®  endliche,  eo  könnte  man  die  Specke  o/J  ao  klein 
nehmen,  daes  nieht  xwei  Punkte  / und  y",  wo  die.  .tattBudet,  darauf  liege^ 
wenn  nicht  etwa  fär  alle  deewischen  licßendcn  Punkte  f (x)  constant  i»t  E« 
sind  also  die  Punkto  y'  und  y",  wo  die.  .uttfinden  kann , immer  einander 
unendlich  nah,  dann  abei  i.t  in  / der  Ausdruck /'(/)  nieht  di.continuirlich,  waa 
unserer  Annahme  widerspricht.  Gleichung  1)  gibt  auo  jeut: 

v(««  + (n-l)u.+(n-2)a,+  . . . +»„_ ,)=fW-/'(“).  ' '' 

und  wenn  A der  kleinste  der  Wertho  Ud  öj  . . • ist. 

KA(n+n-l+n-2+  . . . +l)</'G»)-/’(«)» 


oder: 


d.  b.  mit  Berücksichtigung  des  Werths  von  v: 

, w+1 
2 


irnftifiiamm 

'.'Ci 


. .1  >4  •*« 


'-lasuuil 
’ :-s  H. 

► 1*.  W« 


Mit  wachsendem  n müsste  also 
ins  Unendliche  wachsen,  was  unserer  An- 
nahme widerspricht. 

Gegen  diese  Schlüsse  lasst  sich  dann  nur  unendlich  wenig  von: 
nur  folgender  Einwand  machen.  Es  (s-t-l),  ri  (»X 

könnte  f'(,x)  in  jedem  Punkte  y swar  f Cy  ) l\Y  ) 

insofern  continuirlich  sein,  dass  es  einen  „(•+')_„(*) 

benachbarun  y'  gibt,  so  dass  f (y')  nur  . „ .v  t.  .. 

unendlich  wenig  von  f (y)  abweicht,  verschieden  ist.  Diese  Reihe  von  Punk- 
Andererscits  aber,  könnte  man  sagen,  ten  bestimmt  aber  auch  auf  der  ganzen 
brauchte  dies  nicht  für  jeden  bcnach-  Linie  die  Function  f(x),  denn  sei  <t  ein 
barten  Werth  y,  von  y suttMÜnden,  y(0  „„j  y(*+‘)  liegender 

so  dass  f (x)  unbestimmt  ist.  Dies  wi-  man,  da  f(x)  continuir- 

derlegcn  wir  folgendermaassen.  In  je-  jjj,  Werth  setaen, 

dem  Falle  gibt  es  nach  dm  Obigen  auf  nicht  um  eine  endliche  Grösse  von 
bezcichnetcr  Linie  eine  Reihe  Werthe  / , 

, „ fn'l  ,.  f (y'  0 abweicht,  well  eben  f{x)  auf  der 

von  X,  y,  y , ■/  • ; y • ’wo^o»  Linie  continuirlich  ist.  Man  kann  also 
Differenz  zweier  auf  einander  folgenden 

beliebig  klein  ist,  nnd  welche  die  Eigen-  für  jedes  zwisdien  y'  ' und  y'-  ^ • lie- 
Bchaft  haben,  dass;  8®”«!®  <f  «etsen: 


/■(rf)  = /'(yW)-K<f-  y^'h 

da  dieser  Ausdruck  eben  nur  unendlich  wenig  von  verschieden  ist. 

Man  erhält  also:  , 

n<n-f(r^’h 

~ y(*+0_yC) 

so  dass  auch  für  Punkt  tf  nnd  somit  für  alle  in  der  Nachbarschaft  von  die 
Grösse  f'(x)  continuirlich  ist. 

Diese  Betrachtung  schliesst  nicht  anSt  dass  der  Diflferenaialquotient  in  unbe- 
stimmter Form  erscheinen  kann.  Z.  B.  der  Ausdruck: 

Mzi 

■ 

wo  n unendlich  gross,  x reell  sein  soll,  und  der  immer  mit  f(x)  snsammcniallt, 
bat  xum  DiiTerenxialquoticnten: 
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/■'(*)+ 


(*+!<)  i_ 


vo  y unendlich  Uein,  also  da  tif  = a beliebig  ist : 


/•'(*)+- 


/ a I 

■ («  -0. 


wo  das  aweite  Glied  ganz  unbestimmt  ist.  Man  rermeidet  dies,  wenn  man  zn- 
nicbst  eine  Reihe  discreter  Punkte  betrachtet,  für  welche  die  Fnnction 

immer  mit  f(x)  zusammennUIt.  Lässt  man  die  Differenzen  ins  Unendliche  abneh- 
men, und  verlährt  (ür  die  dazwischen  liegenden  Funkte  nach  der  obigen  Kegel, 
so  ist  der  Differenzialquotient  immer  f (x).  Aehnlicbea  bieten  gewisse  conver- 
gento  nnendliche  Reihen  dar,  deren  Differenzialquoticnten  discontinuirlicb , also 
der  Form  nach  unbestimmt  sind.  Z.  B.  die  Reihe: 


3is 


die  lUr  reelles  x conrergirt,  und  deren  Differenzialquotient: 


•) 


divergirt.  Da  die  Reihe  ennixnlrbar  ist,  so  ist  dieser  Uebelstand  leicht  zu  ver* 
meiden.  Nicht  immer  aber  ist  dies  möglich.  Mau  kann  dann  aber  zwei  endliche, 
aber  sehr  wenig  von  einander  verschiedeno  Wcrlhe  von  x nehmen,  « und  /?,  und 

durch  Berechnung  von  wenigstens  numerisch  den  DilTerenzialquotientcn 

/?— « 

mit  beliebiger  Genauigkeit  ermitteln.  Dies  Verfahren  ist  geometrisch  genommen 
das,  v=/(x)  als  Curve  darxustellen  und  die  Tangente  za  ziehen. 

Ist  f{x)  nicht  für  die  ganze  Strecke  reell,  so  subsütuire  man  den  Wertheu 
von  f(a)y  . . . ihre  reellen  und  ihre  mit  i multiplicirten  Thcile  einzeln, 

und  die  eben  gemachten  Schlüsse  finden  noch  Anwendbarkeit. 

Ist  endlich  die  Variable  nicht  reell,  sondern  ist  die  Function  + 
irgend  eine  Linie  zu  untersuchen,  so  möge  die  Gleichung  dieser  Linie  y = r/(r) 
sein.  Es  wird  dann  für  die  ganze  Linie  sein: 

V»  (x)  = /*(x+yi)  = f[x-^i  f (*)]. 

^{x)  aber  ist  dann  eine  Fnnction  mH  reeller  Variable  *,  lUr  die  das  Graagte  voll- 
st&ndig  gplt.  Der  Differcnzialquotioot  auf  der  Linie  wird  n&mlich  sein: 

lim  V' Wj _ ]jn,  f |'[z4-y—  « y (»+»')]  ~ /'[^+»  q W] 

Im  Anschluss  an  die  oben  gemachte  Bemerkung  beweisen  wir  noch  den  Satz : 
II.  „Wenn  /“'(*)  continuirlich  ist  für  einen  Punkt V,  so  sind  die  Werthe: 
^(x+k)— ßx) 


immer  einander  gleich,  wenn  die  unendlich  kleinen  Gröesen  und  y einen  reellen 
Quotienten  haben.“ 

Beweis.  Sei  fA—ta  und  wo  s und  f ganze  Zahlen  sind.  Diese  Qlei« 

ebuagen  sind  immer  su  erfüllen,  wenn  — einem  Bruche  gleich  ist.  Wird  — 

irrational,  so  kann  man  immer  ein  « finden,  derart,  dass  beide  Gloichnngen  bis 
zn  einer  beliebigen  Grenze  der  Genauigkeit  erfüllt  sind.  Man  hat  nun: 


_ 1 r/‘(x  + »n)— + < — Itt)  . ^(x+ i- !«)—/'(*+»  ^ 

la  " s L a « 


d.  h.: 


_ 1 y>  (j.  ^ ^ f,  .^7^  „)  + . . . +^'(*)]. 
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Da  nun  f'(x)  continnirlich  und  n unendlich  klein  i>t,  kSnnen  die  Grfisaen 

/'  4- « — In) +f'(z+i—2)  . • • f'{*)  nur  um  eine  unendlich  kleine  Grösse  ver- 

schieden sein.  Man  kann  sie  also  gleich  seuen,  da  die  linke  Seite  der  Gleichung 
endlich  ist,  und  man  bat,  da  rechts  i Glieder  stehen: 

y a ’ 

und  ebenso  folgt; 

f,  a 

Da  diese  Gleichungen  bis  auf  beliebige  Grensen  der  Genauigkeit  selbst  dann  statt- 

finden,  wenn  - irrational  ist,  so  ist  unser  Satz  bewiesen.  Hieraus  folgt  aber 
y 

Auch,  das»  in  diesem  Falle  der  Differeniialquotient  /'(*)  nur  diejenige  Mehrdw- 
tigkeit  hat,  welche  der  Function  f(x)  selbst  lukommt,  so  lange  er  continnirlich 
und  das  VerhÜtniss  der  Vermehrungen  fi  und  y reell  ist 

Untersuchen  wir  jetzt  di«  Anzahl  der  möglichen  Werth«  desselben,  wenn 
dies  letztere  nicht  statthndet.  Sei : 

«=/■(*). 

wo  X eine  complexe  Zahl  ist.  Wir  wollen  derselben  einen  reellen  Zuwachs 
einen  rein  imaginären  ßi  and  endlich  einen  complcxcn  o+/Ji  geben,  wo  a und  ß 
reelle,  ins  Unendliche  abnehmende  Zahlen  sind. 

Wir  setzen,  nm  diese  Fälle  zn  nntcrscheiden: 


\<fs/  ßt 

Es  ist  dann  offenbar: 

«ft-i- r^(»+“+w-f(«+°)  I 

<fs~  L a+ßi  a+ßi  J 

- ’ 


da  ab«r  a unendlich  klein  ist,  so  kann  Setzen  wir  jetzt  voraus,  die  beiden 
man,  wenn  im  Differenzialqnotienten ^ und  seien 


All^meinen  der  Fall  ist,  continnirlich  glmch,  so  ergibt  sich  sogleich  auch: 
bleibt,  seuen:  ^ 


^ ^ “ *■ 

^ _ dz  a mithin  muss  der  Differenzialqnotient  ein- 

l4.^i  dcutig  (abgesehen  ron  der  Mehrdcutig- 

a keit  Ton  u)  nnd  wirklich  eine  bestimmte 


d.  h.  wio  auch  die  Fnnction  /*(s)  be- 
schaffen sei,  ihr  allgemeiner  Differon- 
lialqnotient  ist  eine  lineare  Function 
derjenigen  beiden,  welche  aus  dem  reellen 
nnd  dom  rein  imaginären  Zuwachse  ent- 
stehen, und  die  nach  dem  Vorigen  völlig 
bestimmt  sind.  Sie  hängt  ansserdem  nur 

noch  von  dem  Quotienten  ab. 

« 


Function  von  z sein.  Diese  Bedingung 
ist  nothwendig  und  ausreichend.  Func- 
tionen, welche  sie  erfüllen,  nennt  Cauchy 
monogen. 

Man  kann  aber  die  Bcdingang  der 
Monogenität,  d.  h.: 
du  _ 

7h  ~ \dt/ 

geradezu  in  die  Definition  einer  Fnnction 
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mit  anfnebmen,  Ea  wird  sich  bald  sei- 
geilt  alle  in  den  Elementen  tot> 
kommenden  Functionen  in  derThat  mo> 
nogen  sind.  Wir  werden  aber  fQr  alle 
Fonctionen,  die  wir  betracbten,  dies  ror- 
anssetsen. 

Wir  kommen  jetst  anf  Eigenschaften) 
die  den  Functionen  nnter  dieser  Bedin- 
gung ankommen. 

6)  Vom  Differenaiiren  mono* 
gener  Functionen. 

Die  folgenden  S&tee  gelten  nnr  für 
solche  Functionen  /*(»))  für  welche  der 
Differenxialquotient  eindeutig  ist,  oder 
wenigstens  für  jeden  Werth  von  f(i\ 
wenn  /'(z),  mehrdentigt  nnr  einen  Werth 
hat  Sie  gelten  also  für  jeden  eomplexen 
Werth  Ton  z nur  für  monogene  Functio- 
nen, dagegen  für  jede  Function,  wenn 
dieselbe  nnf  auf  einer  Linie  betrachtet, 


also  der  Werth  von  s =;  x-f  yi  durch 
eine  zweite  Gleichung  y = //  (x)  beschr&nkt 
wird.  Dann  nlmlich  ist: 

7 (J+Oj 

ebenfalls  nnr  eindeutig. 

Sei ; 

«=/'&). 

und: 

)=T(*).  , 

so  ist: 

du  , 

dx  p 

Aber: 

»(*  + »■)  = » W + K, 

alao: 


wenn  man  wieder  gleich  y aetat,  da  ea  beim  Differenaiiren  aal  den  Werth 
dea  Zuwachaea  Ton  7 (x),  welcher  hier  v ^ iat,  nach  onaerer  Vorauaaetaung  nicht 
ankommt.  Alao : 


du  ^ du  dy 

dx~  df  <bc'  ' 

d.  h.: 

L ,.Han  findet  den  Differenxiolqaotienten  nach  x von  einer  Function  Ton  y, 
wo  y aelbat  eine  Fnnction  ron  x iat,  wenn  man  w nach  y und  y nach  x diSeren- 
aiirt  and  beide  mnltiplicirt.“ 

Sei  jetat: 

*=^(y). 

nnd  mfige  aaa  dieaer  Gleichung  folgen: 

3=f  (*)>  • 

ao  iat: 

d«_,  _d/'(y)  ^_dx^ 

dz  ~ dy  dx  dy  dx' 

oder: 

^ 1_ 

dy 

dx 


n.  „Der  DifferenaialquoUent  Ton  x nach  y iat  der  umgekehrte  Werth  dea- 
jenigen  Ton  y nach  x.“ 

Ea  aei  jetat  eine  Function  Ton  mehreren  Tariablen  f{z,  y,  a . . .)  gegeben, 
ao  iat : *' 


df(*<  y,  z)  = f(x+dx,  y+dy,  z+dt)~f(x,  y,  a) 

zzf(x+dx,  y+dy,  t+ih—f(x,  y+dy,  a+dt)+/'(x,  y+dy,  a+da) 
y.  a+da)+/’(x,  y,  % + di)-f(x,  y,  a) 
_ y+t^.  a+da)  d f(x,  y,  a+da)  df(x,  y,  a)  ^ 

~ dx  , dy  dt  ’ 

oder  lalla  die  partiellen  Difforenaialquotienten  Ton  f{z,  y,  a)  iur  den  betrachteten 
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Funkt  continnirlich  sind,  wo  dann 


y+'V»  «+J») 


kleinen  Unterschied  Ton 


y.  ») 


dx 


ix 

haben  kann: 


nnr  einen  verschwindend 


d f 

oder  iochy  wenn  BUtn,  wie  früher  f seiet: 

OX  X 

df=dj+d^f+i^f. 

ni.  „Das  totale  DifTorensial  einer  Function  ist  gleich  der  Summe  der  par- 
tiellen Differensiale  nach  säromtlichen  Variablen.“ 

Hierbei  können  x,  y,  s von  einander  unabhängig  oder  abhängig  sein. 

Ist  s.  B.  yzzy  {x),  s = t^(x),  so  ist  au  seuen: 

dfix,  y,  + 

»fd<p(x) 


, -_J_  - 1-  V-.'  j- 

^d*.  dx  ^ 


also  auch: 


df^if  ifdy  if^ 

dx  "Fx  djf  dx  dt  dx' 


IV.  „Soll  der  Differeneialqnotient  einer  Fnnction  nech  x gefonden  werden, 
weldie  X eowobl  evolnte  «li  noch  andere  Qröeeen  entbilt,  die  Fnnctionen  toq  x 
sind , so  werden  die  Fnnctionen  so  oft  differeneiirt,  als  dergleichen  Fnnctionen 
vorhanden  sind,  nnd  twar  jedesmal  ohne  Räcksicht  auf  die  Übrigen,  so  dass  man 
sich  diese  als  constant  vorstellt,  soletit  alle  Thdlresnltate  addirt.** 


Von  diesen  S&uen  tollen  jeut  Anwendnagen  gemacht  werden. 
SelbstverstAndlich  ist: 


wenn  a constant  ist  Sei  rangchst : 

“ = /(*)  ± 7 (*)  ±V’(*)± 

so  ist: 


<<»‘_Iim|^/’(*+*')~/'W  I y(*+»’)~7(*)  I 


also; 


*_d/  , dtp 

dx  dx  — dx  — dx  — 

V.  „Der  Differenxialqnotieot  einer  Samme  oder  Differens  wird  gefonden, 
wenn  man  die  Differensialqnotienten  aller  Glieder  addirt  besüglich  sabtrahirt** 
Hierans  folgt  auch: 

^ [«+/•(«)]  _ ■</•(«) 

dx  dx  ’ 


wenn  a constant  ist.  Sei  ferner: 

wo  a eine  Constante  ist.  Han  hat  dann: 

d»  ,ax+r)-af(x)_  _df(x) 
dx  r dx  * 


also  wenn  man; 
aetet: 


/■(*)=J 
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<h 

dx  ~~  dx' 

VI.  „Der  DifTercnzialquotiont  de»  Products  einer  Function  von  f(x)  mit  einer 
Conetanten  ist  gleich  dem  Producte  der  Constanten  mit  dem  Differenaialquotienten 
der  Function.“ 

Sei  ferner : 

» = A*)  V(*)  V'W  • • •• 

io  ist  nach  SaU  IV.  erst  so  zu  differenziiren,  als  wenn  f(z)  und  9 (jt),  dann,  als 
wenn  f{x)  und  dann,  als  wenn  9 (x)  nnd  \p{x)  constant  w&ren;  also  mit 

BerÜckstchtignog  des  letzten  Satzes : 


^ = f(x),f(x)  ... 
oder  wenn  man; 


-+/■(*) 


-+'/■(•»)  'A(*) 


f(x)=v„  q(x)=e„  V'(*)=®» 


„r,  dC»!  ®.  0»  •••)_.  _ *i  . . _ 
Vn.  ^ _r,  r,  ..  . t>< 

Ans  dieser  Formel  Usst  sich  auch  leiebt 
der  Differeniialqnotient  eines  Qnotien-  get^t: 
ten  ableiten.  Sei: 


UV«  , UVa 

W = l,  VSiP 


3-  = t ^-+“'3"» 
dx  dx  dz 


dx  “ V ^ dx/' 

.iu\  du  dv 


Sei  jetzt: 


e,=t,  = »,= 


d(ie  ")  _ — n—  I <*“> 

d*  ~ dx' 

was  mit  Formel  IX.  Ubereinstimmt. 
Sei  jetzt ; 


wo  p nnd  q ganze  positive  oder  nega- 
tive Zahlen  sind,  so  ist  nach  IX. : 

»— I dt  q— 1 d» 


nnd  die  Anzahl  dieser  Grossen  gleich  is,  . 
so  folgt  für  jeden  ganzen  positiven  Werth  * ® ' 


»— I dt  q— 1 dte 

5-’ 


du"  n-f  dt 
IX.  -5-=«»  -p. 

dx  dx 

Diese  Formel  gilt  aber  anch  Tür  belie- 
biges n,  denn  sei; 

1 

*=¥• 

so  hat  man  nach  Formel  IX.: 


.-n-l  '■•e/ 


Aber  wenn  man  in  YIIl. : 


dto  _ p * dv 

dx~Y  <'*’ 

oder  ffir  » den  Werth  gesetzt : 

P £_,. 

eine  Formel,  die  ebenfalls  mit  IX.  über- 
einstimmt. Es  gilt  dieselbe  auch  noch, 
wenn  man  sich  statt  der  Irrationalzahl 
einen  Bruch  denkt,  dem  sie  sich  bis  auf 
eine  beliebige  Grenze  nähert.  Unser  Satz 
ist  also  nur  noch  für  imaginäre  Expo- 
nenten zu  beweisen,  ein  Gegenstand, 
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anf  den  wir  sogleich  tnrUckkoramen  Obgleich  also  Igy  cncndlich  viel  Wcrtho 


werden. 

Setzt  man  in  Formel  IX.  noch  v—x^ 


hat,  ist  doch  der  Differenzialqootient  dio« 
scr  Function  eindeutig.  Es  folgt  dies 


■0  wird  : 

aber  auch  schon  daraus , dass  sich  die 

dv 

verschiedenen  Werthe  von  Igy  nur  um 

alio: 

ü-  -1 
dx 

Constanten  unterscheiden.  Set  nun  n 

eine  beliebige  reelle  oder  imaginäre 

QrOsse,  so  ist : 

IX  a. 

<!(*")  «-I 

e 

3 

II 

*3 

dx 

also  wenn  man: 

Ferner  setzt  man : 

nlgo  = z 

1 , «fx 

e = l+— 1 

setzt: 

SO  ist: 

dt  « 

dr"  de*  dz  z dlgudo 
dx  dxdx”**  dv  dx 

dx  ” h’ 

e*  dv 

und  folglich: 

V dx 

. / - nx\i» 

d I 1+— I . . 

\ n/  «a?\n— I 

— ir  + • 

Mit  wachsendem  n wird: 

WM  sneb  a sei,  nnd: 

( 1 + -1" 

. <or\n— I V «/  ax 

IH ) =lim = e , 

n / « . <1* 


Da  aber: 


d(r")  n-l  * 

1-^  M |l 

dx  dx 


lim 


also: 

X. 

nnd: 


1 + - 


somit  ist  Formel  IX.  auch  f&r  complexe 
Exponenten  bewiesen. 

Sei  jetzt  der  Exponent  veränderlich, 
so  ist  wieder: 


ja 


also: 


dx 


:«e  , 


d{a‘)  _ de*  rft 
dx  ~ dt  5? 


oder  da: 

•r.  « 

Xo.  -7-  =e  • 

dx 

und: 

s=xlga, 

Der  Differenzialquotient  von  e' 
gleich  dieser  GrCsse  selbst. 

Sei  ferner: 

ist  also 

ist; 

dx 

**=y. 

also: 

*=lgy, 

xn. 

d{J)  X, 

"dT-“ 

so  ist: 

<^y 

Bei  den  Formeln  IX  a.,  X.,  XI.  und 
XII.  ist  folgende  Bemerkung  zu  machen. 
Dieselben  gelten,  wenn  man  die  ent* 

und  nach  Satz  II: 

^ - 1. 
rfy  " y’ 

d.  b.: 

^ey  _ 1_ 

<iy  ~ y' 


XI. 


sprechenden  Functionen  derart  differen* 
ziirt,  dass  der  unendlich  kleine  Zuwachs 
von  X aus  auf  irgend  einer  durch  x gc* 
henden  Linie , also  in  ganz  beliebiger 
Richtung  genommen  wird.  Da  nun  die 
Ausdrücke  des  DiCTerenzialquotienten  von 
dem  Zuwachs  unabhängig  sind,  so  sind 
die  entsprechenden  Functionen: 
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fl  a»  t / \ ^ 

* » • > lg  W,  « 

monogen.  Dasselbe  findet  nach  den 
Sätzen  V.  bis  VIII.  auch  mit  den  Som* 
men  f Diflerenzen,  Producten  und  Quo* 
ticnten  solcher  Functionen  statt. 

Es  lässt  sich  aber  auch  zeigen,  dass 
die  Wurzel  y jeder  Gleichung ^(ar,  y)=^0» 
wo  f nur  ans  einer  Verbindung  ron  x 
Dod  y mittels  der  sieben  Grundoperatio- 
Den  entsteht,  eine  monogene  Function 
sei.  Es  ist  nämlich,  da  diese  Gleichung 
für  jeden  Werth  von  x gilt,  auch: 

dx 

denn  setzt  man : 


*=*+*'-  y=Vx+. 

so  erhält  man: 


dx 


[/■[*+>'.  + y) 


]. 


und  beide  Glieder  des  Zählers  sind  der 
Kuli  gleich.  Aber : 

dx  dx  dy  dx  ' 

d.  h.: 


dy  _ dx 

<>y 

und  da  Zähler  und  Kenner  monogen 

sind,  so  wird  dies  auch  mit  ^ der  Fall, 
dx 

also  y monogen  sein.  — Diese  Bemer* 
kung,  dass  nämlich  auf  allen  uns  bis 
jetzt  bekannten  Bechnungswegen  mono* 
gene  Functionen  entstehen , rechtfer- 
tigt cs,  wenn  wir  von  jetzt  an  den  Be- 
griff der  Function  mit  dem  der  Mono- 
genität  ohne  Weiteres  identificiren. 


7)  Geometrische  Darstellung 
der  Bedingung,  welcher  die 
Functionen  complexer  Varia- 
blen genügen. 

Bei  jetzt: 

/■(*+yi)  = «+ir, 

WO  also  u und  v reelle  Functionen  von 
X und  y tind.  Es  ist  offenbar,  wenn 
man  srix+yi  nach  x und  dann  nach  y 
differenziirt,  also  im  ersten  Falle  y,  im 
zweiten  x constant  denkt: 


also: 


d.  h.: 


dt 

dx  ~ dt  dx-' 
dy  — dz  ' 

dy  ~ dx  * * 

^ du 

dy  *dy~*dx  dx’ 


also  da  der  reelle  und  der  imaginäre 
Theil  einzeln  gleich  sein  müssen : 

...  d« du 

nnd: 

du  d« 

dy  ~ dx 

Diese  Bedingungen,  welche  zwischen 
dem  reellen  and  dem  mit  i mnltiplictr- 
ten  Theil  von  /*(>)  gelten  müssen,  sind 
nothwendig  und  ausreichend,  damit  die 
Function  monogen  sei. 

Wir  wollen  dieser  Bedingung  noch 
einen  geometrischen  Ausdruck  geben. 

Ebenso  wie  wir  uns  früher  eine  Ebene 
gedacht  haben,  auf  der  jedem  Werthe 
Ton  s ein  Punkt  entspricht , dessen  Co- 
ordinaten  x und  y sind,  können  wir  uns 
eine  zweite  Ebene  denken , deren  ein- 
zelne Pnnkto  den  Werthen  von  f(i)  der- 
art entsprechen , dass  das  zu  f(t)  gehö- 
rige V und  V bezüglich  Absetsse  und 
Ordinate  des  entsprechenden  Pnnktes 
sind.  Ist  f{z)  eine  mehrdeutige  Func- 
tion, BO  wird  jedem  der  n Blätter,  auf 
welchem  wir  uns  t denken,  auch  ein 
Blatt  für  f{i)  entsprechen.  Die  Ebene, 
auf  welcher  die  Punkte  z dargestellt  sind, 
wollen  wir  die  erste,  diejenige,  auf  wel- 
cher f(z)  dargestellt  ist,  die  zweite  Ebene 
nennen.  Zu  jedem  Funkte  z auf  der  er- 
sten, gehört  dann  ein  Pankt  f(t)  auf 
der  zweiten  Ebene. 

Fixiren  wir  jetzt  drei  Punkte  auf  der 
ersten  Ebene,  o,  b und  c,  welche  nicht 
in  grader  Linie  liegen,  and  nehmen  wir 
an,  dass  die  Entfemnng  je  zweier  dieser 
Punkte  verschwindend  klein  sei.  Seien 
X,  y die  Coordinaten  des  ereten  Punk- 
tes <1,  x-|-d!r,  y+dy  die  des  zweiten  6, 
x+dxj  y+dy  die  des  dritten  Punktes  c. 
Die  Entfernung  ist  dann  bekanntlich: 


^ ^(*+yi)  _ ab-y{dx*-^dy% 

dx  dx  dy  ~ dy“**  die  Entfernung: 

also:  «c=y(tfx*-h*fy*) 
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nnd: 

hc=  Jx)’  + (</y— tfy)*. 

Diesen  drei  Punkten  entsprechen  nun 
auf  «icr  iweitcn  Kbene  ebenfalls  drei, 
A.  i{,  (\  deren  Coordinaten  wir  bezeich- 
nen bezßgiich  mit: 

«. 

u-\-dUy  f + rfr, 
u + Jm,  r + Jr, 
nnd  man  hat: 

/IC- V(dii* -f.fr»). 


«C=y(*i-<fu)’+  (rfo- <te)*. 

Da  aber  w nnd  r Fnnctionen  von  x and 
y simi,  80  hat  man: 

dw  dw 

, dr  , du  , , ’V 

■'  ' - 

' i ^ ^«4  j3 

oder  wegen  Gleichung  1):  .14.» 

du  du 

woraus  sich  dann  ergibt: 


Ganz  ebenso  folgt: 


d.  h. : 

ABt  HC  : Ar=ab:bct  flf, 

oder: 

„Wenn  drei  unendlich  nahe  Punkte  auf 
der  ersten  Ebene  in  einem  Dreiecke  lic* 
gen,  so  liegen  die  entsprechenden  Funkte 
auf  der  zweiten  Ebene  in  einem  Dreiecke, 
welches  dem  ersten  ähnlich  ist,  falls  die 
Entfernungen  unendlich  klein  sind/* 

Da  man  nun  jede  Figur  in  Dreiecke 
theilcn  kann,  so  entspricht  überhaupt 
jeder  von  beliebigen  Punkten  z gebilde- 
ten, unendlich  kleinen  Figur  der  ersten 
Ebene  eine  von  den  entsprechenden  Punk- 
ten f(z)  gebildeten  ähnliche  Figur  auf 
der  zweiten. 

Wenn  irgend  einer  Figur  auf  einer 
Fläche  eine  andere  auf  einer  zweiten  so 
entspricht,  dass  die  unendlich  kleinen 
Theile  beider  entsprechend  ähnlich  sind, 
so  jedoch,  dass  die  Verhältnisszahl  nicht 
für  die  ganzen  Figuren  dieselbe  bleibt, 
so  nennt  man  die  Figuren  Abbildungen 
von  einander.  Eine  monogenc  Function 
f(t)  hat  also  die  Eigenschaft,  dass  ihre 
Darstellung  eine  solche  Abbildung  der 
Variable  s ist.  Denke  man  sich  z.  B. 
eine  Schaar  von  graden  Linien  gezogen 
in  der  ersten  Ebene,  welche  der  Axe 
der  a,  und  eine  zweite,  welche  der  Axe 
der  y parallel  ist,  so  werden  daraus  un- 


endlich viel  kleine  Rechtecke  entstehen. 
Jedem  derselben  entspricht  au  1 der  zwei- 
ten Ebene  ebenfalls  ein  Rechteck.  Je- 
der der  graden  Linien  aber  wird  im  All- 
gemeinen eine  Cnn'e  auf  der  zweiten 
Ebene  entsprechen.  Mau  hat  also  alz 
Abbildung  der  zwei  Schaaren  sich  recht- 
winklig schneidender  graden  Linien  zwei 
Schaaren  sich  rechtwinklig  schneidender 
Curven.  Die  Gestalt  der  ersten  beiden 
Schaaren  bedarf  natürlich  keiner  weitern 
Veranschaulichung.  Zeichnet  man  daher 
für  alle  Werthe  von  s die  Schaaren  von 
Curven,  welche  vorstcllen,  so  bat 
man  eine  bildliche  Darstellung  des  Gan- 
ges der  Function,  und  wenn  man  zu  ir- 
gend einem  Funkte  Absoissen  und  Or- 
dinaten  zeichnet,  so  geben  deren  Län- 
gen den  reellen  Theil  u und  den  mit  i 
roultiplicirtcn  Theil  v des  entsprechen- 
den Punktes  von  f(z)  an. 

Es  lässt  sich  aber  auch  zeigen,  dass 
für  jede  Abbildung  einer  Ebene  a^  eine 
andere  die  Gleichungen: 

du ^ dt»  de  — d« 

dy  — dx’  dy~  ^ 

stattHnden , wo  die  obem  nnd  nntem 
Zeichen  einander  entsprechen.  Im  Falle 
der  obem  Zeichen  erhält  man  dieselben 
Gleichungen  wie  im  Falle  der  untern, 
wenn  man  u nnd  e,  also  die  Axen  rer- 
tauscht.  Es  ist  also  eine  Function  von 
s vollständig  definirt,  indem  man  sagt, 
sie  sei  die  Abbildung  der  Variablen  s 
auf  einer  Ebene. 

Wir  beweisen  daher  noch  den  obigen 
Satz. 

Eine  beliebige,  unendlldi  kleine  Länge 
zwischen  den  Funkten  x,  y und  x + A, 
y-f  A ist  gegeben  durch  den  Ansdruck: 
V(<ix>  + </y*)  = y(*»  + f). 

Die  L&age  einer  Linie,  deren  EndpnnkM 
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M,  e nnd  •'  in  Coordintten  haben, 
nnd  welche  nia  die  Ahhildnngen  der  ohi- 
gen  Punkte  betrachtet  werden,  iat; 

Was  imn  anch  h nnd  k seien,  so  muss, 
wenn  Aehnlichkoit  der  unendlich  kleinen 
Figuren,  welche  besfigltcb  x,  y and  w, « 
nmgeben,  stattfinden  soll,  die  Gleichung 
erfflllt  sein: 


cos  « 

also  nach  Formel  VIII.  des  Abschnitt  5)t 

siox  cos  X 

, cosx — sinx— 

a tg  * dx dx 


l’  , 1,  + ^“  tV 

' \dx  dy  / 

= #V(A*+*’). 

wo  M von  k und  k unabb&ngig  ist.  — 
Erhebt  man  ins  Quadrat,  und  setzt  die 
mit  A*,  A* , A,  A mnltiplicirten  Glieder 
einzeln  gleich,  so  kommt: 

dw  dl»  d«  dü 

dx  djf  dx  dy  ’ 

d.  b.: 

•'u  . dw__  /dt»  . dr\ 

dx"^*  djf  ” ^ \dy  * dx/’ 


cos  x*  + tinx* 

as ; , 

COBX^ 

d.  h.: 

1 

dx  cosx** 

Ffihrt  man  noch  ein  die  Grßssen  cot  x, 
secx,  cosecx,  durch  die  Gleichungen: 

1 1 

cotx  = — , secx  = , 

tgx  cosx 


so  gibt  die  Formel: 

d-  -I 

u du 


u _ du  _ 1 du 

dx  ~ dx  ~ n*  dx' 


ih_  du  du dt 

dy  dy~  — dx' 

wie  oben  getagt  wurde. 

8)  Vom  Dirfereniiiren  der  tri- 
gonometrischen Functionen, 

Die  trigonometriaehenFunctionen  lassen 
sich  immer  anf  ExponentialgrOssen  sn- 
rflckfllbren,  jedoch  wird  et  gut  sein,  hier 
noch  ihre  Differensialqnotienten  aniu- 
geben. 

Es  ist  nach  Formel  X.  des  Ab- 
schnitts 6): 

und  da  man  hat: 

s*  * = cos  X 1 sin  X, 

d cos  X , . dsinx  , 

— 3 r»  — 3 — =seosx— sinx. 

dx  dx 

Da  aber  der  reelle  nnd  der  mit  i mnlti- 
pUdrte  Theil  einieln  gleich  sind: 

deosx  dsinx 

— 3 — =— sinx,  — j — =cosx. 

dx  dx 

Es  war  ferner: 


deotx 

1 1 

dx 

tgx*  cosx*’ 

dcotx__ 

1 

dx 

sin  X*’ 

d sec  X 

1 

dx  " 

• sin  X, 
cosx* 

dsecx_ 

dx 

:secxtgx, 

deoseex 

1 ‘ 

^ iWM 

dx 

sinx» 

d coiec  X 


= — cosec  X cot  X. 

c 

arcsinx=5T, 

ainy=x, 

dx 

dy  _ 1 

dx  coty' 
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d arcsinc  _ 1 

Es  ist  ntmlich; 

cos  y = y(l  - »in  y’)= V(1  — *’)• 
Sei  ferner: 

arccosx=y, 


ist:' 


darctgx 1 

~dl  l+x* 


Da  übrigens: 


»1 


arceotx  = .^ — arctgx 


also; 


cosy =x, 

dx  , dy  1 

j..  » dx  sin  y 


ist,  BO  bat  man  anch: 
(f  arc  cotx 


dx 


1+x* 


-•fr 

T 
..  a 
■VrO 


<fy 
d.  h.; 

d arc  cos  x 1 

di  “ " V(l-x>)' 

Ferner: 

arctgx=y  und  tgy=x, 

1 

dy  ~ cosy* 
nnd  da: 

, 1 1-1 
Bccy*  1+tgy*  1+** 


Koch  ist: 


arc  sec  arc  cos  — , 


also: 


d arc  sec  x 


d — 

X 


du 

^=cosyV 


also : 


d arc  sec  x 


l+igy’ 

arc  cosecj: 

dx 


dx 


d arc  sin  — 


dl 

X 


*K**-i)‘ 

•r 


also : 


dx* 


d arc  cosec  x 


dx  ~ xV(*»-l)* 

Diese  Formeln  scigeny  dass  sämmtliche  Arcus  so  Differensialqnotlentcn  algebraische 
Functionen  haben,  welche  nur  eine  Quadratwurael  enthalten.  Die  von  arctgx  und 
arc  cot  X aber  sind  sogar  eindeutig,  wie  der  Differensialquotietit  einet  Logarithmua. 

9)  Höhere  Diffcren  zialquotienten. 

Die  vorigen  Betrachtungen  rechtfertigen  es,  jeden  Differensialquotienten  r (*) 
als  eine  Function  von  x tu  betrachten,  denn  es  ist  derselbe  bis  auf  einaelna 
Funkte  (oder  höchstens  Linien)  continuirlidi,  und  kann,  falls  die  Function  mono* 
gen  ist,  wie  wir  vorausieueny  keine  höhere  Mehrdeutigkeit  haben  als  /(x)»  wie 

dies  augenblicklich  aus  dem  Ausdrucke:  folgt,  r Offenbar  sind, 

damit: 

df(x):xf{xd'y)-nx) 

in  der  Thai  unendlich  klein  bleibt,  wenn  die  Function  mehrere  Werthe  hat,  nur 
die  entsprechenden  Werthe  /i(x  + *')  und  (x)  mit  einander  su  verbinden,  da 
X.  B.  (x  + i")  und  (x)  einen  endlichen  Unterschied  haben.  Ausgenommen  sind 
hiervon  die  mehrfachen  Punkte,  wo  f^(x)=:/‘^(x)  wird,  und  in  solchen  kann  man 
in  der  Tbat  seuen: 

oder  r w ’■  . ; 

Es  wird  also  in  einem  solchen  Punkt  der  Differenslalquotient  im  AllgemeiDen 
auch  einen  mehrfadten  Punkt  haben,  wenn  auch:  ^ ' 


Tgitizoüby 


le 
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ist.  Jedoch  kann  ein  solcher  Pnukt  anch  mit  einer  DiscontinaiUt  verbunden  sein. 
Wir  wollen  dies  an  swei  Beispielen  zeigen. 

Die  Function: 


hat  für  x = 0 einen  Doppelpunkt,  und  es  ist: 

rfx“*  * ’ 

ein  Ausdruck,  der  ebenfalls  für  a:  = 0 einen  Doppelpunkt  hat.  ~ Sei  jetst  y 
bestimmt  durch  die  Gleichung: 

y’-2Ax)-y + ['/(*)]’=  0, 

wo  f(x)  und  (f  (x)  eindeutige  Functionen  ron  x sein  sollen,  Rs  ist  dann: 

y=/'«± /[/•«]'-['/ (x)F. 

Beide  Werthc  haben  immer  einen  endlichen  Unterschied  von  einander,  ausser  in 
den  Punkten,  wo: 

/•(x)  = ±,(x), 

also: 

y.=y.=/'(x) 

ist.  Diese  Punkte  sind  also  Doppelpunkte.  DiiTerenziiren  wir  jetzt  unsere  Glei- 
chnng  nach  x,  so  kommt: 


d.  h.: 


_yr(x)-y(x)»'(x) 
dl  y-f{x) 


In  den  Doppelpunkten  aber,  wo  y = ^(x)  war,  wird  ^ unendlich  gross,  es  tritt 
also  in  der  That  Discontinuitkt  ein. 

Es  ist  sonach  gerechtfertigt,  einen  Differenzialquotienten  wieder  zu  differen> 
ziiren,  und  wir  bezeichnen  dies  durch  folgende  Ausdrücke : 

und  dieser  Ausdruck  heisst  zweiter  Differenzialquotient  von  /'(x)nach  x genommen, 
ferner : 


^ dx’  ~ dx 


<ir“  <** 

Durch  diese  Formeln  sind  die  höhern  Differenxialquotienten  einer  Function  von 
einer  Variableo  völlig  definirt. 

In  gleicher  Weise  lassen  sich  aber  auch  die  Functionen  von  mehreren  Varia* 
bien  behandeln.  Sei  gegeben  f(x,  y,  z),  so  bat  man: 

»w— 

W/  ^_®dx*  dx**~* 

dx’  dx  ’ dx*  dx  ’ * ' 5x 

Mxn  kann  aber  anch  erst  nach  einer  Veränderlichen  and  dann  nach  der  andern 
differenziiren.  Wird  *.  B.  erst  nach  x und  dann  nach  y difFereniiirt,  und  dann 
nngekehrt,  so  hat  man: 

46 
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Es  l&sst  sich  aber  leicht  seigen,  dass  diese  Ausdrücke  gleich  sind.  Denn  ee  ist 

«V  ,.  /■(*+'•.  y) 

- • = hm — 

dx  y 


Derselbe  Ansdrnck  würde  sich  aber  auch  ergehen,  wenn  man  — bildet. 
Wiederholung  dieses  Verfahrens  vcrificirt  man  nun  leicht  die  Gleichnngen: 


Durch 


dx*  dy« 

„Wird  nach  mehreren  Variablen  difforenaiirt,  so  kommt  cs  auf  die  Ordnung 
des  DifTerenzürens  nicht  an.‘^ 

Es  ergibt  sich  nnn  leicht  die  Bedeutung  der  Formeln : 

f («■  y)  _ 

dx  dy  dy  dx 


d"+P/-(x,y)  _ d»"_  V* 

d***  dy^  dy^  dx** 

j"+y  + V(x.y,  z) ^ ^ r 

dx"<ydi»  di»lax"V'J 


Beispiel.  Sei : 
BO  ist: 


f(x,  y)  = iy>4-yr% 


d'f  d(y»  + 2xy)_ 


dx’ 


dx 


2y, 


Sy  = Ä(2y+2x)  = 2, 


Von  sämmtlichen  totaisn  und  partiellen  Differeniialgleichungen  gilt  noch  fol- 
gender  Satz: 

.,Ist  eine  monogene  Function  von  einer  oder  mehreren  Variablen  gegeben,  so 
sind  auch  alle  ihre  Diffcrenzialqnotienteii  monogen.“ 

Es  brancht  dieser  SaU  nur  für  den  ersten  Differcniialqnotienten  nach  irgend 
einer  Variable  bewiesen  zu  werden,  da  er  sich  durch  Wiederholung  des  Verfahrens 
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auf  DiCTercnzialqnotientcn  Ton  beliebiger  Ordnung  und  nach  beliebigen  Variablen 
erweisen  lässt.  — Sei  nun; 

» = *+y». 

und: 

/■(»)  = “+«. 

ferner; 

In  Abschnitt  6)  zeigten  wir,  dass  man  hat ; 

Aje  ' ^ ^ dy 

, . , . ««  , . dl> 


nnd : 


woraus  sich  dann  ergibt: 


Durch  Differensüren  folgt: 

dt*'  _ d*u  de' 
dy  dx  dy*  dx 

also: 


i'4-e'i=- 

. dtt  dr 

’ dy  + dy’ 

+ 

II 

df»  du 

**  dx  dy' 

a>K 

du'  __  d*e 

dx  dy’ 

dx  " dx  dy ' 

du'  _ de' 

~ dx’ 

dx  ***  dy  ’ 

de' 


welches  die  in  Abschnitt  6)  entwickelten  Gleichungen  der  Monogenit&t  sind, 
indess  folgt  dieser  Satz  auch  schon  aus  der  Betrachtung,  dass: 

also  die  Grenze  einer  Differenz  ist»  wo  der  Zuwachs  y als  constant  betrachtet 
werden  kann.  — Dieser  Satz  ist  nicht  mehr  richtig,  wenn  die  Function  discon- 
tinnirlicb  ist. 

Man  spricht  auch  von  böhem  Differenzialen,  und  definirt  sie  durch  die  Glei- 
chungen : 

d*r  f 

\ % f=  £{y 

dP.  . . . 

a.^dy? 

Auch  haben  die  Functionen  mehrerer  Variablen  totale  Differenziale  höherer  Ord- 
nung. Es  war  nämlich,  wenn  x,  y von  einander  unabhängige  Variable  sind : 

Hierin  sind  die  Vermehrungen  dx,  du  unendlich  kleine  von  einander  unabhängige 
Grossen,  die  man  als  constant  betrachten  muss.  Man  kann  also  mit  Anwendung 
derselben  Regel  auch  das  totale  Differenzial  von  df  bilden,  welches  mit  d^f  be- 
zeichnet wird,  indem  man  erst  nach  x nnd  dann  nach  y differenziirt : 
d*f  d*r  dV 

= rfy+^^y*. 


nnd  indem  man  >o  lortfährt; 


«• 
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d‘ f d'f  d‘f 

</.  f=  J <*.»  + 3 </x.  rf,+3  rfx  rf,.  + J ä,K 

Der  ganze  MechaniHmns  der  Rechnung  zeigt,  da«»  sieh  hierbei  die  BinoniialcoeffU 
cienten  als  Zahlenfactoren  einstellen-  Setzt  man  also: 

_ n(n_-l)  _«(«-^)  • • ■ ("-«  + !) 

"i-  ] . 2 ■ • ■ 1. 2 . ..f 

■0  hat  man : 

1)  s)= — ^rfi"+n, — i/r"  '</y4-"i  ^ 

dx” 


öx”  ^dy 


*)x**  ’tiy’ 


dx" 


+ • • • — <^  • 


Ks  kann  diese  Formel  auch  dargestellt  werden  durch  den  Ausdruck: 


2)  d"/-(x,  y)  = «//-+n,<V*  'V 


V^+---+V^- 


w'onn  man  auf  die  oben  eiogeführten  DiiTercnzialseichcn  achtet.  Symbolisch  kann 
diese  Formel  auch  geschrieben  werden: 


3) 


d"/-(x,  y)  = (a+d„  )"/•(*,  y). 


Der  Sinn  dieser  Bezeichnung  ist  der  folgende.  Es  werden  d und  d zunächst 

X y 

als  Grössen  betrachtet,  nnd  (d  -{-d  )’*  nach  dem  Binomischen  Satze  entwickelt, 
* y 

dann  aber  die  Bedeutung  der  Productc  d '•  d ^ * /‘(x,  y),  welche  sich  hierbei  ein* 

^ y 

Stollen,  derart  ersetzt,  dass  man  darunter  dasjenige  Differenzial  versteht,  welches 

mit  d ^d  ^ f(Xf  y)  bezeichnet  wurde.  Leicht  zeigt  sich  auch,  dass  man  in  glei* 

X y 

eher  symbolischer  Darstellung  hat: 

4)  rf"  /■(*!,  *,  . . . ®,)  = ('’x,  + *x,+  • • • +*X  )"/'(**>  *’  • • • *,)• 

Um  diese  Formel  zu  beweisen,  bemerke  man,  dass  der  gante  Mcchanisntus 
der  Ableitung  mit  diesem  übereinstimmt,  wenn  man  die  »te  Potenz  eines  Polynoms 

(uj4'W,“|-  ■ . . entwickelt. 

Indess  kann  man  die  Formel  4)  noch  auf  eine  andere  Art  direct  beweisen. 
Durch  wiederholtes  Differenziiren  erhält  man  nämlich  offenbar  Ausdrücke  von 
der  Gestalt: 

'r+*K  f+  . . 


al(0  endlich: 


dV=d  • f+A,f>  • d > d f+ 

Xj  X^  X*  X,  Xj 


• f f x^  x,  X < 


d X,  . . . X ) 

= ^ rfx.“*  dx.«. 

dx^^  dx^'  ...  dx^  * 

*'i  + “i+  . . . X,  =n 


dx 
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ist  und  die  Ausdrücke  xu  bestimmende  ZahlencocfficioDten  Torstcllcn.  — Man 

hat  also  in  der  That  einen  Ausdruck  rechts , wie  ihn  die  Entwickelung^  der  titen 
Fotcnz  des  symbolischen  Polynoms; 

angibty  und  es  kirne  nur  auf  die  Ueberclnstimmung  der  beiderseitigen  Coefflcien* 
ten  an.  Diese  lassen  sich  aber  ermitteln,  wenn  man  der  Function  f einen  be- 
stimmten Wertb  gibt.  Sei  demgemäss: 

/•(i,,  . x^)  = (a,x,+a,x,+  ...  +o^ 

wo  a„  a,  . . . Constnnten  voritcUen,  so  bat  man: 

df=n(a^x^+il,x^+  . . . +a^  ' («,  itr,+rt,  rfi,+  . . . +o^  dx^), 

JY=«(n-l)(o,x,+«,j-,+  . . . +a^  (a,dxt+a,dx,+  . . . +a^dx^), 

und  indem  man  so  fortf&hrt: 

J'f=n(H-l)  . . . 2^1(a^dx^+a,rix,+  . . . +a^dx^)\ 

Andererseits  aber  ist: 


d”'f 


dx 


— = *(«— 1)  . . . (w— «+l)(a,  *i+«,  x,+  . . . “•  »p**! 


also: 


n 


dxj***  . . , dx  * 
‘ * s 


- = «(.-!)  . . . 2-1 


also : 


d"/'  = o,“’  . . . * 

= !»!•(«,  dr.+rt,  d*,+  . . . +Bjrfx^)", 
und  diese  Formel  zeigt,  wenn  man  u,=a,dx,,  u,  = a,dc,  . , , setzt,  dass 

mit  dem  CoefBcienten  Ton  ‘ * in  der  Entwickelung  tod(«,+u, 

4-  • . . +W,)'’  übcrcinstimmt,  was  zn  beweisen  war. 


10)  Transformation  der  Differentiale  nnd  Di  ff  er  enz  i al  qn  o- 
tienien.  Vom  D iff c renziiren  nnentwickelter  Functionen. 


Ist  eine  GrCsse  nicht  entwickelt,  sondern  dnreb  die  Gleicbnng  gegeben ; 


/■(■t.  j)  = 0, 

so  kann  man  ihre  versebiedenen  Differentiale  nnd  Difforenaialqnotienten  durch 
Differenziiren  dieser  Gleichung  finden , wobei  dann  x und  ^ nicht  von  einander 
unabhängige  Veränderliche  , sondern  y als  eine  Function  von  x tu  betrachten  ist. 
Offenbar  sind  unter  dieser  Voranssetanng  sämmtliche  Diffcrenaialqnotienten  von 
f(x,  y)  gleich  Null.  Also  wenn  man  setzt: 


d«y_ 


dx’ 


=y" 


dx»  ^ 
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r + '/»-»■ 

?Lf+2  ilcV+  Lv.+|f,"=o, 

dj;*  ^ dx  Sy  ^ ^ Äy’  dy  ^ 

..M 


‘!V+3  V + 3 /•+— ^'*+8  y"+3^V/'+^  »'"  = 0 


Die  erste  Gleichung  gibt; 


dy 


ScUt  man  diesen  Werth  in  die  zweite  Gleichung  ein,  so  kann  man  daraas  y", 
durch  Einsetzen  beider  Werthe  in  die  dritte  y"'  u.  s.  w.,  also  alle  Diffcrcnzial- 
quoUenten  von  y nach  x erhalten. 

Statt  des  Aufsuchens  des  Diffcrenzialquotienten  kann  man  auch  das  Differen- 
zial rfy  finden.  Es  ist  dabei  zu  berücksichtigen,  dass  dy  = ~dxy  also  rfy  und  alle 

X 

höheren  Differensialquotienicn  d*y  , . , Functionen  von  x sind,  dagegen  war  x 
als  nnabhftngige  Variable  betrachtet;  es  ist  also  dxzzi^  constant  zn  denken,  und 
daher  J^x  = d*x  . . . r:0  zu  setzen.  Man  hat: 


^ dx+^  dy  = 0, 
ox  oy 


dJJ 

dx 


*c>+2 


dxdy 


. Seien  jetit  zwei  Functionen  von  x und  y gegeben  durch  die  Gleichungen : 
/•(*,  y,  »)  = 0,  /■,  (x,  y,  t)=0, 

80  sind  dy^  dz  als  Functionen  von  x zu  betrachten,  und  man  hat: 
^Idx+^dy+^^Jz  = 0, 


dx 


^.V 

woraus  sich  ^ und  ^ durch  AnflSsen  von  linearen  Gleichungen  ergeben.  Ferner; 
dx  dx 


d»/- 


dv 


dv 


«y 


dii  *^’+2  ‘'y  <^+2  37t  ■'*+2  dTt  '"'+d7» 


dv 

ds> 


dz‘ 


dr  df 

+ d^'’y+df‘'’*=o- 

und  eine  thnlichc  Gleichung,  welche  aus  dieser  entsteht,  wenn  man  f mit  ver- 

d^u  d^ i 

tauscht.  Beide  geben  d*v  ond  d*2,  also  durch  Dividiren  mit  rfx*  : -r — . 

Auch  h&tte  man  gleich  so  differensiiren  können,  dass  man  statt  der  Differenziale 
die  Differcnzialqnoticnten  genommen  hätte,  was  natürlich  dasselbe  Resultat  gibt. 
Ganz  ebenso  verfahrt  man,  wenn  mehr  als  drei  Variablen  Vorkommen,  also  wenn 
man  n— 1 Gleichungen  mit  w Variablen  hat. 

Sacht  man  ans  den  Gleichungen: 


Digilized  by  Coogle 


Quantität. 


711  Quantität. 


oar  die  ersten  Differenziale  oder  Differcnzialqaotientcn,  so  hat  man  die  Gleicbnn* 
gen  anfzttlösen: 


Ofn-< 


<1x, 


<£x,+- 


dx. 


Setzt  man : 


+ 


tL. 

dx 


dx^=0. 


^ dx,+^/i  dx,+  . . . dx  =0, 

dx.  ‘ dx,  * dx^  » 

* “ fl 


...  4- 


dx 


<2x  =:0, 


dXj 

und : 


• • dx,~“‘ 

' ’ ' — II  ' ' 

’ dx,~  ’ 

. . . 

(ii—  t) 

«,(•-■) . . . 

u 

*•* 

(')„  (0 
J-  1 

■ • • “s-1 

, («-') 

• • • 

dx^  « 


-,+  l -f+l 


fl  fl 


*+t 


(«-») 


90  erhält  man  bekanntlich  all  AnflOsungen: 

dx,  : dx,  : dx,  . . . :dr^=r,  : i>, : • • • ' V 

Ist  aber  die  Aniahl  der  Variablen  noch  n,  di«  Ansahl  der  Gleichungen  klei- 
ner als  n— 1,  etwa  gleich  n— s,  so  kJnncn  «-i  Grossen  als  Functionen  der  i 
übrigen  betrachtet,  und  die  totalen  oder  die  partiellen  DiEFereniiale  abgeleitet 
werden. 

Letzteres  geschieht,  Indem  man  von  den  unabhängigen  Variablen  alle  bis  auf 
eine  als  consWnt  betrachtet  Also  x.  B.  wenn  nur  eine  Gleichung  mit  drei  Va- 
riablen  gegeben  ist: 

/■(*■  y.  0=0, 

kann  man  y und  s als  Functionen  von  x betrachten.  Man  hat: 


dx"^  ds  dx  ’ dy  ^ di  dy 


dx*"^  dx  dx  dx  dt*  \dx/  dx  dx* 

"21+2  ('-V-f  ^ —=0, 

dys'^^dy  dl  dy  ^ dt’  Vdy/  dl  dy’ 
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und  wenn  man  die  erste  der  Gteichaiigen  nach  y oder  die  eweito  nach  x diffe- 
rensiirt: 


b*f  bz  b^f  bz  b*fbzbz  bf  bU 

bx  dy  djc  d»  dx  dy  d»  dy  ds*  dx  dy  d » dx  dy 

Aas  diesen  Gleiehnngen  ergibt  sich: 

d»  dz  d*s  d*s  d*j 
dx  dy’  dx*’  dxdy’  dy* 

Sollte  man  dagegen  die  totalen  Differenziale  von  t finden,  so  hat  man: 


df 


äi?  '^’+2  ^ dx  dy+2  ^ dx  d.+2  dy  *+—  rfy*  + — *« 

Hf 


aus  welchen  Gleichungen  sich  ds,  d*z  . . . ergibt. 
Seien  jetzt  gegeben  die  Differcnzialquoticnten : 


+ äf'’‘=o. 


dv  d’v  d’v 


Es  soll  statt  der  unabhängigen  Veränderlichen  x eine  andere  w eingefhhrt  werden, 
welche  gegeben  ist  durch  die  Gleichung: 

» (»1  yy  «)  = 0. 

Da  » nnabh&ogigo  Veränderliche  iat,  eo  hat  man: 

dy  = ^da,  äx  = ^du, 

also : 


dy  du 
dx"^  dx  ’ 

du 


ferner: 


dx»  “ 


d-^ 

_ dx  _ \du  du/  _ du  du»  du  du^ 
dx*  dx  dx  ' 

du  \du/ 


K'^V  j-q  ^ V 

du/  du*  du  du*  du  du*  Vdu*/ 

dx  dy  d»x'1  /dx\» 

du  du  du»J  ‘ \du/ 


Aus  diesen  Gleichungen  schafft  man  fort  die  Grossen  x, 
Gleichung: 

» (*.  ,y.  «)=o, 

und  ihre  Differenaialqnotienten : 

^ 4.  '2z.  I ^1-n 

Ox  du  dy  du  du  ’ 


dx  d*x  d»x  , , 

3“'  3^  durch  die 

du  du»  du» 
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£>  ^ (•‘»y,  ^ , 9 ( 'f  '‘y 

ix'  \duf  Äyi  \du/  Oi»>  \ix  dy  du  du 


d*tf, 

fix  d« 


äx 

du  ^ dy  du  du 


dijp  d*x 
dx  du* 


dy  du*  " 


E.  Kind  dann  ^ • ausgedrückt  durch  y.  ^ ,i,o  * »jilig 

eliminirt. 


Sollten  I-*. 

dx  dx* 


d% 


V*  l/y  l/y- 

Veränderlichen  a:,  y nan  I,  «i  mittels  der  Gleichungen: 


gegeben  sein,  und  statt  der  unabhängigen 


(f{x,  y,  s,  u,  f)=0,  v.(x,  y,  2,  II,  |)  = 0 

emgeffihrt  werden,  so  wäre  dies  Verfahren  nur  za  wiederholen,  indem  man  erst 
X und  dann  y als  unabhängige  Variable  betrachtet,  also  im  ersten  B'alle  v,  im 
zweiten  x constant  denkt. 

Man  hat  dann  au  setzen  a.  B. : 
dz_dsdt  dsd« 
dx  dx  dx  d«  dx' 

^ /^y  I o_?l^  ^ 4.  (—Y^  dz  du  dz  d>ti 

dx*  dt*  \dx/  dt  du  dx  dx  \du*/  \dx)  ^ dx*  dü  d^ 


nnd  die  Grdssen : 


dl  du  d*  I d>« 

dx*  dx’  dx*’  dx*’ 

sind  za  eliminiren  mittels  dieser  nnd  der  Gleichungen : 
dff-  I ^ dy  d I d ^ du 

dx  dt  dx  dt  dx  du  dx~^  ’ 

nnd  der  ähnlichen,  worin  0 an  die  Stelle  von  y tritt,  sowie  den  höheren  Diffe« 
renzialcn  der  Gleichung  y = 0 und  0=0. 

Für  die  Diffcrenzialqnoticnten  nach  y finden  natürlich  ähnliche  Gleichuo* 
gen  statt. 


Seien  jctit  gegeben  wieder  die  Grossen  Es  soll  nicht  allein 

. dx  dx*  dx* 

die  unabhängige  Variable  x,  sondern  auch  die  abhängige  ersetzt  werden  durch  v 
und  u mittels  der  Gleichungen; 


y»  «>)  «)s=0,  0(x,  y,  e,  u)  = 0, 

u aber  unabhängige  Veränderliche  sein.  Durch  Dififerenziiren  dieser  beiden  Glei- 
chungen nach  « erhält  man  zwei  Bezichangen  zwischen  ~ , und  durch 

du  du  du 

abermaliges  Differenziiren  wieder  zwei  zwischen  , . Man  kann 

OM*  du*  du* 

also  in  den  eben  gefundenen  Ausdrücken  für  . . . die  darin  vorkora- 

, _ dx  dx* 

menden  Grössen: 


dy  dx 
du'  du' 


ansdrücken  durch  t»,  r, 


</»  rf*x 
du’  du*  ' * *’ 


d*y  d*x 
du*'  du* 

so  dass  X nnd  y völlig  eliminirt  sind. 
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Ebeo(»o  verfährt  man,  wenn  mehr  als  eine  unabhängige  Variable  gegeben 
ist.  — Als  Beispiel  diene  der  Fall,  wo  man  bat: 
dr  dr  dr 
dx*  dy’  dl* 

ond  diese  Grossen  ersetzt  werden  sollen  durch  die  DifTerenzialquotienten  von  r 
nach  w,  e,  r,  wenn  gegeben  ist: 

“ = /■(*!  y.  *).  v = <i  (x,  y,  z),  a = ,/,{x,  y,  »). 

Es  ist: 

dr dr  du  dr  dp  dr  d ip 

dx  d«  dx  dp  dx  d »c  dx  ’ 


dx  ' 


* dx* 


dp 

dx 


dx  * 


dtc 

dl 


d f/» 

’ dj’ 


dr  dr 

und  indem  man  ebenso  mit  'r*  ^ verHLbri,  erhält  man : 

dy  oz 

dr  dr  d f dr  dy  dr  d^ 

dx  du  dx  dp  dx  dfp  dx  * 

dr  drdf 
d^  du  dy 


Aus 


IT,  ti 

dx'  dx  ’ 


h ' 


- ^^4. 

" dj  d»  ' 

lässt  sich  X,  y,  z climiniren  mittels  der  Werthe  von 


u,  p und  tp. 

Haben  aber  die  GloichuDgen,  ans  welchen  x,  y,  s zu  bestimmen  ist,  die 
Gestalt: 

x = /‘(m,  r,  «•),  y = y(«,  p,  it),  t = r,  w), 

so  findet  man  ^ folgende  Gleichungen : 

dx  dx  dx  dy 

dx  d/"  du  d/"  dp  d^  dir 

dx  '*  ~ du  dx  dp  dx  dw  dx  * 

vy  ^ d y,  du  d y dp  d y.  d *p 

dx  du  dx  dp  dx  die  dx* 


«Z 

dx 


dl// du  d0dp  dtp  dte 
~ du  dx  dp  dx  du?  dx  * 


drei  Gleichungen,  welche: 

du  dp  d u: 
dx’  dx’  dx 

Ebenso  erhält  man  mittels  der  Gleichungen: 


geben. 


dx 


= 0, 


nx  . 


du  dp  dir  , du 
beiBglich  3^,  ^ und 


^ = 0. 

Oy  Oy 

^-0  --1 
dt-'^'  dz~^' 

du 

1%' 


__  ^ 

ds'  d2* 

Wären  endlich  gegeben  die  Gleichungen : 

f{i,  y.  z,  «,  e,  »)  = 0,  V = 0,  ^^  = 0, 

wo  if  und  Ip  ebenfalls  alle  6 Veränderlichen  enthielten,  so  hätte  man: 

tl  ^'11—  + — 

dx  üu  dx  dp  dx  dip  dx  ’ 
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ritf  du  dx>  dtf.  dw 

dx  dw  dx  öf)  t)j:  ^ <3ip  dx 


d%}f  dtp  du  d\p  dt  d\p  dw 

dx  dv  dx  dw  dx 


dx  du 


n ..  MW  MV  V IT 

*ur  Bestimmane  von  — . t-.  t— . 

dx  dx  dx 

Die  DifTerenziolqaotienten  nach  y und 
2 ergeben  sich  gans  ebenso,  wenn  man 
überall  statt  nach  x,  bezfiglich  nach  y 
und  s differcDziirt. 


Sei  in  für  x = «: 

y (x) 

f(€t)  = <f(a)  = 0, 

so  setzt  man  zunächst  n+y  für  x,  wo 
y eine  beliebig  kleine  Grosse  ist.  Man 


Die  höheren  Diffcrenzialqnotienten 
von  r sind  ebenso  zu  finden,  wenn  man 

die  Werthe  von  ^ unter  der 

dx  dy  dz 

Berücksichtigung,  dass  r eine  Function 
von  tf,  e,  M»,  diese  Grössen  aber  von  r, 
y,  2 abhängig  sind,  differenziirt , und 
ebenso  mit  den  Differenzialquotientcn  von 
f*  y,  tp  verfährt. 

11)  Auffindung  der  Werthe 
einer  Function,  welche  unter 
unbestimmter  Form  erscheinen. 

Unbestimmte  Formen  in  der  Analysis 
sind  unter  andcrm  die  Ausdrücke 
00 

— , da  jede  endliche  Grösse  « mit  0 mul- 
00 

tiplicirt  0,  and  mit  ao  multiplicirt  oo 
gibt.  Es  folgt  also  hieraus : 

o-0=:0,  oder  « = }, 


hat  dann: 

nx)  _ /(«+.) 

<f(x)  (/(a+f)’ 

oder  da  man  vom  Z&hler  und  Nenner 
die  Terschwindenden  GrSssen  f(n)  nnd 
>/  (n)  abzieben  kann ; 

nxj^ 

V (*)  V (o+Q-oi!«)’ 

y 

Für  Zähler  nnd  Nenner  kann  man  aber 
ihre  Grenzen  für  verschwindend  kleines 
ri  schreiben,  und  hat  Tür  x=o: 

tw  - CM 

y(x)  y'(«)’ 

Uiese  Formel  ist  immer  anwendbar,  wenn 
nicht  f'{n)  nnd  y'(«)  gleichzeitig  Null 
oder  nnendllch  werden. 


a • oo  = CO,  « = — , 

CO 

wo  a ganz  beliebig  ist.  Nehmen  aber 
zwei  Functionen  von  x,  f{x)  und  </(x), 
für  einen  bestimmten  Werth  von  x,  gleich- 
zeitig die  Werthe  0 oder  oo  au,  so  kann 
der  Quotient  doch  mit  keiner  grösseren 
Mehrdeutigkeit  behaftet  sein,  als  eich 
aus  den  allgemeinen  Werthen  der  Func- 
tionen selbst  ergibt.  Sei  z.  B.  gegeben 
der  Ansdruck: 

x’-n> 
x—u  ’ 

so  wird  derselbe  für  x = « den  Werth 
{ annebmen.  Denkt  man  sich  indess 
zunächst  x um  ein  beliebig  Kleines  von 
« unterschieden,  und  behandelt  den  Aus- 
druck nach  allgemeinen  Regeln,  wo  sich 
dann  ergibt : 


Beispiel. 
Sei  gegeben: 


/•(«)_ 

•f{x)~  X ’ 

ein  Ausdruck,  welcher  g wird  für; 
ar  = 0. 

Man  erhält: 


also  fOr  x = 0: 


Ebenso  ergibt  sieb  ^r  x:=l: 
Jgf  - 1-1 

X— 1 X *”  * 


X* 

X 


— fC» 



— ft  ’ 


und  seut  dann  xror,  so  erhält  man  den 
Werth  2«  für  unsem  Bruch. 

Die  Differenzialrechnung  gibt  ein 
Mittel,  das  hier  angewandte  Verfahren 
zu  verallgemeinern. 


x-1  _ 1 _ 1 

x"-l  "nx"-‘ 


Es  kann  aber  auch  verkommen,  dass  für 
x=  ft  zugleich : 


r{x) 

v'W 


= 8 
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wird.  Indem  man  in  diesem  Falle  daa 
obige  Verfahren  wiederholt,  erhält  mau: 

A»)  _.r(«) 

r(a) 

und  allgemein ; 

A-0  _ fJ:^' 

7 (") 


oder : 


rw  _ 7'(«)/A«n* 

V,(e)/  ’ 

/•(")  _ rw 

V(n)  </'(«)' 


A«) 


Wenn  die  selten  ersten  Differenzial* 
quotienten  von  f{x)  und  •/  (x) » sowie 
diese  Functionen  selbst  für  x^n  der 
Null  gleich  vrerden. 

B eisp  i el. 

Es  ist  fdr  x=0: 

x-“sinx  _ 1— -cosx  __  sinx 
■~x’~  "“3X»“ 

^ cosx  _ 1 
“ ~ ~ 6’ 

Hier  nahmen  die  zwei  ersten  Diffcrcn- 
sialquotienten  die  Form  g an«  und  es 
war  daher  dreimal  zu  differenzHren 

sinx*  __3sinx*  cosx 
x^|sin2x  ~ l-“Cos2x 

_ 3 sin  X (2co8x’“sinx>) 
~ 2sin2x 

_ 3 cos  X (2  cosx*  — 7 sinx’)_ 

“ 4 cos  2x  *’ 

Möge  jetzt  in  dom  Bruche  gleich* 

•f  W 

zeitig  der  Z&bler  und  der  Nenner  un* 
endlich  werden.  Der  Fall  lässt  sich  dann 
sogleich  auf  den  früheren  zurückfhhrcn. 
Es  ist: 

1 

iM  — . ’f  W 

7W  1 

rw 

und  also  hier  ein  Bruch  gegeben,  dessen 

Zähler  und  Kenner  — , — und  - ^ 

gleichzeitig  verschwinden. 

Es  ist  nun , wenn  man  das  eben  ge* 
gebene  Verfahren  anwendet: 


Mithin  gilt  für  die  Brüche  von  der  Form 

~ dieselbe  Kegel,  als  für  die  von  der 
CO 

Form  J. 

Jedoch  ist  in  Bezug  auf  die  erstem 
noch  eine  Bemerkung  zu  machen. 

Zu  dem  Ende  beweisen  wir  folgen* 
den  Satz: 

„Wenn  eine  Fonction  f{x)  für  x — a 
bei  endlichem  rr  anendlich  oder  discon* 
tinnirlich  wird,  so  muss  auch  ihr  Diffe- 
renzialqnotient  unendlich  werden/* 

In  der  That  sei  ^(x)  unendlich  oder 
discontinuirlich  für  x = a,  sei  für  den* 
selben  Werth: 

/■(o+»)-/’(n)_ 


lim 


r /•'(„) 


einer  endlichen  Grösse  gleich,  so  wäre: 

f{a+y)  = n«)+yrM 

fdr  jeden  Zuwachs  k,  und  da  wegen  des 
endlichen  mit  abnehmen* 

dem  y verschwindet,  so  müssten  die 
Grössen  f(n-j-y)  und  f{a)  mit  abnehmen- 
dem y^  was  auch  y sei,  einen  versebwin* 
dend  kleinen  Unterschied  haben,  mit 
andern  Worten,  ^(x)  müsste  für  x = <c 
continnirlich  sein,  was  der  Annahme  wi- 
derspricht 

Ausgeschlossen  ist  hier  jedoch  der 
Fall,  wo  <«  = co  ist 

Aus  diesem  auch  im  Uebrigen  wich- 
tigen Satze  folgt  für  unsem  Fall,  dass, 
wenn  : 

7 {") 

ist,  dies  auch  mit  ■ ■ • der  Fall 

sein  wird,  wenn  a nicht  =»  ist.  In- 
doBS  schliesst  dies  nicht  ans,  dass  sich 
in  /■'(«)  und  «y'(a)  ein  gemeinschaftlicher 
Factor  findet,  nach  dessen  Hinwegheben 

man  den  wahren  Werth  von  " erhält. 

7 (x) 


tv  (t)) 

Beispiel. 

dx 

7 (*)’’ 

Für  x = 0 

ist : 

’ ^ 1 

* rw 

dx 

A*)*’ 

cot  X *”  X ’ 

also  für  x=a: 


und  wenn  man  differensiirt: 
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cot  X 


also : 


1 

X sin  x'*  0 

r ~~T~~  “ö’ 

sin  X* 


^i) 

cot  (;r) 


=;28)nxeoB 


a?=0. 


Es  lässt  sich  übrigens  noch  eine  an* 
(lere  Methode  *nr  Entwickelung  des 
Ausdruckes : 


_^(f)  _ ® 

<1  (x)  (30 

finden.  , 

Zunächst  kann  man  //(x)  = y setien, 
und  den  aus  dieser  Gleichung  zn  be- 
stimntenden  Werth  von  x in  f{x)  ein* 
setzen.  Möge  ^(x)  = »/* (y)  werden,  so 
ist  also  zu  nntersnehen  der  Bruch : 

^ Wr  den  Werth  « = oo, 

und  es  wird  auch : 


^(y)  = oo 

sein.  Nun  ist  für  verschwindend  klei- 
nes s offenbar: 


/■[«(14-0]  = /■(«-f«o=/‘(«)+«#r  («). 

Wenn  aber  y unendlich  gross  ist,  so  hat 
man: 


= 0+^)’ 

und  — ist  unendlich  klein,  welchen  end- 
lichen Werth  auch  h habe.  Also: 

V»  Cy+A)  = V'  (y)+A  y''(y), 


f(x)  = co  und  /'(x)  = 0 
ist  Es  handelt  sich  also  um  Ennitte- 
lang  der  gleichfalls  unbestimmten  Werthe 
0*,  0®.  Dieselben  lassen  sich  auf  den 
vorigen  Fall  zurückführen,  wenn  man 
den  Logarithmus  nimmt  Es  ist  der- 
selbe: 

W) 

»l»o  in  beiden  F&llen  , oder  ihan 

<X3 

teilt  filr  den  obigen  Werth; 

_ /■<')_ 

1 ~ ’ 

lg  F(x) 

wodurch  man  die  Form  g erhält. 

Bei  s pie  I. 

Sei  gegeben: 

t 

y=[f’(x)]*  und  F(*)  = oo, 

80  hat  man : 

lgy  = ~^-^-  = Ig  F(x+l)-IgF(x) 


F(.)  ’ 


wenn  man  in  der  oben  gegebenen  For- 
mel A = 1 setzt,  also : 


Ist  also  F'(x)  = x,  so  hat  man: 


x*  = £±l 


1, 


Da  nun  mit  Anwendung  nnsorer  Kegel 
für  y = co: 


ist,  so  bat  man  iUr  diesen  Fall  auch: 

V-(y)  _ 'A(y+*)-  ti'  (y) 
y - ‘ r ’ 

wo  h jede  endliche  Zahl,  aleo  auch  1 
sein  kann. 

Sei  jetzt  gegeben  der  Ausdruck: 
F(x)^W 
Ihr  den  Fall,  wo: 

F(x)  = /-(x)  = 0, 

oder; 


wenn  x = oo  ist. 

Suchen  wir  Jetzt  die  QrOsse: 

y = [F(x)]* 

ihr  X=0,  wenn  F(0)=0  ist. 

Man  hat; 

Ig(y)=xIgF(x)  = !i^>, 


also  wenn  man  - = h setzt: 

X 


far  H=oo  nnd  somit: 
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Alto,  wenn  F(x)=r  ist,  für  * — 0 oder 
für  « = 00  : 

1 

* «+1 

' " i 

u 

d.  h.: 

®*  = 1. 

Sei  noch  gcsachtj 

wenn  für  einen  bestimmten  Werth 
von  x: 

/■(x)  = l,  F(x)  = oo 

wird.  Man  hat  also  den  ebenfalls  nn- 
bestimintcn  Ansdmck  an  finden. 
Man  hat: 


/*(«)= v(«)  = o 

wird  unzurciehend , wenn  alle  Differen- 
7.ia1qaotientcn  von  f{n)  und  ^ («)  ^ der 
Null  gleich  werden.  In  diesem  Falle 
kann  man  den  Ausdruck  auf  die  Form  : 

•t  (»j  _ ^ 

_1_  “ 00 

bringen , und  nach  der  für  solche  For- 
men gegebenen  Regel  untersuchen,  oder 
den  Ausdruck  direct  untersuchen. 

Beispiele. 

Suchen  wir: 


X 


für  x = +oo.  Der  rechts  geschriebene 
Werth  hat  hier  die  Form  g.  Setzten 
wir  statt  dessen: 


igy=F(x)igr(*)=5^^=:. 


X _ 00 
X " oo’ 


oder : 


oder  wenn  wir  a nehmen: 


lgj  = - = oo. 

¥7w 

n * Igy  lgCv+l)->g» 
1 ~ Igo-y  'k» 

X 

Beispiele. 

für  p = co.  Es  ist  aber: 

Sei  gesneht: 

1 

ig(j+i)->gy=’8^-='8i= 

(1+*)*  =y 

für  x=0; 

also : 

xa  *"=0, 

woraus  sich  auch  sogleich  ergibt: 
Lo*=oo, 

also: 

t 

!if=o 

(l+x)*  = e; 
ferner  für  x=0; 

1 

für  X = 00 . 

Ist  gegeben : 

1 

y=(cosmx)*, 

also: 

(*-“)“ 
(x* -««)*’ 

1 msinmx 

lgtf=-lgco8mx=  — > — U. 

X cos  (m  x) 

Pie  Formel : , 

vW  vW(«) 


wo  n und  p echte  Brüche  sind,  so  wer- 
den alle  Diffcrenzialquoticnten  des  Zfth- 
lers  und  Nenners  für  x = rr  unendlich 
werden. 

Verfährt  man  direct,  so  hat  man: 


. (« - «)' 


"-P 


für: 


(x-n)  *’(x4-o)*’ 
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al«o  fBr  z = a; 


= 0, 


(x'-n’)P 
wenn  n,  algebmiBch  genommen  grosser 
als  p ist,  nnd : 

(*-«)"  . ^ 

-=oo, 

(x'-a')P 


Beispiel. 

Sei : 

ein  Ansdmck,  der  für  x = l,  y = l die 
Form  g annimmt.  — Durch  DilTcren- 
ziiren  erhalt  man: 


wenn  das  Umgekehrte  stattfindet.  Nur 
für  n=p  ergibt  sich; 

- «)*  _ 1 

(x.-n>)P  iPy 

Wenn  der  unbestimmte  Ausdruck  meh> 
rere  Variablen  enth&lt,  so  muss  zwischen 
denselben  irgend  ein  willkürlicher  oder 
gegebener  Zusammenhang  angenommen 
werden,  um  den  Werth  des  Ausdrucks 
zu  ermitteln. 

Beispi  ela 
Es  sei  gegeben: 

Igj+lgy 

‘~x+2y-3’ 

ein  Ausdruck,  der  die  Form  { annimmt, 
wenn  man  setzt: 

x = l,  y = l. 

Denkt  man  sich  y als  Function  von  x, 
so  erhält  man  durch  Differenziiren  des 
Zählers  und  Nenners: 


|(x- 

dr 

also  für; 

y = l. 

<v 

, dx 
äx 

Es  kann  hierbei  auch  der  Fall  elntre« 
ten,  dass  die  DifiTercnzialquotienten  ron 
Zähler  und  Nenner  Null  sind,  und  man 
muss  dann  die  nächsten  DifTercnsialquo* 
tienten  nehmen. 


Beispi  el. 
Sei: 


_(f±yV 

x»+y>  ’ 


x = 0,  y = 0. 


_x  y dx  _ 


1 + g 


1+2 


dx 


1+2 


dz 


wo  man  für  x nnd  y die  obigen  Werthe 

eingesetzt  hat.  — ist  hier  ganz  un- 
dx 

bestimmt,  und  es  kann  dafür  eine  be- 
liebige Function  ron  x gesetzt  werden. 
Es  ist  nümlich  y der  einzigen  Bedingung 
unterworfen,  dass  für  x = a,  i)=ß  wird, 
wenn  n,  fi  diejenigen  Werthe  sind,  Ihr 
welche  die  Function  unbestimmt  wird. 
Offenbar  kann  man  also  setzen: 

» = '/(*)- 7“  («)+^, 


Han  orhilt: 

_2(»+y)(i+g) 

2x+2yg 

was  für  x=yz:=0  wieder  ] gibt. 
Abermaliges  Differenziiren  gibt: 

du 

wo  wieder  ganz  willkörlich  ist. 


eine  Function,  welche  diese  Bedingung  es  ist  hier  kein  Zufall,  dass  ^ 
erfüllt,  and  man  hat:  .-uiiui,  u». 

ßu  nicht  im  Resultat  vorkommt,  sondern 

^ = y'(x),  dies  wird  immer  eintreten.  Denn  wie 

auch  z beschaffen  sei , so  werden  die 
also,  na  ip  nnbestimmt,  eine  ebenfalls  Differenzialqnotienten  von  Zühler  and 
wUlkürliche  Fnnction.  „ dir 

J„  Nenner  die  Form  haben:  wo  tt 

UOglicberweise  kann  jedoch  ganz  “ 

dx  nnd  ß Fnnctionen  von  x nnd  y sind. 
Tenchwinden.  Abermaliges  Differenziiren  gibt  dann; 
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(»a  ^ ^ ^ ^ 

dx  dy  dx  dj  dx  <^y 

Sollen  aber,  wie  hier  voransgrseltt  wurde, 
Zähler  and  Nenner  für  jeden  Werth  von 

^ der  Null  gleich  werden,  so  muss 
dx 
sein : 

ff=/S  = 0, 

and  cs  verschwinden  somit  die  mit 

maltiplicirtcn  Glieder.  Werden  Zäh- 
und  Nenner  unendlich,  oder  alle 


i>=  - 

dx 


tL 

du 


-0, 


Iit  imn  (t)r  ein  hestimmtea  Wertbpaar 

* = «>  y = ß- 

dx  ~ dy' 

so  findet  Unbestimmtheit  statt.  Mit 
DilTercnsialquoticnten  derselben  der  Null  Anwendung  der  allgemeinen  Methode 
gleich  oder  unbestimmt,  so  versagt  diese  seist  man  dann : 

«V  .1  . 1.  ...  T'b:....»  ..n.4  lu*  .Ia««!  rinr 


dx 

Icr 


'11/  4-  ii/  ^ 
di~  d'f 


dx«)y  dx 


dxdy 


4-  ^21 
du*  dx 


t4?t 


Man  hat 


Man  hat  dann  eine  nach  -f-  quadratische 
dx 

Gleichung,  welche  ^ gibt 
ox 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man 
auch  direct,  wenn  mau  die  Gleichung: 


Methode  ihren  Dienst,  und  ist  dann  der 
Fall  direct  tu  untersuchen. 

Eine  Unbeslimmtheil  tritt,  wie  schon 
früher  beiläufig  erwähnt  wurde , *.  B. 
in  einem  gewissen  Falle  dann  ein,  wenn 
y eine  durch  die  Gleichung: 
y)=0 

bestimmte  Function  von  x ist 
nämlich  dann: 

dx  dy  dx 

dx  dy  dx 
nochmals  differenziirt  Dies  gibt  nämlich: 

d'j  ;!y 

dx''^  dxdy  dx  öy»  \<ir/  dy  d*’  “ ’ 
wovon  jedoch  das  lewte  Glied  verschwindet,  da: 

oy 

war.  Also : 

tu  4-9*’  ^^^V=0 

dx*  ' dxdy  dx  dy*  \dx/ 

Wären  auch  alle  iwoiten  partiellen  Differcnsialqnotientcn  von  f der  Nnll  gleich, 
also  : 

tLf  -211  - 11/-0 

dx*  dxdy  dy*  * 

SO  differentiirte  man  abermals.  Es  ergäbe  sich,  wenn  man  die  der  Noll  gleichen 
Coefficienten  weglicsso: 


^ 4.3  2LL 

dx*  dx*dy  dx  dxdy* 


d^r 


= 0, 


also  eine  Gleichung  dritten  Grades. 

Allgemein,  wenn  alle  Diffcrcnsialqnoticnten  von  f nach  x und  y bis  inclusive 
zum  fl— Iten  verschwinden,  hat  man: 


ä"f 


+« 


ä"f 


dx**  dx**  * dy 


dx 


n(n— 1)  d f 


1-2 


dx” 


*dy* 


, fl  \dx/ 


also  eine  Gleichung  nter  Ordnung. 


dy 


In  diesem  Falle  gehören  also  zu  einem  Werthe  von  y,  n Werthe  von 
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Da  nun  dem  DiffereneiAlqaotieoten 
keine  grossere  Mehrdentigkcit  zokommen 
kann  als  y selbst,  so  muss  y wenigstens 
eine  ndentige  Function  von  x sein.  Die 
dy 

n Werthc  ron  ^ aber  zeigen,  dass  die 
dx 

Fnnction  y von  x fUr  den  gegebenen 
Werth  von  jr  = «r  so  beschaffen  ist,  dass 
sich  für  ein  nnendlicb  kleines  v,  n ver< 
schiedene  Werthe  von: 


dy 

V+.)  = rfl- 

ergeben,  während  y völlig  bestimmt  ist, 
man  also  das  Blatt . auf  welchem  y zu 
nehmen  ist,  angegeben  hat.  Es  müssen 
also  von  den  Werthen  von  V/  , \ « auf 

continnirlichc  Weise  aus  einem  Werthe 
von  y^^j  herrorgehen,  d.  b.  mit  andern 

Worten,  in  Punkt  :t  = a n Werthe  von 
y gleich  werden,  und  y für  den  bezeicb- 
neten  Werth  jedenfalls  einen  nfachen 
Punkt  haben.  Jedoch  kann  auch , wie 
wir  sahen,  ein  nfacher  Funkt  dadurch 
du 

angeieigt  sein,  dass  discontinirlich 
dx 

wird. 


Beispiel. 

Sei  gegeben: 

/■(i,  y)  = mj:«-ny>+pi;y  = 0. 

Man  erhält  durch  Differenziiren; 

2»«-2»y  ^+P*^+/>»=0. 

du 

-f-  nimmt  hier  für  x=0.  wo  sich  mittels 
dx 

der  Oleichnng  /'(x,  y)  = 0 auch  y = 0 er- 
gibt, die  Form  | an.  Abermaliges  Diffe- 
renziiren aber  gibt: 


also  man  hat  in  der  That  zwei  verschie* 
du 

dene  Werthe  von  Lost  man  die 

dx 

Gleichung  / (x,  y)  = 0 nach  y auf,  so 
hat  man: 


y = 


und  für  x=0  werden  beide  Wurzelnder 
Null  gleich,  so  dass,  wie  voransznsehen 
war,  ein  Doppelpunkt  stattfiodet. 

Wie  sich  diejenigen  mehrfachen  Punkte, 
wo  diese  Bedingung  stattfindet,  von  den- 
jenigen unterscheiden  y wo  der  Differen- 


zialquotient unendlich  wird,  davon  soll 
später  die  Rede  sein. 

Es  kann  aber  bei  der  Gleichung 
/‘(x,  y)  = 0 auch  der  Fall  Vorkommen, 
dass  für  einen  bestimmten  Werth  von 
x = A die  Gleichung  identisch  erfüllt  wird, 
was  auch  y sei.  ln  diesem  Falle  würde 
sich  also  der  Werth  von  y nicht  direct 
ergeben.  Dnrch  Differenziiren  aber  er- 
halt man  wieder: 

dx  ^ dy  dx* 
und  für  x = d wird  : 


sein,  weil  (a,  y)  identisch  der  Null 
gleich  ist.  Es  wird  also  auch  sein : 


eine  Gleichung,  welche  den  zu  x=:a  ge- 
hörigen Werth  von  y gibt. 

Ware  auch  die  Gleichung: 


identisch  erfüllt,  so  müsste  nochmals 
differenziirt  werden. 


Beispiel. 

Sei  gegeben: 

f(x,  y)  = mx*-x-f-lg(l+xy)  = 0. 
Für  x=0  wird  diese  Gleichung,  was 
auch  y sei,  identisch  erfüllt.  Differen- 
ziirt man  aber,  so  ergibt  sich: 


2mx— -l-j- 
oder  da  x = 0 ist : 


dy 
l+zg 


= 0, 


y = l. 

Sei  ferner: 


/■(*,  y)  = (y*-l)*>-yDg(l+*)]*=0, 
welche  Gleichung  ebenfalls  für  x=0 
identisch  wird.  Das  Differenziiren  gibt: 

2x(y*-l)+2x’y  g - ^ [lga+r)]> 


-2p 


lg(l  + x)_„ 
1+z: 


dy 

wo  die  mit  ^ multiplicirtcn  Glieder  für 
x=0  verschwinden  müssen,  also: 


*(y*— i)(i+*)— yig  (l+x)=o. 
Auch  diese  Qlcichnng  aber  wird  iden- 
tisch für  x=  0.  Biffcreniiirt  man  nnn 
abermals,  so  kommt: 

46 
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(y«-l)(l  + at)+24r(l+x)yg 

also  fQr  x=0: 

y’-y-l  = 0. 

Es  ergeben  sieb  also  für  y die  beiden 
Wurzeln  dieser  Gleicbung. 

12)  Von  den  Integralen  mono« 
gener  Functionen. 

ist  bot  der  Betrachtung  der  Func> 
tionen  coroplexer  Variablen  nicht  thnn> 
lieh,  die  Betrachtungen  der  Differenzial* 
rechnung  zu  Ende  zu  fuhren  und  dann 
erst  auf  die  umgekehrte  Operation,  die 
Integralrechnung  einzugehen.  Es  sind 
also  die  in  dem  Artikel  (analytische) 
Quadratur  gegebenen  Betrachtungen  hier 
bis  zu  einem  gewissen  Grade  vorausge- 
setzt. Namentlich  wären  hier  die  in  den 
Absehniuen  1)  bis  13)  dieses  Artikels 
gegebenen  Sätze  cinzudcchten.  — Wir 
erinnern  namentlich  an  die  Definition 
eines  bestimmten  Integrals: 

/•*“ 

J /■(*)  <it=lim  [(*,  -r.)  f{x,) 

+(x,-x,)/’(j,)4-  • • • 

WO  die  Zwisebonwerthe  zwischen  und 
x^,  also  X|,  X,  . . . continnirlich  aus 

einander  entstehen,  also  irgend  eine  von 
und  begrenzte  Strecke  ansrüllen, 

die  im  Uebrigen  ganz  beliebig  ist.  — 
Auf  dieser  Definition  beruht  die  Theorie 
der  Mehrdeutigkeit  der  Integrale,  die  wir 
Jedoch  hier  nach  Ricmann  in  etwas  ver- 


änderter Form  geben  wollen,  um  auf 
die  mehrdeutigen  Functionen  in  der  ihnen 
hier  gegebenen  genaueren  Versinnlichnng 
Rücksicht  nehmen  zu  können.  Zu  dem 
Ende  machen  wir  folgende  Vorbemer- 
kungen. 

A)  „ Eine  geschlossene  Gurre  föhrt 
von  einem  Punkte  a zu  demselben 
mit  demselben  Functionswerthe  wieder 
zurück.“ 

Man  kann  daher  jede  Gurre,  die  kei- 
nen Wiodungspnnkt  enthält,  als  ge- 
schlossene betrachten,  wenn  man  beide 
Seiten  als  Begrenzung  auffasst.  Z.  B. 
die  grade  Strecke  ABC  ist  geschlossen, 
wenn  man  auf  einer  Seite  von  A nach 
C,  auf  der  andern  von  C nach  A zu- 
rUckgeht  Auch  kann  nur  rou  einem 
Theil  der  Begrenzung  die  andere  Seite 
mitgezählt  werden;  z.  B.  wenn  zwei  sich 
nicht  schneidende  Kreise  durch  eine  Grade 
verbanden  sind,  so  hat  man  eine  ge- 
schlossene Gurre,  wenn  beide  Seiten  der 
Graden  gezählt  werden. 

B)  „Eine  Gurre  begrenzt  einen  Theil 
einer  Fläche,  wenn  man,  ohne  erstere 
zu  dnrehschnciden , nidit  ron  diesem 
Thcile  zu  der  andern  Fläche  oder  um- 
gekehrt gelangen  kann.“ 

Auf  einer  Ebene  oder  Kugel  begrenzt 
selbstverständlich  jede  geschlossene  Gurre 
einen  Theil  der  Fläche.  Solche  Flächen 
nennt  man  einfach  zusammenhängende. 
Unsere  Flächen , welche  mehrdeutige 
Functionen  versinnlichen  und  welche 
längs  der  Verzweigungslinien  Zusammen- 
hängen, sind  dergleichen  nicht.  Habe 
z.  B.  eine  Function  drei  Doppelpunkte 
o,  6,  c (Fig.  73),  und  bilden  wir  die  ent- 
sprechenden, ins  Unendliche  gehenden 
Verzweigungslinien,  die  wir  mit  A,  B,  C 
bezeichnen.  Ziehen  wir  dann  z.  B.  von 
Punkt  p aus  auf  einem  der  beiden  Blät- 


Fig.  73. 


■ * * # I-  *4 

ifc-r 

fj  ' • r 
I . VT  • 
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ter  eine  Carre,  welche  a und  h ein- 
scblieMt,  bis  nach  p tnrQck,  so  ist  dies 
eine  geschlossene  Cnrre,  denn  sie  fQhrt 
auf  dem  ersten  Blatte  von  p nach  Linie 
geht  hier  beim  Dnrchs^neiden  von 
A auf  dem  tweiten  Blatte  nach  By  and 
beim  Schneiden  dieser  Linie  wieder  aaf 
dem  ersten  nach  p zurück.  Indessen 
kann  man  von  Punkt  9 auf  dem  ersten 
Blatte  anf  der  iossem  Seite  der  Begren- 
tang  nach  r innerhalb  derselben  anf 
demselben  Blatte  gelangen.  Man  ziehe 
nftmlich  von  ^ nach  C auf  dem  ersten 
Blatte  and  dnrchschncide  die  Linie  C, 
womit  man  ins  zweite  gelangt,  dann  kann 
man , ohne  die  von  p gezogene  Corve 
za  durchsrhneiden,  in  s ins  Innere  ge> 
langen,  da  man  sich  ja  auf  dem  zweiten 
Blatte  befindet,  die  Curvc  aber  im  ersten 
gezogen  ist  Dorchsebneidet  man  in  i 
Linie  By  so  gelangt  man  wieder  ins  erste 
Blatt  nad  anf  diesem  nach  r. 

Kann  man  auf  einer  Fl&che  ft  ge* 
Bchlossene  Cnrven  ziehen,  welche  keinen 
Flächentheil  begrenzen,  derart,  dass  jede 
andere  eine  solche  Begrenzung  bildet, 
wenn  man  diese  n zu  Hülfe  nimmt,  so 
sagt  man , die  Fläche  habe  einen 
fi-fl  fachen  Zusammenhang.  Eine  Func* 
tion  z.  B.  mit  drei  Doppelpunkten  hat 
einen  dreifachen  Zusommenbaug,  denn 
es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  mit  Hülfe 
der  durch  p und  9 gezogenen  Curven 
jede  andere  geschlossene  einen  Flächen- 
theil begrenzt.  Denkt  man  sich  die 
äusseren  und  inneren  Seiten  der  Curven 
p und  9 als  Begrenzung  der  bis  jetzt 
unbegrenzten  Fläche,  was  auch  so  aus- 
gedrückt  werden  kann,  dass  man  die 
Fläche  in  diesen  beiden  Curven  zerschnei- 
det, so  wird  aus  ihr  eine  einfach  zusam- 
menhängende. 

Hach  dieser  Einleitung  lässt  sich  die 
Theorie  der  Mehrdeutigkeit  der  Integrale 
(vergleiche  den  Artikel:  Quadratur)  aus 
dem  Satze  ableitcn: 

I.  Lehrsatz. 

„Der  Ausdruck  y^(s)ds,  ausgedehnt 

auf  irgend  eine  geschlossene  Curve,  ist 
dann  gleich  Hall,  wenn  letztere  einen 
Flächentheil  begrenzt,  und  sich  innerhalb 
desselben  kein  Discontinuitätspunkt  be- 
findet.“ 

Beweis. 

Man  betrachte  den  Ausdruck: 
ausgedehnt  über  den  von  der  geschlosse- 


nen Curve  begrenzten  Ebenentheil.  Da 
Discontinuität  im  Innern  nicht  vorhan- 
den ist,  kann  die  Ordnung  des  Integri- 
rens  umgekehrt  werden.  Man  erhält  mit 
Berücksichtigung  der  Grenzen: 


wenn  man  annimmt,  dass  die  den  x-  und 
y-Axen  parallelen  Linien  die  Curven 
nur  zweimal  schneiden, 

p,,  p,  sind  dioWertho  von  p,  welche 
demselben  y auf  der  Begrenzung,  9,  und 
9,  die  von  9,  welche  demselben  x ent- 
sprechen. Das  erste  Integral  ist  vom 
kleinsten  Werth  von  y bis  zum  grössten, 
das  letztere  vom  kleinsten  Werth  von  x 
bis  zum  grössten  zu  nehmen,  und  da 
beide  Wege  einander  entgegengesetzt 
sind,  ist  das  zweite  Integral  mit  negati- 
vem Zeichen  zu  nehmen.  Statt  dessen 
kann  man  auch  setzen: 

j'{fdy—q  ix), 

erstreckt  über  die  ganze  Begrenzung. 
Denn  da  die  ganze  Abscissenaxe  zurück- 
gelegt  wird,  indem  man  alle  entsprechen- 
den Werthe  9,,  dann  aber  die  zugehö- 
rigen — 9^  nimmt,  so  kann  man  statt 
des  letztem  Weges  die  Axo  in  umge- 
kehrter Richtung  mit  +?•*  h.  die 
ganze  geschlossene  Curve  zurücklegcn, 
indem  man  immer  das  entsprechende  9 
nimmt.  Gleiches  findet  für  p statt. 

Dies  bleibt  noch  richtig,  wenn  die  Be- 
grenzung mehr  als  zweimal  geschnitten 
wird , wenn  man  je  zwei  Punkte  dersel- 
ben, die  demselben  x oder  y bezüglich 
entsprechen,  als  p,,  p,  und  g^y  9«  be- 
trachtet. Der  zuerst  betrachtete  Ausdruck 

^4-  ~ sei  nun  gleich  Kuli  , dann  ist 
dx  dy 

auch : 

pipdxi-q  dq)  = 0. 

Setzen  wir  nun : 

/■(‘)=*+sf*.  p=/‘W.  >=»/■(»). 

■0  ist  also: 

J' f (»)  <^  =y  f(*)  (dJC  +•  dy) 

der  Noll  gleich,  wenn  man  hat: 
d*  dy  “ ’ 

eine  Gleichung,  welche  immer  erfnllt 
wird,  wenn  /'(s)  eine  monogeno  Func- 
tion ist. 

Hieraus  ergibt  sich  sogleich: 
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II)  ,,da88  man  für  einen  Weg  des  In- 
tegrals ^ f{z)  dz,  der  von  a nach  b führt, 

jeden  andern  nehmen  kann,  der  von  a 
nach  b führt,  wenn  beide  zasammen  eine 
Curve  von  der  eben  angegebenen  Eigen- 
schaft bilden.** 


Denn  die  Summe  der  Integrale  von 
<t  nach  b auf  dem  einen  Wege  und  von 
6 nach  a auf  dem  andern  ist  nach  obi- 
gem Satze  gleich  Null,  d.  h.: 


a.),lz+r°  = 

•'  a b 


d.  h.: 


wo  das  erstere  Integral  aufi  dem  einen, 
das  letztere  auf  dem  andern  Wege  zu 
nehmen  ist. 

Der  Werth  von  / f (2)  t/s  , erstreckt 

über  irgend  eine  geschlossene  Curve  A, 
ist  gleich  demselben  Integral , erstreckt 
in  demselben  Sinne  über  eine  oder  meh- 
rere geschlossene  Curven  B , wenn  sich 
zwischen  A und  den  letzteren  kein  Dis- 
continuitätspunkt  befindet,  und  das  Sy- 
stem A und  B einen  Flächentheil  be- 
grenzt. Denn  verbindet  man  einen  Pnnkt 
von  A mit  der  ersten  Curve  ß,  einen 
Funkt  dieser  mit  der  zweiten  Curve  B 
u.  8.  w. , die  letzte  Curve  B aber  wie- 
der mit  A,  rechnet  aber  beide  Seiten 
dieser  Hülfslinion  znr  Begrenzung,  so 
bilden  A und  B mit  ihnen  eine  ge- 
schlossene Curve,  also  das  über  A er- 
streckte Integral  ist  gleich  dem  über  B 
und  die  Hülfslinicn  erstreckten.  Es 
fallen  aber  die  letztem  ganz  weg,  da 
auf  der  einen  Seite  in  einem  Sinne,  anf 
der  andern  im  entgegengesetzten  über 
sie  die  Integration  auszndehnen  ist,  und 
und  da  nur  geschlossene  Cnrven  durch- 
gegangen  werden,  Eindeutigkeit  statt- 
findet. 


Aus  II.  folgt  auch  augenblicklich,  dass 
man  statt  eines  Integrals,  das  sich  über 
eine  in  sich  zurfickkchrendc  Curve  er- 
streckt, auch  die  Summe  der  über  die 
ihr  entsprechenden  Elemcntnrwcgc  er- 
streckten setzen  kann,  wenn  sic  keinen 
Discontinnitütspunkt  umschlicsst.  Aber 
selbst  wenn  solche  vorhanden  ist . kann 
man  dies  noch  tliun,  wenn  man  die  Elc- 
mentarwege  hinzufügt,  die  diesen  Dis- 
continuitätspunkten  entsprochen.  Denn 
die  Summe  der  so  entstehenden  Wege 
bildet  mit  dem  gegebenen  eine  Curve, 


welche  Bedingung  II.  erfüllt.  — Ist  übri- 
gens ein  Discontinnit&tspunkt  kein  Win- 
dungspunkt, so  heben  sich  die  gradlini- 
gen Theile  der  Eicmentarcurve  w*eg,  und 
sie  beschränkt  sich  anf  einen  Kreis. 

Ein  über  einen  Elemenlarweg  erstreck- 
tes Integral  heisst  Elcmentarintegral. 
Ist  z.  B,  M (Fig.  74)  ein  Discontinuitäts- 
punkt,  so  ist  das  Elemcntarintegra)  zu 


bilden,  indem  man  von  a nach  Ä,  um 
M herum  nacli  b zurück  und  nach  a 
geht,  und  wenn  keine  Mehrdeutigkeit 
stattfindet,  haben  das  von  a nach  b and 
das  von  b nach  a erstreckte  Integral  die 
Summe  Kuli. 

Bei  einem  Windungspunkte  verschwin- 
det aber  in  der  Regel  der  kreisförmige 
Theil  eines  Elcmontarintcgrals,  nämlich 
dann,  wenn  für  den  Windungspunkt  a 
der  Ausdmek: 


di zzj"  f(a  + ge'l')e>*dff 

zum  Argumente  Null  hat,  d.  h.  wenn 
sich  2/(rt-l-2)  mit  abnehmendem  2 der 
Null  nähert.  Dies  ist  also  immer  der 
Fall,  wenn  f(a+%)  endlich  ist,  also  wenn 
rr  nicht  zugleich  ein  Discontinuitätsponkt 
ist,  aber  auch  dann,  wenn  /*(«-}- z)  zwar 

ein  solcher,  aber  mit  z ^ proportional 
ist,  wo  t ein  positiver  echter  Bruch  ist. 

Diese  Sätze  erhalten  dadurch  noch 
eine  Erweiterung,  als  nicht  alle  Discon- 
tinuitäten  ihre  Anwendung  ausschlicssen. 

Ist  a ein  Diseontinuitäts-,  nicht  aber 
zugleich  ein  Windungspunkt,  und  neh- 
men wir  an,  dass  sich  die  Function 
nach  positiven  und  negativen  Potenzen 
von  i — n in  der  Nähe  von  « entwickeln 
lässt.  Denke  man  nun  in  n als  Mittel- 
punkt einen  kleinen  Kreis  O,  der  inncr- 
hnlb  der  Begrenzung  liegt,  so  ist  das 
über  diesen  erstreckte  Integral  gleich 
dem  über  die  Begrenzung  erstreckten, 
wenn  kein  anderer  Discontinnitätspunkt 
sich  innerhalb  derselben  be&ndet.  Fin- 
det letzteres  statt,  so  ist  das  Integral 
über  eine  Anzahl  von  Kreisen,  welche 
die  Discontinuitätspnnktc  umgeben,  gleich 
dem  Uber  die  Begrenzung  erstreckten. 

Der  Ausdruck  f{z)  auf  einem  dieser 
Kreise  besteht  nun  aus  einem  nach  po- 
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sitiven  PoteDsen  von  z— n fortscbreiton« 
den,  also  condnuirlichen  Thcile,  und 
einem  zweiten  von  der  Form : 

A 

^ 

p(t-  n)P 

WO  eine  Constante,  p eine  ganze 
positive  Zahl  bedentct,  also: 


und  kein  Windangspunkt , so  ist  zu 
setzen  = also: 

-(+V=("V 

Aus  den  in  Abschnitt  4)  gegebenen  Be« 
tracbtnngen  über  Elementarwcge  folgt 
nun  sogleich: 

„Ein  auf  einem  beliebigen  Wege  von 
^ nach  A fahrendes  Integral: 


/*(»)  dz  = ^A 


f. 


dz 


Setzt  man  z = so  ist  Air  den 

Kreis  r constant  ^ in  den  Grenzen  0 nnd 
2t  zu  nehmen,  also: 

• uij 

p Pf  0 ,PgP1* 

Jedes  der  Integrale  ist  auf  beiden  Gren- 
zen gleich,  verschwindet  also,  wenn  p>l 
ist.  Nur  für  pz=l  hat  man: 


also : 

„Die  obigen  Sätze  finden  noch  statt, 
wenn  zwar  Discontinuitäten  a innerhalb 
des  begrenzten  Raumes  enthalten  sind, 
in  deren  N&he  sich  aber  die  Function 
nach  positiven  und  negativen  ganzen  Po- 
tenzen von  x—a  entwickeln  lässt,  und 

das  Glied  — - nicht  vorkommt.“ 
r— et 

Wir  werden  übrigens  bald  zeigen,  dass 
die  erste  Bedingung  bei  allen  Disconti- 
nuitätspunkten , die  nicht  Zugleich  Win- 
dungspunkte  sind,  erfüllt  wird. 

Bei  jedem  Elemcntarintegral  kommt 
in  Betracht  der  Anfangswerth,  die  Rich- 
tung der  Integration  und  der  critische 
Punkt.  Sei  M der  letztere,  so  unter- 
scheiden wir  die  positive  und  negative 
Richtung  wieder  durch  das  Vorzeichen. 
Ist  aber  M ein  nfachcr  Windungspnnkt, 
so  ist  festznstclien , von  welchem  An- 
fangswerth man  in  a ausgeht.  Möge 
z.  B.  von  dem  ^ten  Wurzelwertbe  ans- 
gegangen  sein,  so  branchen  wir  die  Be- 
zeichnung (x  fdr  das  entsprechende 

Integral.  Führt  nach  einer  Umkreisung 
dieser  Wnrselwerth  zu  dem  Atcn,  so  hat 
man  offenbar,  wenn  in  entgegengesetzter 
Richtung  integrirt  wird,  also : 

-(± 

Ist  der  Fnnkt  ein  Discontinnitfttspunkt 


besteht  aus  dem  von  g nach  a rühren- 
den (und  zwar  auf  gradlinigem  Wege, 
wenn  die  Grade  g <»  keinen  cridschen 
Punkt  enthält,  sonst  auf  beliebigem,  z.  B. 
gradlinigen  mit  einer  kleinen  Auswei- 
chung), einer  Anzahl  Elementarintegrale, 
durch  welche  nach  f ^{z)  hinüber- 

geführt werden  möge,  nnd  endlich  dem  grad- 
linigen / f (z)dt,^* 

•*  a 

Möge  jetzt  eine  einfache , in  sich  zu- 
rückkehrende  Cnrve  alle  cridschen 
Punkte,  natürlich  mit  Ansschluss  des 
Unendlichkcitspnnktes  umgeben,  so  ist 
diese  nach  den  zu  Ende  des  Abschnitts  4) 
gemachten  Betrachtungen  als  eine  solche 
aufzufassen,  welche  den  Uncndlichkeits- 
pnnkt  allein,  jedoch  in  entgegengesetzter 
Richtung  umkreist.  Das  auf  sie  bezo- 
gene Integral  kann  also  einerseits  er- 
setzt werden  dnreh  die  Summe  aller  von 
einem  beliebigen  Punkte  a ausgehenden 
Elcmentarintcgrale,  mit  Ausnahme  des 
auf  den  Unenülichkeitspankt  bezüglichen, 
andererseits  dnreh  das  letztere  mit  nm- 
gekehrtem  Vorzeichen,  welche  Ausdrücke 
somit  gleich  sind,  d.  h. : 

A)  Nimmt  man  alle  Elcmentarintc- 
grale  von  a ans  (das  des  Uncndlichkeits- 
Punkts  cingeschlossen)  in  gleicher  Rich- 
tung, so  ist  diese  Summe  iVulI. 

Das  auf  den  Unendlichkeitspankt  be- 
zogene Integral  setzt  sich  aus  zwei  grad- 
linigen : 

CO  /*O0 

/,(*)*-/  AW* 

0 a 

und  einem  auf  einen  Kreis  bezogenen 
zusammen,  auf  welchem  (z)  nach  (*) 

herübergeführt  wird.  Setzen  wir: 


wo  p sehr  klein  und  constant  ist,  so  ist 
dies  Integral  von  0 bis  2n  zu  nehmen. 
Man  erbiUt: 
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/*"  /I  -«»\1  -<fij  y dem  Anedrncke  y proportional 

* /o*  wird,  BO  beechrÄnkt  sich  das  auf  den 

0 “ Unendlichkeitapunkt  bexogene  Elementar- 

Diee  aber  rerBchwindct,  wenn  der  Aua-  integral  auf  den  gradlinigen  Weg. 
druck : Ist  der  Unendlichkeitapunkt  kein  Win- 

1 dangapnnkt,  so  wird  in  diesem  Falle 

— -./’s  l — — das  Elementarintegral  überbanpt  ver- 

pe"  'per  / * ' schwinden, 

für  verBchwindendee  y gleich  0 wird.  haben  schon  früher  angeführt  nnd 

werden  in  den  nächsten  Abschnitten  bo- 
Offcnbar  ist  dies  der  Fall,  wenn  weisen,  dass  in  diesem  Falle  sich  immer 

für  verschwindendes  y sich  dem  Ans-  /•($)  nach  ganien  Folenxeü  von  t (po- 
dnicke  oy'"*'*,  wo  k positiv  ist,  nähert,  sitiven  nnd  negativen),  also 

nach  solchen  von  y sich  entwickeln  lässt. 
B)  Wenn  mit  verschwindendem  gej  demnach: 


+0—3»  y '+».+‘»iy+  • 


dann  wird: 


/>"  / 1 \ 1 « . 

0 'pe^*/  pe^  d 

Alle  andern  Glieder  sind  nämlich  mit  mnltiplicirt,  die  Integrale  werden  also 
an  der  obern  nnd  nntern  Grenxe  gleich,  ihre  Differens  Null.  Also: 

C)  Das  Elementarintegral  des  Unendlichkeitapnnktes  fällt  ganx  weg , wenn 
derselbe  kein  Windnngspnnkt  ist  und  sich  in  der  Entwickelung  von  für  y = 0 

kein  mit  y mnltiplicirtes  Glied  findet.  Findet  sich  ein  solches  o,y,  so  ist  das 
über  eine  geschlossene  Curve,  welche  alle  critischen  Punkte  im  Endlichen  nmgibt, 
ausgedehnte  Integral  gleich  2ni0,. 

Beispiel.  Sei  gegeben: 

1 

f (.*)=: 


V(a,-s)(o,-l)  . . . 


Für  > = — erffibt  sicht 

y 


'0- 


und 


V(«,y-i)(n.y-i)  • • • (“i.y-i) 

für  y = 0,  immer  wenn  s grösser  als  Eins  ist.  Für  y = 0 hat 

man \ier^kcinen  Windungspunkt,  da  dann  die  beiden  Wurxelwerthe  ungleich  sind; 
also: 

Immer,  wenn  i grosser  als  Eins  ist,  wird  das  Ober  eine,  alle  Windnngspunkte 
umgebende  Gurre  erstreckte  Integral  verschwinden.  Ist  aber  s = l,  also: 

/'W= 


'V''  V'(«.y-l)(o,y-l)' 

so  wird  das  mit  y mnltiplicirte  Glied  sein  gleich  1,  also  das  besprodiene  Integral 
gleich  — 2nt. 

Sei  ferner  gegeben: 
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/•«  = 


K(«, -»)(«,-*)  ■ . . 


BO  ist : 


-/'(-)=0,  wenn  » gröiser  als  1 iat.  In  diesem  Falle  ist  da«  Elementarintegral 
y \y  / ® ® 

des  UnendUcbkeitsponktes  gleich: 


/OD  /«QO 

A (»)*-/  AW*- 

a a 


Der  ünendlichkeitspunkt  ist  hier  ein  Windnngspnnkt,  and  da: 

A(‘)=-AW 

ist,  so  bst  man: 


für  das  Elementarintegral. 
Ist  s = l,  also: 


/,oo 

2/  AW* 

./  a 

f * 

V/  Vy(«y-1) 


Setst  man  y=pe'  , so  hat  man  für  verschwindendes  p: 


0 „e»‘  J 


0 *’7‘ 


wegen  des  Factors 


so  sieht  man  von  a nach  einem  Pnnkto 


Es  ist  also  das  der  geschlossenen  Cnrve  j,  legt  dieselbe 
, , a u>®l  in  einer  oder  der  andern  Richtung 

auf  den  ünendlichkeitspunkt  besogcne  „rück,  was  den  Werth  nK  oder  -nK 
Element^ntegral  aus  der  Betrachtung  gibt,  und  geht  schliesslich  von  g nach 
anssnschliesscn.  4. 


13)  Perioden  der  Integrale. 

Der  Ausdruck  fmdz  , erstreckt  über 


/6  g’i'zgf') 

nz)d*=J  f{z)d*±nK, 


eine  geschlossene  Cnrre , wenn  er  nicht  wo  das  Integral  rechts  auf  dem  Wege 
verschwindet,  heisst  Periode  des  Inte-  agb  genommen  ist,  also  ein  specieller 
grals.  Eine  Periode  entsteht  also,  wenn 

eine  geschlossene  Cnrve  nnr  einen  Dis-  Werth  von  / ist. 

continnit&tsponkt,  und  auch  wenn  sie  a 

mehrere  Windangspankte  derart  ein-  Von  Perioden  gelten  folgende  Sätxe: 

schliesst,  dass  sie  kein  Flftchenstück  be-  A)  Zwei  geschlossene  Cnrven,  welche 

grenst  dieselben  critischen  Punkte  einscbliessen. 

Ist  K eine  Periode,  so  ergibt  sie  eine  geben  denselben  Periodenwenh.  Es  liegt 
Mehrdeutigkeit  des  in  Rede  stehenden  n&mlich  kein  critischer  Punkt  zwischen 
Integrals  derart,  dass  man  zu  demselben,  ihnen , also  gilt  Satz  III.  des  vorigen 
welches  auch  seine  Grenzen  seien , ein  Abschnittes. 

beliebiges  positives  oder  negatives  Viel-  Selbstverständlich  ist  jede  Periode  eine 
faches  von  K addiren  kann.  Summe  von  Eloroentarintegralen. 

/b  B)  Hat  die  Function  f(i)  n Werth© 

fi*)di  zu  bestimmen,  derart,  dass  man  von  jedem  auf  irgend 
a einem  Wege  zu  dem  andern  gelangen 
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kann  (alao  durch  Umgehen  von  Win- 
dnngspnnkten),  so  ist  jede  Periode  eines 
Werthoa  /^(a)  auch  solche  eines  jeden 

andern  Denn  sei  a.  B.  ausm 

(Fig.  75)  eine  Cnrvc,  welche  einer  Pe- 
Fig.  75. 


i / d,f= 

0 


2n  if 


nnd  Bomit  ist: 


4*2nns 


wo  das  erste  Integral  rechts  auf  dem 
gradlinigen  Wege  ab  genommen  Ut. 
Diese  Gleichung  enth&lt  also  die  Mehr» 
dentigkeit  der  Logarithmen. 

Eine  sweite  Periode  würde  der  Un» 
endlichkeitspnnkt  geben ; da  aber  für 
1 


x=— ; 

y 


riode  von  f^(z)  entspricht.  Geht  man 
nun  von  n mit  Werth  f^(i)  aus,  nnd 

beschreibt  irgend  einen  Weg  hnKifg,  der 
zu  /*(»)  führt  (also  Windungspnnkte  um* 
kreist,  wie  hier  nicht  angegeben),  geht 
dann  von  g nach  a mit  /"^(z),  und  be- 
schreibt eine  beliebige  Anzahl  von  Ma- 
len die  Periodcncurve  ntesm,  gebt  dann 
den  Weg  agflKnh  zurück,  so  kommt 
man  mit  wieder  in  h an;  das 

entsprechende  Integral  ist  also  auf 
einer  geschlossenen  Cnrvc,  und  somit 
eine  Periode  von  Cs  heben  sich 

aber  die  Wege  bis  auf  oirsm  ganz  weg. 
80  dass  die  Periode  von  f^(t)  mit  der 

eben  genannten  identisch  ist. 

Eine  Curve,  die  alle  critischen  Punkte 
umgabt,  ist  dann  eine  geschlossene  (ver- 
gleiche Abschnitt  4) , wenn  der  Unend- 
licbkeitspunkt  kein  Windungspunkt  ist. 
In  diesem  Falle  gibt  also  die  fragliche 
Cnrve  eine  Periode. 

Die  Perioden  einer  Function  können 
insofern  von  einander  abhängig  sein, 
als  eine,  L,  eine  Summe  von  andern 
Perioden  K und  sein  kann,  also  s.  B. : 
i = mX+nif|. 

Dann  ist  offenbar  überflüssig,  die  Pe- 
riode L zu  betrachten. 

Beispiele. 

Pdx 

1)  Der  Ausdruck  y — hat  eine  Pe- 
riode, die  dem  Discontinnitätspunkte 
x = 0 entspricht.  Setzt  man; 

x = re^  , 

so  ergibt  die  Periode: 


ist , BO  ist  diese  Periode  der  ersten 
gleich. 

2)  Sei  / f{x)dx  zu  prüfen,  wo: 

ist.  Man  hat  awei  Discontinnitätspunkte, 
welche  und  x=:»-i  entsprechen. 

Für  x=—  ergibt  sich: 

/rw 

was  keinen  critischen  Punkt  gibt.  Es 
haben  also  beide  Perioden  die  Summe 
Null,  die  eine  ist  auf  die  andere  anrück- 

geiÜbrt.  Setzt  manx=iH-pe^\  so  wird, 
wenn  p unendlich  klein,  p*sQ  gesetzt 
wird : 

If{x)dx=j  ^—-=j  d<t  = n, 

^ ‘^0  2ipe^  0 

also  ist  71  die  Periode.  Das  betreffende 
Integral  stellt  bekanntlich  den  Arens- 
tangens  vor. 

3)  Sei : ^ 

Nach  vorigem  Abschnitte  Ist  das  auf 
den  ünendlichkeitspunkt  bezogene  Ele- 
mentarintegral gleich  0,  wenn  n grösser 
als  1 ist.  Von  den  übrigen  fallen  die 
kreisförmigen  Theile  weg.  Je  zwei  ge- 
ben eine  Periode,  da  man  beim  Umkrei- 
sen des  einen  Windongspunktes  das  Zei- 
chen ändert,  bei  dom  des  andern  das- 
selbe also  wieder  herstellt.  Den  Win- 
dungspunkten  erpa,  . . . a^yi  entsprechen 

die  Elementarintegrale : 
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/•“I  /'•* 

-^1  = / Al  (*)<<*-/  At(*)*t. 

•'0  “l 

oder  da  f,  (*)=  — (z)  i«t: 

A,=i  r'''nx)dx, 

•z  0 0 

allgemein : 

^,=2  J"‘  nx)dx. 

Die  Perioden  bilden  beliebige  Qrbteen  — i4^. 

Die  zweite  ist  negatiT  in  nehmen,  da  nach  Umkreieen  des  ersten  Windangs* 
panktes  das  Zeichen  sich  ändert.  Alle  Perioden  aber  entstehen  durch  Addition 

der  folgenden : 

i4|— Aj,  Aj  — Aj,  Aj— A^  , . j *“ 


Die  Somme  aller  Elementarintegrale  in  der  Ordnang , wie  sie  umkreist  werden, 
also: 


A|— A,+A,— A*+  . . . 


▼erschwindet  wogen  der  Eigenschaft  des  Ünendlichkeitsponktes.  Es  ist  also  eine 
Periode  die  Somme  der  andern,  and  die  Anzahl  derselben  gleich  2n~2. 

Für  A = 1 hat  man: 


A(»)= 


1 


was  eine  Periode  A^ — A^  gibt. 

Der  Unendlichkeitsponkt  (der  kein  Windongsponkt  Ist)  gibt  das  Elementar- 
integral 2/xi.  Also : 

A|  — A,=  2Aii 


ist  die  Periode  von: 


4)  Sei: 


AW= 


1 

V^(“i— *)K— »)  • • • *)’ 


SO  ist  das  den  Unendlichkeitsponkt,  der  hier  ein  Windongsponkt  ist,  betreffende 
Integral  so  berücksichtigen.  Die  Elcmentarintegrale  sind  also: 

A=if''’r(x)dx, 

•/  0 

wo  > einen  der  Werthe  1 bit  2a — 1 hat,  and; 


A^=2fj(x-)äx. 

^ 0 

A|  — A,+A, — . . . — Aj^=0. 

Von  den  Perioden: 


Aj— Aj,  A, — A| 


1 ^»n 


wird  alio  ebenfalls  eine  anf  die  Übrigen  redncirt.  Die  Anzahl  ist  aach  hier2a— 2, 
jedoch  mnss  a pösser  als  1 sein.  Fdr  a = 1 findet  keine  Periode  statt , da  das 
anf  den  Unendlichkeitspunkt  erstreckte  Elementarintegral  unendlich  gross  ist. 
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14)  Entwickelung  de<  Functio- 
nen in  Reihen  nach  ganzen  po- 
sitiv en  Potenzen. 

/fit^  dfx 

BiiDichft  aosgedehnt  anf  eine  einfache 
geicblosseoe  Canre,  die  keinen  critigchen 
Fonkt  der  Function  f{m)  einschliesst 
Dae  Argument  wird  dann  nur  für  a— a 
digoontinuirlich , also  in  dem  von  der 
Curve  eingeschlottenen  Raum  dann  n i e - 
mall,  wenn  Punkt  » lieh  auiierbalb 
deiielben  befindet.  Dann  ist  also: 


f 


n«) 


dn  = 0. 


Be&ndet  zieh  dagegen  z innerhalb  dieses 
Banmes,  so  kann  man  diesen  Funkt  mit 
einer  beliebig  kleinen  geschlossenen 
Curve  nmgeben.  Zwischen  dieser  und 
der  gegebenen  ist  dann  kein  critischer 
Punkt  mehr  vorhanden.  Bezeichnet  man 
/'(•) 

also  durch  f das  auf  die  z umge- 
bende Curve  bezogene  Integral,  so  ist; 

/ a— t J a—  s 


L, 

0 

Da  L mit  abnehmendem  q Terschwmdet» 
BO  findet  dies  auch  mit: 

/Stt 

0 

statt.  Aber  wenn  man  fdr: 
seinen  Werth  setzt: 

/in 

I) 


d.  h.; 


Es  ist  also: 

oder  =0, 


Befindet  sich  endlich  x auf  der  ersten 

Gurre  selbst,  so  ist  offenbar  / 

J a — s 

discontinuirlich,  da  der  Nenner  0 wird. 

Wir  haben  hier  ein  Beispiel  einer 
längs  einer  Linie  discontinoirlichen  Func« 
tion.  Sei  jetxt  die  innere  Gurre  ein 
Kreis  mit  abnehmendem  Radius  so 
ist  das  Integral  in  den  Qrensen 
und  y = 2n  xu  nehmen,  wenn  man: 

a=t+fe^*, 

folglich ; 

da  = Q%e^*d*fi 

setzt,  also; 

Sei  ferner: 

f(.z+gc'>')  = f(t)+Fi^). 

also  F(ff)  eine  OrCsse,  die  sich  mit  ab- 
nehmendem Q der  Null  nähert.  Sei  fer- 
ner L der  grösste  Werth  des  Moduls 
ron  F(<f)  für  gegebenes  also: 

F(</)dtf<L  mod  / dif, 

0 Jo 

d.  b.: 


je  nachdem  z innerhalb  der  einfachen 
Curve  liegt,  auf  welche  die  Integration 
sich  erstreckt,  oder  ansserhalb  derselben. 

Im  erstem  Falle  können  wir  nun  für 
diejenige  geschlossene  Curve,  anf  wel- 
cher das  Integral  genommen  ist,  eben- 
falls einen  Kreis  setzen,  dessen  Mittel- 
punkt im  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
liegt,  und  dessen  Radius  r kleiner  ist, 
als  der  Modul  der  kleinsten  Grösse  h, 
fijr  welche  f(u)  anfhOrt,  eindeutig  and 
continuirlich  zu  sein.  Es  wird  daim  un- 
ser Kreis  keine  Mehrdeutigkeit  oder  Dis- 
continuitkt  von  f(a)  nmschliessen.  Da 
z innerhalb  dieses  Kreises  liegt,  so  muss 
der  Modul  von  z kleiner  als  der  von  a 
sein. 

Man  hat  nun; 

a=re^*,  ff«  = rte^*,  d<fz:iad€f. 

Die  Integrationsgrenzen  sind: 

(1=0,  (f=2n, 

also: 


zu  setzen  ist.  Da  aber  der  Modul  von 
a grösser  als  der  von  z ist,  M hat  man: 
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wo  — einen  echten  Brach  lam  Modal  hat,  and  da  man  in  diesem  Falle  setzen 


j * a o* 

tt 

wo  rechu  eine  conrergente  Beibe  steht,  so  ist: 
1 r*" z 


3)  /■(»)  +id,  z*  + 

eine  conrergente  Entwickelung; 


^ 0 a 


I.  „Es  llsst  sich  &lso  f{i)  in  eine 
conrergente  Beibe  nach  ganzen  positi- 
Ten  Potenzen  von  s entwickeln,  so  lange 
der  Modal  von  /‘(z)  kleiner  als  der 
kleinste  Modul  ist,  fdr  den  diese  Fnnc> 
tion  aufhört,  eindentig  and  continnirlich 
za  sein , d.  h.  für  den  ein  Discontinai- 
Uts*  oder  Windangspnnkt  eintritt/* 
Immer  n&mlich  l&sst  sich  dann  ein 
Modal  r finden,  der  grösser  als  der  von 
z ist,  und  die  gegebenen  Bedingungen 
erfüllt 

Ist  aber  der  Modal  von  z grösser  als 
der  kleinste  Modal  A,  fbr  den  ein  cri- 
tiseber  Funkt  eintritt,  so  mnss,  da  r 
diese  Grenze  nicht  Qbersteigen  kann, 

~ einen  Modal  haben,  der  grösser  als 

tf 

1 ist.  Die  Beibe  für wird  also 

i-i- 

fit 

divergiren,  and  ebenso  Reibe  3).  Es 
ist  also  die  in  I.  gegebene  Bedingung 
für  die  Entwickelung  der  Functionen  noth> 
wendig  und  ausreichend.  Es  kann  nur 
dann  ein  Zweifel  entstehen,  wenn  z einen 
Modal  hat,  der  gleich  dem  kleinsten 
Discontinnitätsmodul  R ist,  und  dieser 
Fall  ist  dann  besonders  zu  untersuchen. 
Uebrigens  erleidet  der  Werth  von 

keine  Vorftndemng,  wenn  man  dem  Mo* 
dal  R von  a einen  beliebigen,  zwischen 
0 und  R liegenden  Werth  (die  Grenzen 
ausgeschlossen)  gibt.  Denn  in  diesen 

Grenzen  ist  - anch  eindentig  und 
continnirlich.  Man  hat  aber: 


/ fi“)  j 1 rrw 


und  wenn  man  sich  also  dies  Integral 
über  jeden  von  zwei  concentrischen  Kreis* 
Peripherien  ausgedehnt  denkt,  deren  Ra- 
dien r und  zwischen  0 und  R liegen, 
so  werden  beide  Integrale  nach  dem  im 
vorigen  Abschnitte  angeführten  Satze 
denselben  Werth  haben. 

Es  ist  also  in  der  Reihe  3)  nicht 
nöthig,  dass  r grosser  als  der  Modul 
von  »sei. 

Dieser  merkwürdige  allgemeine  Satz 
über  die  Entwickelung  der  Functionen 
in  Fotenzreihen  ist  von  Cauchy. 

Uebrigens  l&sst  sich  ans  der  Grand- 
formel: 

worin  sich  das  Integral  über  irgend  eine 
einfache  geschlossene  Curve  erstreckt, 
noch  ein  allgemeiner  Schloss  machen. 
Da  nämlich  /*(»)  fdr  olle  Punkte  inner- 
halb derselben  continnirlich  ist,  kann 
man  setzen : 

_i_  /V(")  ^ 

2ni.f  (o— z)*’ 

and  das  Integral  rechts  bleibt  eindentig 
and  continnirlich,  so  lange  t nicht  in 
die  Begrenzung  ftllt.  D.  h. ; 

II.  „Ist  innerhalb  irgend  eines  ein- 
fach begrenzten  Gebietes  f(i)  eindeutig 
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and  continnirlicb,  so  wird  dies  anch  mit 
^'(>)  nnd  mithin  mit  allen  Differcnzial- 
qaotientett  Ton  /(>)  der  Fall  sein.“ 

Das  Letztere  folgt  nirnlich.  wenn  man 
den  Differenzialqnotienten  f”  (s)  der  end> 
lieben  and  continnirlichen  Fnnction  f*{t) 
betrachtet  u.  s.  w.  Hieraus  ergibt  sich 
aneb : 


in.  „In  demselben  Kreise,  wo  /■(») 
sich  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von 
z entwickeln  lässt,  ist  dies  auch  mit 
allen  DifiTerenzialqnoticmcn  von  f{z)  der 
FaU.“ 

Fährt  man  zo  differenziiren  fort,  so 
erhält  man : 


4) 


f-'/ 


(«-»)' 


oder  wenn  men  die  Integration  über  deneelben  Kreis  wie  bei  /’(>)  erstreckt: 


also : 


rm= 


2n 


s r»" 

J 0 


•=  >1  . 1-2. 


(Vergleiche  Formel  8.)  Somit  kann  man  aneb  setzen: 

5) 


die  bekannte  Maclanrin'sche  Reibe. 

Entwickelt  man  aus  Formel  4),  so  kommt: 

J 0 0 “ ~ + T +7i+  ■ ■ ■) 


= y4,+2^,t+3v4,  i*+  . . . 

I **  ' ist  aber  der  Differcnzialquoticnt  von  .4^5*. 

„Die  Reibe  fbr  /'(s)  besteht  also  aus  den  Differcnaialquoticutcn  der  von  /‘(z).“ 
Dies  ist  nicht  selbstverständlich,  da  die  Glieder  ins  Unendliche  gehen.“ 

Setzen  wir  noch  in  die  Formeln  3)  nnd  5)  für  /*(»):  f{u-{-x)j  so  erhalten  wir, 
indem  wir  f{u-\-x)  als  Function  von  x betrachten: 

f(u+T)=  A,■\■A^x+A,x*+  . . 

oder  wenn  man  wieder  k+x  = z setzt: 

6)  ^(»>=.1.+^,  (s-»)+^, 

wo  man  bat; 


1 /'*”/■('<+«). 


oder : 


woraus  sich  dann  ergibt: 


#0  « 


Diese  Entwickelungen  sind  gültig,  so  für  gegebenes  r eine  Kreisperipberio  ent> 
lange  der  Modul  von  x kleiner  als  der«  spricht,  deren  Radius  r und  dessen  Mit- 
jenige  R ist , für  welchen  die  Function  telpnnkt  u ist,  so  hat  man  den  Satz : 
f(u-^x)  discontinuirlich  oder  mehrdeutig  IV.  „Wenn  u eine  beliebige  Grösse 
wird.  Da  nnn  dem  Werth  von:  ist,  and  u kein  Discontinuitäts-  oder 

Windungspnnkt,  so  lässt  sich  /*(»)  nach 
z = u4-re^*  ganzen  positiven  Potenzen  von  s— ii  ent- 
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wickeln  innerhalb  eines  Kreises , der  m 
eum  Mittelpnnkt  hat»  und  dessen  Peri> 
pherie  durch  denjenigen  Biscontinuitats- 
oder  Windnngspnnkt  geht»  welcher  n 
zun&chst  liegt.** 

Da  nun»  sobald  f(z)  kein  critischer 
Punkt  ist»  sich  immer  Punkte  u Bnden 
lassen»  deren  Entfernung  von  s kleiner 
ist  als  die  Entfernung  von  u und  dem 
ihm  n&chsten  critiseben  Punkte,  so  folgt 
daraus: 

V.  »»Jede  Function  l&sst  sich 

f&r  alle  Punkte  mit  Ausnahme  der  cri* 
tischen  in  eine  Reihe  nach  ganzen  po> 
sitiven  Potenzen  von  s— u entwickeln, 
wo  u eine  Constante  ist  in  gewissen 
Grenzen  willkfirlich  ist.  Diese  Grenzen 
aber  ändern  sieb,  wenn  die  Variable  ge- 
wisse Grenzen  überschreitet.“ 

Setzen  wir  auch  in  die  Formel  1) 
für  /“(z),  so  erhalten  wir: 


a—i—u 


Durch  Differenziiren  dieser  Form  er- 
halt man: 


f («  + «)  Ja 


und  diese  zeigt,  dass  der  in  II.  bewie- 
sene Satz  auch  auf  solche  Flachcnraume 
gilt,  die  nicht,  wie  dies  die  ursprüngliche 
Formel  verlangt,  den  Anfangspunkt  der 
Coordinaten » sondern  einen  beliebigen 
Punkt  w»  aber  keinen  der  critischen  Punkte 
cinschliesscn. 

Ans  diesen  Betrachtungen  aber  leiten 
wir  noch  einen  wichtigen  Satz  ab : 

VI.  „Eine  Function  ist  gegeben  Tür 
alle  Werthe,  wo  sie  eindeutig  nnd  con- 
tinuirlich  ist»  wenn  sie  auf  einer  noch 
so  kleinen  Strecke,  also  auf  einer  end- 
lichen Linie  gegeben  ist.“ 

Denn  sei  auf  einer  von  A (Fig.  76) 
ausgehenden  kleinen  Strecke  die  Func- 
tion F{i)  gegeben,  so  ist: 


Fig.  76. 


+ . . . 

Die  Coefficienten  F{A)^  F*  {A)  . 
sind  bekannt,  da: 


ist,  und  diese  Ausdrücke  gefunden  wer- 
den können»  w'enn  man  y auf  der  Strecke 
nimmt»  wo  die  Function  gegeben  ist  nnd 
die  obigen  Grenzwerthe  anfsucht.  Diese 
Reihe  aber  gilt  für  jeden  Werth  z = i4-t-i» 
innerhalb  eines  Kreises»  der  keinen  cri- 
tischen Punkt  einschliesst  und  A zum 
Mittelpunkt  hat.  Sei  nun  der  Werth 
von  F{%)  für  den  beliebigen,  nicht  cri- 
tischen Punkt  s = B zu  ermitteln,  der 
nicht  von  einer  geschlossenen  Curve  um- 
geben ist,  auj  welcher  F(s)  disconti- 
nuirlicb  ist. 


Man  verbindet  A mit  B durch  irgend 
eine  Linie  AB^  die  keinen  critiseben 
Punkt  enthält  (wie  man  dies  ja  immer 
kann),  von  einem  Punkt  derselben»  wel- 
cher noch  innerhalb  des  um  A gezoge- 
nen Kreises  liegt.  Schlagen  wir  einen 
zweiten  Kreis  von  gleicher  Eigenschaft» 
von  einem  Punkt  dieses  letztem  einen 
dritten  u.  s.  w.,  so  lassen  sich  diese 
Mittelpunkte  immer  nahe  genug  den 
Peripherien  des  vorhergehenden  Kreises 
nehmen,  dass  B innerhalb  des  letzten 
dieser  Kreise  liegt.  Bei  a einer  dieser 
Mittelpunkte,  so  gilt  iBr  jeden  Punkt 
dieses  Kreises  die  Entwickelnng: 
f'(t)  = F(a)  + P^(a)(*-ß) 


also  auch  für  den  Mittelpnnkt  des  näch- 
sten Kreises  ß.  Durch  DifTerenzüren  des 
Werthes : 


FC*)  = F(rO  + F'(«)(/i-«) 


1-2 


laMcn  »ich  dann  f (ß),  F"  (ß)  . . . be- 
stimmen , nnd  die  Entwickelung  Air  den 
folgenden  Kreis; 

FW  = F(ß)  + P(iXt-ß)+  . . . 
ist  also  ebenfalb  gegeben.  Da  nun 
f'(i4),  F'  (v4)  . . , für  den  ersten  Kreis 
bekannt  sind,  so  ergeben  sich  diese  Rei- 
hen für  alle  Kreise,  nnd  durch  snccessive 
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Entwickelong  in  Reiben  kommt  man  ao 
auf  völlig  eindeutige  Art  bis  zn  der, 
welche  F{B)  gibt. 

Aendert  man  den  Weg  AB^  ohne  die 
Endpunkte  zu  ändern,  so  kann  die  Ent* 
Wickelung,  mit  der  man  nach  B kommt, 
offenbar  eine  andere  werden,  und  dies 
muss  der  Fall  sein,  wenn  beide  Wege 
einen  Windungsponkt  zwischen  sich  ha- 
ben. Immer  aber  ist  durch  die  Strecke, 
welche  von  A ausgeht,  und  den  Weg  AB 
die  Function  in  B völlig  bestimmt. 

Wir  knüpfen  hieran  noch  einige  S&tze 
von  Functionen. 

Zunächst  erinnern  wir  an  den  Ab- 
schnitt 11)  bewiesenen  Sats. 

VII.  „Wenn  in  irgend  einem  Punkto 
a die  Function  discontinuirlich  ist,  so 
findet  dies  mit  allen  Differenzialqnotien- 
ten  statt“ 

Ferner: 

VIIX.  ,Jst  der  Differenzialquoticnt  in 
a discontinuirlich,  so  findet  entweder 
Gleiches  mit  der  Function  selbst  statt, 
oder  sic  ist  mehrdcotig.“ 

Denn  sonst  muss  nach  Satz  II.  uro  a 
herum  der  Differenzialquoticnt  continuir- 
lieh  sein. 

IX.  ,,In  keinem  noch  so  kleinen 
aber  endlichen  continuirlicben  Raume, 
sei  es  Flächenstück  oder  Linie,  kann 
eine  Function  constant  sein,  wenn  sie 
nicht  eben  sich  allgemein  auf  eine  Con- 
Btante  redneirt.“ 

Denn  fände  dies  z.  B.  in  a statt,  so 
wären  alle  Differenzialquotienten  (Fig.  77) 


Fig.  77. 


von  f(t)  für  : = rr  der  Kuli  gleich,  also  in 
einem  Kreise  um  n die  Function  con- 
stant. Zieht  man  non  aus  ß innerhalb 
dieses  Gebietes  einen  zweiten  Kreis,  für 
den  Entwickelung  nach  Potenzen  lür 
(s— /9)  Btattfindet,  so  ist  auch  f(ß)  mit 
allen  Differenzialquotienten  der  Noll 
gleich , also  auch  in  y innerhalb  dieses 
Kreises  die  Function  constant,  so  gelangt 
man  , wenn  die  obige  Ausnahme  nicht 
stattfindet,  mit  constantem  Wertbe  von 
^(s)  nach  einem  beliebigen  Punkte,  und 
dies  findet  also  für  den  ganzen  oder  den 


Raum  statt,  fttr  welchen  die  Function 
definirt  ist. 

Diese  Schlüsse  finden  offenbar  dann 
immer  noch  Anwendung,  wenn  für  Punkt 
a alle  Differenzialquotienten  verschwin- 
den. Also: 

X.  „Für  irgend  einen  Punkt  tr , wo 
die  Function  definirt  ist,  können  nicht 
alle  Differenzialquotienten  verschwinden.“ 

XI.  „Eine  Function  kann  in  keinem 
endlichen  Gebiete  unendlich  offc  Null 
werden,  wenn  sie  daselbst  eindeutig,  con- 
tinuirlich  und  nicht  der  Noll  gleich  ist.“ 

Denn  sonst  müssten  die  Nullpunkte 
schliesslich  so  znsammenzurücken , dass 
deren  unendlich  viel  in  der  Nähe  eines 
Punktes  a lägen,  und  es  wären  dann, 
wenn  man  von  einem  ß zum  nächsten 
fi+h  ginge: 

rW  = 0,  f(fi+h)  = 0, 
also  da  A in.  Unendliche  abnimmt,  in 
der  Nähe  Ton  A,  auch; 

iin.^(^+*;rJW=rw=o. 

und  Gleiches  fände  mit  allen  Dlfferen- 
zialqootientcn  statt 

XII.  „Es  kann  auch  eine  Function 
innerhalb  eines  endlichen  Gebiets  mit 
der  in  IX.  enthaltenen  Ausnahme  nicht 
unendlich  sein.“ 

Denn  sei: 

f(l)  = CO, 

so  ist: 


also  constant. 

XIII  „Jede  eindeutige  Function  nimmt 
wenigstens  für  einen  Werth  der  Variable 
einen  gegebenen  Werth  A an.“ 

Wir  beweisen  diesen  Satz  für  A -oo 
zunächst.  Sei  M der  grösste  Werth  des 
Moduls  von  f(z).  Non  war: 


Ersetzt  man  das  Argument  durch  Jf,  so 
kommt : 


also: 

mod/-^’*\o)<l-  2...«*. 

r 

Wird  nun  f(t)  nie  unendlich,  ao  kann 
man  r unendlich  groa.  nehmen , nnd 
ea  iat: 
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/")(0)  = 0, 

was  auch  n lei,  was  nach  X unmög- 
lich ist. 

Beweisen  wir  den  SaU  jetxt  fOr  be- 
liebiges A.  Man  nehme: 

’W=7(jy3T’ 

SO  wird  dieser  Ansdmck)  wie  eben  ge- 
seigt,  fhr  irgend  einen  Punkt  n unend- 
lich, also: 

f{«)-A=Q,  f{a)  = A. 

Koch  erwähnen  wir  der  Ansdebnnng 
des  Taylor’achen  Satscs  fOr  mehrere  Va- 
riablen. 

Sei  zn  entwickeln: 

/■(*+*.  y+*)- 

Denkt  man  y+k  constanl,  so  ist: 

A*+*.y+*)=A*.y+*)+*-^^^— 


, **  f(*,  y+k) 

■^1.2  dx'  + • • •» 
ond  wenn  man  jedes  Glied  nach  Poten- 
zen Ton  k entwickelt : 

A*.  y+*)=^(*.  y)+*|j+  • • •. 


y + k)  _ a/-.  , i'f. 
dy  ~ dx'*'  diSi"*"  ■ ■ •’ 
av(x.  y+k)  ^ £V  J ^ 
d**  dx*  dxdy 

also: 


Ax  + k,  y + i)  = /-,x  + y)  + k^+ig 

h'  o'f  2kk  d’f 

1 . 2 ax  ' 1 . 2 axöy 

+ ... 


Diese  Entwickelung  gilt  offenbar  so 
lange,  als  die  Moduln  Ton  k nnd  k klei- 
ner sind,  als  der  kleinste,  für  den: 


f(.x+k,y+k) 

eindeutig  und  continnirlich  bleibt 
Bei  Functionen  von  mehr  als  zwei 
Variablen  sind  diese  Schlüsse  fortan- 
setzen.  Man  überzeugt  sich  dann  sehr 
leicht  von  der  symbolischen  Formel: 


*IÄ^+  *s  + 
‘dx,  dx. 


+k  ^ 
n dx_ 


•/■(x,,  X,  . . . x^. 


wo  man  den  Ausdruck  im  Exfmnenten 
zunächst  sich  als  Zahl  a denkt,  nnd : 

* -^■*■"+172+  • ■ • 

entwickelt,  wobei  der  polynomische  SaU 
in  Anwendung  kommt.  Man  hat  dann 
Glieder  von  der  Form: 


k,*>k.*s 


dx/*dx/*  . . . 


Diese  Glieder  sind  schliesslich  in  ihrer 
Bedeutung  als  Differcnsialquotientcn  auf- 
zufassen. 


15)  Betrachtungen  über  die 
Functionen  reeller  Variablen. 

Wir  wollen  jetzt  voraussetzen , dass 
sowohl  die  Variable  x als  auch  die 
Function  f{x)  reell  sei.  Der  Zuwachs  r 
ist  dann  immer  als  reell  zu  betrachten. 
Sei  y positiv.  Soll  also  ^(x -f- r)  grösser 
als  f(x)  sein,  so  muss  man  haben: 

0 

y 

Soll  das  Gegentheil  stattfinden , so  ist : 

nx+y)-f(,x) 

y 

Da  man  aber  den  Ausdruck  links  mit 
r(x)  vertauschen  kann,  so  hat  man  den 
Satz: 

„So  lange  f'(x)  positiv  ist,  wird  die 
Function  f(x)  mit  wachsendem  x eben- 
falls wachsen,  so  lange  f'{x)  negativ 
dagegen  abnehmen.  Diese  Bedingung 
ist  nothwendig  und  ausreichend.** 

Wenn  f(x)  vom  Znnehmen  zum  Ab- 
nehmen ftborgeht,  sagt  man,  die  Func- 
tion habe  ein  Maximum,  geht  sie  vom 
Abnehmen  zum  Zunchmen  über,  ein 
Minimum. 

Für  den  erstem  Fall  ist  nothwendig 
und  ausreichend , dass  f*  (x)  vom  Posi- 
sitiven  zum  Negativen,  für  den  letztem, 
dass  cs  vom  Negativen  zum  Positiven 
übergebe. 

Hierbei  kann  /'(x)  discontinnirlich 
werden , ein  Fall , der  besonders  unter- 
sucht werden  muss. 

Bleibt  f {x)  continnirlich,  so  muss  in 
beiden  Fällen: 

/■'(*)  =0 

werden.  — Im  eraten  Fall  (wo  f'{x) 
vom  Potitiren  zum  NegatiTen  übergeht) 
iat  hierbei  f’{x)  im  Abnehmen,  alao 
f"{x)  negatir,  im  letztem  f'{x)  im  Zu- 
nehmen, alao  f"{x)  poaitir. 

Ea  kann  aber  f'{x)-0  werden,  ohne 
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dass  ein  Maximam  oder  Minimam  statt« 
findet,  wenn  es  nftmlicb  nicht  sein  Zei« 
chcn  wechselt.  Wenn  aber  f'(x)  i.  B. 
positiv,  dann  Nall  wird  und  positiv  bleibt, 
dann  hat  (x)  selbst  ein  Minimum,  und 
wenn  es  erst  negativ  ist,  ein  Maximam, 
in  beiden  Fällen  also  ist  /"''(x)=0,  und 
^"'(x)  ist  im  ersten  Falle  positiv,  im 
«weiten  negativ. 

^"(x)  aber  kann  nach  dem  eben  Ge- 
sagten gleich  Null  sein,  ohne  dass  /'(x) 
ein  Maximum  oder  Minimum  hat.  Dann 
ändert  es  sein  Zeichen,  und  f{x)  hat  ein 
Maximum  oder  Minimum.  In  diesem 
Falle  ist  /■'"(x)  = 0 u.  s.  w.  Das  Ge- 
sagte fasst  sieh  in  dem  Satze  tusammen : 

„Hat  f{x)  ein  Maximum  oder  Mini- 
mum, BO  muss  eine  ungrade  Anzahl  der 
auf  einander  folgenden  Diffcrenzialquo- 
tienten  verschwinden,  und  der  erste  er- 
scheinende im  ersten  Falle  negativ,  im 
letxtem  positiv  scin.'^ 

Ausgenommen  ist  der  Fall,  wo  f*{x) 
oder  der  erste  erscheinende  Differenzial- 
qnotient  discontinnirlich  ist.  Dieser  Fall 
ist  besonders  zu  untersuchen.  Es  muss 
dann: 

r{x+,)<f’{x) 

im  ersten,  und : 

im  zweiten  Falle  sein,  wo  y unbestimmt 
klein  ist. 

ln  diesen  Betrachtungen  ist  die  Theo- 
rie der  Maxima  und  Minima  der  Func- 
tion einer  Variablen  enthalten. 

Beispiele  gibt  der  Artikel:  Maxima 
und  Minima. 

Wir  entwickeln  ans  dieser  Theorie 
noch  einen  wichtigen  Satz. 

Seien  die  Functionen  F nnd  sowie 
ihre  Differenzialqnotienten  continnirlich 
awisehen  den  reellen  Grenzen  a nnd 
a-f-ik,  ausserdem  aber  habe  in  diesen 
Ghrensen  *1»  kein  Maximam  oder  Mini- 
mam, werde  also  hier  nicht  ‘gleich 
Kall,  dann  bat  in  diesen  Grenzen  offen- 
F'(x) 

bar  der  Ausdruck  einen  grössten 

**•  w . . . 

nnd  einen  kleiniten  Werth,  die  wir  be- 

zBglich  mit  G und  K bezeichnen.  Eb 

ist  idso  dann: 

<P'(x)  ’ ’ 

oder: 

E'(x)-C*'(i)<0, 

wenn  <!>'(*)  poaitir  iit.  let  ei  negativ, 
•o  ist  der  erste  Ansdmek  gtbsaer,  der 


zweite  kleiner  als  Nnll.  Beide  Ana- 
drfleke  sind  die  DilTerenzialqaotienten 
bcziiglich  von : 

F(j)-G>/.(x),  F(x)-/fq-(x), 

von  denen  also  der  erstere  mit  waebaen- 
dem  X abnehmen,  der  letztere  znnebmen 
wird,  wenn  •/>  (x)  positiv  ist.  Es  wird 
also  sein : 

E(o  + A)  - C (fl  + *)  < F (a)  - C «I*  (a), 
d.  h.: 

F(g  + A)-  F(o) 

*;»  {a  + k)-<4>  (fl) 
oder  grösser  als  G,  wenn  nega- 

tiv ist.  Ebenso  ergibt  sich : 

F(n  + A)—  F(a) 

*/»  (rt-f-A)  — 

Dasselbe  findet  statt,  wenn  4*' (x)  ne- 
gativ, da  in  diesem  Falle: 

A)<»/»  (o), 

also  der  linke  Nenner  negativ  ist. 

Da  nnn  diese  Werthe  bezflglich 


<C. 


1) 


der 
F'(x) 

grösste  and  kleinste  Werth  von  — , 

einer  continnirlicben  Fnnction  von  x wa- 
ren, so  mnss  der  Ansdrack  links  einem 
zwischen  den  Grenzen  a und  a+A  lie- 
F'(x) 

genden  Werthe  von  -r^-^  gleidi  sein. 
^ (x) 

Ist  ein  echter  positiver  Bmch,  so 
nimmt  jeder  dieser  Werthe  von  x den 
Aosdrock  a-\-Sh  an,  und  man  hat  also 
den  merkwürdigen  Satz: 

F(a-HA)-F(a)  _ F'(g-fJ»A) 
*/^(a-fA)— ^'(a)  ~ <i»'(a  + ^A)’ 
wenn  nur  in  den  Grenzen  a und 

a+A  nicht  verschwindet. 

Ans  diesem  Satz  leiten  wir  den  Best- 
werth des  Taylor’schen  Satzes  fUr  reelle 
Functionen  ab. 

Es  kommt  nämlich  oft  vor,  dass  man 
den  Grad  der  Convergenz  der  Potenz- 
reihen wissen  muss,  also  wie  gross  der 
vernachlässigte  Theil,  der  Rest  ist,  wenn 
man  n Glieder  des  Taytorschen  Satzes 
nimmt.  Diesem  Reste  soll  hier  ein  all- 
gemeiner Ansdrack  gegeben  werden. 

Zu  dem  Endo  setzen  wir  in  Glei- 
chung 1): 

F(x)=aa+h)-f(x)-(x+k-x)r(x) 

(«»+*-»)■ 
i-2 


rw- 
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{a+h)—g.  (x)  - (a+h-x) 


Wir  nehmen  hierbei  «n , dass  die  Functionen  f,  <j,  f nnd  7'  continnirlich  seien 

in  den  Grenzen  a nnd  a+k,  und  dass  7^^  + in  diesen  Grenzen  nicht  verschwinde. 
Da  man  nnn  offenbar  hat : 


so  gibt  Satz  1) ; 


Es  ist  aber; 


Ferner : 


/•■(«+*)  = 7>(a+A)  = 0, 

F(o)  _ F'(a-f  ■■>*) 

</>(oj  ~ tp'la+ithy 

A> 


F(a)=f(a+k)-na)-hr(»)-~rw- 


*" 


also: 


1-2., 


_ /”\a) 

• . n 1 • 2 . . « M 


+#•(«). 


2)  /•(«+  k)^f(a)+kr{a)+’^^t^+  . . . + - 

ersten  n+1  Glieder  mit  der  Taylor’schen  Reihe  Obereinatimmen , so 
ist  t{a)  der  verlangte  Rest.  Da  man  aber  hat: 

^'•P’(a+9ky 

SO  iat,  wenn  man  die  entsprechenden  Werthe  cinsetzt: 

3)  F(«)  = (7(fl+A)-7(o)-A7'(o)_ ^^y"(a)_  . 


kl 


7^’\o))  (A-JA)' 


^«-7  1.2  ...  7/-("+0(g+>A) 


y ist  eine  beliebige  Function,  f eine  beliebige  ganze  Zahl,  nnr  darf  in 

den  Grenzen  a und  nicht  verschwinden.  Durch  Spedalisiren  kann  man 

dem  Reste  leicht  einfachere  Ausdrücke  geben. 

A)  Sei  y (jr)  = (x— dann  ist: 


nnd: 

4) 


. A"+ ' (1  - 9)’»-g  1 • 2 ■ ■ . 7 /•(*+  ')(«4  9 k) 


F(a)-. 


. 2 -f  1)  (p—1)  ...  (p  — y_|_  !)■ 

Wird  hierin  noch  prrj  gesetzt,  so  ergibt  sich: 

B)  Setzt  man  dagegen  in  der  allgemeinen  Formel  g=0,  so  ergibt  sich: 

47 
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6) 


^^(“)  = I'/  ("+*)— 7 (“)] 


1.2...«  ii’(a+9k) 


alflo  wenn  wieder  ./  (x)  = (x 
7)  F(a)  = 


«)'’+*  ist: 

A"+'(l-.t)" /•("+*)(«  + , H) 
l-'2..  . «(/>+l).1^ 


oder  wenn  p=0  ist: 

8) 


*"+  '(1_  9)”  /•("+^)(n  + 9k) 
1-2...«  ’ 


ein  Ansdrnck,  den  Cauchy  zuerst  gegeben  bat. 

Sei  ferner  y(x)  = (a  + A — so  gibt  Formel  6): 

woraos,  wenn  p:zn  ist: 


10) 


F(a)  = - 


.1+« 


r ("+'), 


'(n  + i»*) 


1-2. ..(«+!)' 

folgt,  eine  Formel,  die  von  Lagrange  herrOhrt. 

Nehmen  wir  an,  dass  in  den  angegebenen  Grenzen  nicht  tct- 

Bcbwindct,  so  kann  auch  in  6)  7 (x)=r/‘^”\x)  genommen  werden,  also; 

11)  f(o)  = [/-W(«  + A)-/-W(«)]  5^2“^' 


Diese  Darstellung  ist  von  Roche. 

Besonders  zur  Anwendung  eignen  sich  die  Formeln  8)  und  10)  für  den  Beat. 
Diese  Rcstbestimmung  hat  ausser  dem  Zwecke,  den  Grad  der  Ann&herung  an  fin> 
den,  noch  den,  dass  die  Reibe,  selbst  wenn  sie  divergirt,  mit  Hinzunahme  von 
F{a)  noch  einen  Sinn  gibt , was  z.  B.  für  die  halbconvcrgenten  Reiben  wich- 
tig ist. 

An  die  obige  Theorie  der  Maxiroa  und  Minima  der  Functionen  mit  einer  Va- 
riablen knüpfen  wir  noch  die  Theorie  derer  mit  mehreren  Variablen  an. 

Damit  für  ein  gewisses  System  von  Werthen  x^  x.  . . . x^  der  Ausdruck 

• • • ^n)  im  Wachsen  oder  Abnehmen,  ein  Maximum  oder  Minimum  sei, 
muss  für  beliebiges  reelles  und  nnendlich  kleines  (ix^^  dz^  . . . dx^: 


• • • *n+'^«) 

im  ersten  Falle  kleiner,  im  letztem  grösser  als  /'(x^,  x,  . . . x^)  sein,  also  der 
Ansdrack : 

x,  + dx,  . . .)— /■(x,,  X,  . . .) 

bexOglich  negativ  nml  positiv  für  jeden  Ausdruck  dx„  dx,  . . . Dieser  Ausdruck 
ist  gleich: 

d’/*  \ 

‘^•  + •••)• 

wozu  Glieder  dritter  Dimension  kommen,  die  gegen  die  hingeschriebenen  ver- 
schwinden. Auch  der  Auidmck  zweiter  Ordnung  ist  nnendlich  klein  gegen  den 
erster  Ordnung,  und  da  (ix,,  dx^  . • . positiv  nnd  negativ  sein  können,  so  muss 
sein: 


ax,  ‘^dx. 


I 
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di,' 


Continuit&t  der  DifTerenzialquotienteo  vorauagesettt.  Es  mass  also  die  homogene 
Function  zweiter  Ordnung: 


wo  s und  t alle  Werihc  von  1 bis  n aonchmen,  iin  Falle  des  Maximum  negativ, 
im  Falle  des  Minimum  positiv  sein. 

Es  ist  gezeigt  in  dem  Artikel:  Quadrat,  wie  man  eine  solche  Functioa  in 
eine  Summe  von  n Quadraten  von  der  Form  : 
n,dii+«,  rfjT,+  . . . 

verwandelt.  Bei  dieser  Verwandlung  war  aber  jedes  Glied  unter  dem  Quadrat- 
Zeichen  mit  einer  Quadratwjirzcl  als  Factor  behaftet,  welche  von  den  Coefficienten 
d^f  dY 
dx  dx  ox 


abhangt.  Uflekt  man  diesen  Factor  ans  dem  Quadrat  heraus , so 


t 

ist  jedes  mit  einem  CoefRcienien,  der  positiv  oder  negativ  sein  kann,  multiplicirt. 
Es  ist  klar,  dass  im  Falle  des  Maximum  alle  diese  Coefficienten  negativ,  im  Falle 
des  Minimum  positiv  sein  müssen.  Haben  sic  ungleiche  Zeichen,  so  findet  keins 
von  beiden  statt.  Diese  Bedingungen  sind  nothwendig  und  ausreichend,  den  Fall 
d*/  d*/ 

ausgenommen,  wo  die  Grössen  ---  alle  verschwinden.  Dann  wäre  ganz 

wie  oben  auf  die  Glieder  höherer  Dimension  zurückangreifen. 

Betrachten  wir  z.  B.  die  Fnnction  zweier  Variablen  /'(^p  x,),  so  muss  sein: 


Sei  noch: 


d’f_  av 

aX|’  ’ 


dx,*  - ' 


SO  ist  das  Glied  zweiter  Dimension : 

rtrfx,  * + 26  dx.  (fx,  + cdx,*  = a (dxj+—  d!j*j)*+(c ^ 

tf  \ d / 

also  im  Falle  des  Maximum  oder  Minimum  bezüglich : 

«§0,  e-^$0. 

Wegen  der  ersten  Bedingung  ist  im  Falle  des  Maximum  cd— 6*>0,  und  ebenso 
im  Falle  des  Minimum,  ln  beiden  F&llen  muss  also  cd>6*  sein,  wobei  die  Be* 
dingung  d^O  beide  Fille  von  eioander  trennt. 

16)  Beispiele  zum  Taylor’schen  Satz. 

Wir  geben  jetzt  einige  Beispiele  IBr  die  Benutzung  der  Taylor’schen  Beihe. 

Der  Ausdruck  (x+6)”  soll  entwickelt  werden  für  reelles  und  imagin&res  n. 
Es  lässt  sich  zeigen,  dass  diese  Entwickelung  gelten  muss,  so  lauge  der  Modul 
von  h kleiner  als  der  von  x ist,  mit  Ausnahme  des  Falles,  wo  n eine  ganze  po- 
sitive Zahl,  also  die  Beihe  eine  endliche  ist,  und  für  jedes  h gilL  — Denn  sei 

zunächst  n ein  echter  oder  unechter  Brach,  also  n=:~: 

ß 

ß 

(,+*)"= y(x+*)“. 

Setxcn  wir  k = —x+r  ao  wird: 

ß 

«• 
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also  fftr  9 = 0 und  ffir 

a a 7nni 

(*+*)"  = r^  und  (*+*)"=  r**e  ^ . 

Man  kehrt  also  erst  nach  /! maligem  Umkreisen  des  Ponktes  *=— * zu  dem  An- 
fangswerth : 

a iaßni  a 

znrfick,  und  es  ist  dies  ein  Windungspnnkt.  Somit  hOrt  die  Richtigkeit  der  Ent- 
wickelung auf,  wenn  der  Modul  vou  h den  von  x erreicht.  Oleicbes  gilt,  wenn 

n irrational  ist,  da  dann  r"  und  r"e*""*  ehenfalls  ungleiche  Werthe  haben.  Auch 
kann  ohne  Aenderung  dieser  Betrachtungen  n negativ  sein. 

Sei  jetat  aber  n eine  beliebige  complexe  Zahl»  bat  man : 

aber  £Ör  h — —x:  • 

lg  (*-!-*)  = lg  0=®» 

wo  dann  also  Discontinnitat  eintritt.  * 

Für: 

«»)=*" 

ist  nun: 

f'(x)=nx’'-\  = . . . fW(i)  = »(«-l) 

. . . («-s+l)x*-*, 

also  wenn  man: 

n(i«-l)  . . . (n  — s-f-1) 

"s  “ 1 . 2 . . . s 

setzt: 

(x-f-*)"=x"-hBx'*“’’*-f a,x"~''‘**-)-  . . . +<•,*"  *ä* 

wo  man  statt  des  letzten  Gliedes  auch  setzen  kann : 

(«+l)H,^j(l-»)’(x-|-»*)"-‘-‘**+‘, 

natürlich  nur  dann , wenn  x und  h reell  sind , und  dieses  letzte  Glied  gibt  die 
Grenze  des  Fehlers  an.  Setzt  man  z.  B.  x=l,  wo  man  dann  bat: 

(1-f-k)  g— k -f-  . . . 

Der  Modul  von  h nmas  kleiner  alt  1 sein.  Et  wird,  wenn  man  mit  ab- 

briebt,  der  Fehler  zwischen: 

und  «,^.,(1+*)"“"^**+' 

liegen ; er  wird  also , wenn  n und  k positiv  sind , nicht  grosser  als  der  letztere 
Ausdruck,  wenu  k negativ,  a positiv  ist,  nicht  grösser  als  der  erstere  sein  können. 
Sei  ferner: 

^(*+*)=  lg  (»+*)• 

Die  Beihenentwickelung  gilt,  so  lange  modk<modx  ist,  da  für  k = — x Diaeon- 
tinoitit  eintritt. 

Man  hat: 
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d lg  * — 1 (<’  lg  c — f i/*  lg  x_  „ — s 

~jr~“  ’ -rfli“““*  ’ 


^ = (-!)*-■  2. 


rfx* 


alfo: 

ig(*+*)=igx+A_.^.  + Ä— 

und  fttr  2 = 1 erhält  man  hieraus: 


2-3...(s-i)i' 
A*+‘ 


(2+1)  (*+»*)’+* 


lg(l+*)  = *-lA>  + }**+  . . ., 

für  2 = 0 dagegen  wird  diese  Kntwickelung  immer  iilnsorisch,  da  dann  modA<0 
sein  müsste.  Setsen  wir  in  der  letsten  Entwickelung  A = l,  so  hat  man: 
lg(2)  = l-i+*-i+  • • • 

Die  Glieder  nehmen  ab  und  conrergiren  nach  Nnll  hin.  Dies  ist  ein  Zeichen 
dalür,  dass  die  Reihe  conrergiren  mnss  (siehe  den  Artikel : Reihen). 

Ist  A=— 1,  so  hat  man: 

lg(0)=-(l+l+l+l+...). 

Diese  Reihe  wird  dirergiren,  da  dieselbe  snr  Somme  : 

lg0=  —00 

haben  würde  Es  ist  dies  ein  Beispiel  für  den  Fall,  dass  in  der  That  aol  der 
Orcnie  die  Function  conrergiren  oder  dirergiren  kann. 

Eindeutige  Functionen,  welche  für  endliches  x nie  discontinuirlich  werden, 
können,  was  auch  x sei,  immer  nach  ganzen  positiren  Potenzen  von  x entwickelt 
werden.  Diese  Eigenschaft  haben  z,  B.  die  Functionen : 


e , sin  2,  cos  2, 

und  in  der  That  werden  die  entsprechenden  Reiben : 

2> 


« =1+2  + 


2'*‘l-2-3'* 


810  x=:  X — 


l-2.3^1-2-3.4-5 


Von  Bolcheo  Fanctiooen  sagt  man,  dass 
sie  „den  Charakter  ganier  Functionen 
haben/*  oder  nennt  sie  anch  knrzweg 
„ganze  Fonctionen.“  Sie  sind  aber  auch 
die  einzigen , welche  sich  immer  nach 
ganzen  positiven  Potenzen  von  x selbst 
entwickeln  lassen. 

17)  Ent  wickelong  der  F und  io  • 
nen  nach  ganzen  positiven  nnd 
negativen  Potenzen  der  Va- 
riablen. 

Wir  untersuchen  jetzt  abormals  das 
Integral : 


erstrecken  dasselbe  jedoch  Aber  zwei  ge- 
schlossene Curven  A und  von  denen 
die  eine  von  der  andern  ganz  umgeben 
wird  (Fig.  78)  Wir  setzen  voraus,  dass 


• * * 

sich  in  dem  Ringe  zwischen  A nnd  B 
und  auf  diesen  Curven  selbst  keine  Dis- 
continuitkt  oder  Mehrdeutigkeit  finde. 


Fig.  78. 


Die  geschlossene  Cnrve  setzt  voraus, 
dass  in  dem  ganzen  von  B umschlosse- 
nen Gebiete  sich  entweder  kein  Win- 
dnngspnnkt  finde,  oder  mehrere  derart. 
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dass  beim  Umkrcieen  denciben  »nf  Curre  A die  Function  in  jedem  Punkt  mit 
ihrem  alten  Werthe  wieder  lurückkomme.  ^ 

Da  dann  in  dem  von  A und  B begrcniten  Gebiete  der  Auidmck  ““f 

für  a~\  eine  Diecontinnit&t  nnnehmen  kann,  so  ist,  falls  Funkt  z in  diesem  Ringe 
lieg^  nach  dem  am  Schlüsse  des  Ilten  Abschnittes  angeführten  SaUe: 

J tt—t  ./  o— z J n — s 

„(A)  „(ß) 

wenn  s im  Ringe  liegt,  wo  / und  / die  über  die  Gurren  A und  B erstreck- 
ten Integrale,  ^ dasjenige  auf  eine  kleine  geschlossene  Gurre  erstreckte  be- 
deutet, welches  den  Punkt  z umgibt.  Befindet  eich  aber  s ausserhalb  des  Ringes, 


J rt—i  J * 


dn. 


Man  beweiat  nun  wie  in  12)i  daaa: 


J «— » 


ist,  also: 

1) 


j_  r AfM<l  _ 

^ « — zj 


(«)  /'(e)rf»1  _ 


rw 


oder  — 0, 

je  nachdem  z zwischen  A und  B liegt,  oder  ausserhalb  dieses  Raumes. 

Finde  das  erstere  statt,  und  snbstituire  man  den  beiden  Gurren  A und  B con- 
centrische  Kreise,  deren  Mittelpunkt  der  Anfangspunkt  der  Goordinaten,  und  deren 
Radien  bezüglich  r und  p seien,  so  darf  zwischen  r und  p kein  R^ius  oder  Mo- 
dul liegen,  für  welchen  f(i)  discontinuirlich  wird.  Ausserdem  ist  zunächst  zn 
setzen ; 

r>mod  s>p. 

Mit  dem  ersten  Integral  kann  man  ganz  wie  in  Abschnitt  12)  rerfahren,  da 
r>mod  z ist,  und  erhält  somit  auch : 

1 /Mj„=A,-|-A,s-t.A,s»+  .... 

2niJ  «— z 

fi.’i) 


1 f{n)  . »t 


Was  aber  das  zweite  Integral  anbetrifft,  so  ist: 
mod  »mod  a, 


also : 


Da  nun  lUr: 


wird,  so  hat  man: 


7». 

a = : 

f{a)dazztt%  ftt  dff> 


t5ig!lize3T5yt??R 
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oder : 


1 /(«)«<«_  1 

1 B.  I I 


2iij 


<t-t  t ^ ^ z‘  ^ 


und  sonach  hat  man  für  jeden  Werth  Ton  s,  der  in  dem  beseichneten  Ringe  liegt: 
/■(e)  = .4.+.4.s+.4,x>+  . . . +.^4-^1+  . .-. 


and  haben  die  obigen  Werthe. 

„Jede  Function  laset  sich  nach  posi* 
tiven  und  negativen  ganzen  Potenzen 
entwickeln,  iu  dem  von  zwei  concen- 
trischen,  in  unserem  Sinne  geschlossenen 
Kreisen  begrenzten  Räume,  durch  deren 
Peripherien  je  zwei  n&chsie  Discontinui- 
t&tspunkte  gehen.“ 

Hat  also  eine  eindeutige  Function  f{i) 
in  Punkten  A^t  >4,,  (Fig-  79)  Dis* 
continuit&tcn,  so  legt  man  durch  diesel- 
ben Kreise,  deren  Mittelpunkt  der  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  ist;  zwischen 
den  durch  A ^ und  A,  gehenden  Krei- 
sen, ferner  zwischen  den  durch  A^und  A^ 
gebenden  u.  s.  f.  findet  dann  die  Entwicke- 
lung 2 statt,  die  immer  convergirt,  je- 
doch in  den  verschiedenen  Gebieten 
A,  A,  . . . verschiedene  Coeffi- 
cienten  hat,  wahrend  bis  zu  Kreis 
nach  ganzen  positiven  Potenzen  ent- 


Fig.  79. 


wickelt  wird,  also  sümmtlicbe  B der  Kall 
gleich  werden. 

Die  Werthe  von  A^  und  B , die  man 
acch  schreiben  kann  : 


A 

$ 


_j_  ff(«) 

“2-7I./  $ — 1 
u 


zeigen  aber,  dass  die  Integrale  rechts  dieselben  bleiben,  wenn  man  r und  q be- 
liebige Werthe  gibt,  welche  zwischen  die  r und  q umschliessenden  beiden  n&chsten 

Discontinuitfttsmoduln  fallen,  denn  für  alle  diese  Werthe  ist  und 

t — 1 ' ' ' 


a 

eindeutig  und  continnirlich , also  das  Integral  dasselbe  (Abschnitt  11).  Die  Be- 
dingung r>mods>^  ist  also  aufgehoben,  für  g und  r sind  beliebig  auch  gleiche 
Werthe  zu  nehmen,  welche  Jedoch  zwischen  den  beiden  zunächst  liegenden  Dis- 
continuitatsmoduln  liegen.  Eben  weil  diese  Grenzen  mit  dem  Gebiete,  worin  a 
liegt,  wechseln,  wechselt  auch  die  Form  der  Entwickelung.  Man  sieht,  dass  man 
jetzt  auch  schreiben  kann: 


^-1 

2)  f(*)=  • • • +“^i — I — + — I — *+.^1 »’+  . . •. 


4 f 
* 2-iJ  0 


— dtf,  ft—re'f  , 


P<r<R, 


wo  R der  t nächste  grossere,  P der  nächste  kleinere  Discontinnitätsmodnl  ist. 

Es  lässt  sich  indess  noch  eine  andere  Entwickelung  nach  positiven  nnd  ne- 
gativen Potenzen  von  z finden,  die  jedoch  einen  wesentlich  andern  nnd  engem 
Charakter  trägt  als  die  vorige.  Setzen  wir  zn  dem  Ende: 
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u=z  — —,  f(i)=if(u), 

80  ergibt  Bich  sogleich : 

und: 

»w=Kl±yT+0- 

Untersnclien  wir  in  welchen 

Orenten  Ton  » sich  di©  Fnnotion  /“(•) 
nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  u 
entwickeln  lasse.  Bedingung»  dass  eine 
solche  Entwickelung  überhaupt  mOglicli 
sei,  ist  die,  dass  y («)  lur  keinen 

critischen  Punkt  habe.  Diesem  Werthe 
entspricht  sc:  + ^»  i®  nachdem  man  der 
Wurzel  das  eine  oder  das  andere  Zeichen 
gibt.  Es  muss  also  wenigstens  einer 
der  Wenhe  f{+l)  nnd  f{—l)  keinem 
critischen  Punkte  entsprechen.  Je  nach- 


dem dies  für  einen  oder  den  andern  der 
Werthe  stattfindet,  ist  das  Zeichen  der 

II  /|i* 

Wurzel  von  * = + l positiv 

oder  negativ  zu  nehmen.  ErfiUlen  beide 
Werthe  die  Bedingung,  so  ist  das  Zci« 
chen  beliebig. 

Um  die  Grenzen  der  Gültigkeit  nnse- 
rer  Entwickelung  tu  finden , fragt  sich, 
welche  Werthe  von  s einem  gegebenen 
Modul  von  u entsprechen.  — Zn  dem 
Ende  setzen  wir: 


also: 


z = rc^*, 


a i 1 

ge  = re^ 

ref* 

— — 71  1 7» 

ge  SS  re  ' , 


COS  7 


also  durch  Multiplication: 


oder: 


r*— 2r*  008 27  — p*  r*-|-l  = 0. 


Es  ist  dies  die  Gleicbnng  einer  Curvc  in  Polarcoordinaten  r und  7 , p ist  eine 
gegebene  Constante.  Führt  man  rechtwinklige  Coordinaten : 


x = rco8  7,  y = rsin7 


ein,  so  erh&lt  man: 

(x»+y>)*-2(*>  - y*)+e*(*’+y’)+l=0. 

Die  Cnrve,  welche  wir  mit  U bezeichnen  wollen,  ist  also  vierten  Grades.  Ans 
der  Gleichnng  derselben  ergibt  sich: 

r’  = cos 2</  ± 1/ ( cos 27+  y)  — I- 


Da  r*  reell  und  positiv  sein  muss, 
so  muss: 

cos27  + y>1 

sein,  denn  den  negativen  Wertben  von 
cos27+^-  entspricht  negatives  r*,  de- 
nen, die  kleiner  als  1 sind,  imagin&res. 
Dagegen  finden  für  jedes  7,  welches  die- 
ser Bedingung  genügt,  zwei  positive 
Werthe  von  r statt.  Der  grOsste  Werth 
von  7 ist  von  p abhängig.  Tritt  nur 
ein  critisehcr  Punkt  von  f(t)  ein,  so 
entspricht  diesem  ein  gegebener  Werth 
von  r und  7-»  also  vennOge  Gleichung 
1)  ein  ganz  bestimmtes  p , welches  die 
Cnrve  U völlig  bestimmt,  und  diese  ist 
es  dann,  innerhalb  welcher  unsere  Ent- 
wickelung statt  bat,  wenn  sie  keinen 
zweiten  critischen  Punkt  einschliesst. 
Es  gibt  aber  ausser  den  critischen  Punk- 


ten für  f{*)  noch  im  Allgemeinen  einen 
zweiten  critischen  Punkt  für  7 (11),  den* 
jenigen  nämlich,  wo  beide  Werthe  von: 

H /||S 

gleich  werden,  also: 


« = + 2i,  s=  + i; 

für  diesen  Werth  ist  p = 2,  r=l.  Ent- 
sprechen also  den  ditischen  Punkten 
von  f(%)  nur  Werthe  von  p,  die  grösser 
als  2 sind,  so  ist  die  Entwickelung  den- 
noch nur  für  das  Innere  derjenigen 
Cun'e  (/,  für  welche  pr2  ist,  gültig.  Je 
grosser  p,  desto  grösser  ist  anch  ver- 
möge nnserer  Ungleicbheitsbedingnng 
der  grösste  Werth  von  7 ; für  p = 2 er- 
hält man : 

cos2'/>  — 1, 

eine  Bedingung,  welche  immer  erfüllt  ist. 
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Jedem  kleineren  q aber  entsprechen  Werthe 
von  7,  die  kleiner  als  ^ sind. 

In  diesem  Falle  zoriallt  die  Cuitc^  wie 
leicht  zu  sehen^  in  zwei  völlig  von  ein- 
ander getrennte  Theilc,  deren  einer  den 
Punkt  > = 1,  der  andere  denPonkt  >=;— 1 
symmetrisch  umschliesst.  Beide  sind 
unter  einander  congruent  und  zerfallen 
in  zwei  congruento  Stärke,  ln  einem 
derselben  oder  in  beiden  findet  die  Ent- 
wickelung statt,  jo  nachdem  oder 


oder  beide  keine  critlschen  Punkte 

sind. 

Von  den  beiden  Werthen  von  r,  die 
gegebenem  7 entsprechen , wkehst  der 
grossere  mit  p,  und  der  kleinere  nimmt 
wegen  der  Gleichung  = 1 ab,  wenn 
g wichst.  Dies  zeigt,  dass  Jede  Curve 
V.  die  grosserem  p entspricht,  alle  mit 
kleinerem  p völlig  einscbliesst. 

Nachdem  so  das  Gebiet,  in  welchem 
unsere  Entwickelung  gilt,  völlig  festge- 
stellt ist,  kann  man  in  demselben  setzen: 


(.-  i) . *;•«  (= - i)  vi:;®  (.  - i)  V . . 


wo: 

'/(“)=/(“+ 

zu  setzen  ist.  In  gewissem  Sinne  ist  es  nun  möglich,  hierans  eine  Entwickelung 
nach  positiven  nnd  negativen  Potenzen  berzustellen.  Man  bat  nämlich : 


• (-1) 


— fl 
* » 


wo  n,  fl.  ...  die  Binomialcoefficienten  sind.  Hierans  ergibt  sich,  wenn  man 
nach  Potenzen  von  z ordnet: 


7 ' ' V ^ ^ 

72)»  ■*■(!.  2 •3)’’^  ■ ■ ” 

,.(*+*)  + ./♦+*) 

»’+r  ■'■^+i)F-f2)"2l~(.  + l)(*  + 2)(«+3)3!''' 


. •). 


i=  1 


wo  unter  7^*^  der  ste  Differcnzialquotient  von  7(1*)  für  «=0,  unter  1!  der  Ans- 
dmek  1*2...»  verstanden  wird.  Ihrem  Ursprünge  gemäss  gilt  diese  Entwickelung 
nnr  innerhalb  des  einen  oder  andern  von  der  Curve  U begrenzten  Gebietes. 

Bricht  man  die  Entwickelung  mit  z’’  ab,  so  darf  man  auch  nur  bis  zu  z 
gehen,  and  in  nur  bis  zu  dem  mit  7^**^  multiplidrten  Oliede  vorschreiten, 
nnd  kommt  es  dann  nicht  darauf  an,  ob  die  Ausdrücke  für  A^  selbst 

convergiren.  Nur  wo  dies  Gebiet  innerhalb  des  Ringes  liegt,  wo  die  Entwickelung 
2)  convergirt,  sind  beide  zu  idcntificiren. 


Beispiele. 
I.  Sei; 


«T,  y beliebige  Constanten,  deren  Moduln  jedoch  der  Bedingung  genügen , dass 
mod  R < mod  d < mod  y ist.  Ist  dann  modz<modR,  so  können  die  Brüche 
111 

, , nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  z entwickelt  werden , und 

« — z ß — z y — i ® ^ 

man  hat: 

/(*)=A,  + A,z+A,z*-H  . . 


A = 

I 


1 


1 


1 


+ 
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l0t  jeUl  moda<modi  <mod/9,  so  k<)D- 
ncn  noch  und nach  positiven, 

^ ß-*  y-* 

aber  nur  nach  negatiren  Potenzen 

« — s 

von  z entwickelt  werden.  Man  hat: 


Ist  mod/f<mod  z<mod  ^1  so  wird  nur 
nach  positiven  Potenzen  zu  ent- 

y,  * 

wickeln  sein.  In  der  obigen  Reibe  ist 
also: 


Ist  endlich  mody<modz,  so  tritt  Air 
alle  drei  Brüche  Entwickelung  nach  nc> 
gativen  Potenzen  ein  Es  ist: 


so  ist  in  demselben  f(z)  eindentig, 
n&mlich : 


m 


und  für  i = r und  » = r«'”*  nimmt  ^(z) 
denselben  Werth  an.  Da  der  Modul 

Ton  — kleiner  als  1 ist , so  kann  man 
nach  dem  Binomischen  Satz  entwickeln 

^2z  1.2-2»z> 

1-3 


+ 


1.2-3-2*  z*' 


also; 

W = s+i-j~272T‘7 


1-3  1 

“^1-2. 3-2*  z*  ■ ■ ■ 
Diese  Entwickelung  gilt  für  alle  Werthe 
von  z,  deren  Modul  grösser  als  1 Ist. 


r(t)= 


18)  Entwickelung  der  Functio- 
ncn  nach  Fourrier’schen  Reihen. 


Da  den  Werthen  z = n,  z = ß.,  z = y Dis- 
continuitfttspunkte , und  zwar  die  einzi- 
gen, welche  f{z)  hat,  entsprechen,  muss 
in  der  That  die  Entwickelung  sich  vier- 
mal ändern,  nämlich  in  dem  Kreise, 
dessen  Peripherie  durch  n geht,  erfolgt 
sie  nach  positiven  Potenzen,  innerhalb 
der  Ringe,  deren  Grenzkreise  durch  n 
und  ßf  ß und  y gehen,  und  innerhalb 
des  ganzen  Gebietes,  welches  ausserhalb 
des  letzten  Kreises  fällt,  in  Entwicke- 
lungen, welche  auch  negative  Potenzen 
enthalten 

Diese  Entwickelung  dauert  so  lange 
fort,  bis  ein  Modul  cintritt,  welcher 
einem  Windungspunktc  entspricht.  Fin- 
det derselbe  für  z^O  statt,  so  kann  man 
der  Entwickelung  von  /‘(s),  Indem  man 
z = x-|-u  setzt,  die  von  nach 

Potenzen  von  u,  oder  von  z^x  sub- 
stituiren,  wenn  für  x kein  Windungs- 
punkt  stnttüodet,  und  diese  Entwicke- 
lung gilt  dann  bis  zu  dem  x am  näch- 
sten liegenden  Mebrdeutigkcltsmodnl. 

II.  Sei : 

/■(z)=v'r(rM). 

Für  z = 0 und  z = — 1 finden  Windungs- 
punkte  statt.  Zieht  man  vom  Anfangs- 
punkte aus  einen  Kreis  r>l,  welcher 
also  beide  Windungspunkte  einschliesst, 


Unter  Fourrier’schen  Reihen  versteht 
man  Entwickelungen  nach  Sinns  und 
Cosinus  der  Vielfachen  der  Variablen. 
Ihre  gewöhnliche  Anwendung  erfolgt  bei 
reellen  Variablen,  jedoch  haben  sie  na- 
mentlich auch  für  complcxo  Ai^nmente 
sehr  wichtige  Eigenschaften.  Sie  können 
leicht  aus  den  Encwickelungen'  des  vori- 
gen Abschnittes  gefunden  werden. 

Sei  zu  dem  Ende  f(z)  eine  in  ge- 
wissen Gebieten  oder  im  ganzen  Ranmc 
eindeutige  Function,  und  setzen  wir: 

wo  M gegeben  ist  durch  die  Gleichnng: 


Sffit 


_o>lga 
2a  i * 

wo  (tf  eine  beliebige  Constante  ist.  Es 
wird  also  sein: 

Wenn  aber  auch  f(z)  eindeutig  ist,  so 
wird  dies  nicht  mit  All- 

gemeinen der  Fall  sein,  da  Igw  eine 
mehrdeutige  Function  ist.  Man  hat  je- 
doch bekanntlich: 


!y  ^Ogk 


Quaatität, 


747 


Quantität. 


lg  M = /(«)  + 2«  ni, 

wo  l ein  bestimmter  Werth  des  Logarithmns,  s/ii  eine  bcliicbige  ganze  Zahl  ist, 
und  diese  Formel  umfasst  alle  WerUie  von  Igu.  Es  wird  also  sein: 

Damit  also  F{u)  eindentig,  d.  h.  Ton  dem  Werthe  vod  $ unabhängig  sei,  muss 
für  jeden  Werth  ron  2 sein : 

/■(t  + sw)  = /•(!), 

eine  Gleichung,  die  offenbar  erfüllt  ist,  wenn  man  hat: 

/*(2  + «)  = As), 

denn  dann  ist,  wenn  man  für  x nach  einander  seist; 

“ z*f“2u),  s~f“3o  • s s S“W,  s^2tu  • . 

A(z)  = A(z-cu)  = Az-2u)  . . 

^W  = /'(*+“')  = /'^*+2«>)  ■ • ■. 

Eine  Function,  weiche  diese  Eigenschait  hat,  nennt  man  periodisch,  und  sagt,  sie 
habe  die  Periode  to. 

Die  Entwickelung  des  vorigen  Abschnittes  ist  also  nur  anwendbar  auf 
wenn  f{i  =F(u)'  in  Bezug  auf  z die  Periode  cu  hat 
Sei  dies  jetzt  der  Fall,  so  bat  man: 

^-3  ^-1 

■ • • -jji — (-  — I — 


_ 1 r^’'  Fjre'l') 

‘ 2u./  0 


r ist  ein  zwischen  zwei  nächsten  Dlscontiuuit&tsmoduln  der  Function  E(u)  liegen* 
der  Werth. 

Sei  r = c^.  Setzt  man  in  Formel: 


so  erhält  man,  da: 


d.  h.: 


w = e 

2n  zi 


<0 


= A+«/i, 


(ü 


z = ^W-ki), 


also  wenn  man  auch  für  den  allgemeinen  Werth  von  u wieder  e setzt: 


1) 


8nt2  47IIS  bni  2 

^(2)  = Ag  + i4|e  ^ + A^b  ***  + 

2nt2  tn«2 


+A_  j e 


6n«  2 
0) 
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Es  fragt  sich  noch,  in  welchen  Grcn* 
sen  Ton  z diese  Reihe  branchbar  ist. 

Zn  dem  Ende  haben  wir  za  unter* 
suchen , welche  Weribe  von  s gleichem 
Modal  r too  w entsprechen.  Sei: 


so  ist : 

ii  w , ... 

e* 

WO  y and  reell  sind,  und  X für  den* 
selben  Modal  r constant  bleibt,  wegen 

r=e^.  Sei  ferner  die  im  Allgemeinen 
complexe  Grösse: 

tü“Ae  . 


Fig.  80. 


also : 

Winltel  jOui  = r — cf. 


Man  hat  also : 


oder: 


A ' 

T»  Ae  . .. 

e« 


2n  p (r  — (f)i  , . 

=y-Ai, 


und  die  Grösse  psin(r'~(f)  wird  durch 
das  Loth  zy  von  z auf  Ocü  vorgestellt, 
d.  h.: 

„Alle  Punkte  z,  welche  gleichem  Mo* 
dul  von  u entsprechen,  haben  gleiche 
Entfernung  von  Ooi,  liegen  also  in  einer 
Parallele  mit  der  Linie , welche  den  der 
Periode  entsprechenden  Punkt  mit  dem 


und  indem  man  die  imaginären  Tbeilc 
vergleicht : 

^ 8in(f  — (f)=:  — L 

Damit  also  r,  d.  h.  X consunt  bleibe, 
muss  auch : 

p sin  (r  — cf) 

constant  sein. 

Diese  Bedingung  ist  nothwendig  und 
ausreichend.  Denkt  man  sich  (Fig.  80) 
den  CD  und  den  z entsprechenden  Funkt 
mit  dem  Anfangspunkte  O verbunden, 
so  ist  offenbar: 


Anfangspunkte  verbindet.** 

Sind  nlso  A|,  A,  zwei  beliebige,  aber 
einander  n&chstc  Discontinuitäten  von 
z,  BO  zieht  man  durch  dieselben  zwei 
unendliche  Linien  parallel  mit  Richtung 
Ou>,  und  für  alle  Punkte  z,  welche  zwi* 
sehen  denselben  liegen,  findet  die  obige 
Entwickelung  von  f(z)  statt.  Es  ist 
übrigens,  wenn  wir  h die  Entfcmang 
eines  beliebigen  Punktes  z zwischen  die* 
sen  Parallelen,  k.*  k^  die  der  Punkte 

2/iA 

A|  und  A.  von  Om  nennen:  i = — ^ 
zu  nehmen,  wo : 


Oz  = p,  Winkel  zOX  = r, 


Winkel  cuOX=tf, 


sonst  h beliebig  ist.  Man  hat  also: 


. 1 uihi-l 

0 ^127,  + .4  J 


in  sk 

fyt 


Die  Integration  findet  in  Bezog  auf  die  reelle  Grösse  y statt,  und  ist  also  keiner 
Zweideutigkeit  unterworfen,  da  y immer  reell  bleibt.  — Setzen  wir  noch : 


1=^, 


so  wird,  da  auch  A reell  ist,  keine  Zweideutigkeit  eintreten.  Die  Grenzen  der 
Integration  werden  dann  o=0  und  n=A  sein,  also: 

Die  GrAase  k braucht  nur  beim  Uebergang  Ober  eine  der  Parallelen  mit  Ooi,  welche 
durch  einen  Diecontinuitätapunkt  geht,  Tertndert  zu  werden. 
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Diese  Entwickelnng  IHsst  sieb  immer  auf  den  Fall  inrUckfllhren , wo  et  reell 
ist;  denn  ist; 

f{t+et)  = f(z), 

so  betrachte  man  die  Function  <f  ^ dann: 

■'^^-^^)=f(.‘^z+ei)  = f (uiz)  = ,f  (r). 

Es  hat  also  7 (:)  die  Periode  wo  A ganz  beliebig,  also  auch  positiv  and  gleich 
dem  Modal  von  tu  genommen  werden  kann.  In  diesem  Falle  AllU  Linie  Out  oder 
OA  mit  der  Abscissenaxe  zusammen.  Ist  dann  fUr  reelle  Werthe  von  s die 
Fanction  continnirlich,  so  kann  man  A = 0 setzen  für  alle  Punkte  s,  welche  zwischen 
den  beiden  den  Abscissenaxen  parallelen  Linien  liegen  ^ in  welchen  die  ihr  näch- 
sten DiscontinniUten  enthalten  sind,  und  man  hat: 


, (z+.4)^ /■(■»- 


3) 


FOr  dieses  Gebiet  nimmt  die  Kntwickelnng  1)  noch  eine  andere  Gestalt  an,  die 
besonders  brauchbar  ist,  w*enn  s reell  ist. 

Es  wird  nämlich  das  mit  A^  muUiplicirie  Glied  sein,  wenn  man  den  Factor 

Qsffi» 

^ir~ 


unter  das  Integral  schreibt: 


8S  <|t 


(s-b) 


dtte 


Vereinigt  man  hiermit  das  mit  mnltipUcirte  Glied,  so  hat  man  als  Summe: 


(»-o)| 


da 

A 


Nur  fUr  das  Glied  A,  fiudet  eine  solche  Vereiniguog  nicht  statt.  Dies  Glied 
aber  ist: 

,A 


nnd  man  bat: 

4) 


-1.1 
~ 0 
Verein 

A,=  lfy(a)da, 
f(z)=-^  ^ (1+2  * f * (2«’»K»-«)). 


2su(s— b)  . 
cos . I(n)  da. 


Da  aber  auch  ist: 

2in 


2t  nz 


2t na  . 2i nz  . 2t na 


tu.  (»— b)  = cob  cos  — 2 — +sin-^  ./l  ’ 

so  kann  das  Integral  in  zwei  andere  getbeilt  werden,  deren  eins  nnr  Cosinus,  das 

andere  nnr  Sinns  enthalt ; die  Factoron  cos  und  sin  aber  können  ausser- 

A A 

halb  des  Integralzeichens  geschrieben  werden,  so  dass  die  Beihe  die  Gestalt  an- 
nimmt: 

6)  = ß,  cos  ß,  cos  . . . -fC.sin-^  -f  C,  sin -j-  -f  . . ., 
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2 2i  n re 

0 

_ 2 . 2f  nre . 

^.=t7o  -n-^ /'(«)</«. 

Es  ist  dies  die  gewöhnliche  Fonn  der  Reihe.  — Liegt  aber  der  betrachtete  Punkt 
X nicht  in  dem  ersten  Gebiete,  welches  die  Abseissenaxe  einscbliesst,  so  bedient 
man  sich  der  Formeln  1)  and  2),  welche,  im  Falle  lu  seinem  Modul  A gleich 
wird,  die  Gestalt  annebroen: 

antz  471t» 

6)  f(z)  = A,+A^t  '*  +A^e  ^ . 

2niz  2nix 

4-  ^ j « ^ ^ 4-  . , 


J ^(A-«0 


Wie  bei  allen  frQheren  Entwickclnn-  reelles  z mit  Ansnahme  der  Disoonti> 
geil  ist  ein  Zweifel,  ob  die  Reihe  con-  nuitätspunktc,  und  allgemein: 
vergire,  nnr  an  den  Grenzen,  also  w'enn  „Wenn  auf  irgend  einer  Ooi  parallelen 
X in  einer  der  Linie  Oui  parallelen  liegt,  Linie  Discontinnitäten  Torkommen,  ao 
welche  eine  Discontinnitftt  enthält,  ror*  gilt  die  Fourrier'sche  Reihe  noch  för 
banden.  Denkt  man  sich  nun  die  beiden  die  andern  Funkte  dieser  Linie,  wenn 
der  Abseissenaxe  nächsten  Discontinui-  man  sich  unter  k die  Entfernung  der* 
täten  derselben  immer  näher  rücken,  so  selben  von  Ocu  denkt.“ 
wird  das  Gebiet,  in  welchem  die  Ent*  Der  Beweis  hiervon  soll  jetzt  geführt 
Wickelung  5)  stattfindet,  nur  dann  statt*  werden. 

haft  sein,  wenn  in  z=x-|-yi  der  mit  i Wir  bemerken  zunächst,  dass  sich 
mnltiplicirte  Theil  sehr  klein  wird.  Wenn  nicht  nur,  wie  bereits  gezeigt  wurde, 
diese  Discontinnitäten  für  reelles  s statt-  der  Fall  immer  auf  den  zurückfuhren 
finden,  so  werden  die  Grenzen  unserer  lässt,  wo  a>  reell  ist,  also  auf  die  Reihe 
Entwickelung  zusaromenfallen  nnd  die*  6),  sondern  selbst  auf  den  Fall,  wo  x 
selbe  entweder  gar  nicht,  oder  nnr  fUr  auf  der  Abseissenaxe  liegt.  Denn  sei 
reelles  » staithabcn.  Eine  hOebst  merk*  z=x-|-yi,  so  ist  y die  Entfernung  des 
würdige  Eigenschaft  der  Fourrier'schcn  entsprechenden  Pnnktes  von  der Abscissen- 
Beihc  ist  nun,  dass  in  diesem  Falle  die  axe,  also  nach  unserer  Annahme  ihr  k 
Entwickelung  noch  immer  statt  hat  für  zu  setzen.  — Man  hat  dann: 

i (J+yi)  <ni  (x+yi) 

7)  r(*+yi)  = A.+A,e  ^ +A,e  ^ 


— (y  — re.) 


da. 


Offenbar  kann  man  diese  Reihe  vertauschen  mit: 


inix  hnix 

8)  A(*+»i)  = B.  + ß,e  ^ + B,e  ^ 

^ 2ns  ffi 

f ^r(a+yi)e  da, 

eine  Reibe,  die  ganz  mit  5)  übereinitimmt , wenn  man  y constant  denkt,  x an 
die  Stelle  von  x setzt  nnd: 


*)  Eine  zweite  Entwickelung  ist  ähnlich  wie  im  vorigen  Abschnitt  zu  finden. 
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/■(*+y*)='^(*) 

nach  der  Fonrrier’schen  Reihe  entwickelt. 

Wir  beschranken  uns  daher  daran/,  den  Satz  für  den  Ansdmck  4),  welcher 
mit  5)  übereinstimmt,  zu  beweisen.  Derselbe  war: 


oder: 


« = 00 

1+2  X cos2«n 
s=  I 


A 


t r -f-® 
Z 

* = — X 


2i  ni  (i“«) 

<.  ■-"  ]. 


nnd  wir  Verden  direct  beweisen,  dass  derselbe  für  reelles  x mit  /'(t)  überein> 
stimmt,  wenn  ^(z)  die  Periode  lo  hat. 

Es  ist: 


-\-H  2sni 

£ t 

— fl 


(»-«) 

A 


j(äa+i)ni^-^— ^ 


-1 


;(»-") 


-1 


.(z— n) 


Die  Eeihc  ist  n&mlich  offenbar  eine  geometrische  von  2n-f  1 Gliedern.  Der  Aus* 
druck  aber  nimmt  auch  die  Gestalt  an: 


2 (ii4*  0^* 
e 


(»— c) 

A 


• (» 

— 2firti  — 

e 


A 


«) 


'i  ni 
e 


(z~a) 


—1 


— ") 


oder  wenn  man  mit  e 


mnltiplicirt: 
(»n+i)ni^^—  — (2w+l)ni^‘ 

(»  — «) 


sin  (2«+  1)  n ^ 


Der  zn  untersuchende  Ausdruck  ist  also,  abgesehen  vom  Factor  — , die  Grenze  von : 

A 


1) 


ain(2n+l)  n ^ 
sin 


fQr  wachsendes  n.  Offenbar  hat  dieser  Ansdruck  die  Periode  A nnd  es  genügt 
daher,  ihn  für  die  Werthe  zn  nntersnehen,  wo  z zwischen  0 und  A liegt. 

Setzen  wir  x — so  wird  dies  Integral: 


/; 


(2a+l)n  , 


-dß. 


Nehmen  wir  an,  a und  6 waren  gleichzeitig  positiv  oder  negativ , nnd  beide  zwi- 
lchen — A nnd  +A  liegend,  aber  nicht  mit  einem  dieser  Werthe  znsemmenfallend, 
so  kann  man  setzen ; 
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kA  (*+0'< 

g*  311^1 

+/  + 


(*+»)  't 

/o  f sn-ri  /»  /»o 

= / +/  +/  +.  .+/ 

fl  J fl  J kA  J (A-f-0^  M 

7n-\-\  Jn-fi  2M+1 

k,  ir+1,  ik  + 2 . . . I sind  gante  Zahlen,  welche  so  beschaffen  sind,  dass  k daa- 

jentge  Vielfache  von  2~jTi  nngibt,  welches  zunächst  grösser  als  a ist,  und  I 

dasjenige,  welches  zunächst  kleiner  als  b ist. 

Denkt  man  sich  unter  jedes  Integral  als  Argument  die  Orösse: 


2«  + 1 


-dß 


getchrieben, 

(2h  + 1)/J 
sm  — 

setzen : 


so  hat  offenbar  innerhalb  jeder  Theillntegration  der  Ausdmek 
dasselbe  Zeichen.  Man  bat  also  für  das  Integral  den  Werth  zu 


*/, 


WO  M ein  gewisser  Werth  von  ^ ist,  in  welchem  ß innerhalb  der  Grenzen 

n ß 
sm  ~ 

der  Integration  liegt.  (Dies  ist  offenbar  selbst  wenn  f{t^ß)  complez  ist,  der 
A'A  (A'+l^  A 

Fall.)  Seien  ~2ii4-l  erhält  man: 

(ä^iy;;  " *'-'»•  "(t'+D] = ± 2 

ein  Ausdruck,  der  sich  mit  wachsendem  n der  Null  nähert.  Gleiches  findet  auch 
mit  dem  ersten  und  leuten  Integrale  statt,  welche  geringem  Werth  haben  als 
das  obige. 

Aus  nnsenn  Integrale  verschwinden  also  alle  die  Tbeilc,  worin  ß einen  end- 
lichen Unterschied  von  — A,  4>A  oder  von  0 hat,  denn  alle  diese  können  in 
Grenzen  a und  b eingcscblossen  werden,  welche  unsern  Bedingungen  genügen. 
Es  war  aber  ^ = a,  und  die  verschwindenden  Theile  entsprechen  also  den 
Werthen  von  die  einen  endlichen  Unterschied  von  z,  von  z+A  oder  von  z~A 
haben,  worin  die  beiden  letztem  nicht  Vorkommen,  da  z zwischen  0 und  A liegen 
soll.  Man  kann  also  unser  Integral  vertauschen  mit: 


/ 


*+/* 


f{a)  da 


«in(2it+l)ii- 


wo  y und  ft  positire  nnd  beliebig  kleine  Zahlen  aind.  Sei  noch  a— z=  — 1,  so  lange 
tt  kleiner  als  a ist,  und  a — a = -|-A,  wenn  a grSsser  als  z ist.  Man  erhUt  dann; 

y sin(2n+l)^  „ sin(2«+l)^ 

■■•nX-  ■ . ÜA— 

n «m  — ü Bin  — 


In  diesem  Ausdrucke  sind  aber  folgende  Aenderangen  gestattet.  Zunächst  kann 
man  r unendlich  klein  nehmen,  nnd  dann  ist  es  gestattet,  sin  ^ mit  ~ zu  ver- 
tauschen. Dann  kann  man,  wenn  /'(s)  in  Punkt  s continuirlich  ist.  — A)  nnd 
als  constant  betrachten  und  ausserhalb  der  Integralzeichen  schreiben. 
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Dies  ist  aber  selbst  dann  noch  der  Fall, 
wenn  f{z)  in  s disconlinnirlich , jedoch 
nicht  nnendlich  ist,  immer  werden  eincr- 
seiu  die  Werthe  die  kleiner  als 

f(z)  sind,  und  anderseits  diejenigen 
die  grösser  als  sind,  con- 
tinuirlich  sein.  Endlich  kann  man  die 
Integrale,  nachdem  der  Factor 
hcrausgerückt  ist,  also; 


_sin(2n  + l)^ 

f ~la~‘ 


Statt  in  den  Grensen  0 und  sogar  in 
den  Grenzen  0 und  oo  nehmen,  denn  für 
alle  Worthe  von  i,  welche  einen  end- 
lichen Unterschied  von  0 haben,  ver- 
schwindet ja,  wie  wir  gesehen  haben, 
das  Integral.  Nnn  ist  bekanntlich : 


r vra 

a/  0 i 


wenn  h positiv  ist,  also: 
—X  sin  (2n+l)  ~ 


A 

JA-  2' 


A haben  oder  nicht.  Immer  wird  dos 
Integral  mit  ^ multiplicirt  also  die  Four- 

rier'sche  Beihc  f(z)  vorstellen,  wenn  z 
reell  ist  (oder  allgemeiner,  alle  Werthe 
annimmt,  welche  auf  einer  OÄ  oder  Out 
parallelen  Graden  liegen),  so  lange  z 
zwischen  0 und  A ist.  Da  aber  die 
Kniwickclung  periodisch  ist,  so  wird  fUr 
= wo  s eine  ganze  Zahl  ist, 

die  Reihe  wieder  f(z)  geben.  Es  ist 
also  für  alle  in  Frage  kommenden  Werthe 
von  s die  Summe  der  Reihe  y (z)  be- 
stimmt dnreh  die  Gleichungen : 

y (s) =/■(«), 

0<z<A, 

(*+l)  A>z:>$A. 

Es  hat  also  y (j)  die  Periode  A. 

II)  Da  innerhalb  der  Grenzen  0 nnd 
A auch  keinerlei  Stetigkeitsbeding^ngen 
in  Bezug  auf  f(a)  gegeben  sind,  so  ist 
es  selbst  nicht  nothig  , dass  /“(«)  inner- 
halb 0 A gerade  dieselbe  irgend  wie 
gegebene  Fnnction  vorstclle.  Es  kann 
z.  B.,  wenn; 

0<a<l><A 


und  fomit  unser  Änsdruck  1)  gleich: 

Y [/'(*-'l)+/’(=+A)l. 

Wird  mit  A dividirt,  so  kommt  die 
Fourrier’schc  Reihe  in  4)  oder  5)  des 
vorigen  Abschnitts,  und  cs  ist  somit  di- 
rect bewiesen,  dass  die  Summe  derselben 
fiir  jedes  reelle  z,  wo  /*(»)  nicht  unend- 
lich ist,  beträgt: 

X ist  eine  verschwindend  kleine,  aber 
positive  Grösse.  Findet  also  Continnit&t 
statt,  so  hat  man : 

/(‘-A)=A»+i)  = /-W, 

und  die  Summe  der  Reibe  ist,  wie  im 
allgemeinen  Falle,  f(i).  Findet  Dlscon- 
tinuitit  in  f(z)  statt,  so  sind  f{z—i) 
und  /(t-f-I)  die  beiden  Werthe,  welche 
in  t spmngweiso  aus  einander  hervor- 
gehen. Die  Fonrrier’scho  Reihe  hört 
dann  nicht  anf  zu  convei^iren,  gibt  aber 
die  arithmetische  Mitte  beider  Werthe. 

Diese  Betrachtungen  geben  höchst 
wichtige  Aufschlüsse  über  die  Natnr  un- 
serer Beihc  für  den  betrachteten  Orenzfall. 

I)  Man  kann  in  dem  Integral  1)  die 
darin  vorkommende  Fnnction /“(«)  inner- 
halb der  Grenicn  0 und  A mit  jeder 
andern  identificiren,  sie  möge  die  Periode 


ist,  von  0 bis  a f(n)  irgend  eine  Fnnc- 
tion von  a bis  b eine  andere  ^(o), 

und  von  b bis  A eine  dritte  ^(o)  vor- 
stellen, nnd  alle  diese  Bedingungen  kann 
man  beliebigen  Disconiinuitfitsbedingun- 
gen  unterwerfen.  Es  wird  dann  die 
Summe  der  Reihe  y (t)  immer  eine  der 
drei  Functionen  F(*).  0(z),  ^ (j)  geben, 
je  nachdem  z in  den  einen  oder  andern 
Grenzen  enthalten  ist.  In  den  Discon- 
tinnitätspnnkten  aber  wird  der  Werth 
der  Reihe  die  arithmetische  Mitte  beider 
Grenzwerthe  geben,  welche  in  dem  be- 
zeichnelen  Punkt  staufinden..  Ausser- 
halb der  Grenzen  0 und  Ä ist  die 
Summe  der  Reihe  dadurch  bestimmt, 
dass  dieselbe  periodisch  ist. 

Indessen  darf  die  Fonction  y (t)  im 
Allgemeinen  in  irgend  einem  Fnnkto 
nicht  derart  unendlich  werden , dass  das 
auf  eine  grade  Linie  zu  erstreckende 
Integral  1)  bedeutungslos  wird.  Ist  aber 
eine  der  Functionen  F(z),  *p(z)t  /(s) 
für  einen  Punkt  bezüglich  zwischen  0 
und  a,  oder  a und  6,  oder  6 und  A so 
bcschafTcn,  so  vermeidet  man  dies  da- 
durch, dass  man  annimmt,  die  Fnnction 
stelle  in  dem  bezeichneten  Punkt  eine 
andere  nicht  unendlich  werdende  Func- 
tion vor,  ^ (ii),  wo  dann  der  unbestimmt 
werdende  Theil  des  Integrals  elimi- 
nirt  ist. 
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Die  obengemachten  SeWüsae  lu.en  .ich  aber  auch  in  »«"K  ‘“f 
2)  de.  vorigen  Abschnitte,  machen.  IdenUficirt  man  dann  r mit  dm  oWn 
dul,  wo  die  Function  aufhOrt,  continnirlich  oder  cindentig  an  .ein,  und  »elat 

.=re*‘,  .0  wird: 

'IftJ  Q «=—00 

und  für  2rr  = A stimmt  diese  Reihe  mit  der  hier  untersuchten  Bberein,  wo: 

/■(ne*')  = '/  (*) 

gedacht  wird.  Hieraus  folgt  also:  . . ..  u ..t.  .it. 

„In  der  l’eripherie,  wo  t aufhört,  eindeutig  und  eontinuirlich  lu  Min,  plt  i^o 
Entwickelung  2)  de.  vorigen  Abschnittes,  wenn  r der  Radin,  dieser  Feripheno 
i.^  und  diejeni^n  DiscontinuiUlten , welche  f(i) 
dem  indem  man  /■  durch  eine  beliebige  Function  ersetau 

punkt  stellt  dann  die  Entwickelung  wieder  da.  anthmetische  Mittel  beider  Grena- 

Da''nun  immer  eine  Entwickelung  nach  ganien  positiven  und  f 

tenien  in  solchen  Peripherien  etattfindo^  .o  kann  eben  daram 
nach  positiven  Potenaen  allein  stattfinden, 

der  Penpherie  des  Gren.kreise.  im  Allgemeinen  nicht  anwendbar.  Nur 
Werthe  des  ArgumenU  .»  können  möglicherweise  eine  Ausnahme  machen,  indem 
für  eine  solche  beide  Reihen  übercinstimmen. 

Wir  wollen  hieran  ein  Beispiel  geben.  . 

Geben  wir  aiinacbst  der  Function . die. Periode  2v,  so  ist  in  Formel  B)  des 
Torigen  Abichniite« : 

^(s)  = ^ + B,cost  + ßsCos2s+  . . ., 

+ C,  sin  a+r,  sin2a+  . . ., 


1 

B sr—  / cotiaf{tt)dn^ 

* « ./  0 

C r: — / 

• Jfj  0 


Nehmen  wir  ferner  an,  die  Function  f(t)  möge  in  den  Grenaen  0 und  » einer 
andern  -/(i),  und  awischen  » und  2/i  dadurch  bestimmt  werden,  dass  in  diesen 

Grenaen : . , 

^(a)  = v(2»-i) 

sei.  Offenbar  ist  dann : 

B = — / co8«<(7  (tt)<^er+ — / C08<«y  (2'r— n) 

• ^ a/  0 ^ ' Jl 

C r eins«»  (o)*t+— / sinsrt?  (2*  - n)  d«. 

* n / 0 "•'  » 

Setat  man  in  und  in  den  aweiten  Integralen  2»  — b=^,  so  nehmen  diese 
besöglich  die  Gestalt  ant 

— f"  cot$ß(f(ß)äß,  —^f  »mtßl(ß)dß. 
n / 0 w */  Q 

£s  werden  sich  also  in  beide  Thcüe  hoben,  also  soini 

C,=0, 

dagegen  in  B nddiren,  und  man  hat  Wr  alle  Wenbo  Ton  t awischen  0 nnd  n: 
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2) 


7 (0  = ^-+  co«s+B,  co>2(+ 


2 

Ä = — I coi  s a y (ii)  <ta. 

* n J 0 


Stellt  man  dagegen  die  Bedingung,  dass  awischcn  0 und  n : 

/■«  = 7W. 

iwifchen  n and  2i : 


^(i)  = 7(2a-.) 

•ei,  IO  werden  alle  verteil  winden , nnd  man  hat,  wenn  > iwiichen  0 und  n 

liegt: 

8}  7 (<)  = C,  iinz+C,  Bin2>4-  • • •> 


2 ^ 

C = — # tin  « er  7 

* *•/  0 

Aoiterhiüb  der  Grensen  0 apd  n iet  der  Werth  der  Reihe  Tollstftndig  beiUmmt 
dorch  die  gegebeneo  Bedingungen,  und  durch  den  Umstand,  dass  sie  die  Periode 
2/1  bat.  Es  kann  aber  innerhalb  der  Orensen  0 und  n die  Function  y(>)  noch 
beliebig  bestimmt  werden.  — Bei  x.  B.  Figur  ABCD  (Fig.  81)  ein  Trapex,  die 
Winkel  bei  A nnd  B untereinander  beide  gleich  45*,  die  Projectionen  AE  nnd 


Fig.  81. 


f 

// 

r- 

' -- 

i 

• \ 

.X. 

BF  Ton  i4C  und  BD  auf  die  Grundlinie  sollen  beide  gleich  a sein,  und  der  Linie 
AB  geben  wir  der  Einfachheit  wegen  die  Lftngc  n.  Es  ist  dann,  wenn  wir  A 
als  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  AB  als  Abscissenaxe  betrachten,  die  Ordinate 
jedes  Punktes  der  gebrochenen  Linie  ACDB  offenbar  eine  Function  y (x)  der 
Abscisse  x,  welche  folgenden  Bedingungen  unterworfen  ist. 

Für  0<*<rt  ist  //(x)  = x,  da  tg46*=:l  ist, 
für  «<x<n— «:  y (x)  = a, 

für  n—a<x<n  ist  y(x)  = n— x, 

Man  kann  td$o  y(x)  nach  Reihe  8)  entwickeln,  da  der  Verlauf  von  y(x)  will- 
kOrlicb  ist,  wenn  x grosser  als  n wird.  Wir  haben : 

C I sin say  («t) / «sins«da-f**“  / asinswrf« 

2 F^ 

+ — / (n  — <r)sinso<fa. 

^ * /i—« 


Im  leisten  Integrale  setsen’ wir  n—aziß^  nnd  erhalten: 

2 F^ 

H / fiimtßdß, 

^ J 0 

wo  du  pomtive  Zeicken  nn  nehmen  ist,  wenn  t nngredc  ist,  das  negative,  wenn 
f grade.  Im  entern  Falle  werden  sich  du  erste  und  dritte  Integral  snmmircn, 
also; 

<i  sins«  da 
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geben,  im  letztern  heben  sie  sich.  Das  mittlere  Integral  gibt; 

2a  p / 4a 

— fco8  sa — cos  I (fl  — o)J  — — cos  tat 
sn  ^ ^ tn 

wenn  i ungrade  ist»  und  Null,  wenn  s grade  ist.  — Aus  der  Reihe: 
y (x)=  C\  sin  z-f  C,  sin  2r-f  C,  8in3x-f  . . . 
fallen  also  die  mit  grnden  Vielfachen  der  Sinns  behafteten  Glieder  ganz  wog. 
Man  hat  nun: 

ys  , r cos sft  . acossn  sin  s« 

« sin  ia</n  = — —cossn+y  — ~ 1 — — « 

oder  wenn  man  das  Integral  in  den  Grenzen  0 und  a nimmt  und  mit 

— multiplicirt:  — und  dies  mit  dem  Werthe  des  mittleren 

Integrals  vereinigt,  gibt  für  ungrade  t: 

4 

C = — ; sin  ta. 

t nt* 

Es  wird  also  die  Ordinate  y(z)  vorgestellt  durch  die  Reihe: 

4 sindasinSx  , sin5asin6x  . sinTasinTz 

y (x)  = — (sin  rt  sin  * -f 


3^ 


+ - 


6» 


7* 


Setzt  man  noch  — 8>ch  dann  das  Trapez  in  ein  glcichachcnkliges  Dreieck 


verwandelt,  so  hat  man: 


y (x)  = — (sin  X- 


sinSr  sin5x 
6* 


Die  Fourricr’schen  Reihen  sind  zuerst  Schaft,  für  discontinuirlich  au  wor- 

in Bezug  auf  reelle  Werthe  der  Varia-  den,  ohne  dass  tt  ein  Windungapnnki 
bien  in  Anwendung  gekommen,  und  ist,  so  lässt  sich,  wenn  man  Funkt  « 
zwar  bei  Gelegenheit  des  Problems  der  mit  einem  beliebig  kleinen  Kreise  um- 
schwingenden  Saite  (siehe  den  Artikel:  gibt,  zwischen  der  Peripherie  dieses  Krci- 
Schwingungen  elastischer  Körper)  durch  ses  und  derjenigen  concentrischen,  welche 
Lagrangc,  obgleich  Enlcr  diese  Reihen  durch  die  « nächste  DiscontinnitÄt  oder 
schon  kannte.  Ihre  hohe  Wichtigkeit  Mehrdeutigkeit  geht,  die  tunction; 
für  den  Zweck,  willkürliche  und  discon-  /^W=A(«+V) 

tinuirliche  Functionen  aaszudrücken,  u ««/i 

wurde  xuerst  volUtäudig  von  Fourricr  "“h  e*”“»  .1^ 

erkannt  ftAeorie  analylique  de  chaleur).  ? = *-“ 

Die  Convergenx  der  Reihen  für  reelle  gesehen  haben. 

Variablen  bewies  zuerst  Dirichlet(Crelle’s  wt  so. 

Journal,  Bd.  4).  Ihre  grosse  Wichtig-  /*(x)  = a,-f-Äi  (*“«)*+  • • t 


keit  für  die  Theorie  der  complexen  Va- 
riabicu  ist  in  der  neuesten  Zeit  erst 
völlig  erkannt  worden. 

Noch  bemerken  wir,  dass  sich  eine  -„n  t.  r»-. 

zweite  Entwickelung  nach  Potenzen  von  Abschnitt  17)  gegeben.  Da  der 


h — L . . . 

r— « (x  — n)* 

Die  Coofficienten  dieser  Entwickelung 


c”  analog  der  ziveitcn 
Abschnitte  hnden  lässt. 


erste  a amgebende  Kreis  beliebig  klein 
im  vorigen  gejn  kann,  so  gilt  diese  Entwickelung 
für  alle  Werthe  von  x,  welche  im  zwei- 


19)  Grundxügc  der  Residuen-  ten  Kreise  liegen.  Es  lasst  sich  nun 

folgender  Satz  beweisen. 

I.  Ist  die  Discontinnität  in  f(x)  für 

tionen  in  einer  nicht  von  bcbiet  zu  uc-  e 


rech  nun g. 

Wir  haben  noch  eine  Entwickelung 


tionen 

biet  wechselnden  Eniwickelnng  darstelU. 
Es  sind  dazu  jedoch  noch  einige  andere 
Betrachtungen  nöthig , welche  die  von 
Cauchy  so  genannte  Ucsiducnrcchnung 
bilden. 

Hat  eine  Function  f(x)  die  Eigen- 


Anzabl  der  mit  negativen  Potenaen  von 
x—n  behafteten  Glieder  immer  eine 
endliche. 

Offenbar  nämlich  ist  in  diesem  Falle: 
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und  bleibt  continnirlich.  Man  kann  daher  in  den  angegebenen  Grenzen 
nach  positiven  Potenzen  von  (*— n)  entwickeln,  also: 

1 


/■(«) 


^ = «,+«7(j-o)+a,(*-rt)>+  . . 


Wegen: 


/•(«) 


=0 


wird  aber  rt,  = 0-  Es  kann  ansserdem  noch  eine  beliebige  Anzahl  der  Coefricien- 
ten  <i|,  rt,  . . . verachwinden.  Wir  nehmen  daher  an,  dass  der  erste  sei,  wo 

dies  nicht  statthnde,  und  erhalten: 

'<•)=- ^ '—pr. 


In  diesem  Falle  sagt  man  auch: 

,/(x)  habe  in  Funkt  a eine  Unendlichkeit  von  der  sten  Ordnung/^ 

Es  ist  dann: 

["s  +“,+ 1 -r  «,+s (x-n)‘ 

und  f/ {x)  ist  eine  Function,  die  fttr  x = a continuirlich  bleibt  und  nicht  Null  wird. 
Man  kann  also  setzen : 

(/  (i)  = 6.+Ä,(*-n)+*i  (•*-«)’+  • . -1 

woraus  sich  ergibt: 

1)  1 ^ 


/•(')=- 


(■»—«)*  (*—«)’ 
womit  unser  Satz  erwiesen  ist. 

Zur  Bestimmung  der  Grössen  6 bat  man  dann  die  Oleicbungen: 


2)  >(x)  = (*-o)’ /•(*)•  „ 

6,  = ,(o),  = = . ■ ■ 

„Eine  Unendlichkeit  s tcr  Ordnung  der  Function  f(x)  in  Funkt  a kann  man 

also  als  eine  solche  definiren,  die  so  beschaffen  ist,  dass  (x— für  x = a conti- 
tinuirlich  und  Ton  Null  verschieden  ist.*^ 

Bei  Disconiinuit&len  zweiter  Gattung  findet  selbstverständlich  keine  solche 
Grenze  in  der  Anzahl  der  mit  negativen  Fotenzen  behafteten  Glieder  statt  ^ die 
Reihe  geht  ins  Unendliche. 

„In  jedem  Falle  nennt  man  den  Coefficienten  von  in  der  Entwickelung 

X— a 

von  f{x)  das  Residuum  von  f(x)  für 'Punkt  o.“ 

Die  Bezeichnung  dafür  soll  sein: 

„Unter:  » 

J'Bes/'(x) 

verstehen  wir  die  Snmme  aller  Residnen,  welche  den  Discontinuitälon  von  x, 
a,  ß . . . im  ganzen  Raume  oder  innerhalb  eines  angegebenen  Gebietes  ent- 
sprechen.“ 

Bei  einer  DiscominuiUt  iter  Ordnung  von  f{x)  ist  also  das  Residuum: 
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oder; 

3) 

and ; 


7 W=  (■*-«)*/■(*)• 

Sei  jetzt  a wieder  eine  beliebige  Diecontinnitit,  jedoch  keine  HehrdenUgkeit  Ton 
f(x),  und  untereochen  wir  dna  Integral: 

rwdi. 


f 


welches  sich  erstrecken  soll  Ober  eine  einfache  geschlossene  Cnnre  A , welche  a 
umgibt  und  keinen  zweiten  critischen  Funkt  enth&lt.  Msn  kann  dann,  da  für 
alle  diese  Bedingung  crfiillcnden  Umfinge  der  Werth  des  Integrals  derselbe  ist, 
demselben  die  Peripherie  eines  Kreises  snbstituiren,  dessen  Mittelpunkt  a und  dessen 
Radius  beliebig  klein  ist.  Man  hat  dann  als  Werth  des  Integrals,  wenn  p der 
Radius  ist: 

*f  /■(«+?  e’')f«'"’<'7- 

■f  0 


/■{n+f  + 


wo  also: 


fi,=Rcs  f(x) 


ist.  Führt  man  die  Integration  aus,  so 
siebt  man  leicht,  dass  alle  Glieder,  welche 
nicht  entsprechen,  also  mit  Potenzen 

von  behaftet  sind,  Integrale  geben, 
die  fOr  0 und  2rr  gleich  werden,  also 
verschwinden,  und  cs  bleibt  nur  der 
Theil: 

/in 

d-f  =2^iR| 

0 

übrig. 

II.  Der  Werth  des  Integrales: 


/ 


fiX)dl, 


Axi) 

4)  / /*(A)<U=:  2ffli  JT  Ree 

die  Residnensumme  ausgedehnt  auf  alle 
umschlossenen  Discontinait&ten. 

Leicht  ergibt  sich  hieraus  auch: 

IV.  Erstrecken  sich  die  Integrale 

A^)  AB) 

I Hx)dkt  j über  zwei  ge- 

schlossene einfache  Cnrven  derart,  dass 
Cnrve  B von  Cnrve  A ganz  umschlossen 
wird ; sind  ferner  in  dem  Ringe  zwischen 
B und  A nur  Discontinoitftten,  die  nicht 
mehrfache  Funkte  sind,  vorhanden,  so 
bat  man: 


5) 


ausgedehnt  über  eine  den  Discontinui- 
tätspunkt  a,  der  jedoch  kein  mehrfacher 
Punkt  ist,  umgebende  geschlossene  Cun*e, 
welche  keinen  zweiten  critischen  Punkt 
enthalt,  ist  gleich  2/iiRes  /“(x). 


pW  , 

/ 

r^(ß) 


= / /‘(i)iü+2zi(ZBee^(x). 

Die  Re^iduensumme  erstreckt  sich  über 
alle  zwischen  A und  B liegenden  Dis- 


Möge  aber  jetzt  eine  einfache  ge-  continuittten. 
schlosscne  Curvc  mehrere  Discontinui-  Diese  wichtigen  Sitze  g^en  unwr 
täten  umschlicssen,  so  wird  der  Werth  Anderm  Methoden  znr  Bere^nnng  be* 
des  über  sie  zu  erstreckenden  Integrals  stimmter  Integrale.  (Vergleiche  den  Ar- 
gleich  dem  der  Summe  derjenigen  Inte-  tikel:Qnadratnr,  analytische, Absdinitt 42). 
gralc  sein,  welche  sich  über  Curven  Es  sollen  hier  einige  andere  Anwea- 

strecken,  die  von  der  ersten  umschlossen  düngen  dieser  wichtigen  Theorie  folgen, 
sind,  und  jede  einen  Discontinnitätspunkt  Selbstverständlich  kann  die  Function 
umgeben,  also:  f(x)  auch  rational  und  endlich  sein.  Sei 

lU.  Erstreckt  sich  J Uber  demnach  gegeben  wo  ond  >/> 

eine  einfache  Cur>c,  die  mehrere  Dis-  Polynome  bezüglich  vom  mten  nnd  aten 
continuitäten  umschlicsst,  so  ist:  Grade  sind.  Jeder  Wurzel  der  Glcicbnng 
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^(4?)=0  enUpiicht  dfton  eto  Residuom.  Die  Ansahl  derselben  ist  aber  der  An> 
sehl  der  nngleichen  Wnrseln  gleich,  also  nur  n,  wenn  diese  Wurseln  alle  ungleich 
sind.  Die  Summe  der  allen  Wurzeln  entsprechenden  Residuen  ist  nun  offenbar 

1 (a) 

I ^ dX  erstreckt  auf  eine  Cnnre,  die  alle  Wurzeln  von  i/'fx)=:0  ein- 

2»  J •/>()■) 


scbliesst:  machen  wir  die  Substitution  , so  kommt:  f 

u 2ntJ 


(i)' 


«treckt  «nf  eine  Cnrre,  die  den  Funkt  /i=0  allein  umgibt,  fSr  die  also  anch  ein 
Kreis  mit  abnehmendem  Radius  snbstituirt  werden  kann.  Ist  nun  m kleiner  als 
n,  so  hat  man,  wenn  man  n=m-f-k  setzt: 


(i) 


M'  _ 


“« 

■■'■"iS 

i“ 


h-i 


4i)' 


+ • • • 
A-s/  "m  1 


wenn  man,  wie  fhr  abnehmendes  ju  immer  geschehen  kann,  den  Bruch  in  eine 
Reihe  entwickelt,  also  wenn  man  statt  der  Curve  B einen  Kreis  mit  abnohmen« 
dem  Radius  r nimmt,  und  demgemlss  die  hohem  Potenzen  von  r vcmachlftssigt: 


^ Res 


rM  _ 

^(x)  2n  6 


ein  Äusdnick,  welcher  Terachwindet , wenn  A grosser  als  1 ist,  nnd  für  A=:l 


übergeht  in 


"m+A 


Also  : 


i. 

V-(i) 

ein  Polynom  ist,  das  um  mehr  als  einen  Grad  höher  als  y (x)  ist.  Die  Rcsiduen- 
summe  ist  gleich  dem  Verh&ltniss  des  Coefficienten  der  höchsten  Potenz  von  ^ (x) 
zn  dem  der  höchzten  von  ^<x) , wenn  Letzteres  nm  einen  Grad  höher  ist  als 
ersteres. 

Kach  Formel  3)  ist  noch,  wenn  a eine  s fache  Wurzel  der  Gleichung 
i/^(x)=0  ist: 


6) 


Res 


y (j) 

o 


_ 1 * /(x-n)*y  (z)\ 

V V(z)  /’ 


wo  nach  dem  Differenziiren  z=a  an  aetzen  ist.  Für  s = l ist  noch; 


6.) 


Res 

a 


y(»)  _ (»-«)  '/  (n)  _ '/(«) 

•aw  'aw  ~v''(»y 


Dm  nimlicb  Zähler  nnd  Renner  Null  werden,  kann  man  dafür  ihre  Differenzial- 
quotienten  für  den  Werth  z z=  « sabstitniren. 

Einer  der  Hanptrortheile  der  Residnenreebnnng  ist  der,  dass  sie  oft  dann  all- 
gemeine Ausdrücke  gibt  ftir  Formeln,  deren  Bcschaflcnheit  sich  ändert,  je  nach- 
dem gewisse  Qleicbungon  mehr  oder  weniger  gleiche  Wurzeln  haben. 

Wir  wollen  dies  an  einem  Beispiele  zeigen,  welches  die  Theorie  der  linearen 
Differenaialgleichnngen  betrifft,  und  zwar  stellen  wir  uns  eine  ganz  allgemein« 
Aufgabe. 
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20)  Digression  auf  die  linearen  Diffcrcnsial  gleichungcn. 

„Ein  beliebiges  System  linearer  DifTercnzialglcicbuDgen  ist  gegeben.  Bs 
sollen  allgemeine  Ansdrücke  für  die  Integrale  gefunden  werden,  w*elche  gegebenen 
Anfangsbedingungen  genügen/* 

Bekanntlich  hängt  die  Gestalt  der  Integrale  bei  Anwendung  der  gewöhnlichen 
Methode  von  der  Anzahl  der  gleichen  Wurzeln  einer*  algebraischen  Gleichung  ab. 
Sei : 


1) 


dx 


das  Symbol  für  die  n Gleichungen;  die  & und  n sind  beliebige  Constanten  und  für  s 
sind  alle  Werthe  von  0 bis  n — 1 zu  setzen. 

Sei  ferner: 

2) 


Setzen  wir: 
3) 


WO  ff 0 , y , ...  zu  bestimmende  Functionen  von  u sind,  und  die  Grenzen  der 
Integration  nachher  fcstgestcllt  werden  sollen.  Durch  Einsetzen  von  3)  in  1)  er« 
halt  man: 


+ («)+  • • • «f»  = 0. 

Offenbar  ist  diese  Bedingung  erfüllt,  wenn  das  Integral  sich  über  eine  geschlossene  * 
Cur\*c  erstreckt,  und  das  Argument  eine  beliebige  ganze  Function  vou  u,  also, 

da  immer  den  Charakter  einer  solchen  hat,  wenn  z.  B.  der  Ausdruck  in  der 
Klammer  eine  Constante  ist.  Dies  führt  za  den  Gleicliungen ; 

(•*)+  • • • « ) T,(«) 

+'*^‘^,  + 1 y,4-,(“)+  ■ • ■ 


wo  die  Grossen  zu  bestimmende  Constanten  sind.  Aus  diesen  Qleichongen 
ergibt  sich  sogleich  dnreh  Elimination: 


5)  T,(<‘)  = 

wenn  man  setzt: 


6)  A(»)  = 


(m) 


+ 'i 


£aM  , 

da  (■)+ 

s 


A(«) 


+c 


dA(a) 

da  (»- *) 

s 


«.(•»+4^«,  «/">,  a/">  . . 
«.('>,  « »/'>  . . 

a,(‘)  + 6W«  . . 


a 


fl— 1 


Um  die  Grossen  c„,  c,  . . . I zu  bestimmen,  wollen  wir  das  Integral  in  3) 

über  eine  Cnnre  ausdehnen,  welche  nllc  Discontinuitäten,  d.  h.  olle  Wurzeln  der 
Gleichung  A(«)  = 0 cinschliesst.  Bemerken  wir  dann,  dass  Ton  den  Grössen 
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— ^ alle  vuD  der  zweiten  Ordnung  aind,  wo  s und  I verschieden,  dass  dagegen 
da 

» 

von  der  n—lten  Ordnung  ist,  so  sieht  man  nach  dem  am  Ende  des  vorigen 

d«/*) 

's 

Abschnittes  Gesagten,  dass  f&r  sich  reducirt  aaf  den  Ansdrack  Es 

s 

ist  n&mlich  6.  . • . CooHicient  der  höchsten  Fo> 

tenzen  Ton  • • • ^«—1  höchsten  Potenz  von  A(«)i  das 

da 

s 

Verh&ltniss  beider  also  -r“.  Den  gegebenen  Anfangsbedingungen  wird  also  ge< 
6 

I 

nflgt,  wenn  man  seut: 


e —b  f . 

s s *s’ 


und  somit  ist: 


f,  tAM\ 

*s  2ni.J  A(n) 


das  Integral  aut  eine  geschlossene  Curve  bezogen , welche  alle  Wurzeln  der 
Gleichung  A(«)=0  umgibt,  oder  was  dasselbe  ist: 

e=0  ‘d„W 

7 a)  X = S Res ! 

A(«) 

Diese  Formel  soll  noch  f&r  den  Fall  specialisirt  werden,  dass  eine  Gleichung  nter 
Ordnung  gegeben  ist.  Dieselbe  sei; 

d"-'*  d— 

* 1-«-  , ; +«_  ~ h • ■ • + n.  •»=0. 

dt"  "-'d/"-‘ 

Sie  ist  identisch  mit  dem  System: 

dx_^  rfr, *^^#1—3 

d7“*”  ■*=*••••  ~dr~~'ii-r 
1 

i— ^+«.1  + «.*,+  . . . =0- 

In  den  Gleichungen  7)*und  7a)  kommt  es  dann  nur  auf  den  Werth 

Ferner  ist,  wenn  s ungleich  n — 1 ist,  — 0 wenn  p ungleich  *+l  ist,  und 

= — 1,  i,  =1,  aber  = =4;  dann  ergibt  sich: 

w,  —1,  00  ...  0,  0 
0,  «,  -1,  0 ...  0,  0 
0,  0,  u,  —1  ...  0,  0 


0,  00.  0 ...  n,  - 1 

“•>  *1)  “ji  o,  . . . 


Digitized  by  Coogle 


Quantität. 


762 


Quanüti^ 


A(«)= 

Die  UnterdetermiaaDten  nehmen  ebenfelli  eine  eintaehero  Form  an.  £a  ergibt 
•ich  nhmlich  tehr  leicht: 

1.  +K 

do.(— *>  ‘ 

d ^(u\ 

«,  -1.  0 

^0,  «,  -1  + 


Du  Gesett  de«  Fortadireitena  dieaer  Anadrflcke  iat  leicht  ersichtlich.  Hu 
erhält  »nf  diese  Weise: 


+ • • • +*«-*>+ 

Diesem  Werthe  lUst  «ich  ein  bequemer  aymboliacher  Ausdruck  geben.  VertanaAt 
mag  nämlich  die  Index  der  | mit  Exponenten,  so  kommt: 


sfb  ^=! 

» » » da.(») 


_ A(»)~  A({) 

•*-{ 


Es  ist  also : 


x=2  Res 


rA(«)-A(t) 

[ «-{  A(ay 


Nach  der  Entwickelung  von  nach  gansen  Potenzen  von  f sind  die 

Exponenten  mit  Indices  zu  Tcrtanschen. 

Die  Formel  8)  wollen  wir  aber  noch  anf  den  Fall  ausdehnen , wo  die  Diffe- 
renzialgleichung ein  von  x nnabbängigu  Glied  enthält,  also  die  Form  hat: 

..  .+a,p+x.x=m. 

x.n  Ja»—!  <*• 


Setson  wir  zunächst  ungleiche  Wurzeln  Toraua,  und  sei: 

S i b 



A'(0  (?)  P' 

' V 

so  kSnnen  die  Grossen  c„  c,  . . . c^_j  als  willkürliche  ConsUnten  betrachtet, 
und  der  Variation  der  Constanten  unterzogen  werden.  Dies  führt  zn  den  Glei- 
chungen : 
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Je  u t Ja  u I Je  » t 

^ ^ f =0,  J u =0...2  u "-’^e  ^ -0. 

p Jt  p p Jt  pp  dt 


p p dl  pp 

de  Pt 

PP  " 


woniiu  «ich  leicht  ergibt: 


=ä4j  /'<■> 


. “p* 


Soll  fOr  <=0  «ein: 


P“A'(«p) 


dx 


-t 

*-*•’  *-*■’  <f|i 


dL 


= ( 


SO  ist  offenbar  das  Integral  in  den  Grensen  0 und  t so  n^men,  dazu  aber  der 
coBStante  Werth  toh  lu  addiren,  wie  er  sich  Tor  der  Variation  der  Constantea 

ergab,  also  mit  Berücksichtignng  des  Werthes  der  RosiducMninine  (6  a des  Tori- 
gen  Abschnittes): 


P-  A'(»p/o 


.-V 


Der  Werth  ron  x xerlUIt  denn  in  zwei  Theile,  deren  einer  da«  Integralzeichen 
enthält,  der  andere  aber  wie  8)  izt,  alio : 


oder: 

9) 

d.  h.: 
9 a) 


^«t  ( A(w)-A({)^  r‘ 

1 r 

'“ääi./  A(«)  ’ 

**  5 J a 


x = J Bes  > 


A(«) 


TTm  den  Beweiz  ihr  dieae  Formel  zn  liibren,  wenn  nicht  alle  Wurzeln  ron  A(«)  = 0 
ungleich  sind,  bemerke  man,  dass  fSr  (=0  das  Integral  in  9a)  Terschwindet, 
also  derselbe  Ausdruck  wie  in  8)  erscheint,  nnd  somit  die  Anfangsbedingungen 
verificirt  sind.  Die  Differenzialgleichuni;  nter  Ordnung  aber  wird  noch  erfUlt, 
wie  man  leicht  durch  Einsetzen  des  Ausdruckes  9)  in  dieselbe  ersieht. 


21)  Allgemeing&ltige  Entwickelung  der  eindeutigen  Fn  ncti  o- 
neninBeihen,  welche  Fartialbrflche  enthalten. 

Die  Formel  4)  des  Abschnittes  19)  wird  angewandt  anf  die  Fnnction 

wo  f(l)  eindeutig  ist.  Man  siebt,  da  sich  ansser  den  Discontinnititen  von 

f(k)  in  dieser  Function  noch  diejenige  befindet,  welche  l = s entspricht,  wenft 
Punkt  s innerhalb  der  Cnrre  A liegt,  nnd  da: 

ffir  die  s umgebende  Cnrre  ist,  wie  schon  in  den  frflheren  Abschnitten  gezeigt 
wurde,  so  bat  man: 
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Oller  =0, 

je  nachdem  Funkt  » innerhalb  oder  ausserhalb  des  von  A begrenilcn  Raumes 
liegt,  — Die  Rcsiduensumme  geht  auf  alle  von  A umschlossenen  Discontinuitäien 

/■(•*)  /*(«) 

von  f(u).  Diese  Summe  ist  positiv  genommen,  da  man  statt 

schrieben  hat,  wodurch  die  Fnnction  und  offenbar  auch  die  Kesiduon  derselben 
das  Zeichen  ändern. 

Lässt  man  die  Curve  A sich  ins  Unendlishe  ausdebnen,  so  ist  die  linke  Seite 
immer  ffir  jedes  « gleich  /*(£),  also: 

WfH)dl 


1) 


f(i)  = 2'Rcs 


2^i  J 


die  Summe  auf  alle  Discontinuitäten  von 
f(»)  erstreckt 

Beschäftigen  wir  ans  jetit  noch  mit 
dem  zweiten  Gliede  recht«.  — Da  i im- 
mer grösser  als  s ist,  so  kann  man : 

rh  = T(i+l  + F+---) 

setzen,  und  dies  Glied  gibt  also  eine 
nach  positiven  Potenzen  geordnete  Reihe. 


ist,  also: 


2 ta» 

. li* 

j t A «n 

e=7^)-  ^ 

Dies  ist  die  Gleichung  von  B.  Es  ist 
aber: 

F(-.9T2«n)  = F(-»),  '' 


Man  kann  nun  statt  der  geschlossenen  also  die  Curve  ebenfalls  geschlossen. 
Curve  A (vergleiche  Abschnitt  4),  welche  aber  das  entgegengesetzte  Zeichen 
alle  Discontinuitäten  umgibt,  eine  andere  von  7 hat,  so  findet  die  Windong  Ton 
setzen,  welche  den  Ünendlichkcitspnnkt  a|go  die  Richtung  der  Integration 
allein  einschliesst,  oder  genauer  gesagt^  jai  entgegengesetzten  Sinne  von -4  statt. 

Man  kann  also,  indem  man  beide  Inte> 
grationen  im  gleichen  Sinne  vollzieht, 
setzen: 


/(A)  m) 

*. (U  für  A setzen 

. A-2 

— , und  da  X bis  ins  Unendliche  wächst, 
f* 

wird  unendlich  klein  werden, 
erhält  auf  diese  Weise: 


Man  p{A) 


-/ 


(») 


'(7) 


/ 


i—  ft 


dk 


~J 


dft, 


indem  man  mit  der  Umkehrung  der  In- 
tcgrationsnchtQDg  das  Minuszeichen  com- 
pensirt. 

Ist  die  Curve  A ein  Kreis,  so  ist  auch 
B ein  solcher  (vergleiche  Abschnitt  4). 
Man  darf  aber  nicht  schlicssen,  dass  man 


wo  B die  neue  Curve  vorstellt. 

Was  die  Gleichung  dieser  Curve  an- 
bctriEft , 60  lässt  sie  sieb  leicht  nns  der  immer  für  A und  B jede  beliebige  ge- 
von  A ableiten.  Denn  wie  aucli  letz-  sehlosscnc  (bezüglich  unendlich  grosse 
tere  beschaffen  sei,  so  lässt  sich  setzen:  ttnd  unendlich  kleine)  Curve  A'  und  li' 
. setzen  kenne. 

i = re'^*,  r=zF(,'i),  Es  sind  hierbei  nämlich  zwei  Fälle  zu 

wo  s ein  beliebiger  Punkt  dieser  Curve  unterscheiden; 

ist,  und  .f  von  0 bis  2n,  wenn  sie  ein-  >)  f«'' jedes  nnendhehe  s dis- 

fach gewunden,  sonst  von  0 bis  2iiii  zu  continnirlich , wie  dies  z.  B.  bis  — 
nehmen  Ist.  Jedenfalls  ist  dann : 

der  Fall  ist. 

II)  f(^z)  ist  nur  für  gewisse  Werthe 
von  6 discontinuirlicb.  Z.  B.  bei  tffä 
2s+l 

ist  dies  der  Fall,  wenn  » = — g — ir,  und 

X = CO  genommen  wird ; für  jedes  andere 
unendliche  z aber  findet  nodi  ContinnU 
tät  statt.  -oe 


F(-f±2nn)  = F{.,). 

Dies  ist  die  Bedingung,  daas  die  Curve 
geschlossen  sei.  Für  B ist  nun  zu 
setzen: 

1 9i 

« = — =l,e  , 
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Beschäftigen  wir  nns  mit  dem  letite* 
ren  Falle  socrst  Dann  ist  die  Annahme 
eines  Unendlichkeitspunktes  eigentlich 
gar  nicht  gestattet.  Lässt  man  Curvo 
A sich  in  A'  ändern,  so  befinden  sich 
awischen  beiden  Discontinuitäten,  nnd 
damit  eine  Curre  für  die  andere  gesetzt 
werden  kann,  ist  es  nicht  allein  nöthig, 
dass  das  Residunm  einer  jeden  einzel- 
nen davon  in  Qlcichnng  1),  sondern  dass 
auch  die  Summen  aller  sich  der  Null 
nähern.  Was  die  Curvc  B anbetrifft,  so 
werden  sich  die  Discontinuitäten  von 

/■(i)  = /‘^— ^ im  Punkte  u gleich  0 mit 

zunehmender  Dichtigkeit  schaaren. 

Um  bei  diesem  wichtigen  Gegenstände 
noch  einen  Augenblick  zu  verweilen, 
-denken  wir  nns  für  A einen  Kreis  mit 
zunehmendem  Radius,  und  die  darin  ent- 
haltenen Discontinuitäten  etwa  nach  con- 
ccntrischen  Kreisen  geordnet , in  die 
Summe  in  1)  aufgenommen.  Anderer- 
seits sei  A'  ein  Parallelogramm  mit  zu- 
nehmenden Seiten,  und  die  Discontinni- 
täten  innerhalb  desselben  etwa  einer  Seite 
parallel  geordnet.  Da  nun  Parallelo- 
gramm und  Kreis  sich  nicht  decken,  so 
stimmt  ein  Theil  der  Discontinuitäten, 
freilich  nur  die  ins  Unendliche  fallenden, 
in  der  Entwickelung  von  f(z)  in  Glei- 
chung 1)  nicht  mit  einander  äbcrcin,  ob- 


gleich beide  Entwickelnngoii  convergiren. 
Man  sagt  dann  gewöhnlich,  wiewohl  mit 
Unrecht,  dass  die  Entwickelung  von  der 
Anordnung  abhänge.  Sie  bängt  in  der 
That  von  den  Gliedern  selbst  ab,  die 
nicht  alle  übcrcinstimmcn. 

Finde  jetzt  Fall  1.  statt  Da  f(t)  für 
jedes  unendliche  z discontinuirlich  ist, 

so  findet  mit  für  ii=:0 dies  statt, 

jede  abnehmende  Curve  B oder  ß\  die 
u=0  umgibt,  schliesst  also  nur  einen 
Discontinuitätspunkt,  den  Unendlichkcits- 
punkt,  ein,  nnd  das  Vertauschen  beider 
Cnrvcn  ist  gestattet.  Also  immer,  wenn 
Fall  II.  gilt,  können  wir  für  B einen 
Kreis  setzen,  dessen  Radios  abnimmt, 
und  es  ist  das  Integral : 

1 /(*)  Ki")  , 

auf  denselben  anszndebnen.  Der  Wertli 
dieses  Integrals  Ist: 


Unter  dieser  Bczch  hnung  ist  das  Resi- 
dunm  des  eingeklammcrtcn  Ausdruckes 
für  die  Discontinuität  c = 0 verstanden. 

Man  kann  aber  immer  setzen: 

, 1 , I 

• • + • • •> 


wo  ffir  1 = 0 <ino  Diicontinnit&t  < ter  Ordnung  roranigcsctzt  ist. 

Keiner  DiscontlnuitAt  entspricht  s = 0,  einer  zweiter  Gattung  i=co.  Setzt 
man  noch,  da  « abnimmt: 

1 1 

= r + s*  *•+  . . 


e (1  — se)  ' 

to  erhllt  man , indem  man  diese  Entn  ickelung  mit  der  ton  f multiplicirt, 


aber  nnr  das  mit  — behaftete  Glied  nimmt: 


Ues 


^ — ) = o +0  +i  + a z’4-,  . .-(-0.5*, 

o\i>(l  — 5C)/  S t J-Z  ^ r . . 


d.  h.  dieser  Ansdrnek  ist  gleich  dem  nicht  mit  negativen  Potenzen  behafteten 
Thcile  der  Entwickelung  von  f(i),  welche  fii.-  wachsendes  5,  d.  h.  für  5 = — in 

V 

der  Nähe  von  rr=0  gilt. 

Diesen  Theil  der  Entwickelung  bezeichnen  wir  mit  f(i)  nnd  haben  also: 


Res 
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lit  ffir  e=0  keine  Diecontinni  kt  vorhanden,  eo  beechrknkt  eich  dlneer  Ann- 
dmck  aof  eine  ConeUnte  let  die  Diecontinnitkt  tweiter  Gattung,  eo  hat  man : 


also  eine  nnendUdie  Reihe. 

Wir  wollen  noch  du  all^meine  Glied  der  Somine  in  1)  anf  Ihnltche  Art 
antdrQcken.  Sei  duselbe  anf  den  Discontinniiätspankt  n besogen,  der  won  ster 
Ordnnng  sein  m5ge,  so  bat  man  in  dessen  Nihe: 


+ 


(«-«) 


ferner ; 

1 1 JL+  — « . ("-«)■  . 

s— ~ X— o — («— «)  »— — I»)*  (»— o)* 


Nimmt  man  ans  dem  Prodnct  beider  Entwickelonsen  du  mit  behaftete  Glied, 

»*  — n 

so  ergibt  sich : 


Be.  = + 

" ‘ " (»-«)'  (t--)* 

also  gleich  dem  mit  negativen  Potenxen 
behafteten  Theil  der  Entwickelong  von 
welche  in  der  Umgebung  von  s=n 
gilu  Beteichnen  wir  diesen  Theil  der 
Entwickelung  mit  B f{t)j  so  kommt: 


Bes 

a 


f^  = B 

*—  U ff 


/■(•)• 


(Die  Zeichen  B und  B*  ergknsen  also 
einander  insofern , dass  du  erste  auf 
alle  negativen,  du  zweite  aof  alle  nicht 
negativen  Potensen  geht.) 

Ist  die  DiscontinoiUle  rr  von  der  ersten 
Ordnung,  so  ist  offenbar: 


B 

(t 


yw- 


lit  aie  iweiter  Gattung,  lo  iit: 


— + - + . 


Man  hat  also  fUr  jede  eindeutige  Func- 
tion, wenn  Fall  I.  Anwendung  findet: 


oder; 


3) 


In  jedem  Falle  aber  gilt  Formel  1), 
wo  man  die  Rraidneniomme  ebenfall, 
durch  2B  f{t)  er.etaen  kann. 


I I I — ' 

— -73-,+  • • • +73^' 

(»-«) 

Uebrigen.  i.t  nach  dem  Haclanrln- 
acheo  Saue; 

. _ 


wo: 

,(*)  = («- .)7(a), 

und  der  pte  'Differenzialquotlent 

ist,  ferner: 

_ 

,-1-2... e 

wo: 


^{x)  = x*  f (i) 


zu  setzen  ist. 

Aus  Oteichnng  2)  und  d)  folgt  nun: 
Jede  eindeutige  Function  Ikut  eich 
als  ganze  Fuuction  vermehrt  um  eine 

Anzahl  Partialbrfidte  aus- 

(*—«)* 

drficken,  d.  h. : 

Jede  eindeutige  Function  hat  entweder 
den  Charakter  einer  ganzen  Function 
oder  den  eines  rationalen  Bruches. 

Die  Formeln  1) , 2)  und  8)  enthalten 
die  Theorie  der  algebraischen  und  trans- 
cendenten  Partialbrüche.  Im  ersten 
Falle  ist  die  Summe  eine  endliche.  Sie 
lksst  sich  in  diesem  Falle  bekanntlich 
ancb  anf  anderm  Wege  herleiten. 

Ffir  Fall  11.  wollen  wir  uns  noch 
mit  der  Umwandlung  des  von  A abhln- 
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gigen  Integrals  bctchlftigen.  — Man  kann  nlmlieh,  da  die  Cnrre  ins  Unendliche 
wächst,  der  Modul  ron  z also  immer  kleiner  als  der  von  l ist,  die  schon  ange- 
fBhrte  Entwickelung  annehmen; 


(^)  m <11 

A ■ 


Ist  nun  die  Gurre  derart,  dass  auf  ihr  ^(A)  immer  endlich  bleibt,  wie  dies  In 
dem  beaeichneten  Falle  immer  geschehen  kann,  da  man  nnr  in  A die  Discooti- 
nnitaten  au  umgehen  brancht,  so  ist: 


wo  a der  grOsstc  Modul  ist,  den  f(l)  annehmen  kann.  Das  Integral,  dessen 

Modul  mit  a mnltiplieirt  ist,  hat  anm  allgemeinen  Glieds  des  Argumentes  — - — ; 

A*+‘ 


1 t* 

dtt  Integral  i<t , ein  Antdnick,  der  für  eine  geechloasene  Cnrre  rer- 

* l 

•ehwindet,  da  Anfangs-  und  Endpunkt  tusammenfallen.  Man  kann  also  in  diesem 

Falle  das  Integral  in  1)  ersetzen  durch  das  einfachere:  Indem 

2itJ  k 

hier  hingestcllten  Falle  wird  die  Reihe  der  Glieder  mit  poaitiren  Potenzen  sich 
aof  eine  Conitante  beschranken  Also  statt  1)  erhält  man: 


la) 

Man  kann  aber  auch  leicht  entsprechende  Formeln  6nden,  die  nnr  fhr  einen 
Theil  der  Ebene  gelten. 

Seien  A nnd  B einfache  geschlossene  Curven,  die  keinen  Windnngspunkt 
einschliesscn , die  letztere  gans  innerhalb  der  ersten,  s ein  zwischen  beiden  ent- 
haltener Pankt,  so  gibt  Formel  5)  des  vorigen  Abschnitts: 


Die  Summe  geht  auf  alle  swisdien  A nnd  B liegenden  Discontinnitaten.  Es  tritt 
nlmlieh  das  • = « entsprechende  Bcsidnum,  welches  gleich  f{i)  ist,  hinzn,  ganz 
wie  oben. 

Ersetzt  man  A nnd  B durch  concentrische  Kreise,  deren  Mittelponkt  der  An- 
fangspunkt ist,  so  wird,  wie  in  Abschnitt  17),  sich  das  erste  Integral  nach  posi- 
tiven, das  zweite  nach  negativen  Potenzen  von  t entwickeln  lassen,  und  man 
erhält : 


4) 

wo; 


:^Re,^^+A.+A,z+A,.*  + 


r iat  der  Radin,  de,  grö„em,  p der  de,  kleinem  Kreiee,.  E<  i,t  wohl  in  be- 
merken, du,  man  hier  nicht  wie  in  Abuhnitt  17)  r nnd  p mit  einer  awiachen 
ihnen  liegenden  Oröue  Tertau,chen,  eben  ,o  wenig  beide  identificiren  kann,  da 
der  Ring  DiKontinniiäten  enthält,  nnd  mit  dem  Ueberachreiten  einer  aolchen  die 
Integrale  lieh  ändern. 

I,t  der  Anfangapunkt  kein  Windung,-  oder  Diacontinnitätapnnkt,  ,o  fällt  der 
Anadrack  weg,  fBr  einen  Kaum  bi,  tarn  nächsten  critischen  Punkte,  nnd 

man  hat  in  4)  =0. 
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Beispiele. 
I.  Sei: 


f(t)  = - — = cosec  i. 
' ' 8in> 


Um  da«  vom  Summenieichen  freie  Glied  zu  finden,  denken  wir  zwei  Grade  pa- 
rallel der  Axe  der  y,  deren  Abecissenwerthe  sein  «ollen:  ^ 

ferner  zwei  Grade,  parallel  der  Axe  der  x und  in  wachiender  Entfernnng.  Auf 
beiden  cr«tem  ist: 

n . 1 2 

cosec  z = C06CC  (+ «n  ± -g  +yi)  = ± — — j — ± ^ 

ein  Werth,  der  immer  endlich  bleibt.  Für  die  leutern  Graden  ist: 
cosec  z = cosec  (*  + hi)  = ^ x *’ 

ein  Ausdmck,  der  mit  wachsendem  h verschwindet. 

/cosee  rfjj, 

— auf  dies  Rechteck  zu  erstrecken.  Dies  Integral 

aber  verschwindet,  da  zweien  vom  Mittelpunkt  des  Rechtecks  aus  sv'mrnetrisch 

cosec  X 

liegenden  Punkten  de«  Umfanges  gleich«  Werthe  von  — — entsprechen,  and  die 
Integration  bei  beiden  in  entgegengesetzter  Richtung  fortschreitet.  Somit  ist: 

C08CC  M 

cosccz^Z'Res — B (cosec  s). 

1 — II  a « 

Discontinuitäten  treten  für  ein,  und  es  ist: 

— 1^* 

COBCC(f7l-f  ll)  = ~; 

' sinn 

Da  nun  für  w = 0 sich  der  Null  nähert,  hat  man; 
sin  14 

B = 
sn  2— s n 


•=+“  (xiQ’_  1 , o *=“ 

cosecs=  £ — 

s:z  —CO  I 

wie  man  erhält,  wenn  man  je  zwei  Werthe,  die  * = (,  i=  — / entsprochen,  vereint. 
Ersetzt  man  z durch  ^ erhält  man: 

» = +<»  (—1)*“*  *7®  (2«-|-l)(— 1)* 

BCCS=Z  9t  1 ~ ^ n* 

.=  -ooi-"pn  « = 0 

II.  Sei: 

f (z)  = cot «. 

Dass  das  vom  Summenzcichen  freie  Glied  verschwindet,  ist  wie  im  vorigen 
Beispiele  darzuthnn.  Discontinuit&ten  finden  für  : = sv  statt. 

cot(«n-f-/i)  = cot  fl, 

and  da: 


ocosu 
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Quantität. 


+ 00 


ts=  ^ =i+2t  S — , 

— 00*— »"  ,=  l •‘  — ••n’ 


und  wenn  man  t mit  — t rertanscht: 


-foo 

tgt  = — s 
— 00 


« = 00 
-=2*  -T 


Bei  diesen  Beispielen  galt  Formel  1).  Dm  Formel  2)  anznwenden,  wollen 
wir  noch  das  Beispiel  eines  rationalen  Bruches  nehmen. 


m.  Sei; 


rw=- 


y(») 


. . . (s— Op)  P 


wo  y(t)  eine  ganze  Function  ist.  — Die  Function  hat  für  s = o^  eine  Unend- 
lichkeit o^ter  Ordnung,  und  somit  ist: 


Res„t^M  = _i._  + 

"i»  — » o. 


6 a 


(*—«,)  * (*—“,) 


für  s = Oj , uttd : 


» — [(‘-«.)“vwi 

e e!*e  * 


Res 


und; 


o\;ä=77)+'.+'.-i‘+‘.-/  + 


c — 


lür  t = 0. 

s gibt  an,  um  wieriel  Einheiten  der  höchste  Exponent  des  Zahlers  Ton 
das  des  Nenners,  also  den  Ausdruck  c,-Hc,-f  . . . +c^  Obertrifft. 


22)  Entwickelung  eindeutiger  Functionen  in  Producte. 

Wir  nehmen  an,  dass  die  an  untersuchende  eindeutige  Function  /(«)  entweder 
keine  Discontinuit&t  zweiter  Gattung  oder  eine  solche  nur  im  Unendlicbkeitspnnkte 
habe.  — Untersuchen  wir  jetzt  den  Ausdruck : 


<*ig  w _ r'w 

dt  - /•(*)■ 

Derselbe  hat  im  Zahier  und  Nenner  dieselben  Discontinnitäten,  da  f (z)  in  jedem 
Gebiete  eindeutig  und  continnirlich  ist,  wo  dies  für  f(t)  stattfindet.  Diesen  und 
den  Nnllwerthen  von  f{t)  können  allein  Discontinnitäten  von  nnserm  Ausdrucke 
entsprechen.  Wir  beweisen ; 

49 
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„das«  für  jede  Null  und  DisconünuiUt  von  f(t)  eine  solche  von 
„attHndet,  und  dss«  alle  diese  von  der  ersten  Ordnung  sind.« 

Denn  sei  o eine  Discontinuit«  von  f(t),  so  ist: 

/■(«)= —•-+ ^,  + — ^ ^ 


(,_„)•  (.-«)— ■ (s-o)- 

wo  9 (t)  fttr  1 = 0 continnirlich  ist,  also: 

^ * ((s-o)’+'  (s-o)’ 


"«-l 


4,  + b,  (s— n)+  . . . (*—«)*  '+»'(*)(*—“)* 


r_w= 

/■(*)  »— « to  + ^i(*— “)+•••  +7(*)(*-‘')‘ 

Der  Ausdruck  in  der  Klammer  wird  für  i=o  nicht  unendlich,  also  ist  in  der 
That  die  Discontinuitat  erster  Ordnung,  und : 


. fi  •_ 

«rw~  »-«■ 


./■(*) 

Sei  ferner  f{t)=0  für  i = jJ,  so  ist: 

/■(*)  = «„(*— • • •’ 

denn  jedenfalls  verschwindet  da«  von  x—ß  freie  Glied.  Ausserdem  mögen  nodi 
n—1  Anfangsglieder  verschwinden;  wir  sagen  dann,  f{t)  hohe  Ihr  z = ;J  eine  Null 
von  fiter  Ordnung.  Es  ist  dann : 

/•'(z)  = «fl„(i-/»)"“*+(«+l)«a+,  (*  — «"+  • • •> 


CM-JL- 

f{x)-z-ß  »„+OU+,  (»-/>)+•• 


und  da  der  Ausdruck  in  der  Klammer  für  x = ß die  Einheit  gibt,  so  ist  die  Dit- 
continnitat  erster  Ordnung,  und: 

E...(f;<i)=„  .r<4  • 

8\  f(t)  / 


-ß\f{t)/  ß f(.i)  z-ß 

Die  Residuen  sind  also  diejenigen  Zahlen,  welche  die  Ordnung  der  Null  oder 
Unendlichkeit  von  f(x)  anseigen,  im  letsMrn  Falle  negativ  genommen.  Man  hat 
also : 

^At)_v  _ü V 

dx  ~ ß x-ß  a 
wo  der  Ausdruck  U eine  nach  ganzen  Potenzen  von  t fortschreitende  Reihe  an- 

f C*) 

gibt,  und  man  hat,  je  nachdem  Fall  I.  oder  UL  für  die  Function  «tattftndet, 
entweder: 


;+ü, 


oder: 


r/-- L r(^) 

iniß  l—x 


Den  eben  gefundenen  Werth  von  ^ integriren  wir  in  den  Qrenten  t und 

, derart,  dass  s,  keiner  Unendlichkeit  nnd  Kuli  von  f{t)  entspreche.  Mao 
erUU : 
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wo  n du  Prodnct  aller  der  ß ond  a entaprechenden  ÄnadrUcke  anzeigt.  Hier  ist : 


ea  ergibt  aich  alao: 


Setzen  wir: 


y=f'  üjf, 

y=r  *'<x><f8«‘)- 


dlg/'(t)dz_ 

dt 


-+a,+a,z+o,t*  + 


Dt  

/Too — — — -a,+«tZ  + a,z  + . . ., 


d lg /■(.)  = 


j|-+a_|lgt+a.  z+a,a»+  . . . =lg /■(.), 


f • ■ • =«'»!«/•(»)• 

jedoch  mit  der  Bemerkung,  daes  in  der  Foteoxen  von  i geordnete  Reibe,  da  der 
Entwickelnng  von  lg/  (x)  nicht  allein  Differenxialquotient  C/ von  K eine  solche 
der  mit  negativen  Potenzen  von  s be*  war;  es  wird  also  V nicht  anendlich  fUr 

Gattung  enthält,  ist  gleich  einem  Pro- 
2)  F'=fl'QoIg/(x)  — B'oo  iß /*(*#)•  ducte,  das  im  Zähler  olle  Wcrthe  s — /?, 

Non  hat  man : Nullen , im  Nenner  alle  Wertbe 

( -a  y \ V * — Unendlichkeiten  ent- 

(lÄ ?r  e ..  sprechen,  als  Pactoren  enthält.  Die  Ex- 

'* — ponenten  geben  die  Ordnung  dieser 
In  Fall  n.  (siehe  vorigen  Abachnitt)  fallen  und  Diacontinniiäten  an;  aoaaer- 

kann  man  die  Begrenzung  A wieder  ao  ®'”'  Eaponent.algröaae 

ft  ® o o*  *w  jjg  Factor  Vorkommen,  welche  eine  gante 

wählen,  dass  auf  der  ganten  Curve  Function  von  z im  Exponenten  hat.“ 


” . J . wua  va«a  |^«aua>%>u  vyui  T O — g 

/w  Ist  t=0  keine  Discontinuität  oder  Null 

A endlich  bleibt,  und  dann  ist:  von  ^(z),  so  kann  man  auch  t,  = 0 setzen, 

1 r(Ä\fUV\  und  hat: 

“-ZTi/  jTB'"’ 

*'  -S'/'-’fJ'“.  - 

_z-z,  AA)  d\gf{V)  2a)  F =«'«, >8 /'(*)• 

^ni  J l ' Da  B'g^\gf(t)  kein  von  z freies  Glied 

Welchen  Werth  von  V man  auch  nehme,  ****’  • 

so  ist  diea  eine  nach  ganzen  positiven  B’  ®igr(0)=o. 

49* 


v=B'^igr(t). 
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(-7)'  K 

8.)  • 
und  unter  der  obigen  Bedingung: 

2niJ  ifW 

Aas  diesen  EntwickelaDgen  folgen  aber 
einige  wichtige  Besnltate. 

Da  das  Product  V in  Formel  1)  durch 
die  Nnllen  und  Discontinnitäten  vOUig 
bestimmt  ist,  so  folgt  unmittelbar: 

I.  Jede  eindeutige  Function,  die  im 
Endlichen  nur  Discontinnitäten  erster 
Gattung  enth&lt,  ist  bis  auf  einen  Factor 
bestimmt  durch  die  Lage  und  Ordnung 
ihrer  Discontinuit&ten  und  Nullen.  Zwei 
Functionen,  die  in  diesen  Funkten  über- 
einstimmen, sind  also  bis  auf  einen  Fac- 
tor identisch.  Dieser  Factor  ist  con- 
stant,  wenn  der  Unendlichkeitspunkt  kein 
Discontinnit&tspnnkt  ist,  im  andern  Falle 
ist  er  eine  Kxponentialgrösse,  deren  Ex- 
ponent eine  ganze  Function  ist. 

Ebenso  lehrt  Formel  L und  II.  des 
Abschnitts  20): 

II.  Jede  eindeutige  Function  ist  eine 
Summe  von  andern  solchen,  deren  jede 
mit  der  gegebenen  eine  Discontinuit&t 
in  gleicher  Gattung  und  Ordnung  g^ 
mein  hat,  im  Uebrigen  aber  stets  conti- 
nuirlich  ist. 

Offenbar  hat  nämlich  jedes  Glied 
diese  Eigenschaft  fÜri»  = o. 

Hieraus  folgt  dann  sogleich*: 

Eine  eindeutige  Function,  die  nur 
Discontinuitäten  erster  Gattung  und  in 
endlicher  Anzahl  enthält,  ist  gleich  einer 
ganzen  Function  vermehrt  um  eine  Bruch- 
reihe, also  schliesslich  ein  echter  oder 
unechter  Bruch. 

Hat  sie  nur  eine  Discontinuität  und 
zwar  für  z co , so  ist  sie  eine  ganze 
Function  (dies  ist  schon  früher  gezeigt). 
Ist  diese  Discontinuität  erster  Gattung, 
so  ist  sic  eine  endliche  Reibe. 

III.  Die  Discontinnitäten  zweiter  Gat- 
tung einer  eindeutigen  Function  sind 
immer  so  beschaffen,  dass  wenn  man 
<t  einen  unendlich  kleinen  Zuwachs  gibt, 
derselbe  wenigstens  in  einer  lUchtung 
bewirkt,  dass  die  Function  unendlich  wird. 

b 

Denn  das  Glied 1-  r •• 

t — a (z  — ö)* 

welches  dieser  Discontinuität  entspricht, 
muss,  wie  jede  eindeutige  Function,  doch 
einmal  unendlich  werden,  und  dies  kann 
nur  für  t = a geschehen. 


Wir  wollen  jetzt  den  Discontinuitäten 
zweiter  Gattung  noch  eine  wichtige  Form 
geben. 

Das  einer  solchen  a entsprechende 
Glied  in  f{z)  ist: 

w = V- • • - 

wenn  man  — setzt 
z — a 

Dies  Glied  hat  also  die  Form  einer 
ganzen  Function , und  indem  man  die- 
selbe in  ein  Product  verwandelt , er- 
hält man  nach  Formel  8)  dieses  Ab- 
schnitlcfl,  da  eine  Discontinuität  nur  fÖr 
vorhanden  ist: 

,K(«) 
...»  * 

//  ist  eine  Constante,  0,  ß%  die  Nülten 
von  7^  («),  V(n)  eine  nach  ganzen  Po- 
tenzen von  w geordnete  Reihe.  Je  nach 
dem  Charakter  der  DizeontinniÄt  ist 
diese  Entwickelung  entweder  von  der 
Form  der  Cnrve  A,  welche  V gibt,  ab- 
hängig oder  nicht,  im  erstem  Falle  kann 
dann  K(a)  auf  eine  Constante  ledndrt 
werden  (vergleiche  Abschnitt  20).  Man 
hat  also ; 

5)  7^(.)  = U(z-.)-*(l-^*‘ 

••• 

Dagegen  tritt  Fdr  die  Diseontinni^ 
welche  z = co  entspricht,  das  Glied  ein: 

6)  = (*-/».)*’ 

^c,-{-c,t-|-c,z*+  . . . 

Für  alle'Olieder,  welche  Disoontinaittten 
erster  Gattung  entsprechen,  bleibt  die 
EzponentialgrOsae  weg,  nnd  das  Product 
ist  ein  endliches. 

Man  hat  also  für  alle  eindentigen  Pnnc- 
tionen  jetzt  die  allgemeine  Form : 

7)  = + 

C(t-e,)*‘(z-s.)*»..  . 

■* k ' t ’ 

wo  das  erste  Glied  rechts  anf  alle  Dis- 
continniUlten  zweiter  Gattung  geht.  Daz 
SchlnssgUed  entsteht  aas  lülen  Diicon- 
tinnitäten  erster  Gatlnng. 
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Es  bleibt  für  die  Eotwickelnng  in  Prodoctn  noch  der  Fall  zo  erörtern,  wo 
f{i)  Discontinnititen  zweiter  Gattung  fUr  andere  Pnnkt«  als  für  z = co  enthUt 

noch  Glieder  cnth&lt,  welche 

r(2) 


Da  in  diesem  Falle  der  Ansdruck: 


dz 


diesen  Discontinnitäten  von  ^(z)i  die  wir  mit  y beseichnen  wollen,  entsprechen, 
und  für  diesen  Fall  die  Betrachtnng  ausgeschlossen  ist,  dass  jeder  Unendlichkeit 

ff  (2,) 

von  f(x)  eine  solche  erster  Ordnung  von  f— ^ entspricht,  so  ist  jetzt: 

f 


dlgf(z) 

dz 


_lL_v  _f r (JL+  °<  I I . \ 

z—ß  a z—n  y Vj— y ^ y)’  2(z— y)*  /’ 


also; 


__£i l+K 


also  schliesslich: 

8) 


*.-y  (*.— y)’ 


■) 


+ y. 


A,  a,,  a,  . . . sind  Constantsn,  die  ührigen  Grössen  haben  dieselbe  Bedentung 
wie  in  3).  Wird  f(z)  nicht  discontinnirlich  für  i=0,  so  ist  noch: 

T + 

az)=no)z  y’ 


•),  0-j)" 

0-t)’(-7) 


(z-y)* 


..)+K. 


rw 


Je  nach  der  Natur  der  Discontinnität,  welche  l&r  z = y hat,  wird  übri- 

gens  der  y entsprechende  Theil  der  Exponentialgrösse  sich  auf  eine  Constanto 
redneiren,  dann  aber  die  Wahl  derselben  einen  Einfluss  auf  die  übrige  Entwicke- 
lung ansuben  können  oder  nicht.  Uebrigens  kann  A auch  unendlich  gross  wer- 
den; dann  muss  dieser  Factor  sich  mit  denen  im  Zähler  derart  vereinigen,  dass 
ein  endlicher  Quotient  entsteht. 

Beispiele. 

I.  Sei ; 

/■(*)  = cos  z. 

Es  ist  dann: 

f’{i)  eint  . 

f(.z)~  cost“ 

und  da  das  vom  Summenzeichen  freie  Glied  U in  der  Entwickelung  von  tg(z) 
verschwindet  (vergleiche  den  vorigen  Abschnitt),  so  ist  f/=0.  f{z)  hat  keine 
UnendlichkeitcOp  die  Nullen: 

z = (2m-M)^ 

sind  also  von  erster  Ordnung.  Nimmt  man  noch  :,=:0,  so  gibt  3 a): 
m=  -)-oo 


oder: 


m=-hoo  ( I 

sz  = n U 1. 

I (2m-f-l)-^j 
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"•  = +®  i.  4i*  \ 


n.  S«i : 
Man  hat: 


/•(0=- 


. i cosa  — tma  . 1 

' ' ZtlDZ  z 


1 


Der  zu  cot  z gehörige  Theil  von  K verachwindet,  und  da  — f&r  z = co  rer- 
achwindet,  ao  iat  diea  auch  mit  dem  übrigen  Theile  der  Fall. 

Die  Nullen  von  aind  erater  Ordnung  und  finden  fürt 
z = mn 

atatt,  wo  m Jedoch  nicht  gleich  0 iat,  alao: 

m=  + oo 


am 

z 


oder: 


a »•=  + <»  / » \ 

- = " =-00  •' 

■tn  (i 


III.  Um  noch  eine  Function  zu  betrachten,  die  Diacontinuittten  zweiter  Gat- 
tung enthalt,  actzen  wir: 

z — a z — & 

A(a)  = e^-«*^. 

Solche  Diaconlinnitaten  finden  hier  lUr  z = a und  z=/9  atatt.  £a  iat: 


z — n /.  z— n\  . . /.  z— o\ 

,‘-A=eoa(i^*)-iain(i|^). 


alao:  ' 

wo: 

geaetzt  iat,  alao: 


/'(z)=2coaiu  ooaio  — 2iain  i«  coaie, 

, /a — a , z — b\  , /z — a a — 6\ 

“=*(z— + 


/(t)=2cosi«0* 

und  fomit  nach  der  vorigen  Eotwickelnog : 

m = oo 


m = OD  / V 


Ea  llaat  aich  aber  leicht  zeigen,  daza  dieae  Anadrficke  die  in  8)  angegebene 
Form  haben.  £s  ist  ntmUch:  • 


<1  I «“«  I 


2(z-e)^2(z-/»y 

-*  (»-«)(. -Ä 
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Jeder  Factor  dee  Produetea  17  lUst 
sich  anX  diese  Weise  in  einen  Quotien- 
ten Ton  je  awei  Factoren  im  Zähler  und 
zweien  im  Nenner  zerlegen. 

23)Entwickelnngmebrdentiger 

Functionen. 

Es  ist  wichtig,  zn  untersuchen,  in  wel- 
cher Weise  sich  eine  Function  in  der 
Nähe  eines  Windungspnnktes  entwickeln 
lässt,  einen  Fall,  den  wir  his  jetzt  ana- 
gesehloasen  haben. 

Zunächst  ist  klar,  dass  wenn  f(t)  eine 
ndentige  Function  ist,  und  für  einen 
Funkt  A p Werthe  von  f{t)  gleich  wer- 
den , deshalb  noch  A kein  Windepnnkt 
p ter  Ordnung  zu  sein  braucht.  Sei 
nämlich ; 

F=Pi+P«+  • • • +P,’ 

wo  p,,  t>]  • • ■ ganze  positive  Zahlen 
sind,  so  können  von  den  ersten  p,  Wer- 
tben  von  f{z)  bei  jeder  Umkreisung  von 
A jeder  in  den  folgenden,  und  der  letzw 
wieder  in  den  ersten  übergehen;  Glei- 
ches kann  mit  den  folgenden  p,  statt- 
finden u.  s.  w.  Der  Punkt  ist  dann  für 
die  ersten  p,  Werthe  ein  Windepunkt 
von  der  Ordnung  p , , für  die  folgenden 
p,  von  der  Ordnung  p,  u.  s.  w.  Ist 
Pj  = 1,  so  ist  der  Punkt  für  diesen  Werth 

kein  Windepunkt,  und  ebenso  fUr  die 
übrigen  n— p Werthe  von  f(z),  welche 
in  A nicht  gleich  werden. 

Es  fragt  sich  nun  noch,  wie  diejenigen 
Werthe  von  f(s)  zn  bestimmen  sind,  die 
in  der  Nähe  von  A in  einander  über- 
gehen. Sei  7 ihre  Anzahl,  ^,(s),  f,(,z) 
. . . /■  (i)  die  entsprechenden  Functions- 

wertbe,  v eine  beliebige  Grösse,  deren 
Modul  jedoch  kleiner  ist  als  die  Entfer- 
nung zwischen  A und  dem  ihm  nächsten 
Windnngspnnkle.  Dann  ist: 

/■,  (A-fre*’'‘)  = ^,  (-<4-r), 

/■,  (A  -fr  e*"  ')  = /■,  (rl -fr) 


= (A-fr). 

Sei  jetzt: 


WO  i eine  der  Zahlen  1 bis  q anzei^ 
In  allen  Gebieten,  wo  f^{z)  eindeutig 

ist,  findet  Gleiches  mit  q (y)  statt,  denn 
jedem  y entspricht  nur  ein  Werth  von 
z,  nämlich: 

zziA+pl. 

8ei  jetzt: 

1 

2zzA+Tt  also  y = T^. 

Ans  den  Relationen  iwischen  • 


/,(.7-fis’»’'S=/,(^+0. 

welchen  der  Werthe  1 bis  q anch  s ror« 
stelle,  also  auch : 

oder: 

'/Cv«*"')“?  (y)> 

d.  h.: 

„Bei  einer  Windung  um  den  Punkt 
y = 0 ändert  7 (y)  seinen  Werth  nicht. 
Die  Fnnction  ist  also  in  diesem  Punkte 
eindeutig.“ 

Es  lässt  sich  also  in  der  Nähe  des 
Windungspnnktes  A die  Function  /*,(*) 

nach  ganzen  positiven  Potensen  von 
_i_ 

g = (z—A)^  nach  dem  Taylor’schen  Satze 
entwickeln.  Die  q Werthe  von  y geben 
hierbei  die  q Ansdrücke  /■,  (z),  f,  (»)... 
^ q und  diese  Entwickelung  findet  in- 
nerhalb eines  Kreises  statt,  dessen  Ka- 
diui  gleich  der  Entfernung  zwischen  A 
und  dem  nächsten  Windnngspunkte  ist. 

Es  ist  hierbei  vorausgesetzt,  dass  für 
z = A die  Function  nicht  discontinnirlich 
sei.  Fände  dies  aber  auch  statt,  so  ist 
leicht  zu  sehen , dass  die  Werthe  (z), 
f,{z)  ...  f (s)  i“  convergirenden  Rei- 
hen nach  positiven  und  negativen  ganzen 
? 

Potenzen  von  K(s-A)  entwickelt  wor- 
den. Beide  Entwickelungen  gelten  bis 
zu  demjenigen  Discontinnitäts-  oder  Win- 
dungspunkte,  der  A am  nächsten  ist. 
Es  gibt  aber  anch  eine  Entwickelung 
nach  ganzen  positiven  Potenzen  und  Far- 
? 

tialbrüchen  von  y = f(z— A),  wie  in  Ab- 
schnitt 17)  Formel  8)  gezeigt  wurde,  nnd 
diese  erstreckt  sich  über  beliebige  Dis- 
continutäten,  jedoch  nnr  bis  zum  näch- 
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8ten  Windaogspnnkte.  — Alle  diese  Ent> 
wickeioDgen  geben  vermöge  der  verschie- 

? 

denen  Werthe  von  alle  q inein- 

ander übergehenden  Functionen,  ln  der 
letzten  Form  der  Entwickelung  ist  noch 
namentlich  der  Fall  za  beachten,  wo  A 
selbst  ein  Discontinuit&tspnnkt  ist.  Dann 
sind  in  der  Reihe  der  PartialbrUche  Glie- 
der, die  y = 0 entsprechen,  also  von  der 
Form: 


vorhanden. 


Noch  ist  indessen  zu  bemerken,  dass 
alle  diese  Betrachtungen  für  den  Fall 
illusorisch  werden,  wenn  die  Fnnction 
unendlich  vielwerthig  ist,  und  der  Win- 
dungspunkt  derart,  dass  der  erste  Werth 
in  den  zweiten,  der  zweite  in  den  drit- 
ten und  so  fort  ins  Unendliche  übergeht. 
Dergleichen  Windungspunkte  kann  man 
als  solche  von  der  zweiten  Gattung  be- 
zeichnen, w'&hrend  wir  die,  wo  die  Func- 
tionen wieder  nach  einer  Anzahl  Win- 
dungen auf  den  anfänglichen  Werth  zu- 
rückkommen,  als  erste  Gattung  bezeich- 
nen. — Ist  A für  q Werthe  ein  Win- 
dnngspunkt  9ter  Ordnung,  für  r andere 
ein  solcher  rter  Ordnung,  so  gilt  für  die 


letzteren  ganz  dasselbe,  die  Entwicke* 
r 

lung  findet  nach  Potenzen  von  Y(z  — A) 
statt. 

24)  AllgemcingültigeDar Stel- 
lung derjenigen  mehrdeutigen 
Functionen,  welche  nicht  nn- 
endlich  viel  Werthe  haben. 

Wie  die  Windungspunkte  können  auch 
die  mehrdeutigen  Functionen  selbst  in 
zwei  Klassen  gebracht  werden,  von  de- 
nen die  erste  alle  umfasst,  welche  eine 
bestimmte  endliche  Anzahl  Werthe  für 
jeden  Punkt  hoben,  die  zweite  die  un- 
endlich vieldentigcn.  — Die  ersU  Klasse 
nun  ist  einer  für  den  ganzen  Raum  gül- 
tigen Darstellungswcise  f&hig.  — Seien 
nämlich  m,,  ii,  , . . die  n Werthe 

der  «deutigen  Function  iir:/(x),  so  ist 
leicht  einzuseben,  dass  jede  rationale 
Verbindung  der  Grössen  *i,,  ti,  ■ • * 

nur  insofern  mehrdentig  sein  kann,  als 
man  zwischen  diesen  Grössen  beliebige 
Vertauschungen  kann  ointreten  lassen. 
Diese  Vertanschnngen  bringen  aber  keine 
Aenderung  hervor,  wenn  die  Fnnction 
von  II  II,  ...  eine  symmetrische 
ist,  d.  h. : 

I.  „Jede  symmetrische  and  rationale 
Fnnction  der  n Werthe  einer  Mdeudgen 
Fnnction  f{^x)  ist  eine  eindeutige  Func- 
tion von  x.‘* 

Betrachten  wir  sonach  folgende  ein- 
deutige Functionen  von  x: 


1)  «'l=“.+»'l+  . • • +V„, 

«1+  . . . +W_  , 

fl—  1 n 

r,  = « M 

n— 2 w— i M 


r =«,  u.  . . . II  , 
n ' - n' 

»o  sind  u„  II,  . . . bekanntlich  die  Wuricln  der  Gleichung  : 


2)  M — C,m” 

deren  Cocfficienten  also  eindeutig  sind. 
Also : 

II.  „Die  fl  Werthe  einer  fideutigen 
Function  sind  jedenfalls  darstellbar  als 
die  Worzcln  einer  Gleichung,  deren 
Coefficienten  eindeutige  Functionen  von 
X sind,  also  den  Charakter  ganzer  Func- 
tionen oder  rationaler  Brüche  haben.** 
Es  ist  nöthig,  die  Cocfficienten  ifj, 


...  der  Gleichung  2)  noch  näher 
zu  untersuchen. 

Zunächst  ist  aus  den  Formeln  1)  klar, 
dass  keiner  derselben  in  einem  Funkte 
unendlich  werden  kann,  ohne  dass  we- 
nigstens eine  der  Functionen  ii,  . . . 

in  demselben  Funkte  unendlich  wird, 
und  daraus  folgt  der  Satz: 
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IIL  „Jede  udeutige  Function  mnss 
wenigstens  einmal  unendlich  werden«*' 
Es  lässt  sich  aber  auch  Folgendes 
beweisen : 

IV.  „Wenn  in  irgend  einem  Punkte 
einer  der  Werthe  von  fix)  unendlich 
wird,  so  mnss  dies  auch  mit  einem  der 
Coefficienten  der  Gleichung  2)  statt- 
finden.** 

Denn  angenommen,  es  würde  u^  un- 
endlich, während  f|,  e,  . . . endlich 

blieben.  Es  könnte  dann  die  letzte  der 
Gleichungen  1)  nur  dann  stattfinden,  wenn 
gleichseitig  ein  anderer  Factor  der 

Null  gleich  würde.  Ist  dieses  aber  der 
Fall,  so  wird  die  vorletzte  Gleichung 
die  Gestalt  annehmen: 


indem  alle  andern  Glieder  verschwinden. 
Es  muss  also,  wenn  endlich  sein 

soll,  ein  Factor  « . verschwinden.  Man 

rt“  1 

hat  dann; 


also  ancb: 


. = 0 


u.  8.  w.,  BO  dass  schliesslich  die  Olei- 
chong ; 

»<1+«.+  • • • 
sich  verwandelt  in: 


also  müsste  endlich  sein , was  der 
Annahme  widerspricht. 

Es  ist  also  jede  Discontinuität  der 
Functionen  m durch  eine  Discontinuit&t 
in  den  Coefficienten  der  Gleichung  Nten 
Grades  angedeutet.  Da  nun  ganze  Func- 
tionen nur  für  .r  = x discontinuirlich 
werden,  so  ergibt  sich : 

V.  „Wenn  in  der  Gleichung  nten 
Grades,  welche  die  Function  u definirt, 
alle  Coefficienten  den  Charakter  ganzer 
Functionen  von  x haben , so  kann  kei- 
ner der  Werthe  von  u für  endliches  x 
discontiDairUch  werden.“ 

Mögen  jetzt  die  Coefficienten  für  end- 
liches X nur  Discontinuitäten  erster  Gat- 
tung enthalten , so  lassen  sich  dieselben 
immer  durch  Forme!  1),  Abschnitt  18) 
darstellen.  Finde  z.  B.  für  x = » eine 
solche  Discontinuität  statt,  die  in  einem 
oder  mehreren  Coefficienten  Vorkommen 
kann,  aber  in  keinem  von  einer  höhern 
als  von  der  sten  Ordnung  sein  möge. 
Die  Coe0denten  V erhalten  dann  im 


Nenner  einen  Factor  (x— «)*,  wo  t in 
keinem  derselben  grösser  als  s sein  kuin. 
Man  setze  dann : 

V 

u~ » 

(x-a) 

und  die  Gleichung  2)  nimmt  die  Ge- 
stalt an: 


-fr,  (x—a)  U + . . . 

± %(*-«)"*. 

und  es  werden  die  Coefficienten  der 
neuen  Gleichung; 

. . . r.  (z-a)  , r,  (i-o)  . . . 

jedenfalls  den  Factor  x—a  nicht  mehr 
im  Nenner  haben. 

VI.  „Durch  eine  Transformation  kann 
die  Gleichung  2)  auf  eine  Gestalt  ge- 
braeht  werden,  wo  jede  beliebige  Dis- 
continnität  aus  den  Coefficienten  ver- 
schwindet , also  schliesslich  auf  eine 
solche,  wo  dieselben  ganze  Functionen 
sind , falls  nicht  die  Coefficienten  für 
endliches  x Discontinuitäten  zweiter 
Gattung  enthalten.“ 

Neben  dieser  allgemeinen  Form  für 
die  ndentigen  Functionen  geben  wir  noch 
eine  andere  Form,  welche  in  der  Um- 
gebung der  Windnngspunkte  gilt.  Mö- 
gen in  Punkt  A die  Functionen  u^^ 

. , . in  einander  übergehen,  so  ist 

wie  oben  zu  zeigen,  dass  die  symmetri- 
schen und  rationalen  Functionen  dieser 
fi  Grössen  in  der  Umgebung  von  A ein- 
deutig bleiben,  d.  h.  so  lange,  bis  kein 
zweiter  Windnngspunkt  überschritten 
wird , wo  eine  Function  aus  der  Reihe 
M,,  u,  . . . u in  eine  andere  u»  die 

nicht  darin  enthalten  ist,  übergehen  kann. 
Es  wird  sich  also  eine  Gleichung  bilden 
lassen : 

3)  «P-f  fr,  * 


+ ••■+«^=0, 


wo 


Functionen  von  x 


sind,  welche  eindeutig  bleiben,  so  lange 
kein  zweiter  Windungspunkt  überschritten 
wird.  Ist  der  Windungspunkt  nicht  gleich- 
zeitig ein  Discontinuitätspunkt , so  wer- 
den innerhalb  des  Convergenzkreises  um 
Punkt  A sich  diese  Coefficienten  nach 
ganzen  positiven  Potenzen  von  x ent- 
wickeln lassen.  D.  h.: 
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VII.  „Die  p FuDctioDen  ti,  . . • 
ti^,  welche  in  der  Nähe  eines  Wiodangs- 

punktes  in  einander  flbei^hcn)  sind  die 
Warzcln  einer  Gleichnng  pten  Grades/* 
Indess  ist  es  offenbar  besser  und  be- 
quemer, sich  diese  p Functionen,  wie 
oben  gezeigt  wurde,  als  Reiben  vorsn- 
P 

stellen,  die  nach  Fotensen  von  y(u—A) 
fortsebreiten. 

25)  Untersuchung  der  mehr- 
fachen Punkte  einer  ndeutigen 
Function  vermittels  der  Glei- 
chnng nter  Ordnung,  welcher 
si  e genügt. 

Wir  geben  in  diesem  Absdinitte  einen 
Auszug  der  schönen  Arbeit  von  Puiseux, 
welche  sich  damit  beschäftigt,  aus  den 
algebraischen  Gleichungen  dio  Anzahl 
und  Art  der  mehrfachen  Punkte,  welche 
die  ihnen  genügenden  Functionen  haben, 
so  ermitteln  {Liontille,  Journal  do  Ma~ 
tkemati^ues  etc*  Tomo  XV.) 

Sei: 

f{u,  »)=0 

die  gegebene  Gleichnng.  Wir  setzen 
vorens,  dass  die  Coeffidenten  der  Po- 
tenzen von  u den  Charakter  ganzer  Func- 
tionen haben,  was  sich  ja,  wie  wir  ge- 
sehen haben,  durch  Transfonnstion  er- 
reichen Usst.  Es  wird  dann  u für  end- 
liches s niemals  unendlich  werden. 

In  Punkt  a mhgen  die  Functionen 
H,,  N,  . . • "p  einander  gleich  und 

gleich  & werden. 

Die  Bedingungen  dsfBr  sind  ; 

(“.  «)_n  f (“-  «)_n 

-g- 0,  • • • 


Dagegen  muss 


<») 


eisen  von  Null 


verschiedenen  Werth  haben.  Setzen  wir 
also : 


so  verschwinden,  wenn  man  f (o,  s)  nach 
Potenzen  von  tt  und  ß entwickelt,  die 

m\i  ß^tß^ß*  ...  ß^“~^  multipli einen 
Glieder,  deren  Coeffleienten  aber: 


/■(••»  «) 


* du’ 


dP-y 

d«P“  ^ 


sind,  und  man  hat: 

1)  Aßf+jB(fla=.Q, 

WO  in  allen  Gliedern,  in  welchen  r = 0 
ist,  q grosser  als  p sein  muss.  — Wir 
setzen  jetzt  noch  voraus , dass  die  Glei- 
chung f{u,  »)=0  irredncdbel  sei,  dass 
sie  mithin  auch  keinen  Factor  u—l  ent- 
halten, wo  k coDstant  ist,  welcher  sich 
übrigens  leicht  würde  absondem  lassen. 

Unter  dieser  Voraussetzung  muss  we- 
nigstens in  einem  Glieds  von  Gleichnng  1), 
in  welchem  q gleich  Null  ist,  r von  Null 
verschieden  sein , da  sich  sonst  Factor 
ßzzu—b  absondem  Hesse. 

MOge  zunächst  in  dem  betreffenden 

Punkte  o ^ nicht  der  Null  gleich  sein ; 
dz 

es  muss  dann  in  1)  ein  Glied  Ba  Vor- 
kommen. Sucht  man  also  die  Glieder 
niedrigster  Dimension  in  Gleichung  1), 
so  haben  diese  die  Form: 


AßP+Ba, 

und  wenn  man  a und  somit  auch  ß ins 
Unendliche  abnehmen  lässt,  ergibt  sich: 


^ V(«*,  g).A 

duP”"' 

wenn  man  u = 6 setzt.  Denn  da  das 
Glied  links  der  Gleichung  /'(u,  s)=0 
die  Form  annimmt: 

(U-», )(«-«,)  . . . 

BO  wird  man,  falls: 


ist,  dafür  setzen: 

• • • («-“n)’ 

und  die  p— 1 ersten  Differenzialquotien- 
ten dieser  Grosse  nach  u genommen, 
geben  den  Factor  u — 6,  verschwinden 
also  in  Punkt  a,  wenn  man  u^b  setzt. 


j4^P+  Btt  — 0, 


1 


„Es  wird  sich  in  diesem  Falle  ß oder 
u—fr  in  eine  Reibe  nach  ganzen  poeiü- 
1 

— P 

ven  Potenzen  von  « P = V(z  — o)  ent- 
1 

wickeln  lassen,  wo  das  mit  »P  mnlti- 
plidrte  Glied  nicht  verschwindet“ 

i 

R p 

Denn  in  jedem  Falle  wird  -r-o  doch 

dai  erste  Glied  der  Entwickelung  von  ß 
sein.  Nach  dem  in  Abschnitt  21)  Oe- 
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sagten  kann  aber  ti  sich  nnr  nach 

% 

Potenaen  von  V(s  — a),  wo  q nicht  gros- 
ser als  p ist,  entwickeln  lassen.  Wäre 
non  q von  p verschieden,  so  müsste, 
falls  eine  Entwickelong  na^  ganzen  Po- 
1 


tenzeh  von  o ^ stattfinden  soll : 


P 


und  s eine  ganze  Zahl  sein,  was  nnmög- 
lieh  ist,  wenn  q kleiner  als  p ist. 

Möge  non  ^ beliebig  sein,  und  suchen 
oz 

wir  in  Gleichung  1)  die  Glieder  niedrig- 
ster Ordnung.  Zu  dem  Ende  sondern 
wir  den  Tbeil  des  Ausdruckes  links  in 
1)  ab,  wo  die  Exponenten  q und  r die 
aus  den  kleinsten  vorkommenden  Zah- 
len bestehenden  Combinationen  bilden. 
Diesen  Theil  nennen  wir  A.  Sind  also 


*.  B.  2, 1-1,  2- 1,3-3,  4-3, 1-3,0 
die  Combinationen,  in  denen  q und  r 
Vorkommen , so  ist  nur  zu  nehmen  2, 1 
— 1,  2 — 3,  0,  da  in  allen  übrigen  ent- 
weder beide  Zahlen  der  Combination 
grosser  sind,  als  in  einer  der  hier  vor- 
kommenden Verbindungen,  oder  die  eine 
gleich  der  entsprechenden,  die  andere 
grosser  ist. 

Der  Tbeil  X enthält  dann  jedenfalls 
aUe  Glieder  niedrigster  Ordnung,  und 
wenn  die  zu  ihnen  gehörigen  q eine  ab- 
steigende Reihe  bilden,  so  werden  die  r 
eine  anfsteigende  bilden,  weil  ja  sonst 
in  einem  Gliede  beide  Exponenten  grosser 
sein  wurden  als  in  dem  vorhergehenden, 
dies  Glied  also  nicht  zu  X gehörte.  Es 
ist  also: 


l = AfP+A,ßP^a^'  + A,ß>’’a^' 

4 • • • 4^j«^S 


Die  Reibe  p,  Pi,  P)  • » • P^_|  ^4llt, 
während  die  Reihe  q^  q%  • . • q^  steigt 

— Man  hat  nun,  um  die  Glieder  nie- 
drigster Ordnung  zu  bilden,  nichts  zu 
thutt,  als  ans  X solche  Klassen  von  Glie- 
dern, und  zwar  auf  alle  möglichen  Arten 
zu  bilden,  welche  von  gleicher  und  zwar 
niedrigerer  Ordnung  als  die  andern  sind, 
wenn  ß als  eine  (ganze  oder  gebrochene) 
Potenz  von  « betrachtet  wird.  Eine 
solche  Klasse  ist  dann  der  Null  gleich 
zu  setzen , da  für  unendlich  kleines  a 
die  Gleichung  1)  derselben  zu  identid- 
ciren  ist. 

Sind  nun: 


und: 


Aj3a3 


zwei  Glieder  niedrigster  Ordnung,  und  ist: 


ß = xaf*, 

SO  bat  man: 


t‘Pf  + 9f=MPg  + 1g< 
und  lur  jedes  andere  Glied: 

I . 

Um  diesen  Bedingungen  Anschaulich- 
keit zu  geben,  gebrauchte  Fuiseux  fol- 
gende sinnreiche  Constnictiun.  und 

9^  seien  bezüglich  Abscisse  und  Ordi- 
nate eines  Punktes  32),  so 


dass  Punkt  auf  der  Abscissenaxe, 
M.  auf  der  Ordinatenaxe,  alle  übrigen 

Punkte  aber  innerhalb  des  von  den 

positiven  Theilcn  beider  Axen  gebildeten 
Winkels  liegen.  Auch  werden  die  Ver- 
bindungslinien jeder  zwei  Funkte  ßf^ 

und  beide  Axen  auf  den  positiven 

Seiten  schneiden,  und  zwar  aus  dem 
Grunde,  weil,  wenn  Pj^>P^  '»t 

sein  muss.  Mache  nun  Linie  Oilf^  den 

Winkel  & mit  der  Axe  der  x,  dann  ist 
die  Frojection  von  auf  gege- 
ben durch  die  Formel: 
p^cos5-h9j^ 
oder  wenn  man : 
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cot  > = *4 

Kl+^‘ 


au«,  dass  OM^  und  OM^  auf  irgend  einer  Linie  OL  gleiche  Projectionen  haben, 
oder  WM  dMielhe  itt,  dMi  die  Vcrbindnngilinie  OL  lenkrecbt  steht. 

Die  Bedeutung  der  Ungleichheit: 

aber  ist,  dass  die  Projection  von  grösser  als  die  von  OM^  oder  gleich  sei, 
d.  b.  dass  der  Punkt  in  Bezug  nnf  O jenseits  oder  auf  dieser  Linie 

selbst  liege.  4.’ 

Man  mnss  also  unter  den  Funkten,  welche  den  Oliedem  von  X entsprechen, 
auf  alle  mögliche  Weise  zwei  erinitteln,  welche  so  beschaffen  sind,  dass  ihre  Ver- 
bindongslinio  alle  nicht  in  ihr  enthaltenen  Punkte  M vom  Anfangspunkte  O trennt. 
Die  auf  dieser  Linie  enthaltenen  ...  geben  dann  mittels  der 

Formel : 

K = A^ß  ' + A^ß  ^^ß  « + A^ß  a ‘+  . . . 

die  Glieder  niedrigster  Ordnung,  und  die  Gleichung: 
fPf+9f  = MPs+9g 

gibt: 

’TPg 

zeigt  also  an,  Ton  welcher  Potenz  von  r die  GrOste  ß proportional  ist,  wenn  man 
R unendlich  klein  annimmt. 

Die  Art,  wie  verfahren  werden  muss,  damit  keine  der  Klassen  K ausgeschlossen 
werde,  ist  die  folgende. 

In  Punkt  .V,  (Fig.  83)  wird  eine  Linie  angenommen,  die  anranglich  mit  der 
Abscissenaxe  zusammcnnilt.  Diese  dreht  man  um  M,  so,  dHS  sie  immer  die 

Fig.  83. 


Sositire  Seite  der  Ordinatenaxe  schneidet,  bis  sie  durch  einen  andern  der  Punkte 
f gebt.  Sie  kann  gleichzeitig  durch  mehrere  .V^ , -V^ , .V^  gehen.  In  diesem  Falle 

sei  der  von  if,  entfernteste,  bilden  dann  die  erste  Klasse  K, 
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Non  dreht  man  die  Linie  um  M , bis  sie  wieder  einen  oder  mehrere  Punkte  H 
aafDimmt;  diese  in  Verbindung  mit  bilden  die  zweite  Rlafse  K n.  s.  w.,  bis 
man  znm  letzten  Pnnkto  kommt.  Man  hat  also  die  Klassen : 


K,=AfiP+A  ß *«*+...  +Aa  ’« 

. . . +A/‘a\ 

Ä,  = .4,/*«’*  + ^,/*«’*+  • . • +Aj^ßV^ 


K =A  A“*"+  • • • 

tu  • 

Das  erste  Glied  der  ersten  Klasse  enthält  kein  a,  das  letzte  der  letzten  Klasse 
kein  fl.  Das  letzte  Glied  einer  jeden  Klasse  ist  das  erste  der  folgenden.  Der 
ln- Ir 

WerthjU  = -2 leigt  die  Foton«  von  ;S  nn,  wo  man  p^,  irgend  zwei  Glie- 


dorn  von  K,,  K,  ...  entnimmt,  Älao  in  A',  ist  ß von  der  Ordnung  — — . 

P-P„ 

9,  -1. 

io  K.  Ton  der  Ordnung u.  s.  w. 

® p — n 

Zähler  und  Nenner  dieser  Brüche  sind  ganze  Zahlen,  der  Nenner  gibt  also 

an,  wieviel  Werthe  die  Brachpotenz  fl^xn^  hat,  and  somit  ergibt  die  erste 
Klasse  p—p  Werthe,  die  zweite  j?  -^p  > . also  im  Ganzen: 

9 T * 


A) 


P-P,+P.-P,+P,-Pl+ 


+Po=P' 


so  dass  sich  anf  diese  Weise  alle  Wurzelwerthe  für  die  dem  mehrfachen  Punkte 
benachbarten  ergeben.  Gegen  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  mnss  die  in  der 
letzten  Figur  construirtc  gebrochene  Linie  convex  sein,  and  dies  zeigt,  dass  in 
cota^r:^  also  der  Winkel  welchen  die  anf  senkrechte  Linie  mit  der 

Axe  OX  macht,  abnimmt,  so  dass  p immer  wächst,  woraus  dann  folgt: 


p-p.%.-p,^p-px 


-< . . 


1.-1« 

p«-p.’ 


also : 

„Jede  der  Klassen  gibt  immer  Werthe  von  ß,  die  von  einer  hAhem  Ordnung 
sind  als  die  vorhergehenden.“ 

Betrachten  wir  jetzt  eine  der  Gleichnngen,  etwa: 

A,=0, 


oder: 


, . p»-p,  1»~U, 

+ a '-f- 


q —fl 

+A  « * "•'xO. 


wo  die  Ordnung  der  Werthe  von  fl  also  ist : 

q —q 


p — p 
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MCgen  Zähler  und  Nenner  den  gröisten  gemeinechafUicben  Factor  y haben, 
aod  sei 

, -,^=yr,p_^-p^=7.,^  = f 
Alle  Glieder  der  Gleichung  eind  ferner  von  deraelben  Ordnung,  also: 

/'(P,-f'.)=/“0’#-f’,)+ «»-»,=  • • • 
oder  wenn  man  mit  s mnltiplicirt:  ^ 

»■(j», •••  =»(»,-«,)=’■*»• 

Jeder  der  gleichen  AuedrOcke  ist  also  durch  t theilbar,  also  auch  a.  B.  r(p^—p^), 
und  da  r und  s keinen  Factor  gemein  haben,  auch  Pj~P,  • 


— — =V-, 

wo  also  \p  eine  ganae  Zahl  ist;  man  hat  dann: 

' rttp+t(,q^-q^  = r$if, 

also: 

und  die  Gleichung; 

K,=0 

verwandelt  sich  in  eine  von  der  Form: 


^ .A 


A ß'f  + A^ffK<'<-'f'^+  . . . +A/f=0. 


Setsen  wir  hierin: 

so  ergibt  sich: 

2) 


ff  =xa. 


A x'f  + A x*+  • . . =0. 

ij  s » 


■'  1- 


Wir  nehmen  znnichst  an,  es  mCge  diese 
Qleichnng  nur  ungleiche  Wuncln  haben. 
Sie  sind  shmmtlich  von  Null  verschie- 
den, und  seien  x^,  x^  . . . Setzt 

man  s.  B.  die  erste  Wurzel  X|  ein,  so 
ergibt  sich: 

J_ 

/*  = (*!«')  *. 

ein  Ausdmcky  welcher  s Werthe  hat, 
und  indem  man  so  mit  jedem  x ver- 
fährt, bat  man  schliesslich: 

‘V=p,-p, 

Werthe.  So  mit  jeder  Klasse  verfah- 
rend, ergeben  sich  alle  p. 

„Diese  angenäherten  Werthe  von 
1 

ß = {xjt^)  * aeigen , dass  die  entspre- 
chende Groppe  Ton  Werthen  ß auch  fBr 
endliche  Entfernungen  von  dem  mehr- 


fachen Funkte  gefunden  werden  kann, 
durch  eine  Reihe,  die  nach  ganaen  po- 
sitiven Fotenien  von  a * fortsebreitet, 
1 

nnd  (x,  a*^) ' ist  eben  das  erste  Glied 
der  Entwickelnng.“ 

Letaleres  ist  nämlich  an  sich  klar,  da 
mit  der  Abnahme  von  a alle  Qbrigen 
Glieder  verschwinden.  Ersteres  folgt 
daraus,  dass  nothwendig  ß nach  Foten- 
1 

ton  von  o”  entwickelt  werden  kann  (ver- 
gleiche Abschnitt  21),  wo  m kleiner  als 
p oder  gleich  p ist.  Die  verschiedenen 
den  K entsprechenden  Klassen  können 
nnn  wegen  der  Gleichung  A höch- 
stens ans  p—q,  P^—P^  »•  w-  Wer- 

then bestehen,  da  sonst  ihre  Gesammt- 
aahl  p überschreiten  würde. 
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Es  ist  also  in  Bozng  auf  die  einer 
Qleicbang,  etwa: 

K\=0. 

entsprechenden  ß der  Pankt  ein  Win* 
dangspankt  von  höchstens  oder 

y fter  Ordnung. 

Da  aber  in  den  Entwickelnngen  der 
ßy  die  hierhin  gehören , die  CocfBcienten 
I 

der  Anfangsglicder  * von  einander 

Tersebieden  sind  (es  war  angenommen, 
dass  diese  ungleich  seien),  so  theilt  sich 
diese  Klasse  wieder  in  7-  Grnppen,  und 
für  jede  derselben  kann  der  mehrfache 
Punkt  höchstens  ein  Windepunkt  ster 
Ordnung  sein.  Das  ist  er  aber  auch  in 
der  Tbat , denn  wäre  dies  nicht  der 
Fall,  so  müssten  sich  die  t zugehörigen 
Werlbe  von  ß noch  in  andere  Gruppen 
zerlegen  lassen.  Möge  eine  solche  aus 
t*  Grössen  ß bestehen,  wo  s*  also  klei- 
ner als  s ist,  so  fände  Entwickelung 
1 

noch  Potenzen  von  a ^ statt,  and  es  müsste 
~ ein  Vielfaches  von  -i  sein,  also : 


r k 


was,  da  r und  s keinen  Factor  gemein 
haben,  nur  möglich  wäre,  wenn  p=mr, 
i'zzms  wäre,  also  s'  grösser  als  s,  was 
der  Voraussetzung  widerspricht. 

„ Es  zeigt  unsere  Betrachtung  also, 
dass  der  mehrfache  Punkt  in  Bezug  auf 
je  7>  der  Gleichung  entsprechen- 

den Wnrzelwertbe  ein  Windnngspunkt 
Ster  Ordnung  ist.  Er  ist  für  alle  diese  Wur- 
zeln ein  Windnngspunkt  von  Ordnung 
wenn  7 = 1 ist;  er  ist  gar  kein 

Windungsponkt  in  Bezog  auf  diese  Klasse 
der  ß,  wenn  sr:l  ist.  Gleiches  gilt  für 
olle  übrigen  Klassen.^* 

Es  ist  aber  jetzt  noch  der  Fall  zu  un- 
tersuchen, wo  einige  der  Wurzeln  der 
Qleicbong  2)  gleich  sind.  Möge  sie  t 
gleiche  Wurzeln  haben. 

Dann  gibt  jeder  von  ihnen  beirüh- 
rende  Ausdruck  t Werthe  von  fii 

(«1«^)*  durch  dieselbe  NÖherungsfor- 
mel.  Diese  entsprechenden  t Werthe 
von  ß können  sich  also  nur  in  dem  fol- 
genden Gliede  der  Entwickelung  von 
einander  unterscheiden,  und  es  muss  zu 
diesem  vorgeschritten  werden.  Man  setzt 
somit  in  die  Gleichung  1): 


— ^ — «I 

Es  ergibt  sich  dann  eine  Gleichung  zwi- 
schen rt,  und  , die  der  Gleichung  1) 
ganz  analog  ist;  sie  wird  tt  unendlich 
kleine  Werthe  von  ß^  geben,  denn  zu 
jedem  x*  gehören  ja  t Wi-rlho  von  j9, 
die  Ordnung  dieser  ß^  aber  muss  höher 
als  die  rte  sein  in  Bezug  onf  aj. 
Diese  neue  Gleichung  nird  ganz  wie 
Gleichung  1)  behandelt,  führt  also  tu 
Gleichungen,  die: 

A-,=:0,  Ä-,:rO  . . . 

analog  sind.  Von  letzteren  aber  sind 
nur  die  zu  berück  sichtigen,  welche  Werthe 
von  ß^  ergeben,  die  in  Bezug  auf  a, 
von  höherer  Ordnung  als  der  rten  sind. 
In  eine  dieser  Gleichungen  = 0 wird 
nun  gesetzt : 


für  passend  gewählte  ganze  Zahlen 
und  S|  ganz  wie  oben,  und  man  erhält 
die  der  Gleichung  2)  analoge: 

8)  . . . =0. 

Von  dieier  setzen  wir  Toraug,  sie  ent- 
halte keine  gleichen  Wurzeln,  nnd  lei 
eine  deraelben,  so  hat  man  wie 
oben: 

» r, 


also: 

1 _L 

J.  Ü 

Ef  findet  alao,  da: 

-L  = ü*! 

• »»1 

iat,  in  der  That  ein  Fortachreiten  nach 

Potenzen  von  o***  atatt,  and  ß mnas 
nach  dem  Taylor’schen  Satze  nach  die- 
ser GrOaae  entwickelt  werden.  Man  er- 
hält auf  diese  Weise  wegen  der  Viel- 
1 

dentigkeit  Ton  o*  **  a i,  Werthe  ß-,  eine 
zweite  der  neuen  Gleichungen: 

K'=‘0 

wird  ts,  Werthe  ß geben,  ao  dass: 

»i+».+  . • • +»„=* 
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ist.  Denn  da  alle  Übrigen  Wnneln  bestimmt  sind,  so  bleiben  nnr  noch  s ( fibrig. 
Der  Windnngspnnkt  ist  also  in  nnserm  Falle  ron  der  Ordnung  ss,.  — Hatte 
anch  Oleichnng  3)  gleiche  Wnneln,  so  wire  das  eben  gegebene  Verfahren  zu 
wiederholen;  man  erhielte  in  der  Entwickelnng  der  ß ein  drittes  Glied,  nnd  es 

I 

wurden  sich  s s,  s,  Werthe  Ton  ß nach  Potenzen  von  a*  '■  *’  entwickeln  lassen. 
Beispiele. 

I.  Sei  gegeben : 

•i'"-(t-o)(z-o,)(s-o,)  ...  = 0, 

wo  o,  a^,  a,  ungleich  sein  sollen.  FUr  s = a ergibt  sich  ein  mfacher  Punkt,  wo 

» = 0 ist.  Da  lUr  diesen  Werth  aber  ^ nicht  verschwindet,  bilden  alle  m Werthe 

oz 

einen  Cjclus.  Der  Punkt  ist  ein  mfacher  Windepunkt,  in  dessen  Nahe  « sidi 

I 


nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  (s— a)'”  entwickeln  lasst. 

II.  Sei  gegeben : 

«"•-(t  — o/(s-a,)*‘(s-a,)*‘  ...  =0, 

WO  ebenfalls  a,«.,  a,  . . . ungleich,  und  / grösser  als  Eins  ist.  Für  s = a findet 

df 

ebenfalls  ein  mfacher  Punkt  statt,  aber  -r-  verschwindet  in  diesem  Falle.  Man 

ot 

seUt  also: 


und  erhUt: 


t=fl+n,- 

o^(a  — a,  -f  a)^*  (a  — a,+  a)^*  . . , =0. 


Die  Glieder  1,  welche  au  nehmen  sind,  beschränken  sich  auf: 
ß’^~Ba‘, 

wenn  man  setzt: 

(«— «i)^‘  («  — «i/’  . . . = B. 

Es  ergibt  sich  also  anch  nur  eine  Klasse: 

K=ß’^—Bu=0. 

lat  7 der  grösste  gemeinschaftliche  Factor  von  m und  l,  s = — , so  hat  man 
also: 


x'f'-B=0. 

Die  Werthe  von  « zerfallen  in  7 Systeme  von  je  s Wnrzelwerthen , die  sich  inner- 


halb des  Convergenzkreises  nach  Potenzen  von  (s  — a)*  entwickeln  lassen. 

III.  Sei  gegeben ; 

«•— «+z=0. 

2 1 

Diese  Gleichung  hat  lUr  1 = 5^  eine  doppelte  Wurzel  « = und  eine  einfache 
2 dKd  - ys 

u = — pg:  es  findet  also  ein  Doppelpunkt  statt. 


dt 


Der  Punkt  ist  also  für  zwei  Werthe  ein  doppelter  Windepnnkt,  für  m. 
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keiner,  und  die  beiden  erstem  lassen  sich  nach  Potensen  von  — 3^}’ 
wickeln.  In  der  Tbat,  setst  man: 

so  ergibt  sich: 

V'3^*+^»+«  = 0, 

oder  wenn  man  n =«,*,  j9=r, e annimmt: 

V3r«+14  R,»*=0. 

Wird  : 

«’  = «o  + “i  • • ■ 

hierin  eingesetzt,  und  die  Coeflicienten  der  verschiedenen  Potenzen  gleich  Null 
genommen,  so  bekommt  man; 

5i  , 1 , ^ 

= *“">  qv3"‘  + • ■ •' 

V3  “ 24V3* 

für  denjenigen  Werth,  welcher  entsteht,  wenn  man  i mit — i vertauscht.  Also: 


V-i  3V3/  6 V 3V3/  '24 V3*' 

wird  hieraus  gewonnen,  wenn  man  das  Zeichen  von  t ändert.  — Nur  fdr 

2 

» = — 3^  findet  noch  ein  mehrfacher  Punkt  statt.  Die  Entwickelung  gilt  also 
so  lange,  als  der  % entsprechende  Punkt  innerhalb  des  um  den  Doppelpunkt  mit 
Radius  g-pg  geschlagenen  Kreises  liegt.  In  demselben  Gebiete  kann  nach  gan- 
2 

sen  Potenzen  von  entwickelt  werden.  Man  erhält: 

V3  3V  3V3/‘''9y'3V  3V3/  81  \*  3y3/ 

IV.  Sei  endlich  gegeben  die  Gleichung; 


.4  («— 4)' + 8 («  — &)»  (s— n)4-C(«— 4)*(z— o)*4-8(ii— 6)>(z-o)* 

+£(«-4)(z-a)’+f’(s-a)'>+G(«-6)‘+«(«-6)‘(s-a)>  + /(s-o)‘*  = 0, 


wo  die  Coeflicienten  A,  B,  C,  O,  E,  F nicht  gleich  Nnll  sind.  Fflr  z = a ergeben 

j) 

sich  sieben  gleiche  Wurzeln  « = A,  und  es  wird  für  diese  Werthe  ^ der  Null 

gleich.  Somit  ist  zu  setzen: 

wo  sich  dann  ergibt: 

Aß^-^Bß*  n+Cß^a^-\-Dß*a*-{-Eßtt^-^Fa*  + Gß‘+Hß^n*-{-la^*=0. 

Das  Polynom  k aber  besieht  ans  den  Gliedern : 

Aß'-\-Bß*  «+C^*b*  + D^»o»4-EjS 

Denkt  man  sich  die  gleichen  Gliedern  gehörigen  Exponenten  von  ß und  a bezüg- 
lich als  Abscissen  X und  Ordinalen  so  ist: 

X = 7,  5,  4,  2,  1,  0 
y = 0,  1,  4,  5,  7,  9 


zu  setzen. 

Wenn  man  in  der  angegebenen  Weise  die  mit  der  Abscissenaxe  zusammen- 
fallenden  Linien  um  Punkt  (7,  0)  dreht,  so  wird  man  zuerst  auf  Punkt 
(5,  1)  kommen.  Es  ist  nämlich,  wenn  X|,  die  Coordinaten  desjenigen  Punktes 

sind,  durch  welchen  die  gedachte  Linie  zuerst  geht,  die  Tangente  des  Drehungs- 

50 
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Y —Y 

Vinkels  gleich  ~ nnd  diese  QrOise  ist  so  klein  als  möglich  tu  nehmen. 

Für  Funkt  (5,  1)  ist  ‘sie  gleich  dies  ist  der  kleinste  Werth,  da  in  der  Reihe 
der  Y alle  Wcrthe  wachsen,  in  der  Reihe  der  X abnchroen. 

Um  den  nächsten  Punkt  zu  finden,  müssen  X„  K,  so  gewählt  werden,  daaa 
Y ^ Y 

^ möglichst  klein  wird.  Dem  genügt  Funkt  (2,  ö)»  wo  diese  Orösse  | 

.X  j X j 

beträgt;  es  folgen  dann  gleichseitig  die  Punkte  (1,  7)  und  (0,  9),  denn  beide 

geben  den  Werth  ^ = 2.  Es  sind  also  drei  Klassen  K vorhanden; 

X,  — Xg 

K^-Aß'  + Bß*  a, 

A'g  = + +FoV 

Für  K^  hat  man  : 

s = 2,  7 = 1, 

nnd  die  Gleichung  2)  wird; 

Ax+B  = 0. 

Es  entsprechen  ihr  zwei  Functionen  und  «g,  welche  sich  nach  Potenzen  von 
(z  — «)^  entwickeln  lassen.  — Für  A'g  ist: 

s = 3,  7 = 1. 

Die  Gleichung  2)  gibt: 

Es  entsprechen  ihr  3 Functionen  h,,  «*,  die  nach  Potenzen  ron  (t  — 
fortschreiten.  Endlich  gibt  die  dritte  Klasse  Kg: 

j = l,  7=2.  • 

Man  erhält: 


i)zr*4-Ex4*F=0, 

Wenn  diese  Gleichung  zwei  ungleiche  Wurzeln  hat,  so  entsprechen  ihr  zwei  Wnr« 
zeln  Wg,  w,,  die  nach  ganzen  Potenzen  von  t^a  entwickelt  werden  können.  — 
Hat  dagegen  die  Gleichung  zwei  gleiche  Wurzeln,  so  ist  in  die  Gleichung  1)  so 
setzen:  a = n',  Bringen  wir  dieselben  zuvor  auf  die  Form: 


und  berücksichtigen,  dass,  wenn  Gleichung: 

Dx*  + E*+F=0 

zwei  gleiche  Wurzeln  hat, 

2Dx+£  = 0 

sein  muss,  so  ergibt  sich: 

. . .)+C(x*ö*»+  ..  .)-f  C(x»o»«  + , . .) 

. . 0+/o'*=0. 

Die  Klassen  A'  redneiren  sich  auf  eine  einzige : 

wenn  / nicht  gleich  Null  ist.  Man  erhält: 

r,  =5,  ,,  = 2,  7,  = 1, 

and  ea  wird  die  Gleichung: 

D(+l  = 0, 

die  nur  eine  Wurzel  hat.  Da  aa^=2  iat,  ao  vereinen  aich  in  dieaem  Falle  die 

Wurzeln  u,  nnd  m,  zu  einem  Svaiem,  und  aind  beide  nach  Potenzen  ron  (a — a)> 
an  entuickeln.  — lat  dagegen  I gleich  Nnll,  ao  hat  man: 
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r , = 3,  5 j = 1,  y ^ = 2, 

und  : 

flJ'  + Äx»rO, 

eine  quadratische  Gleichung  in  Bezug 
auf  |>  und  wegen  : 

*»,=  1 

würden  w,  und  v,  von  einander  getrennt 
und  nach  ganzen  Potenzen  von  s — a 
entwickelbar  erscheinen. 

26)  Historische  Bctrachtnn> 
gen. 

Die  allgemeinere  Anwendung  der  ima> 
ginhren  Quantitäten  in  der  Functionen- 
theorie, namentlich  in  der  DiCTerenzial- 
und  Integralrechnung  haben  in  neuester 
Zeit  diese  Disciplinen  derart  umgcstaltet^ 
dass  es  unthunlich  ist,  dieselben  von 
einander  und  von  der  Theorie  des  Ima- 
ginären abgesondert  vorzutragen.  Es 
war  daher  nöthig,  eincstheils  die  Ele- 
mente der  Differenzialrechnung  mit  in 
diesem  Artikel  zu  geben,  andererseits 
auf  den  Artikel:  „analytische  Quadra- 
turen“ Öfter  znrückzuweisen. 

Was  die  Geschichte  dieser  Theorie 
anbetriff^f  so  hat  namentlich  die  Theorie 
der  elliptischen  Functionen  Veranlassung 
gegeben,  sich  in  allgemeinerer  Weise  als 
bis  dahin  geschehen,  mit  den  Functio- 
nen complexer  Variablen  zu  beschäfti- 
gen. Da  nämlich  die  elliptischen  Func- 
tionen zunächst  ans  der  Integralrechnung 
hervorgogangen  sind,  und  die  Umkeh- 
rungen von  Integralen  bilden,  welche 
unendlich  viel  Bedeutungen  haben,  so 
führte  dies  auf  die  Betrachtung  der  Mehr- 
deutigkeit der  Integrale,  welche,  wie  wir 
gesehen  haben,  von  den  Betrachtungen 
der  Wege,  auf  w’elcbc  sich  die  Integrale 
erstrecken , unzertrennlich  sind.  Dieser 
Funkt,  sowie  die  Theorie  der  homoge- 
genen  Functionen,  welche  den  Betrach- 
tungen Über  Functionen  mit  coroplexen 
Variablen  zu  Grunde  liegt,  ist  haupt- 
sächlich von  Cauefay  erledigt.  Ihm  dan- 
ken wir  auch  die  Betrachtongen  über  die 
allgemeine  Entwickelbarkcit  der  Functio- 
nen in  Reihen,  den  Residnencalcul  und 
anderes  dahin  Gehöriges , w'omit  eigent- 
lich der  Functionentbeorie  erst  eine  feste 
Grundlage  gewonnen  ist.  Die  frühere 
Anwendung  z.  B.  der  Taylor’sclien  Reihe, 
gewöhnlich  ohne  Rücksicht  auf  das  Ima- 
ginäre, hat  selbst  bedeutende  Mathema- 
tiker zu  Trugschlüssen  und  falschen  Re- 
sultaten geführt.  Unter  den  Anwendun- 
gen und  Ausführungen  dieser  Theoriecn 
ist  besonders  zn  beachten  die  von  Fni- 


senx  herrührendo  Anwendung  anf  die 
Theorie  der  algebraischen  Gleichungen, 
die  hier  Abschnitt  23  bis  25  berücksich- 
tigt ist,  ferner  die  auf  die  Eigenschaften 
der  Integrale  mit  complexcn  Variablen 
gestützte  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen von  Briot  und  Bouquet  (th^orie 
des  fonctxons  doublement  perxodiques  etc.), 
worin  sich  auch  eine  gut  geschricbeuo 
Theorie  der  Functionen  mit  complexen 
Variablen  beHndet.  Als  Gründer  dieser 
Betrachtnugsweise  der  elliptischen  Func- 
tionen ist  wohl  LiouvUle  anzuseben.  Na- 
mentlich ist  zn  beachten  die  Ricmanu'sche 
Arbeit:  Grundlagen  für  eine  allgemeine 
Theorie  der  Functionen  von  einer  ver- 
änderlichen complexcn  Grösse.  Hanpt- 
sächlich  der  Schlusssatz,  das  von  Kie- 
mann  so  genannte  Dirichlet’schc  Prinzip 
(hier  mitgetheilt  in  dem  Artikel:  Qua- 
draturen — Zurückführung  der  partiellen 
Differenzialgleichungen  auf  — ),  ist  da- 
rum von  so  grosser  Wichtigkeit  gewor- 
den, weil  Rieraann  es  seiner: ,, Theorie  der 
Aberschen  Functionen“  (aus  Crelle’s  Jour- 
nal auch  besonders  abgedruckt)  zu  Grunde 
gelegt  hat.  Es  ist  hier  mit  einiger 
Ausführlichkeit  auf  die  Functionen  von 
imaginären  Variablen  und  auf  die  ver- 
schiedenen Theoricen  des  Imaginären 
selbst  oingegangen,  weil  dieser  Gegen- 
stand mit  dem  Fortschreiten  der  Wissen- 
schaft immer  wichtiger  wird,  nnd  in  der 
Analysis  eine  Epoche  herbeizofübren 
scheint,  die  sich  eben  nur  mit  den  durch 
Erfindung  der  höheren  Analysis  gesche- 
henen Fortschritten  in  den  vorschiedeuen 
Thcilen  der  Mathematik  vergleichen  lässt, 
und  deren  sorgBUtiges  Studium  daher 
Jedem  unentbehrlich  ist,  welcher  sich 
überhaupt  mit  der  Mathematik  beschäftigt. 

dnaiitiUt  (ffeoraetrische  oder  riam- 

iicbü).  Siehe  Raum  und  Raumlehre. 

doantität  der  Bewegong  wird  das 
Product  aus  Masse  und  Geschwindigkeit 
eines  Punktes  oder  Körpers  genannt. 

dnart. 

Ein  Hoblmaoss,  hauptsächlich  bestimmt 
zur  Messung  von  Flüssigkeit.  Ein 
preussisches  Quart  enthält  1,145031 
Litre , und  ist  gleich  64  Kubikzoll 
preussiseb. 

duartier. 

Ein  Hohlmaass,  gebräuchlich  in  Braun- 
schweig.  Es  enthält  0,9368438  Litre, 
0.8181818  preassische  Quart  oder  52-^ 
prenssische  Kubikzoll. 
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Verbindang  von  4 Klemeiiten  aus 
einer  beliebigen  Anzahl.  Beim  Lotto 
wird  darunter  derjenige  Gewinn  verstan- 
den, bei  welchem  von  den  5 gezogenen 
Nummern  und  von  den  5 auf  dem  Zettel 
des  Spielers  befindlichen  4 übereinstim- 
men. Die  Wahrscheinlichkeit  für  den 
Gewinn  einer  Quaterne  ist: 


rnÄö3  = 0.0000098  . . 

o 1 lUoo 


also  etwas  geringer  als  die  Wahrschein- 
lichkeit, dass  in  der  preussisehen  Klnssen- 
lotteric  der  Hauptgewinn  nnf  ein  be- 
stimmtes Loos  falle,  welche  letztere 
Wahrscheinlichkeit : 


1_  __ 
9^)0” 


0,0000109 


ist.  Vergleiche  den  Artikel: 
scheinliehkeit. 


Wahr- 


Qaent,  aoentchen,  dnentlein. 

Kin  in  verschiedener  Weise  bestimm- 
ter Gewichtsthcil.  Er  ist  ein  Bruchtheil 
des  Lothes.  Nach  dem  alten  preussi- 
schen  Gewichtssystem  wurde  das  Loth 
in  4.  das  Pfund  in  128,  der  Centner  in 
14080  Quentchen  gcthcilt.  Nach  dem 
neuen  preussisehen  Gewichtssystem  hat 
das  Loth  10  Quentchen,  das  Pfund  de- 
ren 300  und  der  Centner  deren  30000. 


die  Kolbenstange  aufgesetzte  Querhanpt 
DD  entweder  gleitend,  oder  wie  hier 
angedentet,  mittels  zw'cier  Frictionsrader 
bewegt.  An  das  Querhaupt  ist  dann 
die  Kurbelstaoge  AC  angebracht,  welche 
mit  dem  Krummzapfen  verbunden  ist, 
von  dem  die  drehende  Bewegung  aus- 
geht,  oder  auf  welches  sie  übergehen 
soll.  Auch  kann  man  (Fig.  85)  das 
Querhanpt  mit  einem  Schlitz  zur  Auf- 


nahme eines  Warzenkopfcs  A versehen, 
welcher  sich  unmittelbar  an  den  Krumm- 
zapfen AC  auschliesst,  und  so  die  Kur- 
bclstangc  entbehrlich  machen.  Diese 
letztere  Construction  wird  Öfter  bei 
Dampfpumpen  angewandt. 


Querhaapt  (Maschinenlehre). 

Eine  Vorrichtung,  welche  an  einer 
Kolbenstange  angebracht  wird,  die  den 
Uebergang  einer  drehenden  oder  schwin- 
genden Bewegung  in  eine  gradlinige 
oder  umgekehrt,  vermittelt.  Es  ist  hier- 
bei nOthig , dem  Kopfe  der  Stange 
eine  feste  Führung  zu  geben  , Eb\  EF 
(Fig.  84),  innerhalb  deren  sich  das  auf 


Fig.  84. 


Uaerprofll,  Breitenprofil  (Hydranlik). 

Wenn  mnn  senkrecht  gegen  die  Be- 
wegungsrichtung  eines  fiicsscndcii  Wassers 
eine  Ebene  sich  denkt,  so  bildet  die- 
selbe einen  Querschnitt  des  W'assers. 
Der  Umfang  desselben  wird  Qucrprofil 
genannt,  und  zcr^llt  in  das  Wasser- 
profil, d.  b.  den  von  Grund  und  Ufern 
begrenzten  Theil,  und  in  Luftprofil,  d.  h. 
den  freiliegenden  obem  Theil. 

Qaerschwingungen  (Dynamik)  werden 

solche  Schwingmigcti  genannt,  weUbe 
senkrecht  auf  der  L&ngenrichtung  des 
schwingenden  Körpers  etattfindon,  wie 
z.  B.  die  Schwingungen  eines  Pendels 
und  einer  Saite.  Bei  Wellenbewegungen 
versteht  man  darunter  solche  Schwin- 
gungen, welche  senkrecht  auf  der  Fort- 
pflanzungsrichtung der  Wellenbewegung 
stattfinden,  wie  z.  B.  die  Schwingungen, 
welche  bei  der  Wellenbewegung  des 
Wassers  stattfinden,  wo  die  Welle  sich 
in  der  Richtung  der  Oberfläche  des  Was- 
sers, also  in  horizontaler  verbreitet,  wäh- 
rend die  Schwingung  in  senkrechter 
Richtung  stattfindet.  Sie  heissen  auch 
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TransTcrsalschwiDgangcd. 
den  Artikel:  Schwingungen. 


Vergleiche  Diviior,  so  bezeichnet  man  den  Quotten* 
ten  durch  das  Zeichen: 


Üuerscluütt. 

Der  Durchschnitt  eines  Körpers  senk- 
recht auf  seine  Längenrichtung.  Kur  die 
prismatischen  Körper  haben  einen  un- 
veränderlichen Querschnitt. 

doerschnitt  (gefUtrlicber) , Brecb- 
aaggqnerscbnitt  (sectloD  de  niptare) 

heisst  bei  denjenigen  Körpern,  die  einen 
veränderlichen  Querschnitt  haben,  die- 
jenige Stelle,  welche  der  grössten  Span- 
nung ansgesetzt  ist.  (Siehe  den  Artikel ; 
Elasticität.) 

Qnersanune. 

Die  Summe  der  Ziflfern  einer  Zahl. 
Von  3792  ist  3+7-1-9-1-2  = 21  die  Quer- 


-j-,  auch  a : b, 
o 

(gelesen  a durch  i).  Ist: 


dnetsebbammer  (Dynafflik) , auch 
Putschhammer.  Ein  Hammer,  welcher 
langsam  und  schwer  arbeitet.  Er  unter- 
scheidet sich  in  der  Fabrikation  von  an- 
dern dadurch , dass  er  mit  Stiel  oder 
Helm  und  Hülse  aus  einem  Stücke  ge- 
gossen werden,  während  die  übrigen  ge- 
wöhnlich einen  hölzernen  Stiel  und  eine 
Hülse  von  Schmiedeeisen  haben. 

dnetsebwerk , cingleor  (Dynamik), 

dient  zum  Ausschneiden  grosser  Mosebi- 
nentbeile,  sowie  zum  Zangen  und  Zu- 
sanunenschlagen  der  aus  dem  Puddel- 
ofen kommenden  Luppen. 

aainte,  aoioterne. 

Eine  Verbindung  von  5 Elementen 
ans  einer  beliebigen  Anzahl.  Beim  Lotto 
heisst  derjenige  Gewinn  so,  wo  sämmt- 
Hche  gezogene  Knmmem  mit  den  auf 
dem  Zettel  des  Spielers  befindlichen 
Übereiostimmen.  Die  Wahrscheinlich- 
keit des  Gewinns  einer  Quinte  ist: 

000000000019... 

Siehe  den  Artikel : Wahrscheinlichkeit. 

aulrl  (Maschinenlehre). 

Ein  dem  Drilling  ähnliches  Maschinen- 
stück. Es  hat  7 bis  10  Triebslöcke, 
und  wird  gewöhnlich  an  der  Welle  an- 
gebracht. 

ÜQOtient. 

1)  Definitton  und  Bildung  der 
Quotienten. 

Quotient  heisst  das  KesuUat  einer  Di- 
vision, Ist  a der  Dividendus,  b der 


so  hat  man: 


„Quotient  und  Divisor  mnltiplicirt  ge- 
ben als  Product  den  Dividendus.**  (Ver- 
gleiche den  Artikel  .*  Quantität.) 

Sind  a und  b ganze  Zahlen,  so  kann 
der  Quotient  eine  ganze  Zahl  sein , und 
dazu  ist  erforderlich,  dass  der  Dividen- 
dus  a ein  Vielfaches  des  Divisor  b sei. 
Der  Quotient  ist  ein  Bruch,  wenn  dies 
nicht  stattfindet,  und  iw’ar  ein  echter, 
wenn  der  Dividendus  kleiner,  ein  nn- 
cchtcr,  wenn  er  grösser  als  der  Divi- 
sor ist. 

Die  Hauptsätze  Uber  Bildung  der  Quo- 
tienten sind : 

1.  „Der  Quotient  einer  Summe  oder 
Differenz,  getheilt  durch  irgend  einen 
Divisor,  ist  gleich  der  Summe  oder  Dif- 
ferenz derjenigen  Quotienten,  welche 
man  erhält,  wenn  man  jedes  Glied  durch 
den  gemeinschaftlichen  Divisor  theilt.“ 

Also: 


fl  - i-  & + e + . 


-=  — + — +— + 


II.  ,,Ein  Quotient  bleibt  ungeändert, 
wenn  man  Divisor  und  Dividendns  mit 
derselben  ganz  beliebigen  Zahl  multipli- 
cirt  oder  dividirt.“ 

Also : 


III.  „Sind  Divisor  und  Dividendus 
selbst  Quotienten  oder  Brüche,  so  ver- 
tauscht mun  im  Divisor  Zähler  nnd 
Kenner,  und  verfährt  wie  beim  Multi- 
pliciren.“ 

Also: 


Auf  diesem  Satze,  dessen  Beweis  wie 
der  der  vorigen  im  Artikel:  „Quantität“ 
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za  suchen  ist,  beruht  die  Division  von 
echten  und  unechten  Brüchen  nait  ein- 
ander oder  mit  ganzen  Zahlen.  Hat  man 


nämlich  -7-  durch  die  ganze  Zahl  c di- 
0 


▼idirt,  so  gibt  man  letzterer  den  Kenner 
1,  also: 


~b’’^~T'T~~b‘T~Tc 

IV.  n Sind  Divisor  und  Dividendus 
mit  Vorzeichen  versehen,  so  ist  der  Quo- 
tient positiv,  wenn  beide  Vorzeichen 
gleich,  negativ,  wenn  sie  ungleich  sind.** 

Also : 


a 6 = 


a 

T 


2)  Division  ganzer  Zahlen. 

Bei  der  Division  ganzer  Zahlen  han- 
delt es  sich  darum,  den  Quotienten  als 
ganze  Zahl  zu  ermitteln,  wenn  dies  mög- 
lich ist,  oder  denselben  als  ganze  Zahl, 
vermehrt  um  einen  echten  Bruch  darzn- 
stellen.  Das  letztere  kann  immer  ge- 
schehen , wenn  der  Divisor  kleiner  als 
der  Dividendus  ist.  Denn  in  diesem 
Falle  wird,  wenn  b der  Divisor  ist,  der 
Dividendus  immer  ilargestellt  werden 
können  durch  den  Ausdruck: 

azznb-\-c, 

wo  n eine  ganze  Zahl  und  c kleiner 
als  b ist.  Man  hat  also  nach  Satz  1. 
des  vorigen  Abschnittes : 

rt  nb  c c 

T-“6“-y  + T="‘^T' 


5792  I 709361866  1 122470 
579200000 
130150000 
115840000 
14311000 
11584000 
2727800 
2316800 
411050 
405440 
5616 

Man  dividirt  mit  dem  Divisor  5792 
zunächst  in  die  höchsten  Ziffern  des  Di- 
videndus, 7093,  und  merkt  den  höchsten 
ganzen  QuoUenten,  hier  1;  cs  ist  dies 
die  erste  Ziffer  des  Quotienten.  Ferner 
subtrahirt  man  1 • 5792  von  7093  und 
fügt  zum  Reste  1301  die  nächste  Ziffer 
des  Dividendus,  5,  hinzu.  5792  in  13015 
geht  dann  2mal,  diese  2 ist  die  zweite 
Ziffer  des  Quotienten;  13015 — 2*5792 
ist  gleich  1431.  Zu  diesem  Beat  kommt 
die  folgende  Ziffer  1 des  Dividendus. 
So  wird  fortgefabren , bis  alle  Ziffern 
des  Dividendus  erschöpft  sind.  Der  letzte 
Rest  5616  ist  dann  der  Divisionsrest. 
Gibt  man  ihm  den  Divisor  als  Nenner, 
so  ergänzt  der  dadurch  entstehende  Broch 
den  vollständigen  Quotienten. 

Man  sicht  die  Richtigkeit  des  Ver- 
fahrens leicht,  wenn  man  alle  Subtra- 
henden 5792,  11584  u.  s.  w.,  und  Beste 
13015,  14311  n.  s.  w.  durch  Nullen  er- 
gänzt, wie  oben  geschehen  ist.  Da  dann 
diese  nach  und  nach  vom  Dividendus 
abgezogen  sind,  so  müssen  sie,  zum  letz- 
ten Rest  addirt,  den  Dividendus  wiederge- 
hen. Es  ist  also: 

709351856  = 579200000  -f- 1 1584000 

+2316800+405450+5616. 
Nun  war  aber: 


c 

wo  -T“  ein  echter  Bruch  ist.  Der  Zäh- 
b 

1er  desselben  c wird  auch  Divisionsrest 
genannt.  Was  nun  die  gewöhnliche  Re- 
gel des  Dividirens  anhetrifft,  so  beruht 
dieselbe  gans  auf  den  Eigenschaften  des 
regelmässigen  Ziffemsystems,  und  war 
in  dieser  Weise  vor  Kründung  desselben, 
also  z.  B.  bei  den  Griechen  und  Rö- 
mern, nicht  zu  leisten.  Dieser  Umstand 
namentlich  erklärt  das  geringe  Geschick 
im  Rechnen,  welches  diese  Völker  he- 
sassen. 

Die  Gründe,  auf  welchen  unser  Divi- 
diren  beruht,  wollen  wir  an  einem  Bei- 
spiel verdeutlichen. 


5792  = 1-5792,  11584  = 2 * 5792, 
23168  = 4 • 5792,  40544  = 7 * 5792, 

also: 


709351856=  100000  • 5792+20000  *5792 
-^2000*  5792+400  * 5792+70  * 5792 
+5616 

= 5792  (100000+20000  + 2000  + 400 

+70)  5616=  122470  • 5792  + 5616, 
und  wenn  man  mit  5792  dividirt : 


709351856 

5792 


= 122570+ 


5615 

5792' 


womit  die  Richtigkeit  der  Rechnung  er- 
wiesen ist. 
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3}  Ermittelung  der  gemein- 
schaftlichen Factoren  von  Di- 
videndns  und  Divisor. 

Die  Bildung  der  Quotienten  wird  er- 
leichtert, wenn  Divisor  und  Dividendus 
einen  gemeinschaftlichen  Factor  haben ; 
nach  Sau  II.  des  ersten  Abschnitts  kann 
derselbe  nämlich  ohne  Weiteres  unter- 
drückt werden. 

Man  kann  das  Auffinden  dieser  ge- 
meinschaftlichen Factoren  durch  Zerle- 
gung von  Divisor  und  Dividendus  in 
ihre  einfachen  Factoren  erreichen,  wo 
dann  die  in  beiden  vorkommenden  zu 
unterdrücken  sind. 

Die  gewöhnliche  Methode,  den  gemein- 
schafUicben  Factor  zweier  Zahlen  zu  fin- 
den, ist  nämlich  hier  nicht  anwendbar, 
weil  diese  Methode  ja  eben  die  vollstän- 
dig ausgeführte  Division  der  grossem 
Zahl  durch  die  kleinere  als  einen  ersten 
Schritt  Toraussetzt 

Zur  Ermittelung  der  kleinern  Facto- 
ren einer  Zahl: 

2,  3,  4,  5,  6,  8,  9,  10,  11 
gibt  es  einfache  Regeln , die  wir  hier 
mittheilen. 

I.  Eine  Zahl  ist  durch  2 theilbar,  je 
nachdem  ihre  leUte  Ziffer  durch  2 theil- 
bar ist  oder  nicht. 

Offenbar  zerfällt  jede  Zahl  711  oder 
814  in  eine  durch  10  theilbare  und  in 
eine,  die  der  leisten  Ziffer  gleich,  also: 

711  = 710+1.  814  = 810+4. 

Das  erste  Glied  dieser  Summe  ist  immer 
durch  2 theilbar  ist;  je  nachdem  dies  bei 
dem  leUten  Gliedc  stattfindet,  ist  es  also 
bei  der  ganzen  Zahl  der  Fall. 

II.  Eine  Zahl  ist  durch  4 theilbar, 
je  nachdem  die  ans  ihren  beiden  letzten 
Ziffern  gebildete  durch  4 theilbar  ist 
oder  nicht. 

Denn  jede  Zahl : 

7951=7900  + 51 

zerfällt  in  ein  Vielfaches  von  100  und 
in  die  aus  ihren  beiden  leUten  Ziffern 
gebildete  Zahl.  Da  nun  100  durch  4 
theilbar  ist,  so  kommt  cs  nur  auf  die 
letztere  Zahl  an. 

III.  Eine  Zahl  ist  durch  8 theilbar, 
je  nachdem  die  ans  ihren  drei  letzten 
Ziffern  gebildete  Zalil  durch  8 theilbar 
ist  oder  nicht. 

Dies  ist  ganz  wie  in  I.  und  II.  er- 
sichtlich. Z.  B. : 

793824  = 793000+824. 

Die  erste  durch  1000  theilbare  Zahl  muss 
es  auch  durch  8 sein;  es  kommt  also 
auf  824  an. 


IV.  Eine  Zahl  ist  durch  3 oder  durch 

9 theilbar,  je  nachdem  die  Quersumme, 
d.  b.  die  Summe  ihrer  Ziffern,  durch  3 
oder  9 theilbar  ist  oder  nicht. 

Z.  B.  die  Quersumme  von  8792  ist: 
8+7+9+2=28, 

also  die  Zahl  nicht  durch  3 theilbar. 
6942  hat  zur  Quersumme  21,  ist  also 
durch  3,  nicht  aber  durch  9 theilbar. 
7938  hat  zur  Quersumme  27,  ist  also 
durch  9 theilbar. 

Der  Beweis  ist  leicht  zu  führen,  Es 
ist  z.  B. : 

7938  = 7000+  900+30  +8  = 7 • 1000 

+9 -100+3 -10+8. 
Die  Potenzen  von  10: 

10,  100,  1000  . . . 

sind  gleich  einer  nur  aus  den  Ziffern  9 
zusammengesetzten  Zahl,  vermehrt  um 
die  Einheit,  also: 

10  = 9+1,  100  = 99+1,  1000  = 999+1, 
also  demgemäss: 

7938  = 7 (999+l)+9  (99+l)  + 3 (9+1) 
+8  = 7 -999  + 9 - 99  + 3-9+7  +9+3  + 8. 

Die  letzten  vier  Zahlen  geben  die  Quer- 
summe von  7988.  Da  nun  9, 99,  999  . . • 
Vielfache  von  9 sind , so  setzt  sich  jede 
Zahl  aus  einem  Vielfachen  von  9,  also 
auch  von  3,  vermehrt  um  die  Quersumme, 
zusammen.  Ist  letztere  auch  durch  3 
oder  9 theilbar,  so  ist  es  somit  die 
ganze  Zahl. 

V.  Eine  Ziffer  ist  durch  10  theilbar, 
wenn  sie  mit  einer  Null  endet. 

Offenbar  endet  jedes  Vielfache  von  10 
nämlich  mit  einer  Null. 

VI.  Eine  Zahl  ist  durch  5 theilbar, 
wenn  sic  mit  einer  5 oder  0 endet. 

Denn  jede  Zahl,  z.  6.  7935  oder  7937, 
kann  man  schreiben : 

7930+5,  7930+7, 

der  erstere  Thcil  ist  durch  10,  also  auch 
durch  5 theilbar,  der  letztere  einzifferige 
kann , wenn  er  durch  5 theilbar  sein 
soll,  nur  5 oder  0 sein. 

VII.  Ob  eine  Zahl  durch  11  theilbar 
sei,  wird  auf  folgende  Weise  geprüft.  — 
Man  bildet  the  Quersumme  der  Ziffern 
von  grader  Ordnung  und  der  von  un- 
groder,  die  Ziffern  von  der  Rechten  zur 
Linken  gezählt.  Die  erstere  Summe 
wird  von  der  zweiten  abgezogen,  nach- 
dem man  notbigcnfalls  die  letztere  um 
ein  Vielfaches  von  11  vermehrt  hat. 
Ist  der  Rest  0 oder  durch  11  theilbar, 
so  findet  letzteres  bei  der  ganzen  Zahl 
statt. 
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Beispiel.  Sei  gegeben: 
87390251443. 

Die  Summe  der  Ziffern  von  grader  Ord* 
nnng  ist: 

4+1+2+9+7  = 23, 
die  der  von  ungrader  Ordnung: 
3+4+5+0+3+8  = 23, 

23-23  = 0, 

also  die  Zahl  ist  dorch  11  theilbar. 

Der  Beweis  beruht  auf  folgenden  Be- 
trachtungen. 

„Fögt  man  zur  Einheit  eine  grade 
Anzahl  von  Nullen  hinzu , so  bat  man 
ein  Vielfaches  von  11,  vermehrt  um  die 
Einheit.“ 

Denn: 

100  = 99+1,  10000  = 9999+1  . . 
wo  99,  9999  . . . offenbar  durch  11  theil- 
bar sind.  Hieraus  folgt: 

„Wenn  zu  irgend  einer  Ziffer  eine 
grade  Zahl  von  Nullen  kinzugefOgt  wird, 
so  hat  man  ein  Vielfaches  von  11,  ver- 
mehrt um  diese  Ziffer.“ 

Z.  B.: 

70000  = 7 (9999+l)  = 7 . 9999+7 
ist  also  gleich  einem  Vielfachen  von  11, 
vermehrt  am  7. 

„Fügt  man  zur  Einheit  dagegen  eine 
ungrade  Anzahl  von  Nullen  hinzu,  so 
erhalt  man  ein  Vielfaches  von  11 , ver- 
mindert um  die  Einheit.“ 

Es  ist  nämlich: 

10  = 11-1,1000=990+10=990+11-1, 
100000  = 99990+11-1  . . 
und  es  folgt  hieraus  wie  oben: 

„Jede  Ziffer,  zu  der  man  eine  un- 
grade Anzahl  von  Nullen  biDzafagt,  gibt 
ein  Vielfaches  von  11,  vermindert  um 
den  Betrag  der  Ziffer,“ 

Sei  nun  p die  Summe  der  Ziffern  von 
grader  Ordnung,  die  also,  wenn  man 
sie  ihrem  wahren  Werthe  nach  nimmt, 
eine  ungrade  Anzahl  von  Nullen  hinter 
sich  haben,  so  ist  der  wahre  Werth  der- 
selben n-11— p,  wo  n eine  ganze  Zahl 
ist.  Denn  in  unserm  Beispiel  ist: 

40+1000+200000+90000000 

+ 7000000000 

der  wahre  Werth  der  Ziffern,  also  einem 
Vielfachen  von  11,  weniger  4+2+9+7 
gleich.  Ebenso  ist  s*n+9  der  Betrag 
der  Ziffern  von  ungrader  Ordnung,  wenn 
s eine  ganze  Zahl,  und  q die  C^nersummo 
der  Ziffern  ist, 


Die  ganze  gegebene  Zahl  hat  also  den 
Werth : 

llj+7  + lln-/i  = n(j+n)+  q—p. 

Ist  also  9— p durch  11  theilbar,  so  ist 
es  die  gante  Zahl  ebenfalls , da  der 
übrige  Theil  ein  Vielfaches  von  11  ist. 
q—p  aber  bildeten  wir,  indem  wir  die 
erste  Quersumme  von  der  letztem  ab- 
zogen. 

Es  ist  leicht  ersichtlich,  dass  man 
mittels  der  hier  gegebenen  Regeln  in 
IV.  und  VII.  auch  die  Divisioosreate 
findet,  die  bezüglich  bei  der  Division 
mit  9 und  11  bleiben. 

Behandelt  man  nftmlicb  die  bezügliche 
Quersumme,  wenn  man  durch  9,  oder 
den  Rest  von  zwei  Quersummen , wenn 
man  durch  11  dividiren  will,  ganz  in 
derselben  Weise,  so  wird  sich  schliess- 
lich eine  Zaiil  ergeben,  die  kleiner  als 
9 oder  11  ist,  und  dies  ist  der  Divi- 
sionsrest.  Z.  B.  9871672  hat  zur  Qaer- 
summe  40,  die  Quersumme  von  40  ist 

. 1 . . n-  • • . 9871672 

4,  also  4 der  Dmsionsrest  von  ^ — . 

Da  diese  Regeln  für  die  Ermittelung 
grösserer  gemeinschaftlicher  Divisoren 
zweier  Zahlen  nicht  ausreichen,  so  ist 
eine  „ Factorentafcl  welche  die  ein- 
fachen Factoren  der  ganzen  Zahlen  ent- 
hält, zuweilen  sehr  nützlich.  Eine  solche 
ist  z.  B.  in  „Vegas  Sammlung  mathe- 
matischer Tafeln , herausgegeben  von 
J.  A.  HOlsse“  enthalten,  and  gibt  die 
einfachen  Factoren  der  Zahlen  bis 
102000,  mit  Ausnahme  der  durch  2,  3, 
5 theilbaren  an. 


4)  Quotienten  in  der  Gestalt 
von  Decimalbrüchen. 


Einen  immer  gleicbmässigen  Ausdruck 
für  alle  Quotienten,  mögen  dieselben 
ganze  Zahlen,  echte  oder  unechte  Bruche 
sein , gewährt  die  Form  der  Decimal- 
bröcbe.  Diese  Ausdrücke  beruhen  auf 
folgenden  Betrachtungen. 


Sei  zu  dividiren  798126  durch  6913’ 
798126 

so  kann  man  den  Quotienten  -■  =a 
6913 


mit  einer  beliebigen  Zahl,  etwa  mit  10000, 
multipliciren,  indem  mau  den  Dividendas 
mit  10000  roultipliiirt.  Man  wird  dann 
haben: 


7991270000 

'6913 


= 10000«, 


und  indem  man  die  Division  wirklich 
ausführt: 
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6913  I 7991270000  1 1155977,Vi’i 
6913 
10782 
69^ 

'38697 

34565 

41320 

34565 

‘67550 

^17 

5.^330 

48391 

493.90 

48391 

999 


«Iso: 


10000a  =1155977+ 


999 

6913 


Um  den  Quotienten  a selbst  ku  heben, 
muss  durch  10000  dividirt  werden.  Men 
erhält: 

999 

1155977  . 69i3 


10000 


10000 


Des  erste  Glied  rechts  ist  gleich: 

“5 • • • 


Bei  Brüchen , die  eine  Potenz  im  Keo- 
ner  haben,  und  die  man  bekanntlich  Dc- 
cimalbrüche  nennt , dcntct  man  n&mlicb 
den  Nenner  nur  durch  ein  Komma  an, 
welches  hinter  den  Einem  steht,  nnd  so 
viel  Stellen  hinter  eich  hat,  als  dieser 
Nullen  haben  würde.  Was  den  Broch 
999 

vq  anbetrifft,  so  ist  dieser  kleiner  als 
6913 

1,  da  immer  der  Divisionsrest  ein  ech- 
ter Bruch  sein  mnss,  also  da  derselbe 
durch  10000  dividirt  ist,  so  begeht  man, 
indem  man  ihn  weglässt,  einen  Fehler, 

der  kleiner  als  0,0001,  oder  klei- 

ner als  eine  Einheit  der  letzten  Stelle 
des  Quotienten  115,5977  sein  würde, 
folglich  auf  die  Stellen  desselben  keinen 
Einfluss  ausübt.  Man  kann  also  auf 
diese  Weise  die  Quotienten,  wenn  auch 
nicht  genan,  doch  auf  jeden  beliebigen 
Grad  der  Näherung  finden , wenn  man 
nur  an  den  Dividendns  die  gehörige  An- 
zahl Nnllen  anhängt. 

Beachten  wir  noch  die  Stellung  des 
Komma  im  Quotienten , so  tritt  dies 
offenbar  dann  ein,  ehe  die  erste  deran- 
gehäogten  Nullen  zum  Rest  hinzngefügt 
wird 


Merkt  man  also  die  Regel  so,  dass, 
wenn  die  Stellen  des  Dividendus  er- 
schöpft sind,  das  Komma  dem  Quotien- 
ten zugefflgtwird,  so  kann  man  das  anfäng- 
liche Anhängen  der  Nullen  an  den  Di- 
videnden ersparen,  nnd  nach  Setzung  des 
Kommas  im  Quotienten  den  Divisions- 
resten  nach  and  nach  soviel  Nullen, 
als  erfordert  werden,  geben. 

Es  kann  hierbei  der  Dividendus  auch 
ein  Dccimalbrueh  sein.  Sei  derselbe 
657,913.  Derselbe  wird  z.  B.  mit  1000 
multiplicirt,  indem  man  das  Komma  drei 
Stellen  nach  rechts , also  ans  Ende 
rückt,  denn  beim  Rücken  um  eine  Stelle 
verwandeln  sich  die  Einer  in  Zehner, 
bei  der  zweiten  in  Hunderte,  bei  der 
dritten  in  Tausende.  Somit  hat  man 
eine  ganze  Zahl  zu  dividiren,  nnd  der 
Qnotient  wird  tansendmal  tu  gross.  Er 
müsste  also  mit  1000  dividirt,  also  das 
Komma  wieder  drei  Stellen  nach  links 
gerückt  werden.  Statt  dessen  kann  man 
also  im  Dividendns  das  Komma  an  sei- 
ner Stelle  lassen,  and  im  Qnotienten 
ein  solches  dann  anhringeD , wenn  man 
bei  der  Division  bis  tum  Komma  des 
Dividendns  gelangt  ist.  Ein  Beispiel 
wird  dies  klar  machen. 

27  1 657,913  | 24,367 
54 
117 
JO^ 

99 

81_ 

1'81 

162 

193 

189 

4 

Nachdem  der  Rest  11  gebildet  und  7 
binzugefÜgt  ist,  ist  man  beim  Komma 
des  Dividendus  angelangt;  da  27  in 
117  4mal  geht,  ist  hinter  die  4 im  Quo- 
tienten ein  Komma  zu  setzen. 

Die  Rechnung  bleibt  dieselbe,  wenn 
der  Divisor  grösser  als  der  Dividendus 
ist.  Z.  B : 

8911  I 2,37913  | 0,000266  . . . 
17822 
.59693 
53466^ 

02270 

534^ 

8911  in  2 geht  Omal;  io  den  Quotien- 
ten ist  eine  Null  nnd  dann  ein  Komma 
zu  setzen,  weil  die  Division  bis  zum 
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Komma  des  Dividenden  gelangt  Ist. 
Aus  diesem  Grande  darf  man  bei  der 
ersten  Tboildivision  nie  über  das  Komma 
des  Dividendus  hinansgeben,  wenn  der- 
selbe auch  kleiner  als  der  Divisor  ist. 
2 bleibt  Divisionsrest;  8911  in  23  geht 
ebenfalls  Omal,  eben  so  in  237  und  in 
2379.  Es  kommen  also  in  den  Quo- 
tienten noch  drei  Mollen  hinter  das 
Komma,  8911  in  23791  geht  zweimal; 
cs  ist  dann  wie  oben  fortzafabren. 

Leicht  lässt  sich  dies  Verfahren  noch 
anwenden , wenn  auch  der  Divisor  ein 
Dedmalbroch  ist.  Sacht  man  z.  B.  den 
Quotienten : 

_ 27,953 

611,24' 

Um  den  Divisor  in  eine  ganze  Zahl  zu 
verwandeln,  ist  derselbe  mit  100  tn  mul- 
tipliciren. 

Der  Brach  bleibt  aber  ungeftndert, 
wenn  dies  anch  mit  dem  Dividendus  ge- 
schieht. 

Es  ist: 

_ 27,953  100  _ 2795,8 
611,24' 100  " 61124' 

El  ergibt  lieh  hieraai  fulgeadc  Regel ; 

„Man  Usit  im  Diriior  dai  Komma 
ganz  weg,  und  rUckt  ei  tm  Dividendni 
10  viel  Stellen  (hier  2)  nach  rechta,  all 
der  Diviior  Bruchatellen  hatte,  indem 
man,  wenn  nicht  hinreichend  Stellen  im 
Dividendni  vorhanden  lind,  dieielben 
dnrcb'Nnllen  ergänzt.  Da  der  Divisor 
nun  eine  ganze  Zahl  iit,  wird  wie  oben 
verfahren.“ 

Beispiele. 

Sei  gegeben: 

7.9216  1 63,52. 

Das  Komma  ist  im  Dividenden  4 Stellen 
einzarficken , da  soviel  der  Divisor  bau 
Der  Dividendus  hat  nur  zwei  Stellen, 
man  fügt  also  zwei  Nullen  hinzu. 

79216  I 635200  | 8,018  . . . 

^728 

1472ÖÖ' 

79216 

679840 

633728 

46112 

Sei  ferner  gegeben: 

18,253  I 0.0056125. 

Das  Komma  ist  drei  Stellen  einzurucken, 
also: 


18253  1 5,6125  1 0^00307  . . . 
54759 
136600 
127771 
8829“ 

Bei  allen  diesen  Rechnungen  erhöbt  man 
die  letzte  Stelle  des  Quotienten  dann 
um  Eins,  wenn  der  Divisionsrest  grösser 
als  die  Hftlfte  des  Divisors  ist,  denn 
dann  ist  der  wcggelassene  Theil  des 
Quotienten  grösser  als  die  Hälfte  der 
letzten  Stelle  desselben , also  einer  Eins 
näher  als  einer  Nnll.  In  unserm  ersten 
Beispiel  also  wäre  statt  der  leuten  8 in 
8,018  eine  9 zu  setzen,  wenn  man  die 
Rechnung  hier  abbriebt,  da  der  Divi- 
sionsreit  46112  grösser  als  die  Hälfte 
von  79216  ist. 

ln  unserer  Methode  ist  als  besonderer 
Fall  die  Verwandlung  der  gemeinen 
Brüche  in  Decimalbrüche  enthalten. 

Z.  B.  sei  zu  finden. 

2 

17  I 20  = 0,11764705  . . . 

17 

30 

17 

130 

119 

110 

i?L 

80 

68 

120 

100 

15 

17  in  2 geht  Null.  Es  kommt  also  im 
Quotienten  eine  Null  und  ein  Komma, 
2 ist  Divisionireit;  man  fügt  eine  Noll 
hinzu , da  der  Dividendus  erschöpft  ist. 
17  in  20  geht  einmal  n.  s.  w. 

Periode  eines  Deeimalbrucbs  heisst 
die  Stelle,  wo  die  Ziffern  desselben  sich 
wiederholen,  entweder  von  Anfang  oder 
von  einer  bestimmten  Ziffer  an.  Auch 
nennt  man  die  wiederkehrenden  Ziffern 
selbst  Periode. 

Es  ist  klar,  dass  jeder  Decimalbmcb, 
der  aus  einem  gemeinen  Bruche , d.  h. 
durch  Division  ■ incr  ganzen  Zahl  in 
eine  andere  entsteht  eine  Periode  bat, 
wenn  er  nicht  vollständig  sich  berech- 
nen lässt.  Denn  ist  z.  B.  17  der  Di- 
visor, so  können,  da  der  Rest  immer 
kleiner  als  17  sein  muss,  nur  16  von 
einander  verschiedene  Reste  Vorkommen, 
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und  dft  an  jeden  eine  Null  angehangt 
wird,  BO  Bind  nur  höchstens  16  von  ein- 
ander verschiedene  Reste  mö^ch.  Sind 
alle  dieselben  dagewesen,  so  muss  sich 
einer  derselben , und  mithin  die  ganze 
Rechnung  wiederholen. 

Beispiele. 


I>ieser  Bruch  ist  vollsUndig  zu  berechnen. 
^ = 0,454545  . . . 

Der  Bruch  hat  eine  Periode  von  zwei 
Ziffern  45,  die  von  Anfang  an  wieder- 
kehren. 

A = o,41C66C  . . . 

Der  Bruch  hat  eine  Periode  von  einer 
Ziffer  die  aber  nicht  von  Anfang  an 
verkommt  u.  s.  w. 

Bei  solchen  Rechnungen,  wo  der  Di- 
videndns  nicht  sehr  gross  ist,  namentlich 
wenn  mehrere  Zahlen  durch  denselben 
Divisor  zu  theilen  sind,  kann  man  nach 


xweckroissig  die  Division  in  eine  Mnl- 
tiplication  verwandeln.  Seien  a und  b 
ganze  Zahlen,  so  ist: 

a 1 

6 

Verwandelt  man  nun  in  einen  Deci- 
6 

malbmch  c,  so  bat  man  also  das  Pro* 
duct  a • c zu  bilden. 

Beispiel. 

■i— 7.-L 

131 ~ 131’ 

— = 0,007633587  . . 

I- 0,007633587  = 0,053435109  . . . 
Um  solche  Rechnungen  mit  Vortheil 
auszuTühien,  ist  eine  Tafel  zwcckmftssig, 
welche  die  Brüche  enthalt,  deren  Z&h- 
1er  die  Kiaheit  und  der  Kenner  eine  be- 
liebige ganze  Zahl  ist.  — Der  Bruch 

— wird  bekanntlich  der  umgekehrte  oder 

reciproke  Werth  der  Zahl  a genannt.  •— 
Wir  fügen  hier  eine  solclic  Tafel  hinzu. 


^ Tafel  der  umgekehrten  Werthe  der  Zahlen  vonjl  bis  1000. 


Zahl 

umgekehrter 

Werth 

Zahl 

umgekehrter 

Werth 

Zahl 

umgekehrter 

Werth 

Zahl 

umgekehrter 

Werth 

■i 

,5 

.XI 

,ü.3333,!33,3 

5S 

,017-241379 

Sb 

,01 10-27907 

3 

,333333333 

31 

,032-258005 

.59 

,016949153 

87 

,011494-253 

4 

.-25 

32 

,031-25 

60 

,0lbbl»b(>b7 

88 

,011,163636 

5 

,2 

33 

,030.103030 

61 

,01639.1443 

89 

,011235955 

b 

,lW)()b66b7 

31 

,0-29111703 

62 

,0161-29032 

90 

,011111111 

7 

,142837143 

35 

,0-2857 14-29 

6.i 

,013873016 

91 

,01098901t 

8 

,125 

3b 

,0-27777778 

64 

,UI5b'25 

92 

,010869565 

9 

,111111111 

37 

,0-27027027 

05 

,015.184615 

9.1 

,01073-2688 

10 

,1 

,09090909t 

38 

,020315789 

<)b 

,013151515 

94 

,010638-298 

11 

.39 

,0-256110-20 

67 

,0149-2,5373 

95 

,0105-26316 

1-2 

,083333333 

40 

,0-25 

68 

.01470588-2 

96 

,010416667 

13 

,076323077 

4 t 

,021390214 

6» 

.01449-2754 

97 

,010309278 

14 

,0714-28571 

42 

,02.180‘I524 

70 

,014-28.5714 

98 

.010-204082 

15 

,Ü61>bb66()7 

43 

,023-25.)814 

71 

,(M4084517 

W 

,01010101 

Ib 

,0025 

44 

,0227-27273 

72 

,013888889 

loo 

.Ul 

17 

3)^523529 

45 

,-2-22222222 

73 

,OI3i-98(.3 

lol 

,«1990099 

18 

,05r>55i556 

4b 

,02173913 

74 

,013513514 

loi 

,009803922 

19 

,052031579 

47 

,0-212700 

75 

,0I3;X133.13 

TÖJ 

,009708738 

3ö 

48 

,0-20833333 

71. 

,013157895 

lo4 

.009613385 

2t 

,OT76 19048 

49 

,0-20408163 

77 

,01-2987013 

TOT 

,0093-2381 

22 

,045454545 

50 

,02 

78 

,0l-28-2ü5l3 

106 

,009433962 

2X 

,043478201 

5t 

,019007843 

79 

,01-20582-28 

W 

,009345794 

2? 

,041000007 

.52 

,01!i-2.J0709 

80 

,01-23 

108 

.009-259-239 

23 

,04 

33 

,0188079-25 

8t 

,013345679 

109 

,009171312 

25 

,038401338 

54 

,018518519 

82 

,0121951-22 

TTÜ 

,009090909 

27 

,037037037 

55 

,018181818 

8.1 

,01-2048193 

111 

,009009009 

25 

,035714-280 

56 

,017857143 

TfT 

,011904762 

112 

,008928571 

25 

,034482739 

57 

,01754386 

M 

,011764706 

113 

,006849558 
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Zahl 

umgekehrter 

Werth 

Zahl 

uraKckehrtcr 

Werth 

Zahl 

umgekehrter 

Werth 

Zahl 

ningekchrter 

Werth 

114 

,0087719.3 

172 

,00581395.1 

-230 

,0111317821) 

288 

,00347222-2 

,008(.9.465'2 

ITT 

,1X15780347 

•231 

,(X11.12n001 

•289 

,003460-208 

mr 

,0080-2091) 

174 

,00.47171-26 

2,12 

.1X14310.145 

290 

,003 148-276 

117 

,008517009 

175 

,00.4714-286 

•23! 

.001-291815 

•291 

,(XI34364-26 

iW 

,00847457b 

176 

,005681818 

-231 

,1101-273501 

il92 

,003424658 

119 

,008403.161 

177 

,005619718 

2.15 

,001-2,45319 

293 

.1X13112969 

lao 

,008.333.333 

178 

,005617978 

236 

,001-2,17-288 

291 

,003101361 

ITT 

,008-264463 

179 

,005,486592 

-2.17 

,(K112191(I9 

*2H5 

,003389831 

i'2'.i 

,008I91)7-21 

180 

Uh 

.001-201681 

296 

,003378378 

1-23 

,008130081 

181 

.005,42 186-2 

•2.39 

,0011811 

•297 

,00.1367003 

H24 

,ÜüStKjl51(> 

182 

,1X15494505 

-24(1 

,1X14166667 

298 

,Uü3.J55705 

124 

,008 

18,1 

,005464181 

•241 

,004149378 

299 

.0033114S-2 

1-21) 

,007936508 

1S4 

.005431783 

•212 

,00 11, 1-2-231 

.100 

,003.133333 

rar 

,007874016 

185 

,1X)540,4405 

243 

,(X11115-226 

TJor 

,0Ü332-2'259 

ras^ 

,00781-25 

ISb 

,OOri37b;J44 

214 

,004098361 

.Hl-2 

,003.11 1-258 

1-29 

,007751938 

187 

.lX).4,i  17,494 

215 

,1X110816,13 

303 

,003.10133 

rau 

.00769-2308 

188 

,005,119119 

246 

,0040651111 

T5ÖT 

,(X)3-289474 

rar 

,007633,488 

189 

,1X1.4-291005 

217 

,004018.483 

3Ö5 

, 0113278689 

rai 

»W7  57  5 758 

190 

,005-26,1158 

218 

,1101032-258 

.HX) 

,003267974 

rar 

,0075lS7i»7 

wr 

,tX)5-23560-2 

249 

,001016061 

.307 

,Ü03-2573-29 

T3T 

,00746-2687 

T95 

.1X15-20833,1 

•iöO 

.1X11 

,108 

,00.1216753 

rau 

,007407407 

193 

,005181,147 

‘251 

,00.1984064 

3W 

,003‘236-21b 

raF 

,007.35-2941 

WT 

,1X151,446,19 

•252 

,003968254 

Rill 

,003225806 

rar 

,007-299-27 

m 

,IM)5|-2S205 

55J 

,003952569 

illT 

,003215434 

ras 

,007-246377 

ni6 

,005102041 

•r>4 

,1X139.17008 

iira 

,00.32051-28 

raF 

,007194-245 

wr 

,005076112 

2,4.4 

,00.1921569 

Ri:i 

,1X13194888 

TW 

,00714-28.47 

IW 

.00;)05t).405 

256 

,1X139062.4 

TUT 

,003184713 

141 

,007092199 

W 

,00.4025126 

25T 

,003891051 

315 

,003174603 

14-2 

,00704-2-254 

-200 

sm 

2W 

,1X1,187.4969 

316 

,0034645.47 

143 

,00699,1007 

•201 

,004975124 

259 

,1X1381)1(1114 

,3 17 

,003154574 

rar 

,00694414  4 

-20-2 

,1X1495049.4 

260 

,003846154 

,118 

,003144654 

145 

,006896.45-2 

W 

,0049-26108 

•261 

,00.1831418 

3li1 

,00.1134796 

T4F 

,006849.115 

•204 

,004901961 

•262 

,1X13816794 

3-20 

,1X1.3125 

IW 

,00(.S027-2I 

-20.4 

,1X)4878049 

263 

,00.180-2-281 

R21 

,0031 15-265 

TW 

.0067.46857 

206 

,0048.44369 

264 

,003787879 

.322 

,00310)59 

rw 

,006711409 

W 

,004830918 

‘2b  5 

,1X«77.1.485 

.3-2.1 

,003095975 

lotr 

,00666b6b7 

W8 

,004^0769-2 

•21X) 

,00,17.49398 

R24 

,0030864-2 

IST 

,0067-2-2517 

■5D9 

,00478  UiHn 

267 

.1X13745318 

32,4 

,003076923 

135 

,006.478947 

■5IÜ 

,1X14761905 

268 

,1X1373 1.343 

.3-26 

,003067485 

T3J 

,00633.4948 

2ir 

.004739.1.36 

269 

,00371747‘2 

.127 

,003058104 

1.44 

,006193501) 

■212 

,1104716981 

•270 

,1X137037114 

328 

.00,301878 

T33 

,006451613 

-21,1 

,0041)94^36 

•271 

,00.1691X1.37 

329 

,003039514 

T3b 

,001)11 0-2.46 

TW 

,004672897 

Ul 

,003676171 

,1,10 

,003030303 

I3T 

,006,1694-27 

■515 

,(X)4651163 

27,1 

,1K191)6.!t  04 

,U1 

,0030-21148 

I3F 

,0063-29114 

7TF 

,1XI46-291).3 

274 

,00.164963.4 

TÜ2 

,04301-2048 

159 

,006289,308 

217 

,0011)08-29.4 

275 

,(Xi;i6,!6.364 

3.3.3 

,003003003 

1«) 

.006)25 

•218 

,1X345871,46 

•271, 

,0036-23188 

TOT 

,00-2994012 

161 

,006-21118 

219 

,1X1456621 

277 

,00.1610108 

TOT 

,002985075 

16-2 

,00617-281 

220 

,1X145454,45 

278 

.003,497 1-2-2 

TOT 

,00-297619 

163 

,00bl340<i!i 

•221 

.004.442887 

279 

,00.1581-2'29 

TUT 

.1X1291)7359 

164 

,lKM)097.4t)l 

Ul 

.1X147X14.405 

•280 

,00,1.47 142'.1 

3.18 

,00-29.4858 

16.4 

.001)0601)01) 

2-2.1 

,1X14.484.3115 

•281 

,1103,4.48719 

TOT 

,1X1-2949853 

1b<) 

,0060-24096 

-221 

,1X14  164-28(, 

2R2 

.00.1546099 

34(1 

,1X1-2941176 

I3T 

.00,4988021 

2-24 

.1X14444441 

•28.1 

,0035.13569 

,341 

,0O-293-255l 

168 

,0059.42.181 

226 

,1X14424779 

‘281 

,0035-22127 

,142 

,042926977 

IW 

,00591716 

UT 

,004405286 

•28.4 

,003.4118772 

34,3 

,002915152 

TTü 

,00588-2353 

52s 

,004385965 

•286 

,003496503 

.344 

,(X»90697r 

irr 

,005847953 

2W 

,00431)68 1-2 

wr 

,003484321 

R45 

,00-2898551 

Quotient. 


797 


Quotient. 


Zahl 

nragekehrter 

Werth 

Zahl 

umgekehrter 

Werth 

Zahl 

umgekehrter 

Werth 

Zahl 

umgekehrter 

Werth 

346 

,002890173 

401 

,00217.5218 

4M 

,002161502 

320 

,0019-23077 

347 

,002881841 

4ü5 

,0(62169136 

463 

,002159827 

■S2r 

,4X)49t9386 

34S 

,002873363 

406 

,00216.1054 

4b-i 

,002155172 

-522 

,001915709 

349 

,00286,533 

107 

,00245700-2 

465 

,0021.50338 

SiS 

,00191-2046 

350 

,0^2857113 

1ÜS 

,00245098 

IwT 

,002145923 

»24 

,001908397 

;i5i 

,00284900.1 

109 

.(K62444988 

467 

,0021413-28 

525 

,00190476-2 

3!« 

,00-2810909 

410 

,002139021 

468 

,00-21367,52 

f)2h' 

(MUftni  1i4l 

3.M 

,ÜO-28, 12861 

41T 

,1X12 1.1309 

4()9 

,002132196 

527 

,001897533 

3S+ 

.002.8248.59 

412 

,1X624-27184 

470 

,0021-2766 

5'3S 

,001893939 

355 

,00-2816901 

41.1 

,0(62421.108 

471 

,0021-2314-2 

5-29 

,001890359 

3')6 

,002808989 

414 

,0024151.59 

472 

,002118(111 

530 

,001886792 

357 

,00-280112 

115 

.002 109639 

473 

,(K6mtl65 

531 

.001883239 

35H 

,00-279.12‘H) 

416 

,0ü210(>S4() 

471 

,002109705 

532  ,001879699 

339 

.00-27H.5515 

417 

,(K62.19S082 

•tia 

,002405263 

5.U 

,001876173 

3(>ü 

,00-2777778 

418 

.00-2.19-2314 

476 

,(K621U084 

534 

,00187-2659 

3<il 

,00277008.1 

419 

,U(62.1S6()35 

177 

,lX62U%iS() 

535 

.(XU869159 

362 

,01627621.11 

3® 

,(X62.18(XI5-2 

478 

,(X)-209-2£Q- 

SSS 

.001865672 

363 

,00-2751821 

421 

,0(62375-297 

479 

,(X)20876H3 

537 

14)1802197 

361 

,00-2747-25.1 

4-ü 

,(X)>,l(i%()8 

1SÖ 

,1X62083333 

5.kS 

,001858736 

■9)5 

,00-27.197-26 

4-2,1 

,W)-2.U>»0bb 

481 

,(H)-2Ü79(X62 

539 

,(X)lS.).5-288 

36h 

,00-27, 1224 

4-21 

,002.158491 

482 

,1X62074689 

35Ü 

,(M)I851852 

367 

,002721796 

uns 

,00-235-2941 

lai 

,(X)2U7U393 

541 

,0018184-29 

3^S 

,00-2717,191 

4-26 

,00-23i741S 

4N4 

,002066116 

512 

,001845018 

.369 

,(X62710027 

4-27 

,00234192 

485- 

,00-206 ISÖ6 

541 

,0018116-21 

370 

.002702703 

428 

,(X62,1.!6119 

486 

,002057613 

514 

,(X)l838-235 

371 

,00-2695418 

429 

,(X6233 10(62 

487 

,(K1-205338S 

545 

,(l01H3486-2 

372 

,00-21)88172 

430 

,002.125581 

488 

,00204918 

546 

,001531502 

373 

,002680965 

431 

,üO-2.!-20(86 

489 

,00204499 

547 

,0018-28154 

374 

,ÜO-2673797 

432 

,(X)'2314815 

19Ö 

,1X62040816 

549 

,001824818 

37S- 

,üü2666t>()7 

-433 

,002.109169 

491 

,00-203()6() 

519 

;o01H21494 

376 

.00-2659574 

434 

,00-2.104147 

492 

,(XJ-2üJ-252 

"laO 

,001818182 

377 

,00-265252 

435 

,(X65298851 

493 

,002028,198 

551 

,001814882 

378 

,00-2045.503 

43(> 

,002-29.1578 

494 

,002024291 

55‘i 

,001811594 

379 

,1X)2638521 

437 

,0022^8.13 

495 

,(X62020-202 

553 

,001808318 

380 

.00-2631579 

438 

,U02-283105 

496 

,0020161-29 

554 

,00180.5054 

381 

,002624672 

439 

,(X)-2277904 

497 

,002012072 

555 

,0018018(62 

,0162617801 

440 

.(X62-27-2727 

498 

,IX62(X180.I2 

55h 

,001798561 

383 

,00-2610966 

441 

,002267574 

499 

,O(62(X)40O8 

557 

.00179.5332 

384 

,002)Ü4I67 

442 

,(K622624 13 

5Ö(J 

,002 

,001792115 

385 

,00-259740.1 

443 

,0(622,573,16 

501 

,TJOn)9()(X)8 

559 

,001788909 

;186 

,00-2590674 

444 

,002252252 

,001992032 

5()0 

,001785714 

3MZ 

.0(62583979 

115 

,(X62-247191 

503 

,001988072 

5h  1 

,00178-2531 

.388 

,00-257732 

446 

.(K62242I.52 

5Ü4 

,0019811-27 

.(101779359 

389 

,002570694 

447 

,002-237136 

5(65 

.1)01980198 

,56.1 

,001776199 

390 

,0(625()410.1 

448 

■002232143 

Mil 

,001976-280 

,00177.1(fi 

391 

,0(62.5,57545 

449 

,00-2227171 

.507 

,001972.187 

565 

,001769912 

392 

,00-2.55102 

4M 

,00-2-22-2-2-22 

.508 

,(01968.504 

5hb 

,001766784 

39.3 

,Uüi)445-29 

451 

,002217-295 

509 

,001964637 

5h7 

,001763668 

.394 

,0(62538071 

455 

,0022 1-2.189 

511) 

,001960784 

MS 

,001760563 

39o 

,00-2.5.11646 

451 

,(«)2-2ü75(X) 

511 

,0011)56947 

569 

,001757469 

396 

,(K62j21-253 

AM 

,1XÜ20264.3 

51-2 

,OOI9.531-25 

570 

,001754386 

397 

,0(625 18S162 

4.'>r> 

,(H62 197802 

513 

,001949318 

.571 

,001751313 

.398 

,00-25 1-2.5()3 

456 

,002192982 

514 

,001945.5-25 

.572 

,ü01748-252 

399 

,002.506266 

457 

,1X12 188 184 

5415 

,00191 17M 

171 

,001745-201 

400 

,0025 

458 

,002183406 

516 

,001937984 

574 

,00174216 

4U1 

,00-1193766 

4.59 

,0Ü2178()19 

517 

,0U193l-236 

■571 

,00173913 

402 

,002187562 

460 

,002173913 

Hs: 

,0019,30502 

576 

,001736111 

,00248139 

3sr 

,002169197 

519 

,0019-26782 

577 

,001733102 

Quotient. 


798 


Quotient. 


Zahl  j 

umf'ckehrter 

Wenh 

Zahl 

umgekehrter 

Werth 

Zablj 

umgekehrter 

Werth 

Zahl  j 

578 

,001730104 

6.36 

,00157-33-37 

694  1 

,0014409-32 

752 

57Ü 

0017-37116 

637 

,001.569859 

BSS  1 

,001438849 

75-J 

,0017-34138 

6.18 

,001567398 

B5b 

,001436782 

754 

55T 

,0017-3117 

S3S 

,001564945 

BST 

,00143472 

7a;> 

.58-2 

,001718313 

640 

,00156-35 

698 

.00143-31)65 

756 

58J 

,001715-366 

641 

,00156006-3 

1)99 

,0014.10015 

TST  I 

3^ 

,00171-33-39 

Bn 

,00155763*2 

TiU 

,0014-38571 

TS8  1 

,00170940-3 

6 43 

,001535-31 

TOT 

,0014-36534 

TSS 

,001706485 

614 

,00155-3795 

TOT 

,0014-34501 

TwT 

SST  ! 

|001703578 

,OOI550,T88 

7ÖJ 

,00t  123475 

.61  ' 

,00170068 

b4b 

,001547988 

704 

,1)014-30455 

7Ö2  - 

559"  1 

001697793 

BTT 

,001545595 

TüS 

,00141844 

7h.t  1 

590  ' 

001694915 

648 

,00154.3-21 

706 

,001416431 

A)\  ' 

S!fr 

00169-3047 

BW 

,00154083-3 

TOT  ! 

,001414427 

liiÖ 

551 

001689189 

650 

,001538462 

TOB 

,001412429 

7bt)  • 

593 

’o01686341 

651 

,001536098 

709  ; 

,001410437 

SST 

,001683503 

65-3 

,001.53.174-3 

710  i 

,001408451 

/bK  1 

S5S 

001680673 

6.',t 

,001331394 

TTT 

,00140647 

TÜS  1 

SSb 

'00167785-3 

,001,5-39052 

TTT 

,001404494 

TTT  1 

SST 

00167504-3 

655 

,1)01526718 

TTT 

|öÖT4ü*2o*2o 

TTT  1 

SSB' 

00167-3-341 

656 

,0015-34.39 

TTT 

,001400.51) 

/ r 'J 

SSB 

001669449 

6.57 

,0015-3207 

TIS 

,001398601 

TTT  ! 

öOö 

001666667 

65^ 

,001.549751 

TTB 

,001391)648 

TTT  ; 

bOT 

,00166.1894 

65J^ 

,001517451 

717 

,0013947 

13.») 

b05 

,00166113 

660 

,0013151.52 

7TB 

,Ü013927.‘>8 

. <6 

60J 

,001658375 

BBT 

,00151-38.59 

TIS 

,0013908-31 

7.  . 1 

bOT 

0016556-39 

W1 

,001310574 

Tsr 

.OOia-bS^HO 

« «H  i 

5ön 

’OO  165-3893 

663 

,001508-3>.)6 

75T 

,001386963 

779 

1)01650163 

B6T 

,<’Ü15(X»(h24 

722 

,001385042 

TW 

BÜ7 

,001647446 

,(l015ü.)7.59 

T2T 

,0013831-36 

OOB 

,001644737 

6(»6 

,001501.50-3 

TTT 

,001381215 

TB2 

OOS' 

00164’303(> 

667 

,001499-35 

T2S 

,00137931 

7HJ  ; 

ÜTTT 

001639344 

6(>S 

,00t4971XK> 

7‘2(» 

,001.37741 

TBT  ■ 

bTT 

001636661 

669 

,001494768 

T2T 

,001.175516 

78.5 

'001633987 

bTü 

,00149-3.537 

72B 

.0013736-36 

^TT 

,0016313-31 

BTT 

,001490313 

TW 

,(K)  137 1742 

VS7 

OTT 

0016-38664 

671 

,001488093 

7.)0 

,001369863 

/hh 

0016-36016 

6?;) 

,1)01485884 

TTT 

,001367989 

TW  ' 

Olb 

0016-33377 

674 

,00148368 

732 

,00136612 

TST  1 

6TT 

,0016-30746 

,001481481 

TOT 

,001.164-351) 

/'iM 

6TB 

0016181-3.) 

676 

,001479-39 

7.14 

,00136-3.198 

TSi 

TOT 

001615509 

677 

,001477105 

T3S 

,001.300544 

79.1 

00161-3903 

B7B 

,0014749-26 

73S 

,1)01.158696 

TST 

b'2\ 

001610306 

BTS" 

,00147-3754 

T3T 

,0013.56852 

TSS 

vn 

,001607717 

.001470588 

73K 

,001.155014 

TUT 

633" 

,001605136 

681 

,0014684-39 

T3S 

,00135318 

7U7 

63T 

,001603.564 

,001466276 

TTO 

,001351.351 

63t 

-6646 

liSJ 

,0014641-39 

TTT 

,0013495-38 

TW 

636 

001597444 

1A4 

,001461988 

TT2 

,001347709 

BÖT 

637" 

001594896 

6S5 

,001459854 

74T 

.001345895 

■RTT 

63B 

00159-3.)57 

6W) 

,0014577-26 

TTT 

,00134408t) 

SÜ2 

tF2rr 

,0015898-35 

Oh7 

,001455604 

< 4;> 

,001342-38-3 

mr 

,00138730-3 

68H 

,001453488 

,001340483 

WT 

TKTT 

001584786 

B89 

,001451379 

TTT 

,401338688 

"Wo 

00158-3-378 

BSB 

.001449-375 

TiB 

,001.136898 

BöT 

.001579779 

691 

.001447178 

TW 

,001335113 

SO, 

b«54 

001577-287 

BS2 

,001445087 

77>(l 

,001333333 

■8TS 

ü35 

,001574803 

BST 

,001443001 

Tsr 

,001331558 

BÖS 

nmgekehrter 
Werth 

,UOt3.»7S7 

,ü0132mW1 

,ÜOl3itj-2b 

.UUI3-2>M3 

,tX)I3i275! 

.Uin.tilimJ 

,Uül31tt-ibl 

,0013175-33 

,0013157«» 

,00131406 

,001313336 

,001310616 

,001308901 

,00130719 

.001305183 

,001303781 

,00130-3083 

,00130039 

,001-398701 

,001-397017 

,001-395337 

,001-393661 

,00139199 

,001-3903-33 

,001-38866 

,001-387001 

,001-385347 

,001-383697 

,001-38-3051 

,001-38011 

,001-37877-3 

,001-377139 

,00137551 

,001373885 

.001373-365 

,001-370648 

,001-369036 

,001-3674-37 

,001-36.58-33 

.001-364-3-33 

,001-36-3696 

,001-361034 

,0013.5944b 

,001-357863 

,001-356-381 

,001-354703 

,001-353133 

,001-351364 

,001-35 

,001-248439 

,001-346883 

,001-34533 

,001-313781 

,001-34-3-336 

,001-340695 

,001-339157 

,001-3376-34 

,001-336094 


Quotient. 


799 


Quotient. 


Zahl 

umgekehrter 

Werth 

Zahl 

umgekehrter 

Werth 

Zahl 

umgekehrter 

Werth 

Zahl 

umgekehrter 

Worth 

810 

,001-234568 

858 

,001 165501 

906 

,001103753 

954 

,001048218 

SIT 

,601233046 

859 

,001164144 

907 

,00110-2536 

955 

,00104712 

Bl  2 

,0012315-27 

860 

,00116-2791 

908 

.OOllOU-22 

956 

,0010460-25 

BIT 

,601-230012 

861 

,00116144 

909 

,00110011 

957 

,001044932 

BIT 

,001-2-28501 

862 

,00116(1093 

910 

,001098901 

958 

,001043841 

815 

,001-2-26994 

863 

,001158749 

911 

,001097695 

959 

,001042753 

816 

,001-2-25499 

864 

,0011.57407 

912 

,001096491 

%ü 

,001041667 

BTT 

,0012-2399 

865 

,0011.56069 

913 

,001095-29 

961 

,001010583 

818 

,001-222194 

866 

,001154734 

914 

,001094092 

%-2 

,401039501 

BIT 

,0012-21001 

867 

,001153403 

9l5 

,00109-2896 

963 

,001038422 

8-20 

,001219512 

868 

,001 15-2074 

916 

,001091703 

964 

,001037344 

821 

,0012180-27 

869 

,001150748 

917 

,001090513 

965 

,001036-269 

822 

,001216545 

870 

,0011494-25 

918 

,001089.1-25 

966 

,001035197 

823 

,001-21.5067 

871 

,001148106 

919 

,0010881.19 

967 

,0010341-26 

824 

,001213592 

K72 

,001146789 

9-20 

.Ü010S69,")7 

968 

,001033058 

825 

,00121-21-21 

873 

,001143475 

921 

,001685776 

969 

,001031992 

82t) 

,0012l0<>51 

874 

,001144165 

922 

,001084599 

970 

,001030928 

827 

.001-20919 

8/u 

,001 1 1-2857 

9-23 

.001(1834-23 

971 

,0010-29866 

828 

,001207729 

876 

.001141553 

924 

.00108-2-201 

97-2 

,0010-28807 

829 

,001-266-273 

877 

,001140-251 

925 

,001081081 

973 

,0010-27749 

830 

,001-204819 

878 

,001138952 

9-26 

,001079914 

974 

,001O-2f)694 

831 

,001-203369 

879 

,001137656 

9-27 

,001078749 

975 

,0010-25641 

8,32 

,001-2019-23 

880 

,001136364 

9-28 

,001077586 

971) 

,00102459 

833 

,001-20048 

881 

,001135074 

9-29 

,0010764-26 

977 

.0010-23541 

834 

,001199041 

862 

,001133787 

930 

,001075-269 

978 

,0010-22495 

835 

,0011976(0 

883 

,00113-2503 

931 

,001074114 

979 

,00102145 

836 

,001196172 

881 

,001131-2-22 

932 

,00107-2961 

960 

,001020408 

837 

,001191743 

885 

,001 1-29944 

933 

,001071811 

981 

,001019168 

838 

,001193317 

886 

,0011-28668 

934 

,001070664 

98-2 

,00101833 

839 

,001191895 

887 

,001 1-27396 

935 

,001069519 

983 

,001017-294 

840 

,001190176 

888 

.0011-26126 

93b 

,00106,8.176 

984 

,001016-26 

841 

,0011890f>l 

889 

,0011-24839 

937 

,üOIO()7-236 

985 

,001015-2-28 

842 

,001187648 

890 

,0011-23596 

938 

,U0106(iü98 

9S() 

,001014199 

843 

,00118624 

891 

,0011-2-2334 

939 

,0010649().i 

987 

,001013171 

844 

,0011848.14 

892 

,0011-21076 

940 

,001063ai 

988 

,001012146 

815 

,001183432 

893 

,0011198-21 

941 

,001062699 

989 

,001011122 

846 

,00118-2033 

894 

,001118568 

94-2 

,<H)1061571 

990 

,001010101 

847 

,001180638 

895 

,001117818 

943 

,001060415 

991 

,IX)100909-2 

848 

,00117924') 

896 

,001116071 

944 

,0010593-2-2 

992 

,001ü080f)5 

849 

,001177856 

897 

,0011148-27 

945 

,001058-201 

993 

.W)  1007049 

850 

,001176471 

898 

,001113586 

946 

,001457082 

994 

,001006036 

851 

,001175088 

899 

,00111-2347 

947 

,001055966 

995 

,0010050-25 

852 

,001173709 

900 

,001111111 

948 

,001054852 

996 

.0OIOO4016 

853 

,00117-23.33 

901 

,001109878 

949 

,001053741 

997 

,00100,3009 

854 

,00117096 

902 

,001108647 

950 

,00105-2632 

0P8 

,00100-2004 

855 

,0011()9591 

903 

.(Xll  10742 

951 

,0010515-25 

999 

,001001001 

856 

,0011f)8-2-24 

901 

,601106195 

952 

,00105042 

1000 

,001 

857 

,001166861 

905 

,001104972 

953 

,001049318 

6)  Abgck&rzte  Division  mit  die  Einheit  ihrer  letzten  Stelle,  und 
Decimalbrüchen.  selbst  nls  die  halbe  Einheit  derselben 

ist.  wenn  man  dann  die  letzte  Stelle 
Wenn,  wie  in  der  Regel,  Divisor  und  nm  1 erhöht,  wenn  eine  ^ oder  mehr 
Dividendns  durch  Rechnung  oder  Mes-  darauf  folgen  würde.  Es  ist  znvOrderst 
vnog  gefundene  Decimalbrüche  sind,  so  zn  prüfen,  welchen  Finflnss  die  Fehler 
werden  dieselben  mit  einem  Fehler  be-  von  Dividcndus  und  Divisor  auf  den 
haftet  sein,  der  jedoch,  wenn  man  alle  Quotienten  aasüben,  damit  man  bei  Bil- 
fehlerhaften  Stellen  weglässt,  kleiner  als  düng  desselben  nicht  weiter  fortscbreitet, 


Quotient. 


800 


Quotient. 


alt  derselbe  richtige  Ziffern  liefert.  — 
Sei  <1  der  vorhandene  Theil  des  Divi> 
videndai,  afx  der  weggelasseoe  oder  der 
Fehler,  wo  also  au  auch  negativ  sein 
kann,  b der  vorhandene  Theil  des  Di- 
visor« by  sein  Fehler«  und  r,  diese 
Qrössen  in  Bezog  aof  den  Quotienten, 
so  ist,  wenn  man  mit  den  fehlerhaften 
Zahlen  rechnet: 


a 


Dagegen,  wenn  mit  den  genommenen 
Werlhen  gerechnet  wQrde: 


d.  h.: 


o(l+^) 
6(1  + 0 


= <•(1+»). 


Knllen  beginnt,  wo  dann  geltende  Ziffern 
folgen.  In  ^ — y wird  also  aof  die 
höchste  Stelle  dieser  Differenz,  und  so- 
mit auf  den  Fehler  des  Quotienten  die- 
jenige von  beiden  GrOssen  keinen  Ein- 
fluss aosübcD,  welche  die  meisten  Stellen 
hat.  Hieraus  folgt: 

„Haben  Divisor  und  Divideodus  nn- 
glcich  viel  Stellen « so  sind  diejenigen 
Stellen,  welche  die  eine  der  beiden 
Grössen  mehr  bat,  vollkommen  entbehr- 
lich, insofern  sich  aus  ihnen  kein  Ein- 
flnss  auf  die  richtigen  Ziffern  des  Quo- 
tienten ergibt.“ 

Ist  z.  B.  gesucht: 

37,5192  . . . 

’ 


14*»' 

oder: 

(l-f^)=  ilj-y)  (1  + ?)  = 1+ 
l+v 

Rnth&lt  nun  z.  B.  der  Dividendus  ;> 
Stellen  vor  dem  Komma,  so  ist: 


d = it  10 

wo  tt  grösser  als  ^ und  kleiner  als  ^ 
sein  muss , und  hat  er  im  Ganzen  h 
Stellen  (die  vor  und  nach  dem  Komma 
zusammengerechnet,  so  dass  z.  B,  63,412 
im  Ganzen  fünf  Stellen  hat),  so  ist  der 
Werth  einer  Einheit  der  letzten  Stelle 

lOP“  so  dass  man  hat: 

au  — 10^  ”,  /i  = « 10 

Hat  der  Divisor  ^ Stellen  vor  dem 
Komma,  und  im  Ganzen  s Stellen,  so 
ist  ebenso: 

r = 10~‘, 

wo ; 

b=ßW^ 

ist.  ^ ist  grösser  als  ^ und  kleiner  als 
10.  Es  ist  also : 

/4<10~"  und  /i>10~”~*, 

»'<10  * und  »'>20  * 

denn  die  Nenner  a und  ^ würden  die 
Exponenten  um  die  Einheit  erniedrigen, 
wenn  sie  gleich  10  wären,  denselben 
unverändert  lassen,  wenn  sic  gleich  1 
wären.  Es  wird  also  fi  jedenfalls  eine 
Zahl  sein,  die  mit  n Knllen  nach  dem 
Komma  beginnt,  ebenso  wie  r mit  s 


so  kann  man  statt  dessen«  ohne  den 
Fehler  des  Quotienten  zu  vermehren, 
auch  schreiben: 


37  52  . . . 

6,817  ■ . 

da  der  Divisor  vier  Stellen  hat«  also 
zwei  des  Dividendus  entbehrlich  sind.  — 
Die  Abkürzung  ist  also  so  zn  machen« 
dass  n = i wird«  und  man  hat: 


kann  höchstens  gleich  2 sein, 

wenn  nämlich  eine  der  Grössen  a oder 
ß negativ  ist.  Der  Nenner  wird  sich 


wegen  des  sehr  kleinen  Bruches 


10' 


nur  sehr  wenig  von  1 unterscheiden;  es 


ist  aber  der  Fehler  c.7  = y 10^  wenn 
c=:)'10'^  gesetzt  wird«  and  derselbe  wird 

mithin  kleiner  als  " «ein,  also 

in  der  r—n  ten  Stelle  nach  dem  Komma« 
oder  in  der  nten  Stelle  cintreten  können, 
so  dass  man  in  der  That  deren  n— 1 
oder  n richtige  hat,  je  nach  dem  Werth 
von  y.  Hieraus  folgt: 


„Dem  Quotienten  können  höchstens 
soviel  richtige  Stellen  gegeben  werden« 
als  Divisor  oder  Dividendus  haben,  oder 
wenn  die  Stellen  beider  ungleich  sind, 
diejenige  Zahl  von  beiden,  welche  am 
wenigsten  Stollen  hat.“ 

Keinesfalls  aber  ist  die  Division  wei- 
ter austudohnen.  Berücksichtigt  man 
dies,  so  wird  man  finden,  dass,  wenn 
man  nach  Erschöpfung  der  Stellen  des 
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Diridcndns  inm  Beste , wie  dies  Torge- 
schricbcn  war.  immer  Nullen  binznrügl, 
man  mehr  Ziffern,  als  nDtbig  ist,  in  An- 
wendung bringt.  Es  wird  dies  am 
besten  folgendes  Schema  zeigen; 

812,12  : 79,346. 

Der  Divisor  enthält  drei  Stellen  nach 
dem  Komma,  also : 


79346  I 8121210  I 10,2351 
_79346l 
'1866  0 

0000,0 

1866,00 
1586  92  _ 
279i0eb 
23«;038 
41042Ö 
396730 
T36900 


Es  ist  hier  von  der  letzten  Stelle,  die 
der  Dividend  ursprünglich  hat  (also  ohne 
Berücksichtigung  der  hinzugenigten  Null), 
ein  senkrechter  Strich  gezogen,  und  die- 
ser schneidet  links  alle  diejenigen  Zif- 
fern, welche  bei  der  Keehnung  in  Be- 
tracht kommen,  von  denen  rechts  ab, 
die  nicht  gebraucht  werden.  Bei  der 
Bildung  der  Theilqnotienten  und  Beste 
kommt  es  nämlich  immer  nur  auf  die 
höchsten  Ziffern  an , und  die  andern 
üben  nur  auf  die  nächsten  Beste  einen 
Einfluss  aus. 


So  weit  die  Bechnung  richtig  ist,  also 
der  Quotient  nicht  mehr  Stellen  hat  als 
Divisor  nnd  Dividendus , wie  hier,  wird 
man  keine  ausserhalb  des  Striches  lie- 
gende Ziffern  brauchen,  da  nach  deren 
Erschöpfung  sechs  Stellen  des  Quotien- 
ten bereits  gefunden  sind.  Man  rechnet 
also  abgekürzt  derart,  dass  man,  statt 
Nullen  den  Besten  hinznznfOgen,  immer 
die  letzte  Stelle  rechts  im  Divisor  streicht, 
dieselbe  aber  noch  so  weit  berücksich- 
tigt, als  sie  anf  die  noch  erscheinenden 
bei  Bildung  der  Beste  einen  Einfluss 
ausübt.  Folgende  Bechnung  zeigt  dies . 

79346  1 8121201  10,236 
79346 
1866 
1587 
279 
238 

“E 

40j 


Nachdem  man  79346  von  81212  abge- 
zogen, streicht  man  die  6 des  Dmsor. 
79^  in  1866gehtNoU  maiy  man  streicht 


dann  die  ^ des  Divisor.  793  in  1866 
geht  2 mal.  Indem  man  aber  793  mit 
2 molüplicirt,  berücksichtigt  man  die 
letzte  gestrichene  Ziffer  4 noch  in  fol- 
gender Weise.  ^ mal  ist  ^ ist 
grösser  als  also  ist  die  znletzt  stehen 
bleibende  Stelle  des  Products  nm  1 zu 
erhöhen.  2.  mal  fi.  und  1.  dazu  ist 
7ß  2*  9=18  n.  B.  w.f  so  dass  man  1587 
erhält,  Rest  279.  Jetzt  wird  auch  die  3 
gestrichen.  79  in  279  geht  ^ mal. 
3.  mal  ^ ist  also  es  ist  1 zur  näch- 
sten Ziffer  hinzuzu/ugen.  3 »9=27, 
hinzu  gibt  28,  das  Product  Ist  238,  der 
Rest  41.  RTreicht  man  auch  die  9,  so 
wird  T"  in  ^ 5 mal  gehen , ^ • 9^45. 
Es  sind  5 zu^«^=:35  hinzuzuffigen. 
Rest  .40,  ~^8  Hesse  sit^hicr  noch  eine 
Stelle  finden,  wenn  man,  da  die  Ictzto 
des  Divisors  nicht  zu  streichen  ist,  eine 
Null  hier  anhängte.  7^  in  10  geht  1 mal. 
Das  Resultat  ist  also  wie  oben.  Wir 
fugen  noch  zwei  Beispiele  des  abgeköns- 
len  Dividirens  hinzu. 


6,217  : 192,3. 

1923  I 6217  I 0,03232 
5769 
448 
J8^ 

63 

58 

5 


241,7  : 2,252. 


2252  i 


2417 

2252 

105 

158 

7 


00 1 107,3 


7)  Abgekürzte  Ausdrücke  für 
diejenigen  Quotienten,  worin 
Divisor  und  Dividendus  sehr 
viele  Ziffern  haben. 

Wenn  die  Decimalbrüche  immer  ein 
geeignetes  Mittel  zur  annäherungsweisen 
Berechnung  der  Quotienten  gewähren,  so 
tritt  oft  der  Fall  ein,  dass  man  abge- 
kürzte Wertho  derselben  in  der  Form 
von  gewöhnlichen  Brüchen  sucht,  na- 
mentlich bei  solchen  Quotienten  oder 
Brüchen,  welche  oft  Vorkommen,  und 
iu  Rechnungen,  bei  welchen  nicht  die 
änsBcrste  Genauigkeit  erforderlich  ist. 
Ein  solches  Mittel  gewähren  die  Ketten- 
brücbo,  d.  h.  diejenigen  Brüche,  die  zum 
Nenner  eine  ganze  Zahl  und  einen  Bruch 
haben,  dessen  Nenner  wieder  eine  ganze 
Zahl  und  ein  Bruch  ist  u.  s.  w.  Man 
kann  hierbei  alle  Zähler  des  Ketten- 
51 
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bruchs  der  Einheit  gleich  machen.  Wie 
beliebige  Brflche  in  Kettenbrficbe  rer- 
wandelt  werden,  leigt  {ulgendes  Schema. 
Sei  der  zu  rerwandelnde  Quotient: 
^8281 
9063140' 

Man  dividirt  mit  dem  Zähler  in  den 
Nenner  oder  umgekehrt,  je  nachdem  der 
eine  oder  andere  kleiner  ist: 

8078281 1 90631W  | , 984859 

^8078281 


1 + 


1113 


Der  Bruch 
behandelt: 

9848Ö9 


984859 
984859 


8078281 

8078281  I 
7878872  1 
199409 


wird  ganz  ebenso 


Ö+; 


199409 

984859 


also : 


und: 


8078281,  199409 

'9^9  984859' 


984859  . 
8078^1 ' 


19^ 

^■^984859 


199409  I 984859  I . , 187223 
797636  I 199409 
187223 

199409  _ 1 

984859  “ 4 , ^2^’ 
■*"199409 

187223 1 199409  I , , 12186 
1872231  1+187^ 


12186 
187223  _ _ 
199409 


121861 


1+ 

187223 

12186 

65363 

60930 


1 

12186' 
187223 
4433 


15+ 


12186 


4433 


121^ 

187223' 


12186 


44331121861 

8866 


2+ 


3320 

4433 


4433 

12186' 


3320 


2+ 


4433 


3320144331 
3320  I 
1113 

'4433  ~ lil8' 
■^3320 

1113 1 3320  I „ , 1094 
_2226  |2+ni3 
1094 

1113  _ 1 

3320  - o . 1094' 
^+1113 

1094 1 1113  I , , 19 

19 

1094  _ 1 

1113  - 19  ' 

-■*■1094 

19  110941  11 

95  I °‘  + 
TH 

133 
11 

19  _ 1 

^ + 19 


19 


■4 


11  I 19 
~ J1 
8 

11-  1 

ia"l+®’ 

i^ii 

®'4li+A 

8r-*-8^ 
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AIio,  wenn  men  alle  dicao  Theilrcsultate  nach  und  nach  subatitnirt: 

m8281  _ 1 

9063140  “ 1+  1_ 

8+1 
4-t  J 
1+1 
15+1 
2+1 
1+i 
2+1 
1+1 
57+1 
1+1 
1+1 
2+1 
1 + 1 
2 


Offenbar  kommt  es  nur  darauf  an,  die 
ganzen  Quotienten , die  sich  ans  den 
verschiedenen  Divisionen  ergeben » mit 
den  Z&hlcrn  1 versehen,  in  die  Gestalt 
eines  Kettenbruchs  zu  bringen.  Um  nun 
NäherungsbrQchc  absuleiten,  kann  man 
in  dem  Kettenbroche  die  letzten  Theile 
weglassen,  und  den  übrigen  Theil  in 
einen  gemeinen  Bruch  verwandeln,  so 
dass  man  bat : 


1) 

2) 


3) 


4) 


1’ 

1 _ 8 

1 ~ 9 ’ 

1+  — 

+ 8 

l+J^~37’ 

8+1 

4 

1 _ « 
1+_1  “ 46’ 
8+1 
4+1 
1 


Geht  man  bis  zum  letzten  Theil,  so 
wird  natürlich  der  ursprüngliche  Bruch  er- 
scheinen. 

Uebrigens  gew&hrt  die  Theorie  der 
Kettenbrüche  ein  Mittel,  nm  das  Auf- 
finden  der  NaherungsbrUche  anl  beque- 
mere Art  zu  Tollzieben , als  durch  ab- 
gesonderte Bercchnnng  derselben  ge- 
schehen kann.  Anch  l&sst  sich  zeigen, 
dass  die  auf  diesem  Wege  erhaltenen 
Nähemngswerthe  genauer  als  alle  an- 
deren Brttehe  den  gesuchten  Quotienten 
geben,  bei  welchen  Zahler  und  Nenner 
nicht  grosser  sind  als  die  hier  gefunde- 
nen. Die  Kcttcnbrfiche  lösen  also  das 
Problem  immer  auf  die  zweckmässigste 
Weise.  Siehe  hierüber  den  Artikel:  un- 
bestimmte Aufgaben.  Wir  fBgen  hier 
nnr  noch  zwei  Beispiele  solcher  Annä- 
herungen hinzu. 

Das  Verhöltniss  der  Feripherio  eines 
Kreises  zum  Durchmesser  ist  bekanntlich : 

niaronoßR-qj.  14159265 
3,14169265  - 3+  ioqoooooO" 

Die  Verwandlung  in  einen  Kettenbmch 
gibt: 


3,14159265=3+  j 

i5+l 
1+  1 
288  + 1 
1+  . . . 

Die  Rechnnng  ist  übrigens  in  dem  Artikel : Quadratur  ebener  Figuren , Ab- 
schnitt 4),  durchgeliihrt. 

Man  gelangte  daselbst  zu  den  N&bernngswerthcn : 

61  • 
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_ M 3M  ^ 10^ 

7’  106’  113’  32650 

u.  s.  w. 

Das  VerhiltnisB  des  s^uodisclien  Mo- 
nats sum  tropischen  Sonnenjahro  ist; 

29530589 

36524220’ 

Die  Verwandlung  in  einen  Kettenbruch 
gibt: 

2953059  I 36524220 1 12 
2tl33059 
6993630 
5906118 

1087512  ulso : 


1067512  I 2953059 1 2 
2175024 
778036 

778035 1 1087512  1 1 
778035 
309477 

309477  I 778035  I 2 
618954 
159081 

159081 1 309477  ] 1 
169081 
150396 

150396  j 159081 1 1 
150396 
8685 


12-t-l 
2-t-l 
1 + 1 
2+1 
1+1 
1+. 


Die  Naherungswertbe  sind:  8)  Division  von  Buchstaben- 

1 2 3 8 11  ansdrüeken. 

12’  25’  37’  99’  136’  235  Sind  Divisor  und  Dividendus  gance 

Um  also  die  Jahre  in  eine  möglichst  Functionen  einer  oder  mehrerer  Grossen, 
genaue  Zahl  von  ganzen  Mondmonaten  so  kann,  wenn  der  Dividendus  ein  Vicl- 
zu  theilcn,  kann  man  in  erster  Ann&hc-  faches  des  Divisor  ist,  die  ganze  Func- 
rnng  einem  Jahre  12  Monate,  genauer  6on,  der  der  Quotient  gleich  ist,  ermit- 
2 Jahren  25,  3 Jahren  37,  8 Jahren 99,  t®*'  werden,  und  wenn  dies  nicht  der 
11  Jahren  136,  19  Jahren  235  u.  s w.  Fall  ist,  der  Quotient  in  Form  einer 
Monate  geben.  Die  erste  Annlhcmng  ist  ganzen  Function  und  eines  Bruches  ans- 
die  des  gcwOhnlichenLebens.  dievierte  die  gedrückt  werden,  dessen  Zähler  von  nie- 
itltcro  griechische , die  sechste  die  des  drigerem  Grade  ist  als  der  Nenner. 
Meton,  und  kommt  der  Wahrheit  schon  Beides  geschieht  in  ähnlicher  Weise  wie 
sehr  nahe.  Sic  ist  hei  den  Türken,  Ju-  Zahlengrössen,  wie  folgendes  Schema 
den  und  andern  Völkern  noch  jetzt  in  zeigt. 

Gebrauch.  Sei  gesucht : 

9.5  417  91 

22*y‘-f  y‘-  ^ **  y*- ^ «‘ü+e^'+ia*’  Jl’ 

3 . , 2 , 4 ,^6  . , 1 . • 

T*  y’-3 ' J'-y 'i'  +6 » +¥* 

Man  ordnet  Divisor  und  Dividendus,  z.  B,  nach  absteigenden  Potenzen  von  x : 
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31 


417 


25 


r‘- 


2 3 


6j=*— **y^+22ary* — J y*  1 12x— 15y 


6x*— 8:t*y+  9x>y* g- x*y*-|-10xy* 

— 

_:^j:Y+iar«y>-^*V+12xy*-^y» 
4^  9F» 

2 ®‘y+10x*y’-  «*y’+12xy‘— yy* 


Man  dividirt  mit  dem  eritcn  Qliede 
des  Divisors  in  das  erste  des  Di> 

videndas  6x*,  der  Quotient  12x  ist  das 
erste  Glied  des  gesuchten  Quotienten. 
12x  wird  dann  mit  dem  ganzen  Divisor 
mnhiplicirt»  nnd  das  Product  vom  Di- 
ridendus  abgezogen.  Der  Rest  muss 
wieder  nach  absteigenden  Potenzen  von 
X geordnet , und  das  erste  Glied  dessel- 
15 

ben,  — — x*y,  durch  das  erste  Glied 

des  Divisor  i x*  dividirt  werden.  Der 
Qaotient  15  y ist  das  aweite  Glied  des 


gesuchten  Quotienten.  Es  wird  wieder 
mit  dem  Divisor  multiplicirt , und  dos 
Product  von  dem  noch  übrigen  Thcil 
des  Dividenden  abgezogen.  Hier  erhalt 
man  als  Rest  Null,  und  somit  ist  die 
Division  beendet.  Wäre  dies  nicht  der 
Fall,  so  w&re  die  Rechnung  so  lange 
fortzusetzen,  bis  entweder  der  Rest  Null 
ist,  oder  ein  Rest  erscheint,  der  von 
niedrigerer  Ordnung  als  der  Divisor  ist. 
Im  letztem  Falle  ist  dieser  Rest  Zahler 
eines  Bruches,  der  den  Divisor  zum  Nen- 
ner hat  und  znm  ganzen  Quotienten 
hinzugefügt  werden  muss. 

Wir  geben  hierzu  noch  zwei  Beispiele 


3**+2 

1 9 4 

---X*— — x«4-—  x»-8 
27  9 ^3 


-^x.-16 


2.4. 

27  9 


i-**-16 

^ 3 


-«..-16 

-l.'-ie 


Es  erscheinen  hier  bei  jeder  Subtraction  neue  Glieder.  Dieselben  werden 
vom  geschrieben,  da  nach  absteigenden  Potenzen  von  x geordnet  ist. 
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lOr’-f  16*y— 4jf* 

20»‘+32z‘y-58iV+118tV-70iy‘+%‘  | 2i‘-5zV+8»»’-3s'* 

20i«+32i»y-  8i«y» 

— 60i‘y’+ 118  i’y‘— 70sy‘+15y‘ 

-80t»y*-50t‘y»+  20»»y* 

80s'y*+  98»’y*— 70»y*+15y* 

80i»y»+128>»y‘-.32iy» 

- 30i*y‘-38iy‘+15y* 

- 30t’y»-48iy»+12y» 

+10ty‘+  3y* 

Da  der  Rest  in  Bezog  anf  z Ton  niedrigerem  Grade  als  der  Divisor  ist,  ao 
hat  man: 


2.‘-5z.y.  + 8zy.-3,‘+^^ig^. 


als  Quotienten. 

Was  die  Grunde  des  Verfahrens  anbetrifft,  so  sei  a der  Dividendns,  b der  Di- 
visor, Cy  f , . , die  nach  und  nach  gebildeten  Thcilquotientcn  and  r der 
letzte  Rest.  Jeder  Tbcilqnotient  wird  mit  dem  Divisor  mnltiplicirt  und  das  Pro- 
duct nach  und  nach  vom  Dividendus  abgezogen.  Man  crh&lt  als  Resultat  auf 
diese  Weise  endlich  den  letzten  Rest.  Es  ist  also: 


a—bc—bd^bt^hf^  . . . =r, 

oder; 

o = 6(c  + <l+s+/)+r, 

also : 

±=cJfd+t+f  +p 

also: 

„Die  Snmmo  der  Theilqnotienten,  vermehre  um  einen  Bmch,  dessen  Zähler 
der  letzte  Rest  und  der  Nenner  der  Divisor  ist,  gibt  den  Quotienten,  so  wie  es 
in  nnserm  Verfahren  verlangt  war.** 

Man  kann  sich  des  gleichen  Verfahrens  auch  bedienen,  am  BrOche  in  nnend- 
liche  Reihen  zu  entwickeln,  indem  man,  statt  den  Rest  als  Zähler  des  Ergän- 
zungsbmehes  sn  benntzen,  die  Division  nach  Belieben  fortsetst. 

Sei  gegeben: 

1 

1-s-x*’ 


I = l+i+2z«+s*-3s*-4s‘ 

1-s-s» 

+ x + t* 
s— s*— t* 

as*-s» 

2s«-2»>-2s‘ 


■ iifotl  .lel'.i 
.‘si 


+ s*-2t‘ 

+ s>-  s‘-  s» 
-3t*-  s* 


-3z*+3z*+3r* 

-4s‘-3t* 

Die  unendliche  Reihe  des  Quotienten  ist  hier: 


l+t4-2s*  + t*-3t‘-4s‘-7t*-Ht'-  . . . 


uigiti2eo  L 
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Offenbar  bat  dieselbe  aber  nur  für  die  Wertbe  von  s eine  Gültigkeit,  für  welche 
sie  convergirt.  Da  der  Quotient  ^ — - für  s = 0 endlich  bleibt,  findet  dies 

immer  bis  zu  einer  gewissen  Grenze  hin  statt.  Das  Criteriaro  der  Convergenz  ist 
librigens  hier,  wie  leicht  zu  sehen,  das,  dass  der  Rest,  mit  welchem  man  abbricht, 
sich  mit  zunehmender  Oliederzahl  der  Null  nähern  muss,  weil  nur  in  diesem  Falle 
der  Ergänsungshruch  verschwindet. 

9)  Umwandlung  derjenigen  Quotienten,  welche  Irrationali* 
täten  im  Nenner  haben. 

Es  ist  oft  nOthig,  den  Quotienten,  w’elche  Irrationalitäten  enthalten,  eine  solche 
Form  zu  geben,  dass  im  Nenner  dieselbe  wegfallt.  Es  kann  dies  immer  gcschc> 
hen,  — Wir  zeigen  dies  zunächst  für  die  einfacheren  Falle. 

A)  Enthalte  der  Divisor  eine  Quadratwurzel,  oder  er  bestehe  aus  zwei  Glie> 
dem.  deren  jedes  eine  Quadratwurzel  bildet. 

Der  Quotient  hat  in  diesem  Falle  eine  der  Formen: 

ttYx:  v6+y^’ 

Im  ersten  Falle  wird  Zahler  und  Nenner  mit  b-\x,  im  letztem  mit  yb—\x  er- 
weitert.  Man  erhält: 

a jb-\x)  _ a{b~yx) 
lb+yxj(b-yx)  i’-x  • 
a(Yb-yx)  _ fl(yt-Vx) 

(V*+V*)(V»-V*)  ■ 

Beispiele. 

Jgo  _V20(3-V8)^ 

3+V8  “ 9-8  ' 

2V8  _ 2 V8  (2V6-3V2)  _ V8(2VG-3V2)  _ 8V3M2  _ 8V3_^ 

2V6+3V2“  24-18  3 3 3' 

B)  Kommen  mehr  als  eine,  bezüglich  zwei  Quadratwurzeln  vor,  so  kann  man 
dies  Verfahren  so  oft  als  nöthig  wiederholen. 

Beispiele. 

Sei  gegeben: 

V24 

V2+V6-V7' 

Han  denkt  V2+V6+V7.  Die«  gibt: 

y2(V2+V6+>'7)  _ 2+2V3+V14 
(V2+V6>-7  1+4  V3 

Es  wird  nun  mit  1— 4V3  erweitert: 

(2+2V3+V14)(1-4V3)  -22-6V3+V14-4V42  _ 22+ 6V3+4V42-yi4 

ll  + 4V3)(l-4y3)  ~ -47  47 

C)  Dies  Verfahren  lässt  sich  auf  alle  Arten  von  Irrationalitäten  erweitern. 
Sei  zunächst  der  Quotient: 

a 

und  *,  irgend  eine  Wurzel  einer  Gleichung  nter  Ordnung.  *i  . . . 
die  andern  Wurzeln  derselben.  Nnn  ist: 


Das  Product  im  Nenner  ist  bekanntlich  gleich  dem  Coefficienten  des  letzten  Glie- 
des der  Gleichung,  und  somit  ist  der  Nenner  rational  gemacht. 
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Sei  der  Quotient  jetit: 

« 

wo  z die  obige  Bedeutung  hat.  Man  bildet  dann  die  Polynomioa: 

• • • 

a-h6j:|+cz,»4-cx,*4-  . . . 


a+bx  -fez  • 4-  • • • 

und  erweitert  den  Bruch  mit  dem  Producte  derselben.  Führt  man  im  Nenner 
dann  die  Rechnung  aus,  so  wird  derselbe  nur  symmetrische  Functionen  der  Wur- 
acl  enthalten  y und  diese  lassen  sich  bekanntlich  rational  durch  die  Coefficicntcn 
der  Gleichung  ausdrücken,  womit  die  Aufgabe  gelöst  ist. 


Beispiel. 

7 

9 + z, 

sei  gesucht,  wo  Z|  eine  Wurzel  der  Gleichung: 

z*  4 2z  — 4 = 0 

sein  soll.  — Man  hat: 

(9+i,)(9+T,)(9+i,)  = 72fl+8r(x,4-3-,+3-,)+9(ar,  x,+x,x,) 

+ XjX,X,. 


Aber: 


also : 


Zj4z,4z,=0,  *j+z, Z|  =2  und  ZjZ,Zj=4, 


7 7(94z,)(&  + z.)  _ 7(94-z,)(94z,) 

94zj  " '72942 -9  + 4 751 

Die  hiluflgstc  Anwendung  des  Rationalmachcns  der  Nenner  ist  die  auf  AiisdrQo.ke 
von  der  Form: 

a + ßV-1 

Wird  hier  mit  y— (fy  — 1 erweitert,  so  crhRlt  man: 
ay-^ß(f-^{ßY  — aJ)  V— 1 
y*‘+cf’ 

10)  Ueber  das  Wogschaffen  gemeinschaftlicher  Factoren  in 
Dividondus  und  Divisor  bei  Zahlen  und  Buch  s ta  bc  nau  s d r ü cken. 

Die  Aufgabe,  aus  einem  Quotienten  einen  möglichst  grossen  Zahlen-  oder 
Buchstabenfactor  wegzuheben,  ist  offenbar  identisch  mit  derjenigen,  den  grössten 
gemeinschaftlichen  Factor  zweier  Zahlen  oder  Buchstabenausdrilcke  zu  ermitteln. 
Das  Verfahren  ist  folgendes.  Sei  n die  grössere,  6 die  kleinere  beider  Zahlen, 
oder  <1  der  Bochstabenansdruck  von  höherer  Ordnung,  b der  von  niederer.  Man 
dividirt  n durch  b und  bildet  den  Divisionsreet  r^,  dividirt  dann  b durch  r^,  sei 
r,  der  Divisionsrest.  Es  wird  dann  T|  durch  r,  und  so  fort  immer  der  letzte 
Divisor  durch  den  Divisionsrest  dividirt,  bis  endlich  die  Division  aufgeht  oder  der 
Rest  1 erscheint.  Im  erstoren  Falle  ist  der  letzte  Divisor  der  grösste  gemein- 
schaftliche  Factor  von  a und  b.  Im  letztem  Falle  ist  kein  solcher  Factor  vor- 
handen. 

Der  Beweis  ist  leicht  zn  führen. 

Seien  q,  9|,  q%  » • • die  auf  einander  folgenden  ganzen  Quotienten,  also: 


Digitized  by  Google 


Quotient. 


809 


Quotient. 


Oie  letzte  Divizion  soll  nämlich  entgehn.  — Man  hat  also  auch: 


o = j4+r„  6 = j,rj+r,,  r,  = j,r,+r. 


9 11  9i  • • • sind  ganse  Zahlen 

oder  ganze  Fanctionen.  Offenbar  ist 
dann  r ein  Factor  von  a nnd  6,  denn 

n 


da  r 


, =0  r , muss  r ein  Factor  von 
I n n 


r , sein:  da  r .r  , +r  , 

fl— 1 ’ fl  — X ^fl— 1 fl— 1 ' fl 

und  r ein  Factor  von  beiden  Gliedern 

fl 

recht«  ist«  so  ist  cs  au'*h  ein  Factor  der 
Summe  r und  indem  man  so  weiter 

fl  — * 


rflekwärts  geht,  als  Factor  von  7 
wird  auch  ein  Factor  von  b,  und  als 

Factor  von  qb-\-r^  auch  ein  solcher  von 
a sein. 


Es  kSnncn  a und  b aber  auch  keinen 
grössern  gemeinschaftlichen  Factor  als 
haben,  denn  gäbe  cs  einen  solchen, 

so  müsste  wegen  a = ^4+'"i  o<l®f 
a~qb  — r^  denselben  auch  r, , wegen 
b-^q^  Tj  = r,  auch  r,  und  so  fort, 
also  auch  ond  wegen 

— Q r ,—r  auch  r haben.  Es 
kann  aber  keinen  grossem  Factor 

haben,  als  diese  Grösse  selbst  beträgt. 
Ist  »■^=1,  so  ist  1 der  grösste  gemein- 
schaftliche Factor  von  a und  b,  also  kein 
solcher  vorhanden. 


29155  I 45619 1 1 
29155 
16464 

16464  I 29155 1 1 
16464 
12691 

12691  I 16464  I 1 
12691 
3773 

3773  I 12691  I 3 
11319 
1372 

1372  I 3773  | 2 
2744 
1029 

1029  I 1372  I 1 
1029 
343 

343  I 1029  I 3 
1029 


Zu  bemerken  ist , dass  vlie  Rechnung 
ganz  dieselbe  ist,  als  die  bei  der  Ver- 
wandlung in  Kettenbrüche  anzuwendende. 
Sei  ferner  gegeben  : 

4136590 

4311591' 


Beispiele. 

Sei  za  rereisfachen  der  Brach: 


4135.590  1 4311591 1 1 
4135590 
176001 


118.3693 

1603182' 

1183693  1 1603182  1 1 
1183693 
419489 

419489  i 1183693  | 2 
838978 


176001  I 4135590 1 23 
352002 
615570 
628003 
87567 

87567 1 176001 1 2 
175134 


867 


344715 

867  1 87567 | 101 

344715 

1 419489  1 1 

867 

344715 

867 

74774 

8<j7  ist 

der  grösste  gemeinschaftliche 

Factor. 

In  der  That  ist; 

74774  1 

344715  1 4 
2990f»6 

867  1 4135590  I 4770 
3468 

45619 

6676 

45619  1 

1 74774  1 1 

6069 

45619 

6069 

2915Ö 

6069 
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867  I 4311591  I 4973 
3468 
843.5 
7803 
6329 
6069 
2601 
2601 

also : 

4135590  _ 4770 
4311591  " 4973' 

Sei  ferner  gegeben: 

30z»-75a>t>-30az‘+ia5n»i* 
52fl'i*-52«*i>-130a*  z + 234a‘‘ 

62a’i»-52o»z>-130o*e+234g» 
30z‘— 30oi*— 75a*  r*  + 135o’ z’  15z’ 

30z‘-30oz*-75a»z>  + 135o*z»  26^ 

15  z’ 

Der  Quotient  i»t 

Sei  endlich  gegeben : 

81  o*  c‘  + 164‘-72a’A’c’ 

45a’  e’  +60a’c’  6 + 20aci’' 

45a’  c»+60a’  e’  i+20ac6* 

81a‘ c*-72a’i’c>+16A*  9 12. 

— « Iftf—  0 

81a*c*+108a>c*4+36o’i’c’  5 5 

=;i08a* c’  6-108o’i’c>  + 16i‘ 

-108a’c’&-144o’»'c’  -48a»’ c 

36a’A’c’+48a»*  C + 16&’ 

36a'»’  c’+48a»’  c+16»* 

46  a’ c’ +60a’ c’ » + 20ae»’ 1 5 ac 
45a’c’+60a’  c’  » + 20ac»’  1 T i* 

Es  ist  also  gemeinschaftlicher  Factor: 

36a’  »'  c’+48a»'c+16»*. 

In  der  That  ist: 

81a‘ e‘  + 16 »*-72a’»’  c’  = (9a’  c’-4»’)’  = (3ac-2»)’ (3ac+2»)'. 
Ferner: 

45  o’  c’+öO a’c’  »+20ac»’  =5  ae  (9  a*  c’  +12 a»c  + 4»*)  = 5ac  (3ac+2»)’. 
Es  ist  also  gemeinschaftlicher  Factor : 

(3a  c+2  »)’  = 9 a’  c’  + 12  a »c+4  »’, 

ein  Ansdmck,  welcher  mit  dem  obigen  fibereinstimrot,  wenn  derselbe  mit  4»’ 
dividirt  wird. 

In  der  That  ist  4»’  nicht  als  Factor  in  unserm  Quotienten  enthalten,  ob- 
gleich er  sich  bei  der  Division  ergab.  Der  Qmnd  davon  ist  folgender. 
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Bei  der  ganten  Rechnung  wurden  Zäh- 
ler und  Nenner  als  ganze  Fnnettonen 
von  a,  nicht  aber  als  solche  von  b be- 
traehtet.  indem  man  Zähler  und  Nenner 
durch  4 6*  dividirt,  hören  also  diese 
Ausdrücke  nicht  auf,  ganze  Functionen 
tn  sein.  Dieser  Factor  ist  also  ganz 
zufällig,  und  kann  sich  bei  nnserm  Ver- 
fahren einstellen , was  freilich  der  An- 
wendung unserer  Methode  auf  Buch- 
stabenausdrückc.  wenn  dieselben  ciniger- 
maassen  complicirt  sind,  eigcnthömliche 
Schwierigkeiten  bereitet. 

Wenn  es  also  geschehen  kann,  bedient 
man  sich  bei  dem  Heben  von  Buch- 


stabenbrüchen am  liebsten  dirccter  Me- 
thoden. 

Hier  führte,  wie  wir  gesehen  haben, 
eine  solche  auf  den  Ausdruck ; 

(3flc-2A)*  (3rtc-t-26)*  _ (3nc-2&)» 

5ae(3flc-i-26)*  bac  * 

Zum  Schlüsse  dieses  Artikels  erwäh- 
nen wir  noch  der  Quotienten  von  der 
Form  g.  Dieser  wichtige  Gegenstand 
ist  in  dem  Artikel:  Quantitäten  (imagi- 
näre, in  ihrer  Anwendung  auf  die  Func- 
tionenrcchnung),  Abschnitt  10,  abgehan- 
delt. 





[l~7  FEB  18' 6 j 


Digitized  by  Google 


Inhaltsvcrzeichniss. 


Quadrant  1. 

Quadrant  (elliptischer)  1. 

Quadrant  (Mauer-)  Astronomie  1 
Quadrant  (Spiegel-  oder  Reflections-)  2. 
Quadrat  (Geometrie)  2. 

Quadrat  (Algebra)  4. 

Quadrat  (magisches  oder  Zauber-)  0. 
Quadrate  (Methode  der  kleinsten)  16. 
Quadratische  Factoren  33. 

Quadratische  Form  (Zahlcnlchrc)  45. 
Quadratische  Gleichungen  75. 
Quadratische  Gleichungen  (unbestimmte) 
130. 

Quadratische  Reste  (Zahlenlehrc)  117. 
Qundratix  (Geometrie)  153. 

Quadratur  (analytische)  156. 

Quadratur  ebener  Figuren  353. 
Quadratur  krummer  Oberflächen  384 
Quadraturen  — Zurückfiihrung  der  Diffe- 
renzialgleichungen auf  397. 
Quadraturen  — Zurückführung  der  par- 
tiellen DifforcnzialglcichuDgcn  auf  522. 
Quadraturen  (Astronomie)  G07. 
Qnatlratwurzcl  608. 

Qnadratzahl  622. 

Quadriren  622. 


Quantit&t  (allgemeine)  622. 

Quantit&t  (reine  oder  Zahl)  623. 
Quantität  (imaginäre)  638- 
Quantitäten,  — complexc,  — in  ihrer 
Anwendung  auf  die  Funetionenrech- 
nung  681. 

Quantität  (geometrische  oder  räumliche) 
787. 

Quantität  der  Bewegung  787. 

Quart  787. 

Quartier  787. 

Quaternc  788. 

Quent,  Quentchen,  Quentlein  788. 
Querhaupt  (Maschinenlehre)  788. 
Querprofil,  Breitenprofil  (Hydraulik)  788. 
Querschwingungen  (Dynamik)  788. 
Querschnitt  789. 

Querschnitt  (gerihrlicher) , Brcchnngs- 
qucrschnitt  (scction  de  rupture)  789. 
Quersumme  789. 

Quetschhammer  (Dynamik)  789. 
Quetschwerk,  cingleur  (Dynamik)  789. 
Quinte,  Quinteme  789. 

Quirl  (Maschinenlehre)  789. 

Quotient  789. 


Druck  von  J.  P.  Siarck«  In  ßcriln. 


Digitized  by  Google 


Berichtigungen  zum  ITinften  Bantle. 


S.  3-1  vor  Zeile  11  links  von  unten  sind  die  Worte  cinzoschalten:  Nehmen  wir 
jetzt  an,  dass  r">pjr"  *-!*?*»*”  *4-  *■  * sei,  wie  dies  von  einem 

gewissen  Werthe  von  r an  doch  geschehen  muss. 

S.  35  Zeile  3 links,  nach  schreiben,  ist  cinzuschalten : wo  a nicht  reell  zu  sein 
braucht. 

S.  335  letzte  Zeile  ist  der  ganze  Ausdruck  hinter  in  Klammern  cinzn- 

schlicssen,  und  am  Ende  für  (1— 0*  schreiben:  (1  — *)/. 
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